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ВВЕДЕНИЕ

Курсовое задание по разделу теоретической механики «Кине-
матика точки и простейшие движения твердого тела» является пер-
вым при изучении курса «Теоретическая механика». Оно позволяет
студенту усвоить основные понятия кинематики точки и простей-
ших движений твердого тела. Курсовое задание содержит 30 ва-
риантов задач (разд. 4). Каждому варианту задания соответствует
одна схема механизма (на схемах — 1—5 — звенья механизма).

Указанная на схемах механизма точка M может принадлежать
звену или совершать движение относительно него. Начало и поло-
жительное направление отсчета координат s(t), x(t), y(t), r(t), ϕ(t)
и ψ(t) также указаны на схемах.

Кроме того, на схемах механизмов приведены исходные дан-
ные для всех вариантов задания и единицы измерения исходных
величин: длина — в метрах, время — в секундах, угол — в радианах.

В точках соприкосновения звеньев механизма проскальзыва-
ние отсутствует, нити и ремни считаются нерастяжимыми и отно-
сительно шкивов не скользят.

Курсовое задание состоит из двух частей: 1) кинематика точки;
2) простейшие движения твердого тела.



1. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ

В первой части курсового задания нужно исследовать движе-
ние точки M и определить основные характеристики этого дви-
жения.

Требуется:

1) по заданному движению механизма (см. варианты заданий)
получить уравнения движения точки M координатным способом
(в декартовой или полярной системе координат, указанной на схеме
варианта);

2) определить траекторию движения точкиM для момента вре-
мени t= t1;

3) найти скорость v и ускорение a точки M ;

4) определить проекции скорости v и ускорения a точки M на
оси декартовой системы координат;

5) найти касательную aτ и нормальную an составляющие уско-
рения, радиус кривизны ρ траектории в данном положении точ-
ки M ;

6) найти радиальную vr и трансверсальную vρ составляющие
скорости. Начало полярной системы координат нужно поместить
в начало декартовой, направив полярную ось по оси Ox;

7) в выбранном масштабе выполнить чертеж с изображением
траектории движения точки M . На чертеже указать все составля-
ющие скорости и ускорения точки M в момент времени t= t1.
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2. КИНЕМАТИКА ПРОСТЕЙШИХ ДВИЖЕНИЙ
ТВЕРДОГО ТЕЛА

Во второй части курсового задания требуется определить:
1) вид движения звеньев механизма для момента времени

t= t1;
2) угловые скорости ω и угловые ускорения ε звеньев меха-

низма, совершающих вращательное движение, указать на чертеже
круговыми стрелками их направления, характер движения тел (за-
медленный или ускоренный);

3) скорости v и ускорения a тел при поступательном движении;
4) для точек контакта тел Ai (i — номер звена) скорости, уско-

рения и изобразить их на схеме механизма в соответствующем
масштабе (см. разд. 4).

Примечания. 1. Радиусы ступеней i-го зубчатого колеса обо-
значены Ri и ri.

2. Законы движения звеньев в ряде механизмов справедли-
вы для ограниченного промежутка времени, включающего момент
t= t1.

3. Для тела при вращении его вокруг оси Oz:
ϕ — угол поворота тела. Положительное направление отсче-

та угла ϕ принято против хода часовой стрелки, если смотреть с
положительного направления оси Oz;

ω̄ — угловая скорость тела — скользящий вектор на оси враще-

ния, ω̄= ωzk̄0, где k̄0 — единичный орт оси Oz; ωz =
dϕ
dt
= ϕ̇ —

проекция вектора ω на ось Oz;
ε̄ — угловое ускорение тела — скользящий вектор на оси вра-

щения Oz, ε̄= εzk̄0, где εz — проекция вектора ε̄ на ось Oz:

εz =
d2ϕ
dt2
=
dωz
dt
= ϕ̈.

3. ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОГО ЗАДАНИЯ

Пример 1. Исследовать кинематику движения точки и кинема-
тику движений твердого тела (рис. 1). Определить:
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траекторию движения точкиM и для момента времени t= 1 с:
1) скорость v и ускорение a;
2) радиальные и трансверсальные составляющие скорости и

ускорения;
3) касательную aτ и нормальную an составляющие ускорения

точки M .
Выполнить чертеж с изображением движения траектории точки

M . Указать ее положение для момента времени t= 1 с, найденные
скорости и ускорения, а также их составляющие.

Найти угловые скорости ω и ускорения ε звеньев 1 — 3 меха-
низма (см. рис. 1), скорости и ускорения точек Ai и для момента
времени t= 1 с указать их на чертеже.

Дано: r(t) = beht
2−1, м; ϕ(t) = ht2−1, рад; b= 1 м, h= 1 рад/с2;

R1 = 0,4 м; R2 = 0,2 м; r2 = 0,1 м.
Исследуем кинематику движения точкиM . Движение точкиM

задано координатным способом (в полярной системе координат).

Рис. 1
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Полярную ось считаем совмещенной с осью Ox; OM = r(t) —
полярный радиус ϕ(t) — полярный угол.

Найдем траекторию точки M . Исключив время t, получим
уравнение траектории движения точки M в полярной системе ко-
ординат:

r = eϕ.

Это логарифмическая спираль. Так как t� 0, траекторией движе-
ния точки M будет часть логарифмической спирали:

r = eϕ(−1� ϕ<∞; r � e−1).
Координаты точки M при t= 0 с:

ϕ=−1 рад=−57,3◦; r = 0,368 м.
Координаты точки M при t= 1 с:

ϕ= 0 рад= 0◦; r = 1 м.

Определим скорость точки М :

v̄ = vr r̄0+ vpp̄0,

где r̄0 — единичный вектор, направленный от полюса O к точкеM ;
p̄0 — единичный вектор, направленный по трансверсали (поворот
r̄0 на 90◦ по направлению круговой стрелки ϕ).

Проекция вектора скорости v на радиальную ось:

vr = ṙ = 2te
t2−1.

Проекция вектора скорости v на трансверсальную ось:

vp = r ϕ̇= 2tet
2−1.

Для момента времени t= 1 c

vr = vp = 2 м/c; v =
√
v2r + v

2
p = 2

√
2 = 2,828 м/c.

Определим ускорение точки M :

ā= ar r̄0+ app̄0.

Проекция ускорения a на радиальную ось

ar = r̈− r ϕ̇2 = 2et2−1+4t2et2−1− 4t2et2−1 = 2et2−1.
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Проекция ускорения a на трансверсальную ось

ap = 2ṙ ϕ̇+ r ϕ̈= 8t2et
2−1+2et

2−1 = 2et
2−1(4t2+1).

Для момента времени t= 1 c

ar = 2 м/c
2; ap = 10 м/c

2; a=
√
a2r + a

2
p = 10,2 м/c

2.

Радиальную и трансверсальную составляющие скорости и
ускорения строим на чертеже с изображением траектории движе-
ния точки M (рис. 2).

Рис. 2
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Зададим движение точки М естественным способом.
Траекторией движения точки М является часть логарифмиче-

ской спирали:

r = eϕ,

где −1� ϕ<∞; r � e−1.
Начало отсчета дуговой координаты s (натурального параме-

тра) выберем в положении точки M при t = 0 с ϕ0 = −1 рад =
= −57,3◦; r = 0,368 м. Положительное направление отсчета ко-
ординаты s выберем в сторону движения точки M от точки M0.
Определим зависимость s= s(t), положив vτ = v из соотношения

s=

t∫
0

vτdt=

t∫
0

√
v2r + v

2
p dt,

которое удобно преобразовать к виду

s=

ϕ∫
ϕ0

√
(
dr

dϕ
)2+ r2 dϕ,

где r = eϕ;
dr

dϕ
= eϕ; s =

ϕ∫
ϕ0

√
2e2ϕ dϕ =

√
2

ϕ∫
ϕ0

eϕdϕ =
√
2 (eϕ −

−eϕ0) =
√
2 (eϕ− e−1), т. е. s(t) =√2 (et2 − 1)/e.

Скорость точки М

v̄ = vτ τ̄,
где | τ̄| = 1; τ̄ — единичный вектор, направленный в сторону по-
ложительных значений s по касательной к траектории движения
точки M ;

vτ = ṡ=
√
2 eϕ ϕ̇=

√
2 et

2−12t= 2
√
2 tet

2−1

— проекция скорости на касательную к траектории движения точ-
ки M .

Для t= 1 c

vτ = 2
√
2≈ 2,82 м/c.
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Ускорение точки М

ā= aτ τ̄+ ann̄,

где |n̄|= 1; n̄ — единичный вектор, направленный по главной нор-
мали к траектории движения точки М .

Проекция ускорения на ось, касательную к траектории движе-
ния точки М :

aτ = s̈= 2
√
2 et

2−1+4
√
2 t2et

2−1.

Для момента времени t= 1 c

aτ = 6
√
2 = 8,485 м/с2.

Проекция ускорения на нормаль к траектории движения точ-
ки M :

an =
√
a2− a2τ =

√
104− 72 =√32 = 4√2 = 5,675 м/с2;

an =
v2

ρ
.

Отсюда

ρ=
v2

an
=
8

4
√
2
=
√
2≈ 1,41 м,

где ρ — радиус кривизны траектории движения точки M при
t= 1 c.

Для проверки полученного значения найдем av — проекцию
ускорения на ось, совпадающую со скоростью v точки M :

av =
dv

dt
=
d

dt

√
v2r + v

2
p =
vrar + vpap

v
.

Для момента времени t= 1 c

av =
2 · 2+2 · 10
2
√
2

= 6
√
2 ≈ 8,46 м/с2.

Вектор āτ ≡ āv направлен по касательной к траектории движе-
ния точки M .
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Зададим движение точки М в декартовой системе координат:

x= r cos ϕ;

y = r sin ϕ.
При t= 1 c

x= 1 · cos 0 = 1 м; y = 1 · sin 0 = 0 м.
Скорость точки М

v̄ = vxī+ vy j̄,

где ī, j̄ — oрты координатных осей Ox, Oy.
Проекции скорости точки М на оси Ox, Oy:

vx = ẋ= ṙ cos ϕ− r ϕ̇ sin ϕ= vr cos ϕ− vp sin ϕ;

vy = ẏ = ṙ sin ϕ+ r ϕ̇ cos ϕ= vr sin ϕ+ vp cos ϕ.
При t= 1 c

vx = vr = 2 м/c; vy = vp = 2 м/c.

При t= 1 c

vx = 2 м/c; vy = 2 м/c; v =
√
v2x+ v

2
y = 2

√
2 ≈ 2,82 м/c.

Ускорение точки М

ā= axī+ ay j̄.

Проекции ускорения точки M на оси Ox, Oy:

ax = r̈ cos ϕ− ṙ ϕ̇ sin ϕ− ṙ ϕ̇ sin ϕ− r ϕ̈ sin ϕ− r ϕ̇2 cos ϕ=
= (r̈− r ϕ̇2) cos ϕ− (2ṙ ϕ̇+ r ϕ̈) sin ϕ;
ax = ar cos ϕ− ap sin ϕ;

ay = r̈ sin ϕ+ ṙ ϕ̇ cos ϕ+ ṙ ϕ̇ cos ϕ+ r ϕ̈ cos ϕ− r ϕ̇2 sin ϕ=
= (r̈− r ϕ̇2) sin ϕ+(2ṙ ϕ̇+ r ϕ̈) cos ϕ;
ay = ar sin ϕ+ ap cos ϕ.
При t= 1 c

ax = ar = 2 м/с
2; ay = ap = 10 м/с

2; a=
√
a2x+ a

2
y = 10,2 м/с

2.

11



Исследуем кинематику простейших движений твердого тела.
Звенья 1, 2 совершают вращательное движение, звено 3 — по-

ступательное движение.
Для звена 1

ω1z = ϕ̇= 0,5t+1,75.
При t= 1 c

ω1z = 2,25 рад/с; ω1 = |ω1z|;
ε1z = ϕ̈= 0,5 рад/с2 = const; ε1 = |ε1z|.

При t= 1 c ω1z > 0 и ε1z > 0 направления круговых стрелок угло-
вой скорости и углового ускорения соответствуют положительному
направлению отсчета угла ϕ.

Звено 1 вращается равноускоренно. Так как проскальзывание
между телами 1 и 2 отсутствует, у точек контакта звеньев 1 и
2 одинаковые скорости и касательные составляющие ускорения.
Тогда

ω1R1 = ω2r2.
Отсюда

ω2 =
ω1R1
r2
=
2,25 · 0,4
0,1

= 9 рад/с.

Направления круговых стрелок угловых скоростей согласованы
с направлениями скоростей точек контакта тел.

Модуль угловой скорости тела 2
ω2 = 8 рад/с.

Из равенства касательных составляющих ускорений точек кон-
такта тел 1 и 2 следует

ε1R1 = ε2r2,

отсюда

ε2 =
ε1R1
r2
=
2 · 0, 4
0, 1

= 8 рад/с2.

Направления круговых стрелок угловых ускорений согласова-
ны с направлениями касательных составляющих ускорений точек
контакта тел.

Звено 2 вращается равноускоренно (рис. 3).
ТочкаA2 принадлежит звену 2, точкаA3 — звену 3. У этих точек

одинаковые скорости и касательные составляющие ускорения.
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Рис. 3

Скорости точек A2, A3 и тела 3

vA2 = ω2R2 = 9 · 0, 2 = 1, 8 м/с= vA3 = v3 = vD.
Ускорение точки A2

āA2 = ā
τ
A2
+ ānA2 ;

aτ
A2
= ε2R2 = 8 · 0, 2 = 1,6 м/c2; aA3 = a3 = aD3 = |aτ

A2
|;

anA2 = ω22R2 = 64 · 0,2 = 12,8 м /с2;

aA2 =
√
(aτ
A2
)2+(anA2)

2 =
√
1, 62+12,82 = 12,9 м/с2.

Вычисленные угловые скорости тел механизма, совершающих
вращательные движения, изобразим на чертеже (см. рис. 3) круго-
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выми стрелками, направляя их в сторону вращения тел при t= 1 c.
Угловые ускорения тел также обозначим круговыми стрелками, на-
правляя их в сторону круговых стрелок угловых скоростей при
ускоренном вращении и в противоположную сторону при замед-
ленном вращении. Найденные скорости и ускорения точек меха-
низма изобразим на схеме (см. рис. 3) в соответствующем масш-
табе.

Пример 2 (рис. 4).

Рис. 4

Дано: s = D sinEt, l = C cos 2Et; C = 5 м, D = −3 м, E =
= π/4 рад/с; r2 = 0,8 м, r3 = 0,4 м, r4 = 0,6 м.

Задать движение точки М координатным способом, найти тра-
екторию точки M и для момента времени t= 1 c:

14



1) определить положение точки M , скорость v и ускорение a
точкиM , радиальную и трансверсальную составляющие скорости
и ускорения точки M , касательную aτ и нормальную an составля-
ющие ускорения точки M ;

2) выполнить рисунок с изображением траектории точкиM , на
котором указать положение точки M при t= 1 c и изобразить все
найденные составляющие скорости и ускорения точки M ;

3) oпределить вид движения тел механизма, угловые скорости
ω и угловые ускорения ε пронумерованных звеньев механизма,
скорости и ускорения точек А3, А4, указанные на рис. 4;

4) для момента времени t= 1 c указать найденные величины
на схеме механизма, угловые скорости и угловые ускорения тел
обозначить круговыми стрелками.

Исследуем кинематику движения точки M .
Уравнения движения точки М легко получить в декартовой

системе координат, так как

х = l(t), y =−s(t).
Таким образом, система уравнений, определяющих движение

точки в декартовой системе координат, имеет вид⎧⎪⎨
⎪⎩
x= 5 cos

π
2
t;

y = 3 sin
π
4
t,

(1)

где x(t), y(t) — в м.
Определим траекторию точки M . Для этого исключим из си-

стемы уравнений (1) время t. Так как

sin2
π
4
t=
1

2

(
1− cos π

2
t

)
;

y2

9
= sin2

π
4
t=
1

2

(
1− cos π

2
t

)
=
1

2

(
1− x
5

)
,

то
10

9
· y2 = 5−x.

Таким образом, траекторией точкиM является часть параболы:

x= 5− 10
9
y2; −5� x� 5; −3� y � 3.
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Координаты точки М при t= 0 c:

x= 5 м; y = 0 м.

Координаты точки М при t= 1 c:

x= 5 cos
π
2
= 0 м; y = 3 sin

π
4
= 1, 5

√
2 = 2, 121 м.

Скорость точки M найдем по формуле

v̄ = vxī+ vy j̄,

где ī, j̄ — орты координатных осей Ox, Oy.
Проекция скорости точки М на ось Ox:

vx = ẋ=−2,5π sin
π
2
t.

Проекция скорости на ось Oy:

vy = ẏ = 0, 75π cos
π
4
t.

При t= 1 c

vx =−2,5π=−7,85 м/c; vy = 0,75π√
2
= 1,665 м/c;

v =
√
v2x+ v

2
y = 8, 02 м/c.

Ускорение точки М

ā= axī+ ay j̄.

Проекция ускорения на ось Ox

ax = ẍ=−1, 25π2 cos
π
2
t.

Проекция ускорения на ось Oy

ay = ÿ =−0, 1875π2 sin
π
4
t.
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При t= 1 c

ax = 0; ay =−0,1875π2√
2

=−1,307 м/c2;

a=
√
a2x+ a

2
y = 1, 307 м/c

2.

Рассмотрим движение точки М в полярной системе координат.
Полярный радиус, м,

r =OM =
√
x2+ y2.

Полярный угол, рад,

ϕ= arctg
y

x
.

При t= 1 c

r = y = 2,1213 м; ϕ= arctg
y

x
=

π
2
рад= 90◦.

Скорость точки М

v̄ = vr r̄0+ vpp̄0,

где r̄0 — единичный вектор, направленный от точки O к точке M ;
p̄0 — единичный вектор, направление которого соответствует по-
вороту r̄0 на 90◦ в положительном направлении отсчета угла ϕ.

Проекция скорости v на радиальную ось:

vr = ṙ =
1

2
√
x2+ y2

(2x · ẋ+2y · ẏ) = x · vx+ y · vy
r

.

Проекция скорости v на трансверсальную ось:

vp = r ϕ̇= r
(

1

1+ (y/x)2
ẏ ·x− ẋ · y
x2

)
=
x · vy − y · vx

r
.

При t= 1 c

vr =
0+ yvy
r

= vy = 1,665 м/c;

vp =
−yvx
r
=−vx =−7,85 м/c;

v =
√
v2r + v

2
p = 8,02 м/c.
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Проекция ускорения a на радиальную ось

ar = r̈− r ϕ̇2 = xax+ yay
r

.

Проекция ускорения a на трансверсальную ось

ap = 2ṙ ϕ̇+ r ϕ̈=
xay − yax
r

.

При t= 1 c

ar =
0+ yay
r

= ay =−1,307 м/c2; ap = −yax
r
= 0,

a=
√
a2r + a

2
p = 1,307 м/c

2.

Для определения касательной составляющей ускорения aτ =
= s̈ τ (где aτ = s̈ — проекция ускорения на касательную ось; τ̄ —
единичный вектор, направленный по касательной к траектории в
положительном направлении координаты s), получим проекцию
ускорения точки М на ось, совпадающую по направлению со ско-
ростью точки:

av =
dv

dt
=
vxax+ vyay

v
.

Для t= 1 c

av =
−7,85 · 0+ (+1,665) · (−1,307)

8,02
=−0,271 м/c2;

ā= aτ τ̄+ ann̄,

причeм |av|= |aτ|.
Нормальное ускорение точки М

an =

∣∣∣∣vxay − vyaxv

∣∣∣∣=
∣∣∣∣−7,85 · (−1,307)− 08,02

∣∣∣∣= 1,28 м/c2,
или

an =
√
a2− a2v = 1,28 м/c2,

где an =
v2

ρ
.
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Отсюда найдем в момент времени t = 1 c радиус кривизны
траектории:

ρ=
v2

an
=
8,022

1,28
= 50,3 м.

Найденные составляющие скорости и ускорения точки Mстроим
на чертеже с изображением траектории точки M (рис. 5).

Рис. 5

Исследуем кинематику простейших движений твердого тела
(см. рис. 4).

Дано: s=−3 sin πt
4
.

Звено 1 совершает поступательное движение. Определим ско-
рость звена 1:

vτ
1 = ṡ=−

3π
4
cos

πt
4
.

При t= 1 с

ṡ=−3
√
2 π
8
≈−1,67 м/c; v1 = |ṡ|= 1,67 м/c.
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Знак «−» у проекции вектора скорости v1 на положительное на-
правление оси s означает, что вектор v1 скорости звена 1 в момент
времени t= 1 с направлен в сторону, противоположную положи-
тельному направлению координаты s(t) (рис. 6).

Рис. 6

Найдем ускорение звена 1:

aτ
1 = s̈=

3π2

16
sin

πt
4
.
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При t= 1 с

s̈=
3
√
2 π2

32
≈ 1,31 м/c2; a1 = |s̈| .

Знаки у проекции скорости vτ
1 и у проекции ускорения aτ

1 раз-
ные, поэтому векторы скорости v1 и ускорения a1 направлены в
разные стороны, т. е. звено 1 в момент времени t= 1 с движется
замедленно.

Звено 2—3 (двухступенчатый блок) совершает вращательное
движение (см. рис. 4). Ввиду отсутствия проскальзывания звена 1
по звену 2—3 скорости и касательные составляющие ускорений
точек контакта этих тел равны, поэтому

ω2 =
v1
r2
≈ 1,67
0,8
≈ 2,1 рад

с

— модуль угловой скорости звена 2—3;

ε2 =
a1

r2
≈ 1,31
0,8
≈ 1,64 рад

с2

— модуль углового ускорения звена 2—3.
Точка A3 принадлежит звену 2—3.
Модуль скорости точки A3

vA3 = ω2r3 ≈ 2,1 · 0,4≈ 0,84 м/c.
Ускорение точки A3

āA3 = ā
τ
A3
+ ānA3 .

Модуль касательной составляющей ускорения точки A3∣∣aτ
A3

∣∣= ε2r3 ≈ 1,64 · 0,4≈ 0,66 м/c2.
Модуль нормального ускорения точки A3

anA3 = ω22 · r3 ≈ 2,12 · 0,4≈ 1,76 м/c2.
Модуль ускорения точки A3

aA3 =
√
(aτ
A3
)2+(anA3)

2 ≈ 1,88 м/c2.
Звено 4 совершает вращательное движение. Точка A4 принад-

лежит звену 4. Ввиду отсутствия проскальзывания звеньев 4 и 2—3
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имеем

vA4 = vA3 ;

vA4 = vA3 = ω4r4 = 0,84 м/c2.
Следовательно, модуль угловой скорости звена 4

ω4 =
vA4
r4
≈ 0, 84
0, 6

= 1,4
рад
с
.

Ускорение точки A4

āA4 = ā
τ
A4
+ ānA4 .

Ввиду отсутствия проскальзывания звеньев 2—3 и 4 имеем

āτ
A4
= āτ

A3
.

Модуль касательной составляющей ускорения точки A4

|aτ
A4
|= |aτ

A3
|= ε4r4.

Отсюда находим модуль углового ускорения звена 4

ε4 =
|aτ
A4
|

r4
=
0,66

0,6
= 1,1

рад
с2
.

Направления угловых скоростей и угловых ускорений тел ме-
ханизма, совершающих вращательное движение, показываем на
чертеже круговыми стрелками, согласовывая их направления с на-
правлениями векторов скоростей и касательных ускорений соот-
ветствующих точек контакта тел (см. рис. 6).

Нормальное ускорение точки A4

anA4 = ω24r4 = 1,18 м/c
2.

Модуль ускорения точки A4

aA4 =
√
(aτ
A4
)2+(anA4)

2 = 1,35 м/c2,

для точек Ai контакта тел найденные скорости, ускорения и их со-
ставляющие строим на схеме механизма в соответствующем мас-
штабе (cм. рис. 6).
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