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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì èñ�

ïîëüçóþòñÿ â äèíàìèêå ïîïóëÿöèé, áèîëîãèè, òåîðèè ìàññî- è òåïëîïåðåíî�

ñà, áèîõèìèè, áèîìåäèöèíå, ìåõàíèêå, ãèäðîäèíàìèêå, ôèçèêå, õèìèè, òåîðèè

óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé, ýêîëî�

ãèè, ýêîíîìèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ (Ð. Áåëëìàí, Â.À. Äîðîäíèöûí, Ñ.À. Êà�

ùåíêî, Â.Á. Êîëìàíîâñêèé, À.Ä. Ìûøêèñ, À.Ä. Ïîëÿíèí, Ë.Ý. Ýëüñãîëüö,

J. Hale, J. Huang, G.E. Hutchinson, Y. Kuang, M.C. Mackey, A.J. Nicholson,

H.L. Smith, K. Wang, J. Wu è äð.) è ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü ïðåäûäóùóþ

ýâîëþöèþ ïðîöåññà, ëèáî åãî îòäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ â êîíêðåòíûå ìîìåíòû

â ïðîøëîì. Íàèáîëåå ïðîñòûå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ìîäåëè ñ çàïàç�

äûâàíèåì îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

(ÎÄÓ). Àíàëèç è ðåøåíèå ÎÄÓ c çàïàçäûâàíèåì ïî ñëîæíîñòè ñîïîñòàâèìû

c àíàëèçîì è ðåøåíèåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áåç çàïàçäûâàíèÿ.

Äîáàâëåíèå äèôôóçèîííîãî ÷ëåíà â ìîäåëè ñ ÎÄÓ äàåò âîçìîæíîñòü ó÷åñòü

ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö, îáúåêòîâ èëè ñóáñòàíöèè â ïðîñòðàíñòâå è ïîçâîëÿåò

îïèñûâàòü áîëåå ñëîæíûå ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññû.

Çàïàçäûâàíèå ìîæåò âîçíèêàòü ââèäó ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí. Íàïðèìåð,

â áèîëîãèè è áèîìåõàíèêå çàïàçäûâàíèå ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åííîé ñêîðîñòüþ

ïåðåäà÷è íåðâíûõ è ìûøå÷íûõ ðåàêöèé â æèâûõ òêàíÿõ; â ìåäèöèíå � â çà�

äà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé � âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ èíêóáàöèîííûì ïåðèîäîì (ïðîìåæóòêîì âðåìåíè îò ìîìåíòà

çàðàæåíèÿ äî ïåðâûõ ïðèçíàêîâ ïðîÿâëåíèÿ áîëåçíè); â äèíàìèêå ïîïóëÿ�

öèé çàïàçäûâàíèå âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî îñîáè âñòóïàþò â ðåïðîäóêòèâ�

íûé ïåðèîä íå ñðàçó ïîñëå ðîæäåíèÿ, à ëèøü ïî äîñòèæåíèè îïðåäåëåííîãî

âîçðàñòà; â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàçäûâàíèå îáû÷íî ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åííîé

ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà è îãðàíè÷åííîé ñêîðîñòüþ òåõíîëîãè÷å�

ñêèõ ïðîöåññîâ.

Ìíîãèå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî�

èçâîäíûõ áåç çàïàçäûâàíèÿ äîïóñêàþò îáîáùåíèÿ è ìîäèôèêàöèè, ïîñëå ÷å�

ãî óæå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì (Ä.À. Áðàöóí, Â.Ã. Ïèìåíîâ, C.T. Baker, A. Bellen,

Z. Jackiewicz, C.V. Pao, Q. Zhang, B. Zubik-Kowal è äð.). Â ëèòåðàòóðå íàè�

áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äâà êëàññà ìåòîäîâ: êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå

ìåòîäû è ìåòîä ïðÿìûõ (the method of lines). Ìåòîä ïðÿìûõ îñíîâàí íà àï�

ïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàç�
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äûâàíèåì ñèñòåìîé ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü æåñòêîé.

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðàç�

ëè÷íûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, â íà�

ñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì è ýêîíîìè÷íûì ïóòåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ

ïðèâëå÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, âñòðîåííûõ â ïîñëåäíèå âåðñèè ïàêåòîâ âû�

÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì Mathematica è Maple (èëè MATLAB), êîòîðûå ïîêà

íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâà�

íèåì, íî äîñòàòî÷íî õîðîøî èíòåãðèðóþò òàêèå ñèñòåìû ÎÄÓ.

×èñëåííûé àíàëèç íåëèíåéíûõ çàäà÷ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òè�

ïà ñ çàïàçäûâàíèåì (è áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé ñ çàïàçäûâàíèåì) ñîïðÿæåí

ñ ðÿäîì ñïåöèôè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè âîçìîæíóþ

íåãëàäêîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé, íåîáõîäèìîñòü õðàíåíèÿ áîëüøîãî

ìàññèâà äàííûõ è äð. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äî ñèõ íå ïðîâîäèëîñü ñîïîñòàâ�

ëåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷

ñ òî÷íûìè òåñòîâûìè ðåøåíèÿìè. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî äî ñåðåäèíû 2012 ãîäà áûëî èçâåñòíî âñåãî ëèøü äâà óðàâíåíèÿ ðåàêöè�

îííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, äîïóñêàþùèõ íåâûðîæäåííûå

èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ (òîëüêî îäíî èç íèõ âûðàæàëîñü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå

ôóíêöèè), îòëè÷íûå îò ðåøåíèé òèïà áåãóùåé âîëíû (S.V. Meleshko, 2008).

Ïîýòîìó áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðàçðàáîòêà è ðàçâèòèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ òåñòîâûõ ðåøåíèé è òåñòî�

âûõ çàäà÷ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì,

àíàëèç êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé òàêèõ óðàâíåíèé è ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâ�

íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå èñïîëüçîâàíèå òåñòîâûõ

çàäà÷ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâ�

íåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

Öåëü ðàáîòû � ðàçðàáîòêà îáîáùåííûõ íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, ïîñòðîåíèå äëÿ

íèõ òî÷íûõ òåñòîâûõ çàäà÷ è ðåøåíèé, ðàçðàáîòêà è àïðîáàöèÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà êîìáèíàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ

è íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðàçðàáîòàíû íîâûå îáîáùåííûå íåëèíåéíûå ìàòå�

ìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì; ñ ïî�

ìîùüþ êîìáèíàöèè ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ôóíêöè�

îíàëüíûõ ñâÿçåé ïîëó÷åíû íîâûå òî÷íûå òåñòîâûå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ�

ñîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì. Âïåðâûå âûÿâëåíû
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êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîí�

íîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâî�

ñòüþ ðåøåíèé è íåêîððåêòíîñòüþ íåêîòîðûõ çàäà÷ ïî Àäàìàðó è äð. Âïåðâûå

ïðîâåäåíî îáøèðíîå ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ðÿ�

äà òåñòîâûõ çàäà÷ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, äîïóñ�

êàþùèõ ðåøåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ; ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû

â ñðåäå Mathematica ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ è òðåõ ìåòîäîâ

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû è ïîëó÷åííûå ðå�

çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøå�

íèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûõ è áîëåå ñëîæíûõ íåëè�

íåéíûõ çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì, äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè

ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûì è ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì, à òàêæå

äëÿ ðàçðàáîòêè è ðàçâèòèÿ íîâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ôîðìóëèðîâêå è ðåøåíèè çàäà÷ äèññåð�

òàöèîííîé ðàáîòû èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå êëàññû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî�

äîâ: ìåòîä îáîáùåííîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿ�

çåé, ìåòîäû ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ìåòîä ïðÿìûõ, ìåòîäû ÷èñëåííî�

ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì, ÷èñëåííûå è ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû,

âñòðîåííûå â ïðîãðàììíûé ïàêåò Mathematica.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ðàçðàáîòàíû îáîáùåííûå äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñêèå è áîëåå ñëîæ�

íûå íåëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêî�

ãî òèïîâ ñ çàïàçäûâàíèåì (êîòîðûå âêëþ÷àþò ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå

óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà, íåëèíåéíûå òåëåãðàôíûå óðàâíå�

íèÿ è äð.).

2. Ðàçâèòû íîâûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé è äîêà�

çàíû íåêîòîðûå ëåììû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò êîíñòðóêòèâíî ñòðîèòü òåñòîâûå

ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíè�

åì. Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ñôîðìóëèðîâàíû òåñòîâûå çàäà÷è,

ðåøåíèÿ êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

3. Âûÿâëåíû êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ ðå�

àêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíîé è
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íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèé è íåêîððåêòíîñòüþ íåêîòîðûõ çàäà÷

ïî Àäàìàðó è äð.

4. Ðàçðàáîòàíû è àïðîáèðîâàíû ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûõ çàäà÷ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ

ñ çàïàçäûâàíèåì ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ è òðåõ ìåòîäîâ ðå�

øåíèÿ ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì, âñòðîåííûõ â ïàêåò Mathematica. Âûïîëíåíî

ñîïîñòàâëåíèå òî÷íûõ òåñòîâûõ ðåøåíèé (âêëþ÷àÿ íåóñòîé÷èâûå) è ÷èñëåí�

íûõ ðåøåíèé.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷è�

âàåòñÿ ñòðîãîñòüþ èñïîëüçóåìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ïîäòâåðæäàåò�

ñÿ ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîñòðîåííûìè

â äàííîé ðàáîòå òî÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè òåñòîâûõ çàäà÷.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà�

öèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ: XXVIII

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå

è òåõíîëîãèÿõ (ÌÌÒÒ-28)¿ (Ñàðàòîâ, 2015), IV êîíôåðåíöèÿ ¾Ìåòîäû ìàòå�

ìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ¿

(Ìîñêâà, 2015), V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé

è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Ìîñêâà, 2016),

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾22nd International Congress of Chemical and

Process Engineering (CHISA 2016)¿ (Ïðàãà, ×åõèÿ, 2016), LXIX è LXX Íà�

ó÷íûå êîíôåðåíöèè ¾Ãåðöåíîâñêèå ÷òåíèÿ¿, ñåêöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå�

ìû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2016, 2017),

VI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìà�

òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Ìîñêâà, 2017), Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì

¾Íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû â ñïëîøíûõ ñðåäàõ � 2017¿ (Ïåðìü, 2017), XXX

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è

òåõíîëîãèÿõ (ÌÌÒÒ-30)¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2017), Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî�

òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè,

èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè¿ (Âîðîíåæ, 2017).

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòðàæåíû â 12 íà�

ó÷íûõ ðàáîòàõ â æóðíàëàõ, êîòîðûå âêëþ÷åíû â Ïåðå÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëü�

òàòîâ äèññåðòàöèè, èç íèõ 5 ïóáëèêàöèé âêëþ÷åíû â ìåæäóíàðîäíûå áàçû

öèòèðîâàíèÿ Web of Science è Scopus.
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Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïîñòàíîâêè çàäà÷, îáñóæäåíèå è èíòåðïðå�

òàöèÿ ðåçóëüòàòîâ âåëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì è ñîàâòîðîì.

Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî òåñòîâûõ ðåøåíèé è ôîðìóëèðîâêè âñåõ òåñòîâûõ

çàäà÷ ïðèíàäëåæàò àâòîðó (â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî òå ðåøåíèÿ, êî�

òîðûå ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì). Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ïðîãðàìì, ïîñòàíîâêà

è ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî ÷èñëåí�

íîãî àíàëèçà ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû�

ðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà ïðåäñòàâëåíà íà 143 ñòðà�

íèöàõ, ñîäåðæèò 14 èëëþñòðàöèé è 9 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò

186 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, îïèñàíû öåëü è çàäà÷è

èññëåäîâàíèÿ, íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, à òàê�

æå ïðèâåäåíû äàííûå î ñòðóêòóðå è îáúåìå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ñäåëàí

îáçîð ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûå ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå

ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì, ðàçâèâàþòñÿ òî÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óðàâíå�

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì, êîòîðûå çàòåì ïðèìåíÿþòñÿ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ òåñòîâûõ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ çàïàç�

äûâàíèåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

1. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíè�

åì

εutt + σut = auxx + F (u,w), w = u(x, t− τ), (1)

ãäå u = u(x, t), F (u,w) � êèíåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, τ > 0 � âðåìÿ çàïàçäû�

âàíèÿ. Ìîäåëü (1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ðåàêöèîííî-äèôôó�

çèîííûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì (ε = 0, σ = 1), óðàâíåíèÿ Êëåéíà �

Ãîðäîíà ñ çàïàçäûâàíèåì (ε = 1, σ = 0), íåëèíåéíûå òåëåãðàôíûå óðàâíåíèÿ

ñ çàïàçäûâàíèåì.

2. Áîëåå ñëîæíûå îáîáùåííûå ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì è íåëèíåéíûì

êîýôôèöèåíòîì ïåðåíîñà èëè ñ ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíèåì τ = τ(t).

3. Íåêîòîðûå íåëèíåéíûå 2D è 3D ìîäåëè è ìíîãîêîìïîíåíòíûå ìîäåëè.
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Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñ çàïàçäûâàíèåì íà÷àëüíûå äàííûå çàäàþò�

ñÿ íà îòðåçêå −τ 6 t 6 0 (èëè 0 6 t 6 τ ), à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ òàê

æå, êàê è äëÿ ìîäåëåé áåç çàïàçäûâàíèÿ.

Íèæå òåðìèíòî÷íûå òåñòîâûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò�

íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è íåîïðåäåëåííûå (è/èëè îïðåäå�

ëåííûå) èíòåãðàëû èëè ÷åðåç ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé èëè ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì (èëè ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé). Äîïó�

ñòèìû òàêæå êîìáèíàöèè óêàçàííûõ ðåøåíèé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ òåñòîâûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ

ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé

(À.Ä. Ïîëÿíèí, 2013). Ðåøåíèÿ èùóòñÿ â âèäå ñóììû

u =
∑N

n=1 φn(x)ψn(t), (2)

ãäå ôóíêöèè φn(x) è ψn(t) îïðåäåëÿþòñÿ â õîäå äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîñëå

ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (2) â ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå.

Äëÿ êëàññà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ

çàïàçäûâàíèåì (1) ñ êèíåòè÷åñêîé ôóíêöèåé

F (u,w) = uf(z) + wg(z) + h(z), z = z(u,w) (3)

èùóòñÿ ðåøåíèÿ ñ îáîáùåííûì ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ âèäà (2), óäîâëå�

òâîðÿþùèå îäíîâðåìåííî óðàâíåíèþ (3) è îäíîé èç äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ñâÿçåé (ìåòîä ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé):

z(u,w) = p(x) èëè z(u,w) = q(t). (4)

Ýòè ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t, ãäå x

èãðàåò ðîëü ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà. Ôóíêöèè p(x) è q(t) çàâèñÿò îò x è t íåÿâ�

íî (âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ φn(x) è ψn(t), ñîîòâåòñòâåííî). ×àñòíîå ðåøåíèå

ëþáîãî èç ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (4) ñ ó÷åòîì (2) îïðåäåëÿåò äîïóñòèìûé âèä

òî÷íîãî ðåøåíèÿ, îêîí÷àòåëüíûé âèä êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè

âûðàæåíèÿ (2) â ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì (1), (3).

Îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëèë íàéòè ìíîãî òî÷íûõ ðåøåíèé îáîáùåííûõ

ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ÷àñòíîñòè, áûëè

ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ òðåõ êëàññîâ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà:

εutt + σut = auxx + uf(w/u), w = u(x, t− τ),

εutt + σut = auxx + uf(u± kw) + wg(u± kw) + h(u± kw),

εutt + σut = auxx + uf(u2 + w2) + wg(u2 + w2),
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ãäå f(z), g(z), h(z) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, áûëè ïîñòðîåíû

äðóãèå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì âèäà (1) è áîëåå ñëîæ�

íûõ óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåíîñà èëè ñ ïåðåìåííûì

çàïàçäûâàíèåì τ = τ(t).

Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íåêîòîðûå ëåììû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò

ñòðîèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ 2D è 3D óðàâíåíèé ðåàêöèîííî-äèô�

ôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì, êî�

òîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî îñëîæíèòü ÷èñëåííûé àíàëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìî�

äåëåé. Îïèñàíû ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ ðåàêöèîííî-äèôôóçè�

îííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû î ëèíåé�

íîé óñòîé÷èâîñòè (èëè íåóñòîé÷èâîñòè) ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Âûâåäåíî äèñïåðñèîííîå

(õàðàêòåðèñòè÷åñêîå) óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è èññëåäîâàíû

åãî ñâîéñòâà. Ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöè�

îíàðíûõ ðåøåíèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ u = u0 = const íåëèíåé�

íûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

ut = awxx + f(u,w), w = u(x, t− τ) (5)

ñ ïðîèçâîëüíîé êèíåòè÷åñêîé ôóíêöèåé f(u,w), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

f(u0, u0) = 0, ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè). Â ÷àñò�

íîì ñëó÷àå f ≡ 0 óðàâíåíèå (5) îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàç�

íîñòíóþ ìîäåëü òåïëîïðîâîäíîñòè Êàòòàíåî � Âåðíîòòå, â êîòîðîé ââåäåíî

îáîçíà÷åíèå u(x, t) = θ(x, t+ τ), ãäå θ � òåìïåðàòóðà.

Íåëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì êëàññ îáîáùåííûõ

óðàâíåíèé ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì

εutt + σut = auxx + bu− b
u− kw

1− k
+ f

(
u− kw

1− k

)
, w = u(x, t− τ), (6)

ãäå f(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ (îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû), τ > 0 � âðåìÿ

çàïàçäûâàíèÿ, a > 0, k > 0, b � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû. Ïðè ε = 0, σ = 1 è

ïðè îòñóòñòâèè çàïàçäûâàíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì τ = 0 èëè k = 0,

óðàâíåíèå (6) ïåðåõîäèò â îáû÷íîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåëèíåé�

íûì èñòî÷íèêîì ut = auxx + f(u).
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Ïóñòü u0 = u0(x, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6). Òîãäà ôóíêöèÿ

u1 = u0 + δect sin(γx), c = (ln k)/τ, γ =
√

(b− σc− εc2)/a, (7)

ãäå δ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è b−σc−εc2 > 0, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (6) (ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé).

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

k > 1, b > 0, τ > τ∗ =
ln k

2b

(
σ +

√
σ2 + 4εb

)
. (8)

Òîãäà èç (7) ñëåäóåò, ÷òî |u1 − u0| 6 δ è |(u1)t − (u0)t| 6 cδ ïðè −τ 6 t 6 0.

Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ðåøåíèé u0
è u1 ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, îäíàêî ïðè t → ∞ ýòè

ðåøåíèÿ â òî÷êàõ x = π(2n + 1)/(2γ) (n = 0, 1, . . . ) áóäóò íåîãðàíè÷åííî

¾ðàçáåãàòüñÿ¿ çà ñ÷åò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ ect â ôîðìóëå (7). Â

äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (8) íåêîòîðûå íà÷àëüíî�

êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (6) áóäóò íåêîððåêòíûìè ïî Àäàìàðó äëÿ

ëþáîé êèíåòè÷åñêîé ôóíêöèè f(u).

Òåñòîâûå çàäà÷è. Â Òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ è òî÷íûå àíàëèòè�

÷åñêèå ðåøåíèÿ òðåõ òåñòîâûõ çàäà÷. Íà÷àëüíûå äàííûå ïðè −τ 6 t 6 0 è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 è x = 1 äëÿ ýòèõ çàäà÷ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåí�

íûõ ðåøåíèé Um(x, t) è çäåñü îïóñêàþòñÿ. Ýòè è äðóãèå çàäà÷è èñïîëüçîâàíû

â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Òàáëèöà 1.

Íåêîòîðûå òåñòîâûå çàäà÷è ñ çàïàçäûâàíèåì (0 6 x 6 1, t > 0)

� Óðàâíåíèå Ðåøåíèå

1 ut = auxx + bu[1− s(u− kw)]
u = U1(x, t) ≡ ect[cos(πx/2) + 2 sin(πx/2)],

k > 0, b = (ln k)/τ + aπ2/4, c = (ln k)/τ

2 ut = auxx + bu− s(u− kw)2
u = U2(x, t) ≡ 1 +

ect+1

e2 − 1
(ex − e−x), c = (ln k)/τ

k > 0, k ̸= 1, b = (ln k)/τ − a, s = b/(1− k)2

3 utt = auxx + u(u− w) u = U3(x, t) ≡ sin(βx/
√
a) cos(βt), β = 2π/τ

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó íåëèíåéíûõ ðåàêöèîí�

íî-äèôôóçèîííûõ çàäà÷ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì. Òåñòîâûå

çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ, îñíîâàí�

íûõ íà êîìáèíàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû�

ìè è íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì,

âñòðîåííûõ â ïðîãðàììíûé ïàêåò Mathematica 11.2.0.

Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ìåòîäà ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèîííî-äèôôóçè�
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îííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà

ut = [p(x, t, u, w)ux]x + q(x, t, u, w)ux + f(x, t, u, w), t > 0, 0 6 x 6 1;

u(x, t) = φ(x, t), −τ 6 t 6 0;

u(0, t) = ψ0(t), u(1, t) = ψ1(t), t > 0,

(9)

ãäå w = u(x, t−τ). Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
âîçìîæíîé êîíâåêòèâíîé (äâèæóùåéñÿ) ñîñòàâëÿþùåé ìîäåëè; â ÷àñòíîñòè,

ïðè p(x, t, u, w) = 1, q(x, t, u, w) = −u óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Áþðãåðñà ñ íåëèíåéíûì èñòî÷íèêîì è çàïàçäûâàíèåì.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó xm = mh, ãäå m = 0, 1, . . . ,M ,

h = 1/M � øàã ñåòêè. Àïïðîêñèìèðóÿ ïðîèçâîäíûå ïî x ðàçíîñòíûìè àíà�

ëîãàìè è çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå â òî÷êå xm, ñâîäèì çàäà÷ó (9) ê ñèñòåìå ÎÄÓ:

(um)
′
t = δx[pmδxum] + qmδxum + fm, m = 1, . . . ,M − 1, 0 < t 6 T ;

um(t) = φ(xm, t), m = 0, 1, . . . ,M, −τ 6 t 6 0;

u0 = ψ0(t), uM = ψ1(t), 0 < t 6 T.

(10)

Çäåñü um = um(t) = u(xm, t), pm = p(xm, t, um, wm), qm = q(xm, t, um, wm),

fm = f(xm, t, um, wm), wm = u(xm, t − τ), T � âðåìåííîé èíòåðâàë âû÷èñëå�

íèé, δx � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

δxum =
1

h
(um+1 − um), δx[pmδxum] =

1

h2
[pm(um+1 − um)− pm−1(um − um−1)].

Ñèñòåìà (10) ñîäåðæèò M − 1 íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ um(t) è ñòîëüêî æå

óðàâíåíèé, à òàêæå äâå èçâåñòíûå ôóíêöèè u0(t), uM(t). Îòìåòèì, ÷òî ïîëó�

÷åííàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé è åå ðåøåíèå äîëæíî âåñòèñü

ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Ôóíêöèÿ wm(t) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé è îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ um(t − τ),

êîòîðàÿ áûëà âû÷èñëåíà íà íåñêîëüêî âðåìåííûõ ñëîåâ ðàíåå. ×èñëåííîå èí�

òåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé áåç çàïàç�

äûâàíèÿ, òðåáóåò õðàíåíèÿ äàííûõ ñî âñåõ âðåìåííûõ ñëîåâ èç ïðîìåæóòêà

îò tn − τ äî tn−1, ãäå tn � ðàñ÷åòíûé âðåìåííîé ñëîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùå�

ñòâåííûì çàòðàòàì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Îñíîâíûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ è ñècòåì ÎÄÓ, â

òîì ÷èñëå ñ çàïàçäûâàíèåì, â ñðåäå Mathematica ÿâëÿåòñÿ êîìàíäà (âñòðîåí�

íàÿ ôóíêöèÿ) NDSolve. Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ êîìàíäîé NDSolve àâ�

òîìàòè÷åñêè. Áåç äîïîëíèòåëüíûõ îïöèé êîìàíäà NDSolve ïûòàåòñÿ ðåøèòü

ñèñòåìó êîìïëåêñíûì ìåòîäîì, íî îáû÷íî íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ ðåøåíèåì æåñò�

êèõ çàäà÷, âûäàâàÿ îøèáêó è òðåáóÿ óêàçàòü êîíêðåòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

Îïöèÿ Method êîìàíäû NDSolve ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îäèí èç âñòðîåí�
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íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì ÎÄÓ: ìåòîä èç êëàññà íåÿâíûõ ìåòîäîâ

Ðóíãå � Êóòòû èëè íåÿâíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä Ãèðà, îñíîâàííûé íà ôîð�

ìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä (BDF � Backward di�erentiation formula).

Äëÿ êëàññà ìåòîäîâ Ðóíãå � Êóòòû äîñòóïíû â ÷èñëå ïðî÷åãî âûáîð êîýô�

ôèöèåíòîâ è ïîðÿäêà ëîêàëüíîé òî÷íîñòè.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ âñåõ òåñòîâûõ çàäà÷ áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì ïðèìåíå�

íèÿ ìåòîäà ïðÿìûõ â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà

èëè ñ ìåòîäîì Ãèðà íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 T = 50τ äëÿ òðåõ âðåìåí çàïàçäû�

âàíèÿ τ = 0.05, τ = 0.1, τ = 0.5 (â ðÿäå ñëó÷àåâ äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàëñÿ

ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷å�

íèÿ τ = 1 è τ = 5). Íåêîòîðûå òåñòîâûå çàäà÷è èç-çà áûñòðîãî ðîñòà èñêîìîé

âåëè÷èíû (ëèáî èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ) íå óäàåòñÿ ðåøèòü íà ñòîëü

áîëüøîì èíòåðâàëå: ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåðûâàåòñÿ ñ îøèáêîé è óêà�

çàíèåì âðåìåíè ïðåðûâàíèÿ ðàñ÷åòà. Òåì íå ìåíåå, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ

àäåêâàòíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïîäõîäÿùèì îá�

ðàçîì ñîêðàòèòü ðàññìàòðèâàåìûé âðåìåííîé èíòåðâàë âû÷èñëåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû êîìàíäû NDSolve áûëè ïðåäâàðè�

òåëüíî ïðîòåñòèðîâàíû íà òðåõ ðàçëè÷íûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ äëÿ íåëèíåé�

íûõ ÎÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì ïðè τ = 0.05, τ = 0.1, τ = 0.5 íà èíòåðâàëå

0 6 t 6 50τ . Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîäû ðàáîòàþò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ

â çàäà÷àõ, ãäå îòñóòñòâóåò íåóñòîé÷èâîñòü è áûñòðàÿ îñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé.

Òåñòîâàÿ çàäà÷à 1. Ðåøåíèå u = U1(x, t) òåñòîâîé çàäà÷è 1 ïðè a = 1,

k = 0.5, s = 0.2 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî çàòóõàþùèì ïî âðåìåíè (ñì. ñòðîêó � 1

â Òàáëèöå 1). Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ çà�

ìåòíîé ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè

ðàâíî íóëþ. Äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ τ (îò

0.05 äî 5.0) óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìåííîé èíòåðâàë, íà êîòîðîì ìåòîäû ðàáîòà�

þò ñ ìàëîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Ïðè M = 100 ÷èñëåííîå ðåøåíèå,

ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòû, íà÷èíàåò íå ñîâïàäàòü ñ òî÷íûì ïî äî�

ñòèæåíèè àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ïîðÿäêà 10−5 ïðè τ = 0.05 è 10−20 ïðè τ = 5;

÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì Ãèðà, íà÷èíàåò îòêëîíÿòüñÿ ïî äî�

ñòèæåíèè çíà÷åíèé ïîðÿäêà 10−6 ïðè τ = 0.05 è 10−10 ïðè τ = 5. Àáñîëþòíûå

ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 2.

Òåñòîâàÿ çàäà÷à 2. Ðåøåíèå u = U2(x, t) òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðè a = 1,

k = 0.5 ñ óâåëè÷åíèåì t áûñòðî âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì lim
t→∞

u = 1

(ñì. ñòðîêó � 2 â Òàáëèöå 1). Ïðè óìåðåííûõ âðåìåíàõ çàïàçäûâàíèÿ,
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Òàáëèöà 2.

Àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé òåñòîâîé çàäà÷è 1 ïðè a = 1,

k = 0.5, s = 0.2 íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 T = 50τ

Ìåòîä M τ = 0.05 τ = 0.1 τ = 0.5 τ = 1 τ = 5

Ðóíãå � Êóòòû

âòîðîãî ïîðÿäêà

10 2.8 · 10−4 4.6 · 10−4 9.9 · 10−4 1.2 · 10−3 1.4 · 10−3

50 1.3 · 10−5 2.0 · 10−5 4.1 · 10−5 4.8 · 10−5 5.6 · 10−5

100 4.5 · 10−6 6.1 · 10−6 1.2 · 10−5 1.3 · 10−5 1.4 · 10−5

500 3.9 · 10−6 2.3 · 10−6 3.6 · 10−6 2.8 · 10−6 1.4 · 10−6

Ãèðà

10 2.8 · 10−4 4.6 · 10−4 9.9 · 10−4 1.2 · 10−3 1.4 · 10−3

50 1.3 · 10−5 1.9 · 10−5 4.0 · 10−5 4.7 · 10−5 5.6 · 10−5

100 2.8 · 10−6 4.7 · 10−6 9.9 · 10−6 1.2 · 10−5 1.4 · 10−5

500 1.2 · 10−7 1.8 · 10−7 3.7 · 10−7 4.4 · 10−7 6.4 · 10−7

Ðèñ. 1. Òî÷íûå ðåøåíèÿ (ñïëîøíûå ëè�

íèè) è ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ êîìáè�

íàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ è ìåòîäà Ðóí�

ãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà ÷èñëåí�

íûå ðåøåíèÿ (êðóæî÷êè) òåñòîâîé çà�

äà÷è 2 ïðè M = 100, a = 1, k = 0.5,

τ = 0.5 è x = 0.15, x = 0.5, x = 0.85

íàïðèìåð ïðè τ = 0.5, îáà ÷èñëåí�

íûõ ìåòîäà äåìîíñòðèðóþò õîðîøóþ

àïïðîêñèìàöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà

âñåì èíòåðâàëå 0 6 t 6 T = 50τ . Ñî�

îòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè òî÷íûõ ðå�

øåíèé è ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ðóí�

ãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà ÷èñëåí�

íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ ïðèM =

100 äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðåäñòàâ�

ëåíû íà Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ÷èñëåííûõ

ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ãè�

ðà, âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî è çäåñü íå

ïðèâîäÿòñÿ. Â Òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëå�

íû îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ÷èñ�

ëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ìåòî�

äàìè Ðóíãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿä�

êà è Ãèðà ïðè óìåðåííûõ è áîëüøèõ

âðåìåíàõ çàïàçäûâàíèÿ íà îòðåçêå

0 6 t 6 T = 50τ .

Íà Ðèñ. 2,à è 2,á ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ÷èñëåííûõ è òî÷�

íûõ ðåøåíèé îò âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîì x = 0.5, ïðè a = 1, k = 0.5

è ìàëûõ âðåìåíàõ çàïàçäûâàíèÿ τ = 0.05 è τ = 0.1. Âûáîð ñðåäíåé òî÷�

êè x = 0.5 â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñâÿçàí ñ òåì,

÷òî èìåííî â ýòîé òî÷êå íàáëþäàëîñü ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ÷èñëåííî�

ãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî. Ïðè τ = 0.05 îáà èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäà
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Òàáëèöà 3.

Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðè

a = 1, k = 0.5 íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 T = 50τ

Ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà Ìåòîä Ãèðà

M τ = 0.5 τ = 1 τ = 5 M τ = 0.5 τ = 1 τ = 5

10 7.1 · 10−5 5.4 · 10−5 4.8 · 10−5 10 7.2 · 10−5 5.5 · 10−5 4.8 · 10−5

50 2.0 · 10−6 1.9 · 10−6 1.9 · 10−6 50 2.8 · 10−6 2.2 · 10−6 1.9 · 10−6

100 2.5 · 10−7 3.7 · 10−7 5.1 · 10−7 100 6.3 · 10−7 5.1 · 10−7 5.1 · 10−7

500 8.2 · 10−7 3.3 · 10−7 2.0 · 10−7 500 1.5 · 10−7 1.4 · 10−7 4.0 · 10−8

⨯
⨯
⨯
⨯⨯⨯⨯⨯
⨯⨯⨯⨯⨯⨯⨯⨯⨯⨯

⨯⨯
⨯
⨯

⨯

⨯u
(а)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1. t
0.5

0.7

1.

1.3

1.6

⨯
⨯

⨯
⨯⨯⨯⨯
⨯
⨯
⨯
⨯⨯ ⨯ ⨯ ⨯⨯⨯ ⨯ ⨯ ⨯ ⨯ ⨯ ⨯ ⨯ ⨯⨯

⨯⨯
⨯
⨯
⨯⨯
⨯

u
(б)

0 0.5 1. 1.5 2. t
0.8

1.

1.2

1.4

1.6

Ðèñ. 2. Òî÷íûå ðåøåíèÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ (ìåòîä Ðóí�

ãå � Êóòòû � êðóæî÷êè, ìåòîä Ãèðà � êðåñòèêè) òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðè

a = 1, k = 0.5 â òî÷êå x = 0.5 äëÿ M = 100 è äâóõ âðåìåí çàïàçäûâàíèÿ:

(à) τ = 0.05 è (á) τ = 0.1

àäåêâàòíî ðàáîòàþò òîëüêî íà î÷åíü êîðîòêîì íà÷àëüíîì ó÷àñòêå (íåìíîãî

íå óñïåâàÿ âûéòè íà àñèìïòîòó); çàòåì ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿä�

êà äàåò óõîäÿùóþ âíèç íåìîíîòîííóþ êîëåáëþùóþñÿ êðèâóþ, íå èìåþùóþ

íè÷åãî îáùåãî ñ òî÷íûì ðåøåíèåì, à ìåòîä Ãèðà ïðèâîäèò ê êðèâîé, êîòî�

ðàÿ ñèëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ðåçêî ïîäíèìàÿñü ââåðõ. Ïðè

τ = 0.1 ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû è ìåòîä Ãèðà îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íî òî÷�

íóþ àïïðîêñèìàöèþ èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà äîâîëüíî çíà÷èòåëüíîì èíòåðâàëå

âðåìåíè (óñïåâàÿ âûéòè íà àñèìïòîòó), ïðè÷åì ìåòîä Ãèðà èìååò íåìíîãî

áîëüøèé äèàïàçîí ïðèìåíèìîñòè ïî t. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïîãðåøíîñòè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì Ãèðà, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, â îò�

ëè÷èå îò òàêîâîé äëÿ ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîãðåøíîñòè

ðåçêî âîçðàñòàþò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî

ðåæèìà, à çàòåì âûïîëíåíèå ïðîãðàììû ïðåðûâàåòñÿ ñ îøèáêîé.

×òîáû îáúÿñíèòü ïðè÷èíó íåóäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí�

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ çàïàçäûâàíèÿ,

ïðîâåäåì àíàëèç ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè åå ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äàííîå
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ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì (ñì. ñòðîêó � 2 â Òàá�

ëèöå 1) äîïóñêàåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå u0 = 1, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðå�

äåëüíîìó ñîñòîÿíèþ ýòîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì âîçìóùåííûå ðåøåíèÿ âèäà

u = 1 + δe−λt sin(πnx), n = 1, 2, . . . , (11)

ãäå δ � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîäñòàâèâ (11) â óðàâíåíèå è îòáðîñèâ ÷ëåíû ïî�

ðÿäêà δ2 è âûøå, ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ:

(1− k)λ− a(πn)2(1− k)− b(1 + k) + 2bkeλτ = 0, b = −a+ (ln k)/τ. (12)

Ïðè a = n = 1, k = 0.5, τ = 0.05 äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (12) èìååò

îòðèöàòåëüíûé êîðåíü λ ≈ −27.0213. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â ôîð�

ìóëå (11) ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ïðè t → ∞ è ðàññìàòðèâàåìîå ñòàöèîíàð�

íîå ðåøåíèå äàííîãî ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì

ïðè τ = 0.05 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè óâåëè�

÷åíèè âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ äî çíà÷åíèÿ τ∗ ≈ 0.09153 (âåëè÷èíû îñòàëü�

íûõ ïàðàìåòðîâ íå ìåíÿþòñÿ) òàêæå èìååòñÿ îäèí èëè äâà äåéñòâèòåëüíûõ

îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (12), à ïðè τ > τ∗ ýòî

óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé. Ïðè a = n = 1,

k = 0.5, τ = 0.1 äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (12) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü ñ

îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ Re λ = −4.38498; ïîýòîìó äàííîå ñòà�

öèîíàðíîå ðåøåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Ïðè τ = 0.5, τ = 1, τ = 5 ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû ñ Re λ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëè�

çà òåñòîâîé çàäà÷è 2 ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ çàïàçäûâàíèÿ íå ñâÿçàíû ñ íåäî�

ñòàòêàìè èñïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à îáóñëîâëåíû íåóñòîé÷èâîñòüþ

ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî

ïðèìåíÿåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äàæå â íåóñòîé÷èâîé îáëàñòè íåïëîõî îïè�

ñûâàþò äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòü ïðîöåññà (äî âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì).

×èñëåííî èíòåãðèðîâàëèñü òàêæå äâå äðóãèå íåëèíåéíûå çàäà÷è ðåàê�

öèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó àíàëèçó íåëèíåéíûõ ðåàêöè�

îííî-äèôôóçèîííûõ çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì. Îïèñû�

âàåòñÿ ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ îáîáùåííîãî íåëèíåéíîãî

ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, êîòîðîå âêëþ÷àåò â

ñåáÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè âñå óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå â ïðåäûäóùèõ ãëà�

âàõ; ïðèâîäèòñÿ ñõåìà àëãîðèòìà ïðîãðàììû. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðÿ�

ìûõ ê óðàâíåíèÿì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ââîäèì âòîðóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ
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v = ut. Çàòåì àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå, îïèñàííîé ðàíåå, ââîäèì ïðîñòðàí�

ñòâåííóþ ñåòêó è, àïïðîêñèìèðóÿ ïðîèçâîäíûå ïî x ðàçíîñòíûìè àíàëîãà�

ìè è çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå â òî÷êå xm, ñâîäèì èñõîäíîå óðàâíåíèå ê ñèñòåìå

ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì, ñîñòîÿùåé èç 2M − 2 óðàâíåíèé äëÿ

um è vm.

Ðèñ. 3. Òî÷íûå ðåøåíèÿ (ñïëîøíûå ëè�

íèè) è ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ êîìáè�

íàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ è ìåòîäà Ðóí�

ãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà ÷èñëåí�

íûå ðåøåíèÿ (êðóæî÷êè) òåñòîâîé çà�

äà÷è 3 ïðè M = 200, a = 1, τ = 0.5 â

ìîìåíòû âðåìåíè t = 15.91 è t = 16

Òåñòîâàÿ çàäà÷à 3. Ðåøåíèå

u = U3(x, t) òåñòîâîé çàäà÷è 3

äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êëåé�

íà � Ãîðäîíà ñ çàïàçäûâàíèåì ÿâ�

ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïî îáåèì ïå�

ðåìåííûì (ñì. ñòðîêó � 3 â Òàáëè�

öå 1). Ïðè óìåðåííûõ âðåìåíàõ çà�

ïàçäûâàíèÿ τ = 0.5 ìåòîäû Ðóí�

ãå � Êóòòû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà è ìåòîä Ãèðà ïîêàçûâàþò

ïðèåìëåìóþ àïïðîêñèìàöèþ òî÷íî�

ãî ðåøåíèÿ äëÿ M = 100 ñ àáñî�

ëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ 0.08 íà îòðåç�

êå 0 6 t 6 20τ (ïðè M = 200 àáñî�

ëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü íà ýòîì îòðåç�

êå óìåíüøàåòñÿ â ÷åòûðå ðàçà). Ïðè

óìåíüøåíèè âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ

ïåðèîä ôóíêöèè u = U3(x, t) óìåíüøàåòñÿ è òðåáóåòñÿ áîëüøå òî÷åê ïî ïðî�

ñòðàíñòâó (áîëüøå óðàâíåíèé ñèñòåìû) äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé ïîãðåø�

íîñòè. Ãðàôèêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ìå�

òîäà ïðÿìûõ è ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ÎÄÓ ïðèM = 200, a = 1, τ = 0.5 äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è 3 ïðåäñòàâëå�

íû íà Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè ìåòîäàìè,

âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

×èñëåííî èíòåãðèðîâàëèñü òàêæå òðè äðóãèå íåëèíåéíûå çàäà÷è ãèïåð�

áîëè÷åñêîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

1. Ðàçðàáîòàíû îáîáùåííûå äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñêèå è áîëåå ñëîæ�

íûå íåëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêî�

ãî òèïîâ ñ çàïàçäûâàíèåì (êîòîðûå âêëþ÷àþò ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå
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óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ãîðäîíà, íåëèíåéíûå òåëåãðàôíûå óðàâíå�

íèÿ).

2. Ðàçâèòû íîâûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé è äîêà�

çàíû íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò êîíñòðóêòèâíî ñòðîèòü òå�

ñòîâûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàç�

äûâàíèåì. Îïèñàííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ñîäåðæàò ðÿä ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ

(êîòîðûå ìîæíî âàðüèðîâàòü) è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåñòîâûõ

çàäà÷, äîïóñêàþùèõ ðåøåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Îïèñàíû ïðèíöèïû

ïîñòðîåíèÿ è âûáîðà òåñòîâûõ çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì.

3. Âûÿâëåíû êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ ðå�

àêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíîé è

íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèé è íåêîððåêòíîñòüþ íåêîòîðûõ çàäà÷

ïî Àäàìàðó è äð.

4. Ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ðå�

àêöèîííî-äèôôóçèîííîãî òèïà ñ çàïàçäûâàíèåì, îñíîâàííûå íà êîìáèíàöèè

ìåòîäà ïðÿìûõ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è òðåõ ìåòîäîâ ðå�

øåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, âñòðî�

åííûõ â ïàêåò Mathematica. Âûïîëíåíî îáøèðíîå ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ è

òî÷íûõ ðåøåíèé (âêëþ÷àÿ íåóñòîé÷èâûå) òåñòîâûõ çàäà÷. Óñòàíîâëåíî, ÷òî

ðàçðàáîòàííûå ïðîãðàììû ïîçâîëÿþò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâàòü

íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, îïèñûâàåìûå íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ïàðàáî�

ëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ ñ çàïàçäûâàíèåì â îáëàñòè íåêðèòè÷å�

ñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì.
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