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Аннотация Ключевые слова 
На протяжении последних трех десятилетий значи-
тельное внимание уделяется созданию математиче-
ских моделей высоких порядков и исследованию 
их теоретических свойств. Одним из наиболее 
распространенных примеров является обобщен-
ная экспоненциальная авторегрессионная модель 
Озаки, которая активно используется в моделиро-
вании медицинских, экономических и механиче-
ских процессов. Кроме того, указанная модель 
является стандартом для генерации тестовых дан-
ных для искусственных нейронных сетей, способ-
ных по ряду прошлых значений случайной величи-
ны предсказать ее новые значения. Выполнен рас-
чет асимптотической ковариационной матрицы 
оценки наименьших модулей в модели Озаки пу-
тем разложения функции ее ошибок по формуле 
Тейлора. Проведен сравнительный анализ скорости 
приближения отдельных реализаций модели к ее 
асимптотическому поведению при различных рас-
пределениях обновляющего процесса: нормального 
распределения и загрязненного нормального рас-
пределения, распределения Стьюдента и распре-
деления Лапласа, логистического распределения. 
Научная новизна работы заключается в определе-
нии асимптотической ковариационной матрицы 
оценки наименьших модулей модели Озаки, а прак-
тическая значимость — в использовании результа-
тов сравнения для выбора этой модели в инженер-
ных расчетах 
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Введение. Современные аппаратные вычислительные системы вследствие 
бурного развития и снижения цены способствуют усложнению методов 
математического моделирования и увеличению числа их параметров.  
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Это ведет к повышению точности получаемых с их использованием про-
гнозов. В настоящее время модели высоких порядков применяют наравне  
с нейронными сетями и другими алгоритмами машинного обучения в пер-
спективных направлениях науки и инженерии, например, в эконо- 
мике [1, 2], биоинформатике [3–5] и др. Одна из таких моделей — обоб-
щенная экспоненциальная авторегрессионная модель (модель Озаки) [6]  
и ее различные модификации [7–9]. Следует отметить, что модель Озаки — 
стандарт для генерации тестовых данных для искусственных нейронных 
сетей типа RNN и Transformer [10, 11]. 

Несмотря на возрождение интереса к классическим математическим 
моделям высоких порядков, они еще недостаточно изучены. Часто  
их применяют для решения конкретных практических задач, при этом  
их важные теоретические аспекты упускаются из виду или игнорируются. 
Такие свойства, как условия стационарности и эргодичности моделей  
и асимптотическое поведение их оценок, имеют большую практическую 
значимость, поскольку облегчают выбор модели и снижают нагрузку  
на вычислительные системы. 

Цель работы — нахождение асимптотической ковариационной мат-
рицы оценок наименьших модулей в модели Озаки и анализ скорости 
сходимости ее отдельных реализаций для различных распределений об-
новляющего процесса к асимптотическому поведению. 

Постановка задачи. Обобщенная экспоненциальная авторегресси-
онная модель Озаки задается следующим уравнением: 
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где 0 0 1 1 2 2 1 1, , , , , , , , ,p p p pa b a b a b a b c  — действительные пара-
метры модели; , 0, 1,t t  — последовательность независимых слу-
чайных величин, удовлетворяющая условиям 0,tE  т. е. имеет нулевое 
математическое ожидание; 2 2t tD E  — конечная дисперсия; 

( )tf x  — четная функция плотности вероятности случайной величины 
.t  Последовательность t  принято называть обновляющим процессом. 

Для краткости введем обозначения 0 1 1, , , pa a a a  и b  
0 1 1, , , .pb b b   Предположим, что процесс tX  удовлетворяет урав-

нению (1) и имеются n  его наблюдений 0 1, , .nX X  Рассмотрим задачу 
оценивания параметров модели ( , , )a b c  по данным наблюдения. Одной 
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из оценок является оценка наименьших модулей, определяемая как точка 
минимума функции  
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Получим асимптотическую ковариационную матрицу этой оценки  
в модели Озаки (ковариационную матрицу оценки в модели Озаки  
при ).n  

Вычисление асимптотической ковариационной матрицы. Введем 
обозначение 
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Вычисление асимптотической ковариационной матрицы проведем  
в соответствии с приведенным алгоритмом. 

1. Свернем функцию x  с последовательностью ( )mf x  бесконечно 
дифференцируемых функций, сходящихся при m  к -функции  
Дирака 0( )x  в нуле, и покажем, что ( ) ( ) ( )m mh x x f x x  сходится 
равномерно к x  при ,m  тем самым сгладив функцию .x  Таким 

образом, докажем, что ( , , ), ,
n

m m t
t p

g h x a b ca b c  сходится равно-

мерно к ( , , )g a b c  при .m  Следствием этого является совпадение 
асимптотических распределений минимумов этих функций. В дальней-
шем можно рассматривать функцию ( , , )mg a b c  вместо исходной функ-
ции ( , , ).g a b c  Необходимость выполнения этого действия вызвана тем, 
что функция ( , , )g a b c  не является дифференцируемой ввиду наличия 
модуля, что делает невозможным ее разложение по формуле Тейлора. 

2.  Аппроксимируем функцию ( , , )mg a b c  ее разложением по формуле 
Тейлора в окрестности фиксированной точки , ,a b c  до второго порядка 
включительно и явно вычислим вектор и матрицу коэффициентов раз-
ложения. 

3. Наложим на модель (1) ограничения стационарности и эргодич-
ности. С учетом этих допущений вычислим предельные значения вектора 
и матрицы коэффициентов разложения по формуле Тейлора из п. 2  
при .n  

4.  Найдем асимптотическое распределение точки минимума квадра-
тичной формы, входящей в разложение по формуле Тейлора из п. 2,  
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и покажем, что оно совпадает с асимптотическим распределением точки 
ˆˆ ˆ, ,a b c  минимума функции ( , , ).mg a b c  Получим выражение асимптоти-

ческой ковариационной матрицы оценок наименьших модулей в модели 
Озаки. 

Свертка. В качестве последовательности функций, с которыми будет 

происходить свертка, возьмем последовательность 
2 2
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m
mef x  Тогда 

( ) ( ) ,m mh x y f x y dy 1, 2, , .m  Покажем, что ( )mh x x   

при .m  Для этого вычислим  
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Вычислим предел 
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Действительно, ( )mh x x  при ,m  значит и ( , , )mg a b c
 

( , , ) ( , , )
n

m t
t p

h x a b c g a b c
 
 при .m  Следовательно, далее можно 

работать с дифференцируемой функцией ( , , )mg a b c  вместо недифферен-
цируемой функции ( , , ).g a b c  

Аппроксимация разложением по формуле Тейлора. Разложим функ-
цию ( , , )mg a b c  по формуле Тейлора в окрестности фиксированной точки 

, ,a b c  до второго порядка включительно: 

 т т1( , , ) , , ( , , ),
2m mg a b c g a b c A B a b c  

где , ,mg a b c  — значение функции ( , , )mg a b c  в точке , , ;a b c  A  — 

вектор-столбец первых производных функции ( , , )mg a b c  в точке 
, , ;a b c  B  — матрица вторых производных функции ( , , ),mg a b c  т. е. 

матрица Гессе, в точке , , ;a b c  , ,n a a b b c c  — вектор-

столбец; ( , , )a b c  — бесконечно малая функция при ( , , ) , ,a b c a b c  

более высокого порядка, чем 
тт 2( ) ( ) ( ) .a a a a b b b b c c  

Отметим, что существуют различные варианты записи вектор-
столбца A  и матрицы .B  Наиболее компактным будет их блочное пред-
ставление, которое и будем использовать: 
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.  

Вектор A  состоит из трех блоков:  

двух подвекторов размером 1p  ( , , ) ,mg a b c
a

 ( , , )mg a b c
b

 и числа 

( , , ) .mg a b c
c

 

Матрица B  состоит из девяти блоков:  
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четырех подматриц размером p p  2
( , , ) ,mg a b c
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Вычислим элементы вектор-столбца A  и матрицы .B  Для  
этого покажем, что ( ( , , )) sign( ( , , ))m t th x a b c x a b c  ( ( ) sign( ))mh x x )  
и ( ( , , )) 2 ( , , )m t th x a b c x a b c  ( ( ) 2 ( ))mh x x  при m  с учетом 
обозначения (2). 

Докажем, что ( ) sign( ).m mh x x  Для удобства рассмотрим 
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Рассмотрим случай 0:x  
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Показано, что ( ( , , )) sign( ( , , ))m t th x a b c x a b c  при .m  
Докажем, что ( ) 2 ( ),m mh x x  т. е. sign ( ) 2 ( ).x x  Рассмот-

рим функцию sign( )x  с позиции теории обобщенных функций — ее 
обобщенная производная над векторным пространством основных 
функций ( )x  может быть выражена как 

0 0
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Отметим следующее свойство -функции Дирака ( ) ( )x y x dx  

( ),y  следовательно, ( )(2 ( )) 2 (0) (2 ( )) ( ) .x x dx x x dx  Это 

доказывает, что sign( ) 2 ( ).x x  Таким образом, ( ( , , ))m th x a b c
2 ( ( , , ))tx a b c  при .m  
Временно обозначим , ,i ia b c  за ,p тогда 

( ( , , ))

( ( , , )) ( , , ) ( , , )sign( ( , , )) ,
( , , )

m t

i

m t t t
tmt i i

h x a b c
p

h x a b c x a b c x a b cx a b c
x a b c p p

 



Вычисление асимптотической ковариационной матрицы… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 1 11 

 

2

2

2

( , , )sign( ( , , ))
( ( , , ))

sign( ( , , )) ( , , ) ( , , )sign( ( , , ))

( , , ) ( , , ) ( , ,2 ( ( , , )) sign( ( , , ))

t
t

im t
mi j j

t t t
t

j i i j

t t t
t t

i j

x a b cx a b c
ph x a b c

p p p

x a b c x a b c x a b cx a b c
p p p p

x a b c x a b c x a bx a b c x a b c
p p

) .
i j

c
p p

 

Можно перейти к вычислению первых и вторых производных функ-
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С учетом вычисленных производных и ( , , ) ( ( , , ))
n

m m t
t p
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получим: 

 
2

1

2
1

( 1)

( 1)

1
2( 1) 1

0

( , , ) sign( ( , , )) ,

( , , ) sign( ( , , )) ,

( , , ) sign( ( , , )) ;

t

t

nm
t t imi t p

nm cX
t t imi t p

pn cXm
t i t i tm t p i

g a b c x a b c X
a

g a b c x a b c X e
b

g a b c x a b c b X X e
c

 

 
2

1

2
( 1) ( 1)

2
( 1) ( 1)

12
2( 1) ( 1) 1

0

( , , ) 2 ( ( , , )) ,

( , , ) 2 ( ( , , )) ,

( , , ) 2 ( ( , , ))

t

nm
t t i t jmi j t p

n cXm
t t i t jmi j t p

p cXm
t t i j t j tmi j

g a b c x a b c X X
a a

g a b c x a b c X X e
a b

g a b c x a b c X b X X e
a c

2
1 ;t

n

t p

 



В.Б. Горяинов, М.М. Масягин 

14  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 1 

2
1

2
1

2
1

2
( 1) ( 1)

2 2
( 1) ( 1)

2
2( 1) 1

( , , ) 2 ( ( , , )) ,

( , , ) 2 ( ( , , )) ,

( , , ) 12 sign( ( , , ))
2

t

t

t

n cXm
t t i t jmi j t p

cXm
t t i t jmi j

cXm
t t i tmi t

g a b c x a b c X X e
b a
g a b c x a b c X X e

b b
g a b c x a b c X X e

b c
2 2

1 1
1

2( 1) ( 1) 1
0

( ( , , )) ;t t

n

p
pcX cX

t t i j t j t
j

x a b c X e b X X e

 

 
2

1

2

1
2( 1) ( 1) 1

0

( , , )

2 ( ( , , )) ,t

m
mj

pn cX
t t i j t j tm t p j

g a b c
c a

x a b c X b X X e
 

 

2
1

22 11

1

2
2( 1) 1

1
2( 1) ( 1) 1

0

12
2( 1) 12

0

( , , ) 12 sign( ( , , ))
2

( ( , , )) ,

( , , ) 2 ( ( , , ))

t

tt

t

n cXm
t t i tmj t p

p cXcX
t t i j t j t

j

p cXm
t i t i tm i

g a b c x a b c X X e
c b

x a b c X e b X X e

g a b c x a b c b X X e
c

2

2
1

2

1
4( 1) 1

0

1 sign( ( , , )) .
2

t
p cX

t i t i t
i

x a b c b X X e

 

Таким образом, получили формальное выражение всех элементов блоч-
ных вектор-столбца A  и матрицы .B  

Ограничения эргодичности и стационарности. Будем полагать, что 
рассматриваемая модель (1) является стационарной и эргодической. 
Условиями этого являются [12]: 

 0c  — в противном случае множитель 
2

1tcXe  устремится к беско-
нечности; 

 все корни характеристического уравнения 10 1p p pa a  
0  расположены в единичной окружности, т. е. | | 1, 0, 1, , 1.ia i p  

Следствие стационарности и эргодичности модели — существование 
предела lim .

n
B  Найдем его. 
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Следует отметить, что далее множитель 1 / n  вносится в пределы для 
того, чтобы можно было применять центральную предельную теорему, 
также используется тот факт, что произведением стационарных и эрго-
дических последовательностей является стационарная и эргодическая 
последовательность [13]. Кроме того, учитывается sign( ( , , )) 0,tE x a b c  
так как функция sign( )x  нечетная, а рассматриваемые функции плотно-
сти распределения вероятности предполагаются четными: 
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Получаем, что по вероятности lim 2 ( ( , , )) ,t
n

B E x a b c K  где элементы 

матрицы K  — соответствующие пределы производных, разделенных  
на .n  
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Следовательно,  

т т( , , ) , , ( ( , , )) ( , , ).m m tg a b c g a b c A E x a b c K a b c  

Поиск асимптотического распределения точки минимума целевой 
функции. Покажем, что асимптотическое распределение точки ˆˆ ˆ, ,a b c  

минимума функции ( , , )mg a b c  совпадает с асимптотическим распределе-
нием точки минимума квадратичной формы 

  т т ( ( , , )) .tA E x a b c K  

Введем погрешность вычисления истинных значений :tX  

 
2 2

1 1
1 ˆ

( 1) ( 1)
0

ˆˆ .t t
p cX cX

t i i t i t i i t i
i

E a b e X a b e X  

Зададим функцию ошибки: ˆˆ ˆ, , ( ) ( ) .
n

m m t m t
t p

L a b c h E h  

Выполним замену ˆ ˆ, ,n a a b b c c  и разложим ˆˆ ˆ, ,L a b c   
в ряд Тейлора. Используем формулу разложения в ряд Тейлора с оста-
точным членом в форме Лагранжа первого порядка: 

20 0 0 0

2 20 0 0 0 0 0 0

1( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

1 1( ) ( )( ) ( )( ) ( ( ) ( ))( ) .
2 2

f x f x f x x x f x x x

f x f x x x f x x x f x f x x x
 

Очевидно, что первые и вторые производные функции ( )L  с точно-
стью до обозначений совпали с первыми и вторыми производными 
функции , , .mg a b c  

Получим, что  

т тт т1( ) ( ) ( ) ( ),
2 tL A B A E K  

2 2т
2 2( ) (0)( ) ,
L L

 

где 0, .  Покажем ( ) 0  при ,n  для чего достаточно вы-
числить покоординатные значения элементов матрицы 



В.Б. Горяинов, М.М. Масягин 

18  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 1 

2 2

2 2( ) (0)L L
 

с учетом стационарности и эргодичности tX  и t  и равенства их нулю, 

величина  
т

( )  конечна. Это доказывает, что ( ) 0  при .n  
Получили, что | ( ) | 0E  при ,n  следовательно, ( ) 0  при 

n  по вероятности. 

Пусть  — минимум функции т т 1( ) ,
2

L A W  где 

2 ( ) .tW E K  Покажем, что ( ) (0),ttE f  для чего представим ( )tE  

в виде интеграла: ( ) ( ) ( ) (0).t ttE x f x dx f  

С учетом того, что 2 ( ) 2 (0)ttW E K f K  и ( )L  — квадра-

тичная форма, очевидно, 1 11 .
2 (0)t

W A K A
f

 

Покажем, что (sign( )) 0,tE  для чего представим (sign( ))tE  в виде 
интеграла: 

0

0

(sign( )) sign( ) ( )

1 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
2 2

t

t t t t

tE x f x dx

f x dx f x dx f x f x
 

Поскольку (sign( )) 0tE  и sign( )t  независимы от ,tX   
то 1sign( ) | 0,t t tE X  где t — последовательность -алгебр, порож-
денных множеством , .s s t  Последовательность sign( ) , 1, 2, ,t tX t  
образует мартингал-разность относительно последовательности -алгебр.  
В силу центральной предельной теоремы для мартингалов [14] вектор А 
асимптотически нормален с нулевым математическим ожиданием и кова-
риационной матрицей 2sign ( ) .tKE  В результате этого случайная вели-

чина 1W A  является асимптотически нормальной с нулевым матема-
тическим ожиданием, причем ее ковариационная матрица  

 
2

1 1
2 2

sign ( ) 1 .
4 (0)4 ( ) t

t

t

E
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fE
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Следовательно, необходимо доказать, что 0  по вероятности. 
Для доказательства введем произвольный параметр 0  и покажем, 

что | | 1.P  Для этого зафиксируем некоторый пар метр  

[15]. Поскольку  асимптотически нормальна, она также и ограничена 
по распределению, следовательно, существует компакт nC  с вероят-
ностью, бесконечно близкой к единице, который содержит для всех n  
шары с центром в  и радиусом . 

В соответствии с законом больших чисел B W  при ,n  следо-
вательно, ( ) ( ) 0L L  по вероятности при ,n  поэтому функция 

т т1( )
2

L A W  выпуклая при .n  Таким образом, ( ) 0  

равномерно на любом компакте. Отсюда по [16] sup ( ) 0C   
по вероятности при .n  

Пусть e  — произвольный нормированный вектор, такой что выпол-
няются равенства * ,e  ,te  .t  Тогда из выпуклости 

( )L  получим, что *( ) (1 / ) ( ) ( / ) ( ),L t L t L  следовательно,  

 * * *( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ).t tL L L L L L L  

Очевидно, что матрица W  является положительно определенной, по-

этому * 2 т1( ) ( ) 0
2

L L e We  и  

* 2 т1inf ( ) ( ) inf ( ( ) ( )) ( ) 2 .
2C t

tL L L L L e We  

Поэтому с единичной вероятностью минимум ( )L  лежит внутри ком-
пакта ,C  а минимум функции ( , , )mg a b c  действительно совпадает с ми-
нимумом квадратичной формы и является асимптотически нормально 
распределенным. 

Для того чтобы найти асимптотическое распределение случайного 

вектора 11
2 (0)t

K A
f

 докажем, что его составляющая — вектор А — 

является асимптотически нормальной, т. е. сходится к нормальному слу-
чайному вектору при n  по распределению. 

Пусть tA  — -алгебра событий, порожденная множеством 
, .sX s t  Вследствие этого 1tX  измерима относительно 1.tA   
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С учетом того, что t  не зависит от tA  имеем 1 1|t t tE X A

1 1 1| 0t t t t tX E A X E  по аналогии с [17]. Кроме того, за счет 
2 2t tD E  получаем 2

1 ,tEX  следовательно, согласно цен-
тральной предельной теореме для мартингалов [18], последовательности 

 
, , , , , ,1 1 1, ,m m m

i i

g a b c g a b c g a b c
a b cn n n

 

являются нормальными. 
Случайные величины 1tX  и t  независимы и (sign( )) 0,tE  по-

этому 

 
( 1)

( 1) ( 1)

, ,1 1 sign( ( , , ))

1 1sign( ( , , )) 0 0.
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t t i

i t p
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t p t p
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an n

E x a b c EX EX
n n

 

По аналогии  

 
, ,1 0.

g a b c
E

cn
 

С учетом 2(sign ( )) 1tE  найдем соответствующие дисперсии: 

 
2

2 2( 1) ( 1) 0
, , 11 1 .

n n
t t i t t i

t pi t p

g a b c
E XD E X EX

na nn
 

Аналогично 

2
022

0
, ,1 ,cX

i

g a b c
D EX e

bn
 

2
0

21
26

0
0

, ,1 .
p

cX
i

i

g a b c
bD EX e

cn
 

Таким образом, во всех случаях получаем нулевое математическое ожи-
дание и конечные дисперсии, которые могут быть определены по приве-
денным выше формулам. 

По аналогии находим пределы математических ожиданий попарных 
произведений элементов вектор-столбца А. 

После вычисления дисперсий и математических ожиданий может 
быть сделан вывод, что случайный вектор А является асимптотически 
нормальным с нулевым математическим ожиданием и ковариационной 
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матрицей .K  Следовательно, асимптотическая ковариационная матрица 

вектора 11
2 (0)t

K A
f

 равна 1
2
1

4 (0)
t

K
f

 [19]. С учетом совпадения 

асимптотического распределения 11
2 (0)t

K A
f

 с асимптотическим 

распределением точки минимума функции ( , , )mg a b c  получаем, что 
асимптотическая ковариационная матрица обобщенной экспоненциаль-
ной авторегрессионной модели Озаки для метода наименьших модулей 
(МНМ) имеет вид  

 1
2
1 .

4 (0)
t

K
f

  (3) 

Компьютерный эксперимент. Полученное формальное выражение 
асимптотической ковариационной матрицы авторегрессионной модели 
Озаки позволяет провести сравнение теоретических и практических зна-
чений дисперсии ее коэффициентов. Первые равны диагональным эле-
ментам матрицы (3), вторые — непосредственным дисперсиям коэффи-
циентов модели Озаки, которые найдены заданным оптимизационным 
методом, минимизирующим функцию абсолютных потерь. 

Предположим, что имеется процесс ,tX  удовлетворяющий уравне- 
нию (1) первого порядка, и известны свойства его обновляющего процесса 

,t  также имеются n  наблюдений .nX  На основе этих данных с использо-
ванием оптимизационного метода получим оценки коэффициентов 0 0, ,a b    
c  и вычислим их дисперсии относительно истинных значений коэффици-
ентов. Определим теоретические значения дисперсий с использованием 
асимптотической ковариационной матрицы процесса .tX  Сравнением  
по модулю практических и теоретических значений дисперсий для различ-
ного числа наблюдений вычислим, какого числа наблюдений будет доста-
точно, чтобы МНМ дал результат, практическая точность которого будет 
достигать теоретической. 

Следует отметить, что поиск коэффициентов модели Озаки с исполь-
зованием алгоритмов безусловной оптимизации — вычислительно 
сложная задача. В связи с этим в качестве примера рассмотрены только 
модели первого порядка, причем их коэффициент c  рассчитан с приме-
нением одномерного сеточного метода (перебор значений c  в заданном 
диапазоне с фиксированным шагом). Таким образом, в результате будет 
выполнено сравнение теоретических и реальных дисперсий только для 
коэффициентов 0a  и 0.b  
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Вектор nX  для вычисления коэффициентов методом оптимизации  
сгенерируем 1000 раз со следующими начальным условием и параметрами:

0 0 02,0, 0,1, 0,9, 5,0, 5, 10, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 250.x a b c n
Выбор подобных значений параметров 0a  и 0b  обусловлен желанием сде-
лать их максимально независимыми. 

В качестве обновляющего процесса t  используем следующие рас-
пределения: 

– классическое гауссово 

 2/21( ) ,
2

xf x e  

–  загрязненное гауссово 

 2 2 2/2 /(2 )1 1( ) (1 ) ,
2 2

x xf x e e  

–  Стьюдента 

 ( 1)/22

( 1/ 2)( ) ,
(2 ) 1

m
mf x

xm m
m

 

–  Лапласа 

 2| |1( ) ,
2

xf x e  

–  логистическое 

 2( ) .
(1 )

x

x
ef x
e

 

Их значения получим с использованием датчика случайных чисел 
библиотеки NumPy языка программирования Python. 

Оценку параметров будем проводить с использованием алгоритма 
безусловной оптимизации Бройдена — Флетчера — Гольдфарба — Шен-
но (BFGS) [20]. 

Теоретические значения дисперсии коэффициента 0b  при различных 
значениях t  приведены в табл. 1, модули разностей значений теорети-
ческой и выборочной дисперсии — в табл. 2. Для краткости значения для 
дисперсии коэффициента 0a  здесь не приведены. 

Погрешность метода статистических испытаний и погрешность 
МНМ приводят к широкому разбросу значений в таблицах. Тем не менее 
они наглядно демонстрируют, что МНМ быстрее сходится в случае рас-
пределений, близких к нормальному. 
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При дальнейшем увеличении n (и N) абсолютные значения разностей 
дисперсий продолжат уменьшаться, однако никогда не станут полностью 
нулевыми в силу указанных погрешностей метода статистических испы-
таний и МНМ. 

Выводы. Получено выражение (3) асимптотической ковариационной 
матрицы экспоненциальной авторегрессионной модели Озаки для МНМ. 
Результаты компьютерного эксперимента показали, что теоретические 
оценки дисперсии параметров быстрее достигаются в случае распределе-
ний, близких к нормальному. 
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CALCULATION OF THE ASYMPTOTIC COVARIANCE MATRIX  
OF THE GENERALIZED EXPONENTIAL AUTOREGRESSIVE MODEL  
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Abstract Keywords 
Over the past three decades, there has been significant 
attention paid to the development of high-level math-
ematical models and the investigation of their theoreti-
cal characteristics. One notable example is the general-
ized exponential autoregressive (Ozaki) model, which 
has been actively utilized in modeling medical, eco-
nomic, and mechanical phenomena. This model serves 
as a standard for generating training data for artificial 
neural networks that can predict future values based on 
historical data of a given variable. In this paper, we 
present the calculation of the asymptotic covariance 
matrix used to estimate the smallest eigenvalues in the 
Ozaki model. We achieve this by decomposing the 
error function of the model using Taylor formula. 
A comparative analysis of the convergence rate of indi-
vidual implementations of a model to its asymptotic 
behavior has been conducted for various distributions 
of the updating process: normal, skewed normal, Stu-
dent t-distribution, Laplace, and logistic. The scientific 
contribution of this work lies in the determination 
of the asymptotic covariance matrix to estimate the 
smallest models within the Ozaki framework, and the 
practical relevance lies in applying the comparison 
results to selecting this model for engineering calcula-
tions 

Generalized exponential auto-
regressive model, least absolute 
deviations method, asymptotic 
covariance matrix, Taylor series 
expansion 
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