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Аннотация Ключевые слова 
Для описания нелинейного деформирования орто-
тропных материалов при силовом нагружении 
предложено использовать эндохронную теорию 
пластичности ортотропных материалов. Определя-
ющие соотношения получены введением тензорно-
го внутреннего параметра состояния и тензора вре-
мени релаксации. Эти соотношения представлены 
в интегральной и дифференциальной формах. Рас-
смотрены различные виды тензора времен релакса-
ции и функции упрочнения и предложены три мо-
дели теории. Для каждой модели получены за-
висимости при простом нагружении, модели без 
функции упрочнения представлены аналитически-
ми выражениями. Анализ этих зависимостей позво-
лил установить связь между материальными пара-
метрами моделей и их влиянием на нелинейное 
поведение материала, а также предложить методику 
их экспериментального определения. Проведен 
аналогичный анализ для многослойных композит-
ных материалов. Сопоставление расчетно-теоре-
тических результатов с экспериментальными дан-
ными (например, для трансверсально-изотропного 
материала бороалюминия) показало, что модель 
с одним временем релаксации не подходит для опи-
сания трехосного нагружения, а модель с несколь-
кими временами релаксации и функцией упроч-
нения наиболее точно соответствует эксперимен-
тальным данным. Для многослойных материалов 
без явно выраженного линейного упрочнения 
(например, AS4/PEEK) возможно использование 
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более простых вариантов теории без функции 
упрочнения. Результаты проведенного анализ вари-
антов эндохронной теории пластичности ортотроп-
ных материалов позволяют лучше понять влияние 
параметров моделей на поведение композитных 
материалов и могут стать основой для дальнейших 
исследований 
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Введение. Пластичность композитных материалов (КМ) является одной  
из ключевых областей исследования в механике материалов. Композитные 
материалы обладают уникальными свойствами (высокая прочность, жест-
кость и устойчивость к коррозии), что делает их незаменимыми в различ-
ных отраслях (аэрокосмической, автомобильной и др.) [1, 2]. Однако 
сложная структура этих материалов требует специальных теоретических 
подходов для точного описания их механического поведения за пределами 
упругой зоны. 

Существует множество теорий, разработанных для учета нелинейного 
деформирования КМ [2–12]. Среди них особое внимание заслуживает 
эндохронная теория пластичности, особенностью которой являются ис-
пользование внутреннего времени z  для учета процессов необратимого 
деформирования и отсутствие деления деформации на упругую и пласти-
ческую [8–12]. Эта теория имеет несколько преимуществ, включая относи-
тельную простоту определяющих соотношений и возможность описывать 
такие особенности пластического поведения, как линейное и нелинейное 
упрочнение, неупругая разгрузка, гистерезис и др. 

Цель работы — разработка и анализ различных вариантов эндохрон-
ной теории пластичности применительно к ортотропным материалам. 
Особое внимание уделено выводу определяющих соотношений в инте-
гральной и дифференциальной формах, а также аналитическим зависимо-
стям для случая простого нагружения. Предложена методика определения 
материальных параметров модели на основе экспериментальных данных. 

Эндохронная теория пластичности ортотропного материала. Для 
учета нелинейного поведения ортотропных материалов при силовом 
нагружении в [8, 12] использован упрощенный вариант эндохронной 
теории пластичности с одним временем релаксации. Определяющие со-
отношения получены путем введения тензорного внутреннего параметра 
состояния , , 1, 3 ,ij i j  который отвечает за отклонение диаграмм де-
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формирования от соответствующих линейных зависимостей. Этот пара-
метр определен из кинетического соотношения с одним временем релак-
сации [13]. Тогда связь между компонентами тензоров напряжения ,ij  
деформации ij  и внутреннего параметра состояния ij  можно предста-
вить в виде: 
 , , 1, 3 ,ij ijkl kl klС k l  (1) 

где ijklС  — компоненты тензора упругих жесткостей 4-го ранга. 
Обобщим эту теорию, рассмотрев несколько значений времени ре-

лаксации, для чего постулируем существование следующего кинетическо-
го соотношения: 

 ,kl
ijkl ij ij

d
dz

 (2) 

где ijkl  — компоненты тензора времен релаксации; ij ijkl klX  — ком-
поненты тензора установившегося состояния внутреннего параметра ;ij  

ijklX  — компоненты тензора 4-го ранга; /dz d f  — приращение 
внутреннего времени, d  — приращение меры внутреннего времени, 
определяемое как d ,ijkl ij klp d d  ijklp  — компоненты симметрично-
го положительно определенного тензора материальных параметров мо-
дели; f  — функция упрочнения [9, 14]. 

В общем случае соотношение (2) представляет собой систему линей-
ных неоднородных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами [15]. Здесь ограничимся рассмотрением следующего вида 
тензора времен релаксации: 

 
, ;

0, .
ijkl

ijkl
i k j l

i k j l
 (3) 

В этом случае получим несвязанную систему дифференциальных 
уравнений, решение которой можно представить так: 

 
0

.ijkl
z

kla z z
ij ij

de dz
dz

 (4) 

Здесь ijkla  — компоненты тензора 4-го ранга материальных параметров 
ˆ;a  1ˆâ τ  (в рассматриваемом случае 1/ ).ijkl ijkla  

Подставив (4) в (1), получим 

 
0

, , 1, 3 .klmn
z

mna z z
ij ijkl kl ijkl kl

dС С e dz m n
dz

 (5) 
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В частном случае, когда ,ij ij  соотношение (5) принимает вид: 

 
0

.klmn
z

mna z z
ij ijkl

dС e dz
dz

 (6) 

При переходе от тензорной формы записи к матричной, соотноше-
ния (5) и (6) схожи с соотношениями, предложенными в [9, 10]. 

Для дальнейшего анализа определяющих соотношений перейдем  
от интегральной формы записи (6) к дифференциальной: 

  , , 1, 3 .ij ijkl kl klmn mnpq pqd С d a S dz p q  

Обратное соотношение: ,ij ijkl kl ijkl klmn mnd S d a S dz  где ijklS  — 
компоненты тензора коэффициентов податливости 4-го ранга. 

Анализ определяющих соотношений. Для установления связи меж-
ду материальными параметрами модели и их влиянием на нелинейное 
поведение материала при силовом нагружении рассмотрим различные 
варианты соотношения (6), упорядочив их по степени сложности. 

Модель № 1. Примем следующий вид компонент тензора времени ре-
лаксации 0ijkl ik jl  и функцию упрочнения 1.f  Тогда запишем 
систему уравнений, идентичную предложенной в [8, 12]: 

 
0

1 , .ij ijkl kl kl ijkl ij kld S d dz dz p d d  (7) 

Рассмотрим случай простого нагружения, который представляет 
наибольший практический интерес. Поскольку в большинстве экспери-
ментов нагружение происходит в пространстве напряжений, примем 
компоненты тензора напряжений пропорциональными параметру на-
гружения :p  0 0, ,kl klkl klp d dp  где 0 const.kl  Решив систему 
уравнений (7) относительно приращения параметра нагружения ,dp  по-
лучим соотношения: 

 0

0 0

1 11 , ,
/

ij
ijkl kl

d p dp pS
dp dp dz dz a

 

где 0 0 .mn mnij ijkl klpq pqa S p S  
Решение этой системы при нулевых начальных условиях имеет вид 

 00 0
0 0

ln 1 , ln 1 .ij ijkl kl
a aS p z p

a
 (8) 
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Для частных случаев нагружения (8) можно упростить и представить 
в виде зависимости напряжения от деформации в определенном направ-
лении. Такая форма записи удобна для определения материальных пара-
метров модели. В общем виде ее можно представить как 

 0
,0

1 exp , ! .ij
ij ij ij

i jij

A
Q

A
 (9) 

Здесь ,ij ijA Q  — переменные, учитывающие характеристики материала  
и коэффициенты пропорциональности между компонентами тензора 
напряжения; 

,
!
i j

 — символ, обозначающий отсутствие суммирования  

по индексам , .i j  
Проанализировав приведенные соотношения для различных случаев 

нагружения, можно сделать следующие выводы. 
1. Согласно (8), модель № 1 не учитывает изменение коэффициентов 

поперечной деформации при пластическом деформировании. В действи-
тельности коэффициенты поперечной деформации могут как увеличи-
ваться, так и уменьшаться, что описано в [2]. Постоянные коэффициенты 
поперечной деформации также означают, что моделирование жесткого  
и мягкого нагружений будет происходить одинаково. 

2. Во всех случаях нагружения диаграммы деформирования имеют 
горизонтальную асимптоту при напряжении 00 .kl kl a  

3. Компоненты тензора материальных параметров ijklp  определяют 
непосредственно из экспериментов на одноосное растяжение, чистый 
сдвиг и двухосное растяжение вдоль соответствующих направлений.  
Моделирование поведения материала при трехосном нагружении полно-
стью зависит от результатов этих экспериментов. 

4. Компоненты тензора материальных параметров ijklp  пропорцио-

нальны 2
0,  поэтому время релаксации взаимно уничтожится при под-

становке значений ijklp  в (8). Это означает, что время релаксации не вли-
яет на моделирование нелинейного поведения материала и может быть 
использовано в качестве масштабного коэффициента для уменьшения 
вычислительных погрешностей. Время релаксации в [8, 12] определяют 
аппроксимацией обобщенной диаграммы деформирования [7, 12]. Одна-
ко такой подход излишен, поскольку можно обойтись без использования 
обобщенной кривой. 
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Рассмотрим получение аналитических зависимостей для диаграмм 
деформирования многослойного КМ, который является одним из наибо-
лее широко используемых типов таких материалов. Поскольку в боль-
шинстве случаев экспериментальные диаграммы деформирования моно-
слоя представлены в глобальной системе координат (СК) при различных 
углах армирования  [1], получим зависимости для напряжения и де-
формации в этой же СК. 

При нагружении монослоя напряжением в глобальной СК XX p  
компоненты тензора напряжения в СК монослоя примут вид 0 ,ij ij p  

где 0 2
11 cos ;  0 2

22 sin ;  0
12 sin cos .  Здесь и далее нижний 

индекс XX обозначает напряжение или деформацию в направлении оси 
1Ox  глобальной СК. 
Использовав первое уравнение соотношения (8), определим дефор-

мацию в глобальной СК: 
 XX  

02 2 011 22 12
0

cos sin 2 sin cos ln 1 .kl kl kl kl
aS S S p

a
  (10) 

Для определения компонент тензора материальных параметров ijklp  
монослоя теоретически достаточно результатов четырех экспериментов: 
растяжение вдоль и поперек волокон, чистый сдвиг и растяжение под 
любым углом армирования. 

Модель № 2. Примем вид компонент тензора времени релаксации 
ijkl  в соответствии с (3) и функцию упрочнения 1,f  запишем сле-

дующую систему уравнений: 

 , .ij ijkl kl ijkl klmn mn ijkl ij kld S d a S dz dz p d d  (11) 

По аналогии с моделью № 1 определим аналитические зависимости 
для построения диаграмм деформирования для случая простого нагру-
жения: 0 0, ,kl klkl klp d dp  где 0 const.kl  Решив систему уравне-
ний (11) относительно приращения параметра нагружения ,dp  получим 
соотношения: 

 
2 2

0 0 2 1, .
/

ij
ijkl ijkl klmn mnkl

d p dp s s tS a S p p
dp dp dz dz r r r r

 

Здесь 
0 01 0;

2 mn mnij ijkl klpq ijkl klpq pqxy xys S p a a p S  
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2 0 0

0 0

0;
0, , , , 1, 3 .

pq pqmn mnij ijkl klvx vxyz yz

mn mnij ijkl klpq pq

t S a p a S
r S p S v x y z

   

Результаты интегрирования для компонент тензора деформации при 
нулевых начальных условиях: 

 

0 0 1

1 1 2

,

1 1 1ln ,
2 1

ij ijkl ijkl klmn mnklS p a S F

s s tk tp s t rF F p k r sp
t s tk tpt s t r

 (12) 

где 2 2 2 2 ;k k p r n p  2 2 2.n t r s  
Проанализировав (11) и (12) для различных случаев нагружения, 

можно сделать следующие выводы относительно модели № 2. 
1. При одноосном растяжении изменение коэффициентов попереч-

ной деформации ij  происходит в соответствии с уравнением 

 0
,

1 1 , ! ,jj jjjj jjjjii
ij ij i jii ii iiii ii iiii

a a
E a a

 (13) 

где 0
ij  — коэффициенты поперечной деформации в начальный момент 

деформирования; iiE  — нормальный модуль упругости в направлении 
оси .iOx  

Из (13) следует, что коэффициенты поперечной деформации ij  могут 
как увеличиваться, так и уменьшаться, стремясь к / .jjjj iiiia a  Если коэффи-
циент ij  увеличивается, то коэффициент ji  уменьшается и, наоборот. 

2. Во всех случаях нагружения диаграммы деформирования имеют 
горизонтальную асимптоту при напряжении 0 1/ .kl kl t  

3. Рассуждения об определении компонент тензора материальных 
параметров ijklp  аналогичны тем, что использованы для модели № 1. 
Компоненты тензора ijkla  могут быть определены путем анализа попе-
речных деформаций при продольных одноосных растяжениях или на ос-
нове данных, полученных в экспериментах на трехосное нагружение или 
комбинированное растяжение и сдвиг. В отличие от модели № 1 компо-
ненты тензора ijkla  влияют на поведение материала при трехосном 
нагружении (рис. 1). 

Для многослойного материала соотношение (10) преобразуем следу-
ющим образом: 



Д.Р. Рахимов 

72  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 1 

 2 2 011 22 122XX kl kl kl klS c S s S sc p  

 2 2 011 22 12 12 ,kl kl kl klmn mna c a s a sc S F  (14) 

где cos ;c  sin .s  
 

Рис. 1. Кривая деформирования  
при трехосном нагружении  

в зависимости от параметров материала 
 
В отличие от модели № 1, для опреде-

ления компонент тензоров материальных 
параметров ijklp  и ijkla  монослоя теоре-

тически необходимы результаты минимум пяти экспериментов: растя-
жение вдоль и поперек волокон, чистый сдвиг и растяжение под двумя 
углами армирования. 

Модель № 3. Примем вид компонент тензора времен релаксации ijkl  
в соответствии с выражением (3) и функцию упрочнения 1f  
[9, 10], где  — материальный параметр модели, и запишем систему 
уравнений 

 , .
1ij ijkl kl ijkl klmn mn ijkl ij kl

dd S d a S d p d d  (15) 

Определим аналитические зависимости для построения диаграмм 
деформирования для случая простого нагружения: 0 ,kl klkl p d  

0 ,kldp  где 0 const.kl  Решив систему уравнений (15) относительно 
приращения параметра нагружения ,dp  получим соотношения: 

 

0 0

22 2

,
1

1 ,
1 1

ij
ijkl ijkl klmn mnkl

d d pS a S
dp dp

dp s p s t p
d r r r r

 (16) 

где  

 0 01 0;
2 mn mnij ijkl klpq ijkl klpq pqxy xys S p a a p S    

 
2 0 0

0 0

0;

0, , , , 1, 3 .
pq pqmn mnij ijkl klvx vxyz yz

mn mnij ijkl klpq pq

t S a p a S
r S p S v x y z
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Для общего случая нагружения полученная система уравнений может 
быть решена только численно. 

Для случаев чистого сдвига соотношение (16) можно решить анали-
тически и представить в виде зависимости касательного напряжения ij  
от сдвига ij  в заданной плоскости :i jOx x  

 
/

,
1 1 , ! .ijijaij

ij ijij ij ijij ij
i jijij ijij

G
p p

a p
 (17) 

Здесь ijG  — модуль сдвига в плоскости ;i jOx x  2ij ij  — компоненты 
тензора сдвиговой деформации. 

Проанализировав (16) и (17) для различных случаев нагружения, 
можно сделать следующие выводы относительно модели № 3. 

1. Рассуждения касательно коэффициента поперечной деформации  
и определения компонент тензоров материальных параметров ijklp  и ijkla  
аналогичны тем, что применялись для модели № 2. Параметр  опреде-
ляют из наилучшего совпадения кривых деформирования. Влияние этого 
параметра на характеристики кривой деформирования при трехосном 
нагружении показано на рис. 1. 

2. Во всех случаях нагружения диаграммы деформирования имеют 
наклонную асимптоту ! .ij ij ij ij

i, j
k b  Для чистого сдвига коэффици-

енты ijk  и ijb  определяют из следующих соотношений: 

 , , ! .ij ij
ij ij

i, jijij ijij ijij

G G
k b

a a p
 

Далее рассмотрим применение указанных моделей для описания по-
ведения трансверсально-изотропного материала и многослойного КМ 
при различных случаях нагружения. 

Методика определения материальных параметров эндохронной тео-
рии. Согласно изложенному, компоненты тензора материальных парамет-
ров ijklp  определяют из экспериментов по чистому сдвигу, одно- и двух-
осному растяжениям. Для этого используют соотношения (9), (15) и соот-
ношения (10), (14) для многослойного материала. В случае применения  
моделей № 2 и № 3 компоненты тензора ijkla  определяют путем анализа 
поперечных деформаций при продольных одноосных растяжениях или  
на основе данных, полученных в экспериментах на трехосное нагружение 
или комбинированное растяжение и сдвиг. Материальный параметр   
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в модели № 3 находят на основе наилучшего соответствия расчетных кри-
вых и экспериментальных данных при определении ijklp  и .ijkla  

Для определения перечисленных параметров минимизируем следу-
ющий функционал F: 

 
exp point 2( )exp ( )calc

point1 1

1 ,
N N

i i
i j j

i j
F

N
 

где exp point,N N  — число экспериментов и экспериментальных точек;  

 — функция влияния эксперимента; ( ) exp ( )calc,i i
j j  — эксперименталь-

ное и расчетное напряжения. 
На подлежащую минимизации функцию накладываем ряд ограниче-

ний, связанных c положительной определенностью тензоров материаль-
ных параметров p  и a  [16]. В этом случае целевая функция минимиза-
ции имеет вид [7]: 

 
1

12

,

, ;

1 , .

n i

ii

i i i
i

i i i i i i

RF
f

f f
f

f f

 

Здесь , ,if p a  n  — условия и число условий для проверки положи-
тельной определенности тензоров p  и ;a  ,iR  i  — весовая функция  
и малый параметр. 

Для поиска локального минимума используем модифицированный 
метод Ньютона [17], для поиска глобального минимума — метод гло-
бального поиска [18]. 

Сравнение результатов расчета. Сравним результаты вычислений, 
полученных с использованием различных моделей. В качестве первого 
материала возьмем трансверсально-изотропный материал (бороалюми-
ний), для которого имеем экспериментальные данные по сжатию вдоль 
двух направлений, сдвигу и гидростатическому сжатию [19]. Этот мате-
риал интересен тем, что диаграмма деформирования вдоль волокон ли-
нейна, в то время как в остальных направлениях возникают нелинейные 
деформации. В качестве второго материала рассмотрим многослойный 
КМ AS4/PEEK [20] без явно выраженного линейного упрочнения. Харак-
теристики материалов приведены ниже. Диаграммы деформирования 
бороалюминия представлены на рис. 2. 
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Характеристики материалов 

  Бороалюминий      AS4/PEEK 
E1, ГПа  .................................................           229                        127,6 
E2, ГПа  .................................................           142                         10,3 
E3, ГПа  ................................................           142                            – 
G12, ГПа  ..............................................            52                             6 

12   ..........................................................          0,228                        0,32 
13   ..........................................................          0,228                           – 

Рис. 2. Диаграммы деформирования бороалюминия при сжатии вдоль (а)  
и поперек (б) волокон, сдвиге (в) и гидростатическом сжатии (г): 

 — эксперимент; модель: № 1 ( ), № 2 ( ), № 3 ( )   

Согласно диаграммам, ни одна из моделей не удовлетворяет экспе-
риментальным данным при трехосном нагружении. Модели № 2 и № 3 
демонстрируют наилучшее соответствие результатам на начальном этапе 
нагружения. В остальных случаях диаграммы деформирования удовле-
творительно соответствуют экспериментальным данным. 

Диаграммы деформирования многослойного КМ AS4/PEEK показаны 
на рис. 3. Для материала без выраженного линейного упрочнения все мо-
дели демонстрируют удовлетворительное соответствие эксперименталь-
ным данным. Однако модели № 2 и № 3 лучше всего соответствуют ре-
зультатам для поперечных деформаций. 
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Рис. 3. Диаграммы деформирования 
многослойного КМ AS4/PEEK  

для моделей № 1 (а), № 2 (б)  
и № 3 (в) ( — эксперимент) 

 
 

Заключение. Изучены различные модели эндохронной теории пла-
стичности ортотропных материалов. Для каждой из них получены зави-
симости при простом нагружении, модели без функции упрочнения 
представлены аналитическими выражениями. Результаты анализа этих 
зависимостей позволили определить минимально необходимые экспе-
рименты для определения материальных параметров моделей и предло-
жить соответствующую методику их экспериментального определения. 
Исследование показало, что в модели с одним временем релаксации это 
время является только масштабным коэффициентом и не влияет на не-
линейное поведение материала. 

Сопоставление расчетно-теоретических результатов с эксперимен-
тальными данными показало, что модель с одним временем релаксации 
не подходит для описания трехосного нагружения, в то время как модель 
с функцией упрочнения наиболее точно соответствует эксперименталь-
ным данным. Для многослойного материала без явно выраженного ли-
нейного упрочнения могут быть использованы более простые варианты 
теории без функции упрочнения. 

Проведенный анализ позволяет лучше понять влияние материальных 
параметров на поведение КМ и может стать основой для дальнейших ис-
следований. 
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ANALYSIS OF THE GOVERNING RELATIONS  
OF THE ENDOCHRONIC THEORY OF PLASTICITY  
OF ORTHOTROPIC MATERIALS 
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Abstract Keywords 
The article presents the use of the endochronic theory 
of plasticity of orthotropic materials to describe the 
nonlinear deformation of orthotropic materials under 
force loading. The governing relations are obtained 
by introducing a tensor internal state parameter and 
a relaxation time tensor. These relations are presented 
in integral and differential form. By considering various 
types of relaxation time tensor and hardening function, 
three models of this theory have been proposed. For 
each model, dependences were obtained for the case 
of simple loading, models without strain hardening 
function are represented by analytical expressions. 
Analysis of these dependencies allowed establishing the 
connection between model material parameters and 
their influence on the nonlinear behavior of the materi-
al, as well as to propose a methodology for their exper-
imental determination. A similar analysis was per-
formed for multilayer composite materials. A compari-
son of the computational-theoretical results with 
known experimental data for a transversally isotropic 
material (boron-aluminum) and a multilayer composite 
AS4/PEEK showed that the model with a single relaxa-
tion time is not suitable for describing triaxial loading, 
while the model with several relaxation times and 
a hardening function most accurately corresponds 
to experimental data. For multilayer materials without 
pronounced linear hardening, it is possible to use sim-
pler versions of the theory without the hardening func-
tion. The analysis of different variants of the endo-
chronic theory of plasticity of orthotropic materials 
allows for a deeper understanding of the influence 
of model parameters on the behavior of composite 
materials and can serve as a basis for further research  

Endochronic theory of plasticity, 
orthotropic materials, composite 
materials, nonlinearity, relaxa-
tion time, deformation curve 
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