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Аннотация Ключевые слова 
В связи c расширением использования в ультразву-
ковой дефектоскопии тонких эффектов, связанных 
с дифракцией упругих волн на трещинах различной 
ориентации, отмечена актуальность детального 
изучения задач о рассеянии поверхностных волн 
при распространении вдоль трещин. Эти задачи 
также актуальны для изучения условий роста тре-
щин. Рассмотрен вопрос о рассеянии упругих по-
верхностных волн при распространении вдоль 
семейства угловых полуплоскостей, соединенных 
цилиндрическим сектором. Проанализированы 
условия сшивки соответствующих решений в раз-
личных областях. Показано, что на таком ребре 
отражение рэлеевской волны не возникает, волна 
претерпевает только фазовый сдвиг. При этом 
на цилиндрическом секторе волна генерирует ис-
точники, которые излучают в объем. Рассмотрены 
краевые условия и дисперсионное соотношение 
для рэлеевских волн. Проанализирована возмож-
ность появления скачка производной на границе 
двух поверхностей с разной внешней кривизной. 
Рассмотрен общий вопрос о постановке краевых 
условий для плоских трещин. Установлено, что 
для отражения поверхностных волн на ребре тре-
щины необходимо наличие внутренней кривизны 
ее поверхности или неоднородностей вблизи по-
верхности трещины 
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Введение. В инженерных расчетах задач о рассеянии упругих волн на тре-
щинах, выполняемых, в частности, для применения в задачах ультразвуко-
вой дефектоскопии металлов (например, дифракционно-временного ме-
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тода TOFD) или прочностных расчетах [1–3], необходимо фиксировать 
граничные условия на поверхности трещин. Если трещина имеет конеч-
ный размер, то эти условия дополняются так называемыми краевыми 
условиями. В литературе для моделей плоских трещин можно встретить 
разные подходы к наложению краевых условий [4–6]. В большинстве слу-
чаев они основаны на поведении плотности или потока энергии. Посколь-
ку характер поведения трещины, в частности ее рост, определяется раз-
личными физическими процессами и условиями, удобно подразделять 
краевые условия по физическим факторам, возникающим на острие тре-
щины, и таким образом выделить их в специфические условия: описывать 
как дополнительными напряжениями на краю трещины, так и поправками 
к основным волновым уравнениям. Если уравнения колебаний среды  
фиксировать, то условия на краю трещины будут следовать из них автома-
тически. В настоящей работе показано, что условия на краю трещин непо-
средственно следуют из волнового уравнения. Фактически краевые усло-
вия требуют только того, чтобы декартовы компоненты вектора смещения 
оставались непрерывными. Отметим, что любую границу трещины с краем 
можно получить как предел некоторой гладкой выпуклой поверхности. 
Здесь не рассмотрен вопрос о различных дополнительных физических 
условиях и факторах, определяющих образование и рост трещины. 

Приведем несколько примеров. Дискообразную трещину заданного 
радиуса или трещину в виде полосы заданной ширины можно рассматри-
вать как предельную форму сплюснутого эллипсоида вращения (или эл-
липса) в сплюснутых сфероидальных (или эллиптических цилиндриче-
ских) координатах при стремлении малой полуоси эллипсоида (эллипса)  
к нулю [7]. Это предположение использовано в [8] при переходе от поля  
на поверхности дискообразной полости к расчету поля в точке наблюде-
ния, удаленной от трещины. Согласно результатам экспериментов, даже 
модели трещин в виде пазов с раскрытием в десятые доли длины волны, 
которые должны имитировать острие реальной трещины, на самом деле 
рассеивают ультразвуковые волны как объемные отражатели малого диа-
метра, а не как модели плоских трещин с нулевым раскрытием [9–11].  
Это никак не противоречит результатам настоящей работы. Отметим, что 
в рассматриваемом случае локально граница трещины остается плоской. 
Далее будет показано, что с позиции внутренней геометрии поверхности 
поверхностные волны (рэлеевские волны) при прохождении угла (ребра) 
меняют направление распространения (с точки зрения внешнего про-
странства) и фазу, при этом отражения не происходит. Однако при про-
хождении угла рэлеевская волна всегда генерирует источники на краю 
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трещины, которые излучают в объем, что и подтверждает эксперимент. 
Следовательно, можно сделать следующий вывод: для отражения поверх-
ностных волн от края необходимо наличие внутренней кривизны поверх-
ности границы/трещины. Кроме того, наличие неоднородных вкраплений 
вблизи поверхности трещины также приводит к частичному отражению 
рэлеевских волн [12, 13]. 

Отметим, что задачи о рассеянии 3D упругих волн на цилиндриче-
ских или сферических полостях рассмотрены в [14–16]. Вопрос о рассея-
нии звуковых и поверхностных акустических волн на неоднородностях 
интенсивно исследуется для решения задач сейсморазведки, сейсмоло-
гии, микроэлектроники [17–20]. 

Волновые уравнения, законы сохранения и краевые условия. С уче-
том актуальности применения в ультразвуковой дефектоскопии задачи  
о рассеянии упругих волн на плоских трещинах в [21] приведено общее 
решение 3D-задачи рассеяния упругих волн на плоской трещине. Рассмот-
рим вопрос о возможности переизлучения возбуждаемых поверхностных 
волн в объем среды. 

В упругой среде связь компонентов тензора напряжения ij   
и вектора смещения iu  приводит к уравнению 2

0
ki i ku D D u  

, .j jj i j i iD D u D D u g x   В таком случае рассмотрим стацио-
нарные процессы, т. е. монохроматические волны с циклической часто-
той ,  используя следующие обозначения: ,   — коэффициенты Ламе,  

0  — плотность среды, ,jD jD  — ковариантная и контравариантная 
(при криволинейных координатах) производные. 

Из уравнений движения в упругой среде легко получить стандартным 
способом законы сохранения энергии и импульса. Действительно, ком-
поненты тензора энергии и импульса имеют вид 
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и определяют законы сохранения в виде ( 0, 1, 2, 3)  

 00 0.iiT T   (4) 
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Как уже было отмечено, законы сохранения (1)–(4) следуют непо-
средственно из уравнений движения, поэтому не накладывают каких-
либо дополнительных ограничений (типа краевых условий). Уравнения 
сохранения энергии и импульса упругих волн в интегральной форме: 

 0 3
0 0 ;j

j
d E T d x T dS
dt t

 

 0 3 .j
i ji i

d P T d x T dS
dt t

 

Поверхностные волны (рэлеевские) не проникают внутрь объема,  
поскольку такие волны могут распространяться только вдоль границы 
(поверхности трещин), соответственно, они не дают вклада в изменение 
энергии (что видно из приведенных интегралов). В частности, это озна-
чает, что поведение плотности энергии и потока энергии около края 
трещины также не содержит какой-либо дополнительной информации. 
Разумеется, кроме той, что можно извлечь из уравнений движения. 

Для стационарных процессов, т. е. для чисто монохроматических 
волн ,~ i tu e  из (1)–(4) дифференциальный закон сохранения энергии и 
импульса принимает вид 

 0 0,j
jT  0,j

j iT   (5) 

где *
0 ;j

ij iT i u  * 2 * *0
1 .
2

i ik j k ij k k km k mjT D u u u D u  

Для комплексных решений укажем на наличие, кроме (5), еще одной 
сохраняющейся величины — плотности потока фононов: 

 * * ,k i ij i ijJ u u u u  0.i kD J   (6) 

Закон сохранения (6) также реализуется в силу выполнения волно-
вых уравнений, следовательно, не вводит каких-либо дополнительных 
ограничений типа краевых условий. 

Вектор смещения среды удобно разделить на продольную и поперечные 
части стандартным способом — введением потенциалов: i i iu u u  

,jl kmi ijk l mD f g g D A  ,i i ijk l mu D f D A  .i ii iD u D D f  В обычных 
декартовых координатах .i iD  Поперечная часть смещения удовлетво-
ряет условию 0,i iD u  что позволяет разбить уравнения на две группы: 

 2 2
0

,
;

2
i

i
g x

D K u   (7) 
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 2 2 , .i
i

g xD u   (8) 

Здесь использованы разложение источника волн в виде i i ig g g   

с учетом стандартных проекционных операторов ji i
ij jP P  и стан-

дартные обозначения 2 2 2 20 00 / 2 ,  ./K  

Тензор напряжений упругой среды имеет вид ij ij k kg D u   

,i j i ji ij jD u D u D u D u  который определяет граничные 
условия на трещине в форме 0.ij ijn  Для трещин конечного размера 
никаких дополнительных условий накладывать не требуется. Вектор 
смещения должен подчиняться только волновым уравнениям. Это озна-
чает, что компоненты вектора смещения должны иметь непрерывные 
частные производные до второго порядка включительно на краю трещи-
ны. Это формирует так называемые естественные краевые условия. 

Трещина или граница в виде семейства угловых полуплоскостей. 
Выбор системы координат. Пусть трещина (или граница среды) описы-
вается функцией , , .x y z  Поверхность уровня такая, что 0  
соответствует поверхности трещины. Полагаем, что при 0 0  трещина 
имеет гладкую поверхность, представляющую собой две полуплоскости, 
которые соединены сектором бесконечного цилиндра; в пределе 0 0,  
когда цилиндр вырождается в линию, получаем две склеенные полуплос-
кости. В случае границы среды имеем две полуплоскости, склеенные  
под произвольным углом. Функцию , ,x y z  удобно выбрать следую-
щим образом: 

 2 2 0

0 0 0

  при  / 2,

 при   , / 2 ,
sin cos  п  

,
.и

,
р

z

y y
z

x z z
y

  (9) 

Здесь угловая переменная определяется стандартным образом 
 cos ,   sin .y r z r  Предполагается, что 0 / 2.  При 0 / 2  полу-

чим плоскую границу 0.z  При 0 / 2  поверхность 0  описы-
вает трещину конечного раскрытия 02 ,  край которой представляет со-
бой цилиндр радиусом 0.r  При 0 0  имеем границу в виде двух по-
луплоскостей, склеенных под прямым углом. 

Для семейства таких поверхностей удобно использовать переменную  
в качестве одной из координат (нормальной к поверхности трещины  



О краевых условиях при рассеянии упругих волн на плоских трещинах

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 3 67 

или границе). В точках / 2  и 0  вторые производные функции  
приводят к появлению дельта-функции. Однако это не вызывает дополни-
тельные трудности. Кроме того, появления дельта-функции можно избе-
жать, если вместо ступеньки использовать любую гладкую переходную 
функцию tg( )x  при 1.  Удобно ввести семейство векторных полей 
, ,l m  касательных к поверхности 0,  и нормальное поле :n  

 0, cos , sin ,n  0, sin , cosm  при 0, / 2 .   (10) 

В (10) в областях / 2  и 0  достаточно принять / 2  или 
0 . Вектор вдоль образующей цилиндра для всех областей в (9): 

1, 0, 0 .l  
Ранее предположили, что поверхность трещины описывается функцией 

0.  В качестве продольных координат выберем переменную x  и коор-
динату ,y  образованную линией 0.  В (9) в области 0/ 2,  новая 
координата 0 .y  При / 2  получим 0( / 2) ,y y  а при  

0  — 0 0 0 0si c .n osy y z  
Запишем выражения, связывающие координатные оси полуплоско-

стей: 0 0sin cos ,y y z  0 0cos sin .z y z  Две полуплоскости со-
ответствуют значениям 0y  и 0.y  

Волновые уравнения, решения. Рассмотрим решение волновых урав-
нений (7), (8) в выбранной системе координат. Удобно использовать раз-
ложение векторов и производных на продольные и поперечные к грани-
це/трещине направления. С учетом (10) все производные имеют разло-
жения в виде ,i i l i m i nD l D m D n D  где m i iD m D  — производная  
по направлению .m  Аналогично раскладываются компоненты векторов 
смещения и векторного потенциала. Легко проверить, что .l xD  В об-
ластях полуплоскостей 0/ 2,  имеем ,m yD  а в области сектора 

0/ 2, ,  где   ,r  получим 01
m yD

r
 и .nD  Тогда 

лапласиан принимает вид 

 2 2 2 2 2 Λ, ,i i m m n n m n nl lD D D D m D n D D D D D D  

где , , Λ/m mm D n n D m  и 

 0 0
0 0

.
2 2

y y  (11) 
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Напомним свойства ступенчатой функции 1 .x x  Эта функ-
ция равна 1 в секторе 0/ 2,  и 0 вне указанного сектора. 

Для продольной компоненты iu  волновое уравнение (7) сводится к  

 
2
02 2 2

0 2
Λ 0,n n ylD D K k k f   (12) 

где 
2

exp   .
2k k k l y

k

d kf f F f ik x ik y  Таким образом, продольная ком-

понента описывается скалярным уравнением. 
В рассматриваемом случае с позиции внутренней геометрии поверх-

ность границы/трещины является обычной двумерной плоскостью. Это 
приводит к тому, что функции kF  соответствуют стандартному интегралу 
Фурье. Другими словами, эти функции являются собственными функци-
ями оператора Лапласа на поверхности трещины: 

  
0

2 2 2 2 2
2 .k m k y k kl lF D D F k k F k F  

В секторе 0/ 2,  волновое уравнение (12) сводится к уравне-
нию Бесселя (в секторе  ):r  2 2 2 2 2 2 2

0 0 0,r r ylr r K k r k f   
решение которого выражается в виде цилиндрических функций 

1,2 2 2
0 ,lf H K k r  где 0 .yk  В этом секторе вблизи границы 

0r  в качестве нормальной координаты можно принять 0/
0 ,  tr e  

2 2 2 2
0 ,r r r r tr r r r  тогда получим 02 2 2 2 / 2

0 0t yt lK k e k f  

и в области 0,t  т. е. при 02 / 1,te  имеем решение в виде стандартных 
волн 

 2 2 2 2
1 2 0,   .l lip t ip t yl lf С e С e p K k k   (13) 

В задачах рассеяния рассеянная волна имеет только уходящую внутрь 
объема волну вида 0~ 1/ .ike  Это означает, что в (13) решения в различ-

ных областях имеют вид 2 2 2
0,  lip l ylf k B k e p K k k , где B k  — 

коэффициенты, определяемые граничными условиями 0.ij ijn  
Аналогично из (8) находятся уравнения для проекций векторного по-

тенциала iA  поперечной части вектора смещения iu  на базисные векто-
ры с заменой 0 ,K  .l tp p  Отметим, что эти уравнения одинаковы 
для A  и u  (при этом 2 2 2 Λ/ ) :m n nlD D D D r D  
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 2 2 0;i iD u u  

 

2
2 2

2
Λ Λ Λ 0,m mD i D D u

r rr
 

где ;m nu u iu  Λ  определено в (11). 
Приведем проекции нормальных компонент тензора напряжений 

 2 ;ln n l l n n lD D f D u D u  

 

Λ2 ;mn n m m n n mD D f D u D u
r

 

 
2 2 2 .nn n n n nD f D D f D u  

Волновые уравнения в секторе 0, / 2  из (9) для компонент u  
или A  вблизи трещины имеют вид 

 2 2 2 2 2 2 0  Λ 0;n n ylr D rD r k i u   (14) 

0ν ;yk  22   ν .1  Соответствующие решения записываются через 

функции Бесселя 1 2 2
ν 1,   ~ lA u H k r  и 1 2 2ν,   ~ .l l lA u H k r  

Вблизи трещины 0/
0   tr e  при 0t  получим 

  2 2 2 2 2 0 00 0 Λ Λ 2 Λ 0,y yt tp i k u   

где 2 2 2 2 .yt lp k k  Это дает ~ ip tu e  и дисперсионные соотношения  
в виде 

 
2

02 2 2
2
0

Λ
.

y
l

k
p k  

Рэлеевские волны. В асимптотических областях (полуплоскости 
/ 2  и 0 ) решение вблизи границы трещины сводится к обыч-

ным плоским волнам, поэтому достаточно рассмотреть одну область. 
Пусть это будет / 2,  из которой и будет набегать рэлеевская волна. 
Отметим, что в области сектора 0/ 2, ,  как и на полной цилин-
дрической поверхности, рэлеевские волны нельзя свести к плоским вол-
нам. Как показано далее, при переходе в этот сектор плоская рэлеевская 
волна расщепляется на три волны с разными волновыми векторами, 
причем каждая волна не является рэлеевской. Это означает, что при пе-
реходе на поверхность сектора эти волны начинают излучать (распро-
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страняться) вглубь объема. Для описания подобного излучения удобно 
использовать интегральное представление, предложенное в [21]. 

В терминах A  решения волновых уравнений (15) приведены выше,  
а граничные условия 0nj  дают 

 2 2 2 212 ;
2

ln
l l m t m tt tl lp ik f k p k p A k p k p A  

 

12 ;
2

mn
m l m t l m t lik p f k p k A k p k A

μ  

 2 2 .nn
l t lK p f p ik A A  

Здесь 2 2 2;tp k  2 2 2
0 ;lp k K  2 2 2 .mlk k k  После простых преобразо-

ваний запишем  

 2 ;t mp kA A A A
k

 (15) 

 2 2
2 ;

4
l

t
l

kf k p A A
p ik

  (16) 

 

22
2 2

2 0.
2

l
l t

l

k k p p k A A
p ik

  (17) 

Уравнение (17) определяет дисперсионное соотношение для рэлеевских 
волн (в частности, их скорость распространения). Во всех трех областях 
компоненты волн выражаются через одну из компонент ,f  A A  или 

.A A  
Рассеяние рэлеевских волн на краю, краевые условия. Рассмотрим 

задачу о рассеянии поверхностных волн на краю трещины. Характер рас-
сеяния целиком определяется волновыми уравнениями вида 

 
2 2 2Λ 0;m n nlD D D D K f

r  

 

2
2 2Λ Λ 0.m n nlD D i D D A

r r
 

Будем искать решения вида ~ lik xe  и соответственно .l lD ik  Зависи-
мость от второй координаты на трещине (ортогональной к краю )y  

определяется производной 01 :m yD
r
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2 2 0;l m n nk D D D K f

r  

 

2 2
0 2 2 02 2 2

1 2 0,l n n yyk D D i A
rr r r  

где  — функция, 0 /2 ,  ее производная (от-
метим, что 0y  при 0/ 2, ) :  

 0 0 0 0 0 0 ;
2 2

y y  

 0 ;y  0 0 0 .
2y y y  

Этот член отвечает за наличие скачка производной y  в точках 

0( / 2)y  и 0 0y  в величинах .A  Всюду вблизи трещины выпол-
няется .y yik  В области полуплоскостей 0( / 2)y  и 0 0y  вол-
новые уравнения (7), (8) дают ( ,m yD  ,n tD  0 ) :t  

2 2 2 2 0,tylk K f  2 2 2 2 0,tylk A  

а решения имеют вид плоских волн, затухающих вглубь среды. 
Примечание 1. Отметим, что для продольной ( )f  и поперечной 

( )A  компонент в рэлеевской волне декременты затухания вглубь раз-
ные. Однако согласно (15)–(17) поверхностные волны определяются  
по одной компоненте — либо ,f  либо одной из компонент :A   

 1 2 ,pt iky ikyf e F e F e  2 2 2 2,lk K p k   (18) 

 1 2 ,pt isy isyA e A e A e  2 2 2 2.ls p k   (19) 

В области 0 0 0( / 2) ,y  выбирая 0/0 tr e  и затухающие 
вглубь среды решения ~ ,pte  получаем 

02 2 2 2 / 2 2 2 2
0 0 0 0;t

tylK k e f
 

 0
2

2 2 2 / 2 2
02 2

0 0

Λ 1 2 0.t ytylk e i A  
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В главном приближении это в окрестности трещины при 0/ 1t  
дает 
 2 2 2 2 0;ylK k p f   (20) 

 
2

2 2 2 2
02 2

0 0

Λ 1 2 0.yy lk p i A   (21) 

Уравнение (20) не изменяется и имеет те же решения (18). Уравне-
ния (19) для компонент A  меняются существенно. Изменяется также  
и выражение для напряжений 0.ij  Это означает, что на цилиндри-
ческом секторе меняются не только решения, но и дисперсионные соот-
ношения для рэлеевских волн. Очевидно, что разделение переменных  
и выделение поверхностной волны на цилиндрической поверхности  
не сводится к плоским волнам. Другими словами, если задать на одной  
из плоскостей плоскую рэлеевскую волну, падающую на цилиндрический 
сектор, то на самом секторе волна уже не будет рэлеевской. Это следует 
из того, что условия сшивки генерируют три волны с волновыми векто-
рами s  и .s  Все три волны являются решениями волновых уравнений 
вблизи трещины, с использованием интеграла Кирхгоффа [21] эти реше-
ния можно продолжить на всю область внутрь объема среды. В этом слу-
чае можно утверждать о переизлучении рэлеевской волны вглубь среды 
при рассеянии на угле. При этом излучающей поверхностью является 
только цилиндрический сектор. Эта картина полностью согласуется с за-
коном сохранения полного импульса волн. 

Как уже было отмечено, уравнение для продольной составляющей 
(скалярного потенциала) на цилиндрическом секторе остается таким же, 
как и на плоскостях. Это означает, что решение для скалярного потенци-
ала не меняется при пересечении угла. Поскольку поверхностные волны 
можно определять по одной компоненте, очевидно, что при пересечении 
угла (края) рэлеевские волны не испытывают отражения. Тем не менее 
волны меняют направление и испытывают фазовый сдвиг. Скалярный 
потенциал f  не содержит подобного сдвига, но его можно получить  
из связей (15)–(17). При этом удобно рассмотреть уравнение для ,A  ко-
торое дает ( 1):  

 
2

2 2 2

0
,1

ls k p  
0

1 ,s is  

 0 0/   ( ) /    
1 2 ,   .pt iy i y iisy isyA e A e A e e e   (22) 



О краевых условиях при рассеянии упругих волн на плоских трещинах

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 3 73 

О скачке производной на границе двух поверхностей с разной 
внешней кривизной. Запишем условия сшивки соответствующих реше-
ний в различных областях. Из уравнения (21), интегрируя вокруг точек 
разрыва 0( / 2) ,y  найдем условия 

  0 0 0| 0,
2yA i y y A dy   

которые дают 

 0 0 0
0

1 0;
2 2 2y yA A i A  

 0 0 0 0 0
0

1 0.
2y yA A i A  

Очевидно, что функции A  остаются непрерывными в указанных точках. 
Найдем соответствующие коэффициенты отражения и прохождения 

для волн A  в (22) и рассмотрим предел при 0 0.  
В области 0( / 2)y  запишем решение 1 .A  В области 

0 0 0( / 2) , y  решение примем в виде 2 ,A  а при 0 0y  —  
в виде 3 ,A  где 

 1   ;pt isy isyA e e R e  3   ;pt isyA e T e  

 0
 

2 ,
ypt i

isy isyA e B e C e  

 2 2 2 2,ls p k   

а условия сшивки при 0( / 2)y  имеют вид 

 0 0 0 02 2 2 2 2 ;
is is i is is

e R e e B e C e  

 2 1 10 0 0
0

1 0.
2 2 2y yA A i A  

Скачек производной автоматически устраняется разной зависимо-
стью величин 1A  и 2A  от переменной .y  Это означает искусственность 
происхождения скачка, связанного со скачком производной продольного 
вектора ,m  при использовании предельного перехода при 0 0.  В тер-
минах начальных декартовых координат декартовы компоненты векто-
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ров смещения и потенциалов в этом случае оказываются просто непре-
рывными. 

Решая приведенные выше уравнения, получаем соотношения 

  ( /2) ;iB e i  ( /2) .iC e R iR  

Аналогично условия сшивки при 0 0y  имеют вид 

 00 0 0 0 0 0  ;iis is isT e e B e C e  

 3 2 20 0 0 0 0 0
0

1 0y yA A i A  

(скачек производной также автоматически учитывает разную зависи-
мость от )y  и дают решения для коэффициентов прохождения и отраже-

ния в виде 00 0 /2      ;ii iT e B ie e  0 0 0 0 .i is Re C e  
В пределе 0 0  область сектора 0 0 0  ( / 2) ,y  вырождает-

ся в точку, соответствующую краю трещины при 0 / 2  (или линии 
угла). При этом видим, что характер рассеяния не меняется, а рэлеевская 
волна испытывает только фазовый скачек, связанный с изменением 
направления распространения в трехмерном пространстве. Отражения  
c позиции внутренней поверхности трещины не происходит. Отсутствие 
отраженной волны тесно связано с внутренней геометрией поверхности 
трещины. В рассмотренном примере она остается плоской, в том числе  
и на краю (т. е. в угле). Другими словами, внутренняя геометрия границы 
соответствует обычной плоскости. В случае трещины конечного размера 
всегда будет присутствовать область внутренней (не внешней) ненулевой 
кривизны поверхности границы и рэлеевские волны будут испытывать 
отражение. В волновом уравнении появятся члены, явно зависящие  
от .y  В частности, на трещинах конечного размера рэлеевские волны яв-
ляются стоячими. 

Отметим, что экспериментальное исследование рассеяния рэлеевских 
волн описывалось в [11, 12, 22]. Результаты настоящей работы не проти-
воречат этим исследованиям и вполне согласуются с более ранними тео-
ретическими работами [13, 23]. 

Заключение. Рассеяние рэлеевской волны при распространении вдоль 
семейства угловых поверхностей в главном порядке не приводит к появле-
нию отраженной поверхностной волны. Изменение направления волны 
сопровождается генерацией объемных источников излучения акустических 
волн на цилиндрическом секторе, что вызывает рассеяние внутрь объема. 



О краевых условиях при рассеянии упругих волн на плоских трещинах

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 3 75 

Предельный переход при стремлении к нулю радиуса кривизны цилинд-
рической поверхности, сопрягающей две расположенные под углом полу-
плоскости, не приводит к затруднениям и сохраняет все полученные вы-
воды (в частности, об отсутствии в главном порядке отражения от края 
рэлеевской волны). Даже при предельном переходе, в терминах обычных 
декартовых компонент условия сшивки решений на ребре требуют непре-
рывности вектора смещения и не требуют дополнительных краевых усло-
вий. Разрывы в решениях появляются только при проекции на касатель-
ные и ортогональные к трещине направления. При рассмотрении падаю-
щей на угол плоской рэлеевской волны условия сшивки генерируют  
на цилиндрической части поверхности три волны, которые в свою очередь 
не являются поверхностными рэлеевскими волнами и соответственно из-
лучаются в объем. Это не противоречит результатам, наблюдаемым в экс-
периментах по рассеянию рэлеевских волн на ребрах плоских дефектов,  
и вполне согласуется с законом сохранения импульса волн. Отметим, что 
переизлученные в объем акустические волны могут при падении на по-
луплоскости опять генерировать уже вторичные рэлеевские волны. Это оз-
начает, что отражение волн при пересечении края может возникать только 
как вторичный эффект (во втором порядке, т. е. при двукратном рас-
сеянии). 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] Гинзел Э. TOFD. Дифракционно-временной метод ультразвуковой дефекто-
скопии. М., ДПК Пресс, 2021. 
[2] Кретов Е.Ф. Ультразвуковая дефектоскопия в энергомашиностроении. СПб., 
Свен, 2014. 
[3] Неганов Д.А. Основы детерминированных нормативных методов обоснова-
ния прочности трубопроводов. Наука и технологии трубопроводного транспор-
та нефти и нефтепродуктов, 2018, т. 8, № 6, с. 608–617. EDN: YRNHBJ 
[4] Хенл Х., Мауэ А., Вестпфаль К. Теория дифракции. М., Мир, 1964. 
[5] Костров Б.В. Дифракция плоской волны на жестком клине, вставленном без 
трения в безграничную упругую среду. Прикладная математика и механика, 
1966, т. 30, № 1, с. 198–202. 
[6] Поручиков В.Б. Методы динамической теории упругости. М., Наука, 1986. 
[7] Гузь А.Н., Кубенко В.Д., Черевко М.А. Дифракция упругих волн. Киев, Науко-
ва думка, 1978. 



А.А. Кириллов, Л.Ю. Могильнер, Е.П. Савелова 

76  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 3 

[8] Алешин Н.П., Каменский В.С., Каменский Д.В. и др. Дифракция упругой вол-
ны на свободном от напряжений диске. ДАН СССР, 1988, т. 302, № 4, с. 777–780. 
EDN: YAGSJN 
[9] Алешин Н.П., Могильнер Л.Ю. Рассеяние упругих волн на плоских трещинах: 
применение для дефектоскопии. Доклады РАН. Физика, технические науки, 2023, 
т. 509, с.  67–75. DOI: https://doi.org/10.31857/S2686740023020013 
[10] Могильнер Л.Ю., Крысько Н.В. 3D-рассеяние упругих волн на острие трещи-
ны в сварном шве. Известия высших учебных заведений. Машиностроение, 2024, 
№ 3, с. 42–55. EDN: EUNZDH 
[11] Алешин Н.П., Могильнер Л.Ю., Щипаков Н.А. и др. Об использовании пазов 
для моделирования трещин при ультразвуковой дефектоскопии. Дефектоскопия, 
2022, № 2, с.  3–12. EDN: WRDCNW.  
DOI: https://doi.org/10.31857/S0130308222020014 
[12] Дымкин Г.Я., Максимов А.В. Исследование отражения рэлеевских волн от 
подповерхностных дефектов. Дефектоскопия, 1988, № 3, с. 93–95. 
[13] Разин А.В. Рассеяние поверхностной акустической волны Рэлея на неодно-
родности малых размеров в твердом полупространстве. Известия вузов. Радиофи-
зика, 2010, т. 53, № 7, с. 464–480. EDN: MWFHUD 
[14] Яворская И.М. Дифракция плоских стационарных упругих волн на гладких 
выпуклых цилиндрах. Прикладная математика и механика, 1965, т. 29, № 3,  
с. 493–508. 
[15] Miklowitz J. The theory of elastic waves and waveguides. North-Holland, 1978. 
[16] Могильнер Л.Ю. Применение цилиндрического отражателя для настройки 
чувствительности при ультразвуковом контроле. Дефектоскопия, 2018, № 7,  
с. 27–36. EDN: YLFBZZ. DOI: https://doi.org/10.1134/S0130308218070047 
[17] Шерифф Р.Е., Гелдарт Л.П. Сейсморазведка. Т. 1, 2. М., Мир, 1987. 
[18] Аки К., Ричардс П. Количественная сейсмология. Т. 1, 2. М., Мир, 1983. 
[19] Викторов И.А. Звуковые поверхностные волны в твёрдых телах. М., Наука, 
1981. 
[20] Бирюков С.В., Гуляев Ю.В., Крылов В.В. и др. Поверхностные акустические 
волны в неоднородных средах. М., Наука, 1991.  
[21] Алешин Н.П., Кириллов А.А., Могильнер Л.Ю. и др. Общее решение задачи 
рассеяния упругих волн на плоской трещине. Доклады РАН. Физика. Технические 
науки, 2021, т. 499, № 1, с. 58–65. EDN: ZNHHYP.  
DOI: https://doi.org/10.31857/S2686740021040027 
[22] Лохов В.П. Исследование дифракции волн Рэлея на ребре трещины. Дефек-
тоскопия, 1989, № 3, с. 39–47. 
[23] Будаев Б.В. Дифракция упругих волн на клиновидных структурах. Записки 
научного семинара ЛОМИ, 1990, т. 186, с. 50–70. 



О краевых условиях при рассеянии упругих волн на плоских трещинах

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2025. № 3 77 

Кириллов Александр Альбертович — д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры 
«Математическое моделирование» МГТУ им. Н.Э. Баумана (Российская Федера-
ция, 105005, Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1). 

Могильнер Леонид Юрьевич — д-р техн. наук, профессор кафедры «Сварка, 
диагностика и специальная робототехника» МГТУ им. Н.Э. Баумана (Россий-
ская Федерация, 105005, Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1); главный науч-
ный сотрудник ФГАУ «НУЦСК при МГТУ им. Н.Э. Баумана» (Российская Феде-
рация, 105005, Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1). 

Савелова Елена Павловна — д-р физ.-мат. наук, профессор кафедры «Матема-
тическое моделирование» МГТУ им. Н.Э. Баумана (Российская Федерация, 
105005, Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1). 

Просьба ссылаться на эту статью следующим образом: 
Кириллов А.А., Могильнер Л.Ю., Савелова Е.П. О краевых условиях при рассея-
нии упругих волн на плоских трещинах. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана.  
Сер. Естественные науки, 2025, №3 (120), с. 62–79. EDN: NARUPY 

ON THE BOUNDARY CONDITIONS FOR SCATTERING  
OF ELASTIC WAVES ON PLANE CRACKS 

A.A. Kirillov1 kirillov@bmstu.ru 
L.Yu. Mogilner1, 2  mogilner@bmstu.ru 
E.P. Savelova1 savelova@bmstu.ru 
1 BMSTU, Moscow, Russian Federation 
2 “Welding and Testing” of MSTU n.a. Bauman, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
In ultrasonic flaw detection of materials and welds, the 
use of fine effects associated with the diffraction of elas-
tic waves by cracks of various orientations is expanding. 
Therefore, the article notes the relevance of a detailed 
study of the problems of surface wave scattering during 
propagation along cracks. These problems are also 
relevant for studying the conditions of crack growth.  
In this regard, the article considers the issue of elastic 
surface wave scattering during propagation along  
a family of angular half-planes connected by a cylindri-
cal sector. The conditions for stitching the correspond-
ing solutions in various areas are analyzed. It is shown 
that no reflection of the Rayleigh wave occurs on such 
an edge; the wave undergoes only a phase shift. At the 
same time, on the cylindrical sector the wave generates 

Elastic waves, diffraction, crack 
edge, Rayleigh wave, surface 
curvature, reflection waves, 
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sources that radiate into the volume. The boundary 
conditions and the dispersion relation for Rayleigh 
waves are considered. The possibility of a derivative 
jump at the boundary of two surfaces with different 
external curvatures is analyzed. The general question of 
setting boundary conditions for plane cracks is also 
considered. It is argued that for the reflection of surface 
waves on the edge of a crack, the presence of internal 
curvature of its surface or the presence of inhomogenei-
ties near the surface of the crack is necessary 
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