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Аннотация Ключевые слова 
При решении задач регрессионного анализа наибо-
лее часто в качестве функции потерь используют 
функции наименьших квадратов и наименьших 
модулей. Тем не менее они не лишены недостатков. 
Первая функция крайне чувствительна к выбросам 
в обучающих данных, а вторая не является диффе-
ренцируемой в нуле, что осложняет ее использова-
ние с широким классом оптимизационных мето-
дов. Для того чтобы нивелировать эти недостатки, 
было разработано несколько функций, комбини-
рующих возможности оценок наименьших квадра-
тов и наименьших модулей, например, функция 
Хьюбера. До определенного порога они ведут себя 
схоже с квадратичной функцией, после него — 
схоже с функцией модуля числа. Тем самым они 
являются и дифференцируемыми на всей области 
определения, и малочувствительными к выбросам 
(превышающим заданный порог). В настоящей 
работе вычислена асимптотическая ковариацион-
ная матрица обобщенной экспоненциальной авто-
регрессионной модели — модель Озаки — для 
оценки функции Хьюбера. В нее входит обобщение 
полученной формулы на более широкий класс 
оценок, таких как оценка наименьших квадратов, 
оценка наименьших модулей и другие оценки, 
объединяемые вместе в множество M-оценок 
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Введение. Современное машинное обучение включает в себя широкий 
спектр различных задач. Одной из классических и наиболее часто встре-
чающихся является задача регрессии, а ее частным случаем — задача авто-
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регрессии. В качестве функции потерь в них активно используются функ-
ции наименьших квадратов и наименьших модулей, а также их различные 
комбинации, например функция Хьюбера [1]. Функция Хьюбера характе-
ризуется тем, что до определенного порога представляет собой квадратич-
ную функцию, а после — функцию модуля. В отличие от квадратичной 
функции потерь она более устойчива к выбросам в данных, и в то же  
время, в отличие от модульной функции потерь, она дифференцируема  
на всей области определения и наследует высокую эффективность метода 
наименьших квадратов (МНК) в отсутствие выбросов. 

Если речь идет о задаче авторегрессии, то нельзя не упомянуть экспо-
ненциальной авторегрессионной модели, также известной как модель 
Озаки [2], и несколько ее модификаций [3–5]. Предложенная в 1981 г.,  
она и по сей день активно используется при моделировании различных 
физических и экономических процессов [6–9]. Кроме того, с развитием 
искусственных нейронных сетей модель Озаки нашла применение в гене-
рации тестовых и обучающих данных для архитектур [10]. 

Цель работы — нахождение асимптотической ковариационной мат-
рицы оценки Хьюбера в модели Озаки и ее обобщение на другие оценки. 

Постановка задачи. Функция Хьюбера задается соотношением на ба-
зе квадратичной функции и функции абсолютного значения числа: 
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где  — пороговое значение функции Хьюбера. 
Экспоненциальная авторегрессионная модель порядка p  может быть 

выражена по формуле: 
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где 0 0 1 1 2 2 1 1, , , , , , , , ,p p p pa b a b a b a b c  — действительные коэф-
фициенты; , 0, 1,t t  — последовательность случайных величин, не-
зависимых друг от друга, каждая из которых удовлетворяет условиям: 

 0,tE  т. е. каждая случайная величина в последовательности име-
ет нулевое математическое ожидание; 

 2 2 ,t tD E  т. е. каждая случайная величина в последова-
тельности имеет конечную дисперсию. 
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Для дальнейшего использования введем следующие обозначения: 
0 1 1, , , ;pa a a a  0 1 1, , , .pb b b b  

Пусть даны процесс ,tX  удовлетворяющий (2), и n  его наблюдений
0 1, , .nX X  Рассмотрим задачу оценивания параметров , ,a b c  моде-

ли Озаки по 0 1, , nX X  при оценке Хьюбера, т. е. задачу минимизации 
функции нескольких переменных:  
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Вычислим асимптотическую ковариационную матрицу оценки Хью-
бера в модели Озаки (ковариационную матрицу этой оценки в рассмат-
риваемой модели при ).n  

Вычисление асимптотической ковариационной матрицы. Для удоб-
ства введем обозначение 
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Для вычисления асимптотической ковариационной матрицы исполь-
зуем следующий алгоритм. 

1.  Разложим функцию ( , , )g a b c  по формуле Тейлора в окрестности не-
которой фиксированной точки , ,a b с  вплоть до второго порядка. Обос-
нованно исключим бесконечно малый член разложения и используем полу-
ченное выражение в качестве аппроксимации исходной функции ( , , ).g a b c  

2. Предположим, что модель Озаки с оценкой Хьюбера является ста-
ционарной и эргодической. Это предположение является корректным  
и не сильно сужает сферу практического применения модели, поскольку 
в инженерных задачах, как правило, рассматривают именно стационар-
ные и эргодичные процессы или процессы, приводимые к ним (квазиста-
ционарные процессы). С учетом наложенных ограничений выразим  
предельные значения вектора и матрицы коэффициентов разложения  
по формуле Тейлора из п. 1 при .n  

3. Вычислим асимптотическое распределение точки минимума квад-
ратичной формы, являющейся основной частью разложения Тейлора  
из п. 1. Докажем, что оно совпадает с асимптотическим распределением 
точки ˆˆ ˆ, ,a b c  минимума исходной функции ( , , ).g a b c  Выразим асимпто-
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тическую ковариационную матрицу оценки Хьюбера в экспоненциаль-
ной авторегрессионной модели в общем виде. 

4. Явно вычислим первые и вторые производные функции ( , , )g a b c  
по всем ее переменным (парам ее переменных), а также их предельные 
значения при .n  Подставим их значения в выражение, полученное  
в п. 3, и запишем итоговую формулу асимптотической ковариационной 
матрицы оценки Хьюбера в модели Озаки. 

5. Обобщим результаты, полученные в пп. 1–4 для широкого класса 
функций потерь — функций M-оценок. 

Асимптотическая ковариационная матрица в п. 3 найдена в общем виде, 
поэтому вместо оценки Хьюбера могут быть легко рассмотрены и любые 
другие оценки, например оценки наименьших квадратов или наименьших 
модулей, оценки Тьюки, Эндрюса или Уэлша [11]. 

Аппроксимация разложением по формуле Тейлора. Зафиксируем 
некоторую точку , ,a b с  и разложим функцию ( , , )g a b c  в ее окрестности 
по формуле Тейлора второго порядка: 

  т т( , , ) , , (1/ 2) ( , , ).g a b c g a b с A B a b c   

Здесь A  — блочный вектор-столбец размером (2 1) 1,p  элементами ко-
торого являются первые производные функции ( , , )g a b c  в точке , , ,a b с  
он состоит из двух подвекторов размером 1p  и одного числа; 

, ,n a a b b c c  — блочный вектор-столбец такого же размера, 
что и вектор-столбец ;A  B  — блочная матрица Гессе размером 
(2 1) (2 1)p p  функции ( , , )g a b c  в точке , , ,a b с  он состоит из четырех 
подматриц размером ,p p  двух подвекторов размером 1,p  двух под-
векторов размером 1 p  и одного числа; ( , , )a b c  — бесконечно малая ве-

личина при ( , , ) , , .a b c a b с  
Формулы, задающие блочное представление вектора-столбца А  

и матрицы Гессе :B  
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Несложно доказать, что порядок малости функции ( , , )a b c  выше 
порядка малости функции 

  
тт 2( , , ) ( ) ( ) ( ) .a b c a a a a b b b b c c   

Таким образом, ее вкладом в разложение по формуле Тейлора далее 
можно пренебречь. 

Ограничения эргодичности и стационарности. Запишем характери-
стическое уравнение исследуемой модели 

 10 1 0.p p pa a   (3) 

Предположим, что исследуемая модель (2) является стационарной  
и эргодической. Согласно [12], это накладывает на ее коэффициенты сле-
дующие ограничения: 

– 0,c  так как иначе множитель 
2

1tcXe  будет бесконечно большим; 
– | | 1, 0, 1, , 1,ia i p  т. е. все корни (3) лежат внутри единичного 

круга с центром в точке (0, 0). 
Модель стационарна и эргодична, поэтому существует предел lim .

n
B  

Обозначим его как ( , , ) ,tE x a b c K  где K  — матрица коэффициен-

тов размером (2 1) (2 1);p p  ( , , )tE x a b c  — математическое ожи-
дание случайной величины, являющейся второй производной функции 

( , , ) ,tx a b c  причем ( , , ) 0;tE x a b c  ( , , ) .tE x a b c  
Непосредственные вычисления первых и вторых производных функ-

ции ( , , )g a b c  в п. 4 алгоритма покажут корректность выбранного пред-
ставления lim .

n
B  Таким образом, lim ( , , ) ,t

n
B E x a b c K  следова-

тельно, 

 т т1( , , ) , , ( , , ) .
2 tg a b c g a b с A E x a b c K  

Поиск асимптотического распределения точки минимума целевой 
функции. Покажем, что точка ˆ ˆ, ,a b c  минимума функции ( , , )g a b c   

и точка минимума квадратичной формы т т(1/ 2) ( , , )tA E x a b c  
K  обладают одинаковыми асимптотическими распределениями. Пусть  
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Тогда функция ошибки задается как ˆ ˆ, , ( ) ( ) .
n

t t
t p

L a b c E  

Выполним подстановку ˆ ˆ, ,n a a b b c c  и разложение 

ˆ ˆ, ,L a b c  по формуле Тейлора. Для этого используем вид разложения  
в ряд Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. Очевидно, что 
производные функции ( )L  до второго порядка включительно с точно-
стью до обозначений совпали с соответствующими производными функ-
ции , , .g a b c  Таким образом, 

 
т тт т1 1( ) ( ) , , ( ),

2 2 tL A B A E x a b c K   

 
2 2т

2 2( ) (0)( ) ,
L L

 

где 0, .  

Осталось показать, что ( ) 0  при .n  Рассчитаем покоорди-

натные значения элементов матрицы 
2 2

2 2( ) (0)L L
 с учетом того, 

что tX  и t  являются стационарными и эргодичными последовательно-
стями. На базе полученных результатов сделаем вывод, что все они равны 

нулю, а величины элементов векторов  и 
т

 конечны. Это доказывает, 
что ( ) 0  при .n  Таким образом, | ( ) | 0E  при ,n  следо-
вательно, ( ) 0  при n  по вероятности. 

Пусть  — минимум функции т т( ) (1/ 2) ,L A W  где W
, , .tE x a b c K  Учитывая, что W  и ( )L  — квадратичная 

форма, очевидно следующее:  

 1 11 .
( , , )t

W A K A
E x a b c

 

Рассмотрим t  — -алгебру событий, порожденную множеством слу-
чайных величин , .s s t  По определению ( , , )tx a b c  независима  

от ,t  1tX  измерима относительно 1.t  Кроме того, ( , , ) 0.tE x a b c  

Следовательно, 1( , , ) | 0.t t tE x a b c X  
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Последовательность ( , , ) , 1, 2, ,t tx a b c X t  образует мартин-
гал-разность относительно последовательности -алгебр. В силу цен-
тральной предельной теоремы для мартингалов [13] вектор A является 
асимптотически нормальным, 0,EA  его ковариационная матрица  

равна 2
( , , ) .tKE x a b c  Вследствие этого случайная величина 

1W A  является асимптотически нормальной, 0,E  причем ее 
ковариационная матрица имеет вид [14] 

 
2

1
2

( , , )
.

( , , )

t

t

E x a b c
K

E x a b c
  (4) 

Осталось доказать, что 0  по вероятности. Для доказательства 
фиксируем некоторый параметр 0  и покажем, что 1P  
[15, 16]. 

Случайная величина  является асимптотически нормальной  
и 0,E  поэтому она также ограничена по распределению. Следова-
тельно, должен существовать такой компакт ,nC  который содержит 
сразу для всех n  шары с центром в  и радиусом .  Согласно закону 

больших чисел, ,nB W  значит ( ) ( ) 0nL L  по ве-

роятности. Поэтому т( ) nL A т(1/ 2) .W  Таким образом, 
( ) 0  равномерно на любом компакте. Из [17] следует, что 

sup ( ) 0n
C  по вероятности. 

Зададим произвольный нормированный вектор ,e  такой что *  
,e  ,te  .t  Тогда из выпуклости ( )L  получим  

 *( ) ( ) ( ),1L L L
tt

 

следовательно,  
* **( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ).( ) ( )

t tL L L L LL L  

Таким образом, матрица W  является положительно определенной,  

и * 2 т1( ) ( ) 0.
2

L L e We  Тогда 

 * 2 т1inf ( ) ( ) inf ( ) ( ) ( ) 2 .
2C t

tL L L L L e We  
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Следовательно, минимум ( )L  гарантированно лежит внутри ком-
пакта ,C  а минимумы функции ( , , )g a b c  и рассматриваемой квадратич-
ной формы совпадают и являются асимптотически нормально распреде-
ленными. 

С учетом изложенного случайный вектор A  является асимптотиче-
ски нормальным с нулевым математическим ожиданием и ковариацион-

ной матрицей 2
( , , ) ;tKE x a b c  ковариационная матрица асимп-

тотически нормальная с нулевым математическим ожиданием случайной 
величины 1W A  имеет вид (4). В результате совпадения миниму-
мов функции ( , , )g a b c  и рассматриваемой квадратичной формы и того, 
что они асимптотически нормальные, получаем, что асимптотическая 
ковариационная матрица оценки Хьюбера в обобщенной экспоненци-
альной авторегрессионной модели Озаки имеет вид (4). 

Вычисление производных и их подстановка в формулу (4). Вычис-
лим первую и вторую производные функции Хьюбера (1): 

2(1/ 2)
, если ; , если ;

sign , иначе,(1/ 2)
, иначе,

x
x x xxx

xx
x  

 

, если ; 1, если ;
sign 0, иначе.
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x

x  
Далее определим первые и вторые производные функции ( , , ):tx a b c  
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Обозначим по очереди ,ia ,ib c  за ip  и используем правило вычисле-
ния сложной производной: 
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Непосредственно вычислим первые и вторые производные первона-
чальной функции ( , , ) :g a b c  
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Вычислим предельные значения полученных выражений первых  
и вторых производных. Для этого предварительно покажем, что 

( , , ) 0.tE x a b c  Отметим, что функция ( , , )tx a b c  является нечет-
ной: 
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– x x x x  на интервале , ;  
– sign sign signx x x x x  на ос-

тальной числовой прямой. 
Математическое ожидание нечетной функции от случайной величи-

ны с четной функцией плотности вероятности на симметричном относи-
тельно нуля отрезке равно нулю [18]. Действительно, ( , , ) 0.tE x a b c  
Согласно [19], произведение двух стационарных и эргодических последо-
вательностей является стационарной и эргодической последовательно-
стью. В вычислениях внесем множитель 1/n в пределы для того, чтобы 
можно было использовать свойства центральной предельной теоремы: 
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Следовательно, lim ( , , ) ,t
n

B E x a b c K  где K  — блочная  

матрица, составленная из четырех подматриц размером ,p p  двух  
подвекторов размером 1,p  двух подвекторов размером 1 p  и одного 
числа аналогично исходной матрице .B  
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Действительно, асимптотическая ковариационная матрица оценки 
Хьюбера в обобщенной экспоненциальной авторегрессионной модели 
Озаки выражается по (4). 

Обобщение результатов. В пп. 1–3 вычисление асимптотической ко-
вариационной матрицы оценки Хьюбера в модели Озаки выполнено  
в общем виде. В п. 4 показано, что lim ( , , ) .t

n
B E x a b c K  За счет 

того, что значения ( , , )tE x a b c  нигде явно не использовались, можно 
утверждать, что формула (4) истинна для любой четной функции оценки, 
первая производная которой будет нечетной. 

Следовательно, асимптотическая ковариационная матрица M-оценки 
( , , )tx a b c  в обобщенной экспоненциальной модели может быть вы-

числена по формуле: 
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1
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( , , )
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( , , )

t

t

E x a b c
K

E x a b c
  (5) 

В качестве примеров функций M-оценок ( )x  могут быть использо-
ваны квадратичная функция  

 2( ) ,x x   (6) 

функция абсолютных значений 
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рассмотренная функция Хьюбера (1) и ее аналоги — функция Коши 
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функция Эндрюса  

 
2

2

1 cos( / ) , если ;
( )

2 , иначе.
x x

x   (12) 

Выводы. Получена формула вычисления асимптотической ковариа-
ционной матрицы для заданной функции M-оценки в обобщенной моде-
ли Озаки (5). Ее частным случаем является формула для оценки функции 
Хьюбера (4). 

В следующих работах планируется провести масштабное сравнение 
эффективности оценок (1), (6)–(12) для различных распределений обнов-
ляющего процесса с использованием методов компьютерного моделиро-
вания, а также построить алгоритмы вычисления асимптотических кова-
риационных матриц в модели Озаки для непараметрических оценок [20]. 
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CALCULATION OF THE ASYMPTOTIC COVARIANCE MATRIX  
OF THE GENERALIZED EXPONENTIAL AUTOREGRESSIVE  
MODEL FOR THE HUBER LOSS FUNCTION 
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BMSTU, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
When solving regression analysis problems, the func-
tions of least squares and least modules are most often 
used as a loss function. Nevertheless, they are not with-
out drawbacks. The first function is extremely sensitive 
to outliers in the training data, and the second is not 
differentiable at zero, which complicates its use with  
a wide class of optimization methods. In order to offset 
these shortcomings, several functions have been devel-
oped that combine the capabilities of least squares and 
least modules estimates, for example, the Huber func-
tion. Up to a certain threshold, they behave similarly  
to a quadratic function; after that, they behave similarly 
to a modulus function. Thus, they are both differentia-
ble across the entire definition area and insensitive  
to outliers (exceeding a given threshold). This paper 
presents the calculation of the asymptotic covariance 
matrix of a generalized exponential autoregressive 
model, the Ozaki model, for estimating the Huber 
function. It includes generalizing the resulting formula 
to a broader class of estimates, such as the least squares 
estimate, the least modules estimate, and other esti-
mates combined together into a set of M-estimates 

Generalized exponential auto-
regressive model, Huber loss 
function, asymptotic covariance 
matrix, Taylor series expansion 
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