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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена задача Коши для квазилинейного 
уравнения с частными производными первого по-
рядка в случае одной пространственной перемен-
ной. Функция потока предполагается несиммет-
ричной степенной с единственной точкой перегиба  
в нуле, а начальные условия — неограниченными 
экспоненциального и степенного вида. Методом 
характеристик построены кусочно-гладкие обоб-
щенные энтропийные решения. Эти решения опре-
делены во всей полуплоскости t > 0, имеют счетное 
число линий разрыва и меняют знак при переходе 
через каждую линию разрыва. Характеристиками 
являются прямые линии, а линии разрыва получа-
ются как огибающие характеристик с использова-
нием преобразования Лежандра. Для линий разры-
ва получены явные формулы. В случае степенного 
начального условия линиями разрыва являются 
гиперболы, в случае экспоненциальной начальной 
функции — логарифмические кривые. Для продол-
жения решения за линии разрыва использовано 
условие Ранкина — Гюгонио. В силу свойств функ-
ции потока условие возрастания энтропии выпол-
няется автоматически. Таким образом, полученные 
решения являются обобщенными энтропийными 
по построению. Доказана односторонняя перио-
дичность построенного решения по пространствен-
ной переменной в случае экспоненциального на-
чального условия 
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Введение. Для заданных 1 0( ), ( )locf C u L  рассмотрим задачу Коши 
для уравнения 



Неограниченные решения одномерных законов сохранения… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2024. № 5 5 

 ( ( )) 0, ( , ) (0, ) , 0 ,t x Tu f u t x T T  (1) 

с начальным условием 

 0 0( ), .|tu u x x   (2) 

В работах [1, 2] (см. также [3, c. 39–40, 65]) приведено следующее 
определение. 

Определение 1. Функция : , ( ),T Tlocu u L  называется обоб-
щенным энтропийным решением задачи (1), (2), если: 

1) для любого k  выполнено неравенство | | sign( )( ( )tu k u k f u  
( )) 0xf k  в ( );TD  

2) 0
0

ess lim ( , ) ( )
t

u t u  в 1 ( ),locL  т. е. существует множество  

(0, )T  полной меры Лебега, такое что 1( , ) ( ), ,locu t L t  ( , )u t

0( )u  в 1 ( )locL  при 0 , .t t  
Теорема о существовании и единственности решения задачи (1), (2)  

в общем случае многих пространственных переменных для ограниченно-
го начального условия доказана в [1]. Если функция 0( )u x  не является 
ограниченной, то решение задачи (1), (2) может быть неединственным,  
а также может не существовать (соответствующие примеры можно найти 
в [4–8]). В настоящей работе рассмотрены именно неограниченные 
начальные данные. Современное состояние теории задачи Коши для 
уравнений и систем первого порядка отражено, например, в [9, 10]. 

Построим кусочно-гладкие решения. В случае кусочно-гладких реше-
ний определение 1 можно заменить следующим предложением, доказан-
ным в [11, 12]. 

Предложение 1. Пусть : Tu  — кусочно-гладкая в полосе T  
функция с не более чем счетным числом линий разрыва ,n  являющихся 
графиками функций 1(0, ),n C T  где 0 {0};n   пусть эти 
линии не пересекаются и существуют односторонние пределы  

 
( , ) ( , ( ) 0) ( , ) ( , ( ) 0)

( ) lim ( , ), ( ) lim ( , )
n n

n n
t t t t

u t u u t u  

функции ( , )u t x  при подходе к каждой линии разрыва .n  Тогда ( , )u t x  яв-
ляется обобщенным энтропийным решением уравнения (1) в том  
и только в том случае, когда выполнены условия: 

1) в области гладкости ( , )u t x  удовлетворяет (1) в классическом 
смысле; 
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2) на каждой линии разрыва n  при каждом (0, )t T  выполнено усло-
вие Ранкина — Гюгонио 

 ( ( )) ( ( ))( ) ;
( ) ( )

n n
n

n n

f u t f u tt
u t u t

 

3) для любого n N  и для любого (0, )t T  выполнено условие допу-

стимости разрыва: при ( ) ( )n nu t u t  ( ( ) ( ))n nu t u t  график функции f  
лежит не ниже (соответственно, не выше) хорды, соединяющей точки 
этого графика с абсциссами ( ), ( ).n nu t u t  

Замечание 1. Первые два условия предложения 1 эквивалентны тому, 
что функция ( , )u t x  является обобщенным решением (в смысле распреде-
лений) уравнения (1), а последнее является условием возрастания энтро-
пии для кусочно-гладких решений. Условия на разрывах эквивалентны из-
вестному E-условию Олейник [13, 14]. 

Задача Коши (1), (2) с нечетной функцией потока, имеющей в нуле 
единственную точку перегиба, и с неограниченным начальным условием 
рассмотрена в [15]. Предложен единый метод построения разрывных зна-
копеременных энтропийных решений этой задачи, основанный на преоб-
разовании Лежандра.  

Цель работы — распространить указанный метод на более общий 
случай функции потока с единственной точкой перегиба в нуле (необяза-
тельно нечетной).  

В качестве примера рассмотрим задачу (1), (2) для несимметричной 
степенной функции потока с единственной точкой перегиба в нуле и с экс-
поненциальным или степенным начальным условием. Среди начальных 
данных, рассмотренных в [15], эти случаи выделяются тем, что для них по-
лучены явные формулы для линий разрыва (см. также [4, 6, 8, 15–19]). 

Решения, построенные в [15], имеют следующую структуру. Полу-
плоскость 0t  делится гладкими непересекающимися кривыми ,n   

0 {0},n  являющимися графиками гладких функций : ,n  
на счетное число областей. Функциональная последовательность ( )n t   
является неограниченно монотонно убывающей. В областях nD  

1{( , ) ( ) ( )}, ,n nt x t x t n   между этими кривыми и в области 0D  
0{( , ) ( )}t x x t  решение является классическим, а каждая кривая n  — 

линией сильного разрыва (ударной волной), причем со стороны ( )nx t  
кривая n  представляет собой огибающую семейства характеристик из об-
ласти .nD  Огибающие семейств прямых на плоскости определяются преоб-
разованием Лежандра [20]. 



Неограниченные решения одномерных законов сохранения… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2024. № 5 7 

Рассматриваемые здесь решения имеют ту же структуру, что и в [15]. 
Предпошлем доказательству основных результатов несколько вспомога-
тельных рассуждений. 

Вспомогательные рассуждения. Характеристическая система для 
уравнения (1) имеет вид [11]: 1, ( ), 0.t x f u u  

В областях nD  характеристиками являются прямые линии: x  
( ), ( ) 0,n nkt g k g k  параметризованные угловым коэффициентом .k  

Далее рассмотрим степенную функцию потока 1
1( ) | | ,f u A u u   

если 0,u  и 1
2( ) | | ,f u A u u  если 0,u  где 1 2, 0.A A  

Условие Ранкина — Гюгонио на линии разрыва ( )nx t  

 ( ( )) ( ( ))( ) ( ( ))
( ) ( )

n n
n n

n n

f u t f u tt f u t
u t u t

 

приводит к равенству ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ) ( )),n n n n nf u t f u t f u t u t u t  кото-
рое определяет отображения ( ) ( )n nu u t u u t  (вследствие несим-
метричности функции потока этих отображений будет два). Определим 
отображения ( ) ( ).k f u k f u  Далее обозначим (см. определе-
ние 3) эти отображения как ( )k  и ( )k  (в силу нечетности функции 

( )f u  в [15] эти отображения совпадают). 
Прямые ( )nx k t g k  и 1( )nx k t g k  пересекаются в некото-

рой точке ( ) ,, ( )n nt t  т. е. 1( ) ( ) ( ).n n nk t g k k t g k t  
Кривая n  является огибающей семейства прямых ( ),nx kt g k  функ-
ция ( )n t  — преобразованием Лежандра функции ( ).ng k  Следовательно, 

( ),nt g k  получаем рекуррентное соотношение 1( ) ( )n ng k g k  
( )( ).ng k k k   
Напомним, что преобразованием Лежандра гладкой выпуклой вверх 

функции ( )g k  называют функцию ( ) ( )( ) inf( ( )).
k

t L g t kt g k  

Определение 2. Функция 1( )f C  принадлежит классу ,F  если:  
1) ( ; 0) (0; );f C C  
2) ( )f u  строго монотонно убывает от  до (0)k f  на отри-

цательной полуоси и строго монотонно возрастает от k  до  на по-
ложительной полуоси; ( ) 0f u  при 0,u  ( ) 0f u  при 0.u  

Определение 3. Для функций f F  определим отображения k  
( )f k   и ( ), , : ( ; ) ( ; ).f f fk k k k  
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1. Разрешим уравнение ( )f u k  относительно .u  Положитель-
ный и отрицательный корни обозначим как u  и .u  

2. Разрешим уравнение ( ) ( ) ( ), ,f u f k u u u  относи-
тельно .u  

3. Примем ( ) ( ), ( ) ( ).f fk k f u k k f u  
Отметим, что ,f f  если функция f  нечетная. 

Лемма 1. Пусть 11( ) | | ,f u A u u  если 0,u  и 1
2( ) | | ,f u A u u   

если 0,u  где 1 2, 0.A A  Тогда 

 2 11 1

1 2
( ) , ( ) .A Ak k k k

A A
  

◀ Поскольку 1
1( ) | | , 0f u A u u  и 1

2( ) | | , 0,f u A u u  
уравнение ( ) ( ) ( )( ), ,f u f f u u u u  является однородным. 
Выполнив замену ,/ /v u u v u u  (в силу свойств функции f  зна-

чения v  и v  отрицательны), получим уравнения 1
1 2| |A v A  

1 1A v A   и 1
2 1 2 2| .|A v A A v A  Каждое уравнение имеет 

единственный отрицательный корень, который обозначим как  и .  
Тогда  

 21 1 112 2
1

( ) | | | | .Ak f u A u A u k
A

 

Следовательно, 21

1
( ) .Ak k

A
 Аналогично, 11

2
( ) .Ak k

A
 ▶ 

Лемма 2. 1. Пусть 0 0( ) l .ng k k C  Тогда семейство функций ( ),ng k  
заданных рекуррентным соотношением 
  1( ( )) ( ) ( )( ( ) )n n n fg k g k g k k k   

для четных ,n  и  
 1( ( )) ( ) ( )( ( ) )n n n fg k g k g k k k  

 для нечетных ,n  имеет вид  

 0 1 2

1 1 2

( ) ln ( 1) / 2 / 2 ,
( , ), ( , , ), 1, 2.

n

i i

g k k C n B n B
A A A B B A A i

 

2. Пусть 0 0( ) , 0 1.g k C k  Тогда семейство функций ( ),ng k  за-
данных тем же рекуррентным соотношением, имеет вид .( )n ng k C k  
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Лемма 2 проверяется непосредственными вычислениями. 
Основные результаты. Теорема 1. У задачи Коши для уравнения (1)  

с функцией потока 

 
1

1
1

2 1 2

| | , 0,
( )

| | , 0, , 0

A u u u
f u

A u u u A A
 (3) 

и начальным условием /( 1)
0( ) xu x e  существует обобщенное энтро-

пийное решение ( , ),u t x  которое: 
1) определено во всей полуплоскости 0t  и локально ограничено  

в ней; 
2) имеет счетное число линий разрыва 0,,n n  являющихся гра-

фиками функций  

 1 2
1( ) 1 ln ,

2 2n
n nt t A B B  (4) 

где 1 1 2( , ), ( , , ), 1, 2;i iA A A B B A A i  
3) является знакочередующимся и удовлетворяет соотношениям  

 1 1 2
1( , ) , , ( , ) ,

2 2 n
n nu t x U t x B B t x D  при четных ,n  

 2 1 2
1 2( , ) , , ( , )

2
,

2 n
n nu t x U t x B B t x D  при нечетных 1,n  

где 1{( , ) ( ) ( )}, ;n n nD t x t x t N  1 21 20, 0.| |D DU u U u  
Теорема 2. У задачи Коши для уравнения (1) с функцией потока (3)  

и начальным условием ( 1)1/
0( ) | |u x x  существует обобщенное эн-

тропийное решение, которое определено во всей полуплоскости 0t   
и обладает счетным числом линий разрыва 0,,n n  являющихся гра-

фиками функций ,( )n nt t  где /(1 ).  
Доказательство теорем 1, 2. Отметим, что функция потока (3) при-

надлежит классу ,F  а отображения  и  задаются формулами  

 2 11 1

1 2
( ) , ( )A Ak k k k

A A
 (лемма 1). 

Характеристиками в области 0D  являются прямые 0( ( )) ,x f u s t s  
.s   

1. Если /( 1)
0( ,) xu x e  то 1 .sx A e t s  Обозначив 1 ,sk A e  полу-

чим 0( ),x kt g k  где 0 1( ) ln ln .g k k A  Тогда  
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 1 1 2
1( ) ln ln

2 2n
n ng k k A B B  (лемма 2). 

Поскольку функции ( )ng k  являются гладкими выпуклыми вверх, для них 
определено преобразование Лежандра. 

Найдем преобразование Лежандра функции ( ) ln .g k k  Имеем 

( ) 1/ .g k k  Тогда 1 1( )( ) ln 1 ln .L g t t t
t t

 Поскольку ( )( )L g C t  
( )( ) ,L g t C   получим формулу (4). 
В силу свойств функции потока решение является знакочередую-

щимся, а поскольку линии разрыва получаются сдвигом на фиксирован-
ную константу, решение обладает свойством односторонней периодич-
ности по пространственной переменной. 

2. Если 1/( ( 1))
0( ) | | , 0 1,u x x  то 1/

1 | | .x A s t s  Если 0,s   
то характеристики не пересекаются, поэтому в области 0x  существует 
классическое решение задачи Коши. Если 0,s  то, обозначив 1/| | ,k s  

получим 0( ),x kt g k  где 0 1 .( ) ( / )g k k A  Тогда ( )n ng k C k  (лемма 2). 
Найдем преобразование Лежандра функции ( ) .g k k  Имеем 

1.( )g k k  Тогда 

 
1/(1 ) /(1 ) 1/(1 ) /(1 )( )( ) ( / ) ( / ) ( ) , / (1 ).L g t t t t t  

Поскольку ( )( ) ( )( / ),L Cg t CL g t C  получим .( )n nt t  В силу свойств 
функции потока решение также является знакочередующимся. 

Отметим, что условие допустимости разрыва в каждом случае вы-
полнено автоматически вследствие свойств функции потока. 

Заключение. Построены обобщенные энтропийные решения задачи 
Коши (1), (2) с несимметричной степенной функцией потока и началь-
ными условиями экспоненциального и степенного вида. Для экспонен-
циального начального условия доказана односторонняя периодичность 
построенного решения по пространственной переменной. 
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CONSERVATION LAWS WITH ASYMMETRICAL  
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Abstract Keywords 
The paper considers a problem for the quasilinear first-
order partial differential equation in the case of one 
spatial variable. Flow function is assumed to be the 
asymmetric power function with a single inflection 
point at zero, the initial conditions are of the unbound-
ed exponential and power types. Piecewise smooth 
generalized entropy solutions are constructed using the 
characteristic method. These solutions are defined 
within the entire half-plane t > 0, they have a countable 
number of discontinuity lines, and are changing their 
sign while passing through each discontinuity line. The 
characteristics are straight lines and the discontinuity 
lines are obtained by enveloping the characteristics 
using the Legendre transform. Explicit formulas  
are obtained for the discontinuity lines. In the case  
of a power-type initial condition, hyperbolas are the 
discontinuity lines. While in the case of exponential 
initial function, they are the logarithmic curves.  

Generalized entropy solutions, 
conservation laws, Legendre 
transform 
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The Rankine — Hugoniot condition is used to con- 
tinue solution beyond the discontinuity line. Due to the 
flux function properties, the entropy increase condition 
is satisfied automatically. Thus, the obtained solutions 
are the generalized entropy by construction. The paper 
proves one-sided periodicity of the constructed solu-
tion with respect to the spatial variable in the case of an 
exponential initial condition 
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