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Интеграл Шоке по нечеткой мере является обобщением средневзве-
шенного оператора агрегирования и позволяет учитывать при агре-
гировании явление взаимозависимости критериев. Благодаря этому 
станет возможным более адекватно отражать знания эксперта, не 
внося в модель упрощение, которое выражается в предположении о 
независимости критериев агрегирования. Рассмотрены трудности 
применения нечетких мер и нечеткого интеграла Шоке и возможные 
пути их преодоления. Проведен обзор практических применений это-
го относительно нового аппарата. 
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Введение. Понятие «нечеткие меры и интегралы» сформулиро-
вано до публикации известной статьи основоположника теории не-
четких множеств Лотфи Заде [1] в работе Гюстава Шоке (Теория ем-
костей «Theory of capacities») [2], опубликованной в 1953 г. В своей 
работе Шоке предложил применение неаддитивных мер, которые он 
называл емкостями. Хотя напрямую теория нечетких мер и теория 
нечетких множеств никак не были связаны, они хорошо сочетаются в 
том смысле, что нечеткий интеграл является удобным инструментом 
для агрегирования значений функций принадлежности нечетких 
множеств. В дальнейшем идеи Шоке, который занимался большей 
частью теоретической математикой, были развиты японским иссле-
дователем Сугено в его неопубликованной диссертации [3], которую 
цитируют во многих более поздних работах. Сугено предложил на 
основе мер Шоке два вида операторов агрегирования. Один из этих 
видов называется нечетким дискретным интегралом Шоке, а второй – 
нечетким дискретным интегралом Сугено. Так же, как это сделано 
далее в настоящей статье, слова «нечеткий» и «дискретный» часто 
опускают для краткости. Интеграл Сугено используется для агрегиро-
вания критериев, при котором на результат агрегирования влияет по-
рядок расположения значений критериев относительно друг друга на 
числовой оси (порядковые шкалы агрегирования) [4, 5]. Интеграл 
Шоке применяется для агрегирования, когда на результат влияет ве-
личина каждого из критериев [4, 5]. В настоящей статье рассматри-
ваются вопросы практического применения интеграла Шоке по не-
четкой мере. 
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Агрегирование, нечеткие меры и интеграл Шоке. В соответ-
ствии с работой [5] «агрегирование числовых критериев есть метод 
их объединения в один числовой критерий (результат агрегирования) 
для выражения совокупного действия этих критериев». Агрегирова-
ние применяется в нечетком выводе и распознавании, задачах много-
критериального принятия решений. Оператором агрегирования часто 
называют обладающую некоторыми заданными свойствами функцию 
от H  переменных (критериев), каждая из которых определена на 
единичном интервале. Областью значений этой функции также явля-
ется единичный интервал. Нечеткая мера выражает субъективный вес 
или значимость каждого подмножества критериев и определяется 
следующим образом [4]: 

Нечеткая (дискретная) мера – функция , где – 
множество всех подмножеств множества индексов критериев 

, которая удовлетворяет следующим условиям:  
1) ; 
2) . 
Введем следующие упрощения: 
1) будем опускать фигурные скобки, вместо { }, { , }i i j  записывая 

,i ij  соответственно;  
2) вместо обозначения «критерий с индексом i J∈ » в дальней-

шем для краткости будем употреблять «критерий i »; 
3) вместо обозначения «множество индексов критериев J » будем 

употреблять «множество критериев J ». 
Рассмотрим основные понятия, используемые в теории нечетких 

мер. Шепли [6] предложил определение коэффициента важности 
критерия, основанное на нескольких естественных аксиомах. В кон-
тексте теории нечетких мер индекс Шепли для критерия i J∈  по от-
ношению к мере ψ  определяется выражением 
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Формализация зависимостей между критериями. Основные 
виды зависимостей между критериями в контексте агрегирования с 
помощью интеграла Шоке выделил Маричалл в статье [8]. Положи-
тельная (отрицательная) корреляция критериев и взаимозависи-
мость (замещение) критериев формализуются с помощью нечеткой 
меры посредством знака и индекса взаимодействия ( , )I i j . При по-
ложительной корреляции и замещении критериев индекс ( , )I i j  при-
нимается отрицательным, при отрицательной корреляции и замеще-
нии – положительным. Предпочтительная зависимость критериев  
и ее противоположность – предпочтительная независимость критери-
ев – виды зависимостей между критериями хорошо известны в тео-
рии полезности [9, 10]. Предположим, что предпочтения эксперта на 
множестве реализаций критериев А известны и выражены отношени-
ем нестрогого порядка. Обозначим  реализацию критериев   
( ), а  – реализацию критериев  ( ). Подмноже-
ство  критериев называется предпочтительно независимым от 

 тогда и только тогда, когда для каждой пары реализаций кри-
териев ,  из  для некоторой реализации 

 следует  для всех реализаций , где знак 
« » означает отношение предпочтения (нестрогого порядка) на А.  
В противном случае подмножество критериев  является пред-
почтительно зависимым от подмножества . Полный набор кри-
териев  называется взаимно предпочтительно независимым, если 
подмножество  предпочтительно независимо от подмножества 

 для каждого подмножества . Известно [4, 9, 10], что ес-
ли некоторые критерии предпочтительно зависимы от других, то ни-
какой аддитивный оператор агрегирования не может отразить пред-
почтения эксперта. В частности, в этом случае также невозможно ис-
пользование средневзвешенного оператора. 

Трудности практического применения нечетких интегралов  
и возможные пути их преодоления. По мнению Грабиша [11], «С 
началом использования нечетких интегралов в качестве операторов 
агрегирования подразумевалось, что неаддитивность нечеткой меры 
должна позволять моделировать предпочтительную зависимость кри-
териев. Однако до сих пор не разработан аппарат, позволяющий де-
лать это строго формально, слабо изучено само явление предпочти-
тельной зависимости критериев». Если нечеткая мера аддитивна, то 
критерии не взаимодействуют между собой и индексы взаимодей-
ствия (2) этих критериев равны нулю. Поэтому если, по мнению экс-
перта, критерии взаимно предпочтительно независимы, то соответ-
ствующие индексы взаимодействия равны нулю. Если эксперт пред-
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полагает предпочтительную зависимость критериев, то формализо-
вать это можно лишь с помощью частичного порядка на множестве 
реализаций критериев  (обучающей выборки). Каких-либо других 
методов формализации предпочтительной зависимости и независи-
мости критериев до сих пор не предложено [11].  

Для применения интеграла Шоке необходимо предварительно 
идентифицировать на основе экспертных знаний нечеткую меру. Эта 
идентификация затруднена экспоненциально возрастающей сложно-
стью в том смысле, что нужно задавать значение меры для каждого 
подмножества критериев. Для эксперта выбор всех  значений ко-
эффициентов нечеткой меры , соответствующих  
подмножеств множества индексов критериев J, является весьма 
трудным и даже невыполнимым. Отметим, что даже в случае трех 
критериев для определения нечеткой меры необходимо получить 
значения 32 8=  коэффициентов. Для того чтобы, несмотря на эту 
сложность, интеграл Шоке все-таки можно было применять на прак-
тике, Грабиш предложил концепцию нечеткой меры κ-го порядка или 
κ-аддитивной нечеткой меры, где порядок κ меньше, чем количество 
агрегируемых критериев, или  [12]. Суть этой концепции 
заключается в том, что для упрощения задания нечетких мер из рас-
смотрения исключаются зависимости между более чем κ  критерия-
ми. В соответствии с концепцией нечеткой меры κ-го порядка в 
большинстве практических случаев возможно применение интеграла 
Шоке по нечеткой мере 2-го порядка, или, что то же самое, интегра-
ла Шоке 2-го порядка, поскольку он позволяет моделировать взаи-
модействия между критериями, оставаясь при этом относительно 
простым [12]. В работе [13] рассмотрен вопрос, при каких обстоя-
тельствах такое упрощение (т. е. применение интеграла Шоке 2-го 
порядка) допустимо. В ней сформулированы необходимые условия, 
которым должны удовлетворять экспертные знания для того, чтобы 
они могли быть формализованы с использованием интеграла Шоке 
2-го порядка.  

Кроме возрастающей сложности, появляется еще и проблема по-
нимания экспертом самого смысла коэффициентов нечеткой меры 
[11]. Для решения этой проблемы Грабиш [14] выдвинул идею гра-
фической интерпретации интеграла Шоке 2-го порядка. Смысл этой 
интерпретации заключается в построении на координатной плоско-
сти линии ограничений для значений индекса взаимодействия и ин-
дексов Шепли для двух критериев. Эта идея была развита в работах 
[15, 16], в которых рассмотрены методы идентификации нечеткой 
меры с помощью иерархической диаграммы парных сравнений (в ви-
де «бриллианта»), основанной на интерпретации Грабиша. Такой 
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( ),D D Jψ ⊆ 2 H

J Hκ < =
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подход к идентификации сталкивается с двумя основными трудно-
стями. Во-первых, вследствие того, что рассматриваются все воз-
можные пары критериев по отдельности, эксперт не имеет целостной 
картины агрегирования и может так сформулировать свои предпо-
чтения, что задача идентификации нечеткой меры на их основе заве-
домо не будет иметь решения. Во-вторых, шкала в виде «бриллиан-
та» не является тривиальной для эксперта. Эти трудности могут быть 
преодолены путем явного задания ограничений, накладываемых на 
экспертные предпочтения [13], а также достаточно тщательным обу-
чением эксперта методу графической интерпретации. 

Альтернативой интерпретации Грабиша служит визуализация ин-
теграла Шоке 2-го порядка, предложенная в работе [17], которая ос-
нована на взаимно однозначном сопоставлении математическому 
объекту (интегралу Шоке 2-го порядка) физического объекта (рыча-
га, закрепленного в центре пружиной с единичным коэффициентом 
жесткости, который может вращаться вокруг горизонтальной оси). 
На рычаг устанавливаются грузы, вес которых соответствует коэф-
фициентам взаимодействия критериев ( )I ij , а также нечетким мерам 
критериев ( )iψ . Данный подход опирается на естественную, свой-
ственную многим людям, интуицию в отношении хорошо известного 
физического объекта и позволяет эксперту иметь ясное интуитивное 
представление о сущности интеграла Шоке 2-го порядка. С помощью 
такой визуализации можно выявить предпочтения эксперта в виде 
ограничений, накладываемых на нечеткую меру. Затем на основе 
этих ограничений меру можно идентифицировать и осуществить по-
строение рычага. Этот процесс носит итеративный характер и про-
должается до того момента, пока построенный оператор агрегирова-
ния не удовлетворит эксперта. Этот подход также сталкивается с 
трудностями. Во-первых, при увеличении числа критериев (начиная 
примерно с четырех-пяти с учетом добавления грузов, сопоставлен-
ных индексам взаимодействия) у эксперта возникают трудности с 
восприятием такой визуализации (как известно из инженерной пси-
хологии, среднестатистический человек в состоянии одновременно 
держать во внимании около 7 объектов). Во-вторых, такая визуализа-
ция рассматривает нечеткую меру каждого отдельного критерия, ин-
дексы Шепли (1) визуализируются для каждого критерия по отдель-
ности, что также увеличивает нагрузку на внимание эксперта [18]. 
Обе этих трудности, вероятно, могут быть преодолены путем тща-
тельного построения процедуры работы с экспертом с учетом специ-
фики каждой отдельно взятой предметной области. 

При реализации тех или иных подходов к работе с экспертом в 
процессе формализации его знаний возникает вопрос выбора матема-
тического метода идентификации нечеткой меры на основе формали-
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зованных знаний. Эти методы отличаются по видам информации, ко-
торая требуется в качестве входной. Обзор таких методов примени-
тельно к теории полезности приведен в работе [19]. Метод на основе 
наименьших квадратов мало подходит для решения практических за-
дач вследствие того, что предполагает знание экспертом желаемых 
значений результата агрегирования на обучающей выборке реализа-
ций критериев. Метод на основе максимального разделения подходит 
для задач распознавания, поскольку предполагает максимизацию ми-
нимальной разности между результатами агрегирования на обучаю-
щей выборке. При этом эксперт описывает экземпляр каждого класса 
и ранжирует их с помощью нестрогого порядка, что служит входной 
информацией для метода [20]. Метод на основе минимизации диспер-
сии нечеткой меры, или, что то же самое, максимизации энтропии не-
четкой меры, является наиболее подходящим для решения многих 
практических задач [21]. Он основан на принципе максимальной эн-
тропии, который предложил в 1957 г. Джейнс [22]. Применительно к 
построению операторов агрегирования этот принцип предполагает ис-
пользование всей доступной информации об агрегировании критериев, 
но максимально непредвзятое отношение к недоступной информации. 
Кожадиновиц [21] распространил принцип минимизации дисперсии на 
теорию полезности и разработал на его основе метод идентификации 
нечетких мер в теории полезности, где функция общей полезности 
есть интеграл Шоке от локальных функций полезности.  

При идентификации нечеткой меры с помощью того или иного 
метода встает вопрос задания значений порогов безразличия для зна-
чений индексов взаимодействия, индексов Шепли и результата агре-
гирования. Обычно этому вопросу уделяется мало внимания и пред-
полагается, что эксперт сам должен задавать эти значения, исходя из 
соображений необходимой точности [19]. Однако на практике значе-
ния порогов безразличия могут быть заданы такими, что это заведомо 
приведет к отсутствию решения задачи идентификации. Предотвра-
щению возникновения подобных ситуаций посвящена статья [18]. 

Современные области применения. Ниже на практических 
примерах вкратце рассмотрены области применения нечетких мер и 
интеграла Шоке, в частности, оценка свойств интерфейсов, техниче-
ская диагностика, навигация, обработка изображений. 

Авторы статьи [23] с помощью этого аппарата предложили реше-
ние задачи определения степени удобства того или иного программ-
ного интерфейса для пользователя. При этом предполагается прямое 
экспертное задание нечетких мер путем заполнения специальных 
таблиц для нескольких критериев (порядка четырех). Прямое задание 
нечетких мер весьма трудоемко, а в случае даже незначительного 
увеличения числа критериев практически невозможно. Тем не менее, 



ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2012 61

этот пример показал, что с применением указанного аппарата можно 
повысить достоверность оценки удобства интерфейса.  

Другим практическим примером применения аппарата является 
система анализа состояния технологических процессов на основе не-
четких экспертных знаний [24]. На первом уровне анализа состояний 
определяют значения функций принадлежности диагностических па-
раметров нечетким множествам эталонных термов соответствующих 
лингвистических переменных. На втором уровне путем агрегирова-
ния с помощью нечетких мер и интеграла Шоке значений функций 
принадлежности получают значения принадлежности текущего со-
стояния процесса тому или иному нечеткому классу состояний, 
например, классу состояний исправного и правильного функциони-
рования оборудования. Идентификация нечеткой меры осуществлена 
на основе метода минимизации дисперсии с привлечением механиз-
ма визуализации [17]. Приведенный пример также подтверждает 
возможность повышения достоверности технической диагностики с 
применением рассматриваемого аппарата. 

Еще один пример применения рассматриваемого аппарата иллю-
стрирует работа [25], в которой описана система навигации для пеше-
ходов. Входными данными для этой системы служат субъективные 
оценки различных характеристик маршрутов, в частности, расстояния, 
качества дорожного покрытия, живописности округи, степени зашум-
ленности и т. п. Все эти критерии связаны между собой нетривиаль-
ным образом. Поэтому агрегирование таких критериев удобно прово-
дить с помощью интеграла Шоке [26]. В качестве метода идентифика-
ции нечетких мер применен метод наименьших квадратов. Несмотря 
на относительно высокую трудоемкость реализации, этот пример ука-
зывает на гибкость интеграла Шоке в качестве оператора агрегирова-
ния такого рода субъективных критериев. 

Интеграл Шоке по нечеткой мере применяется в области обра-
ботки изображений. В работе [27] описан метод распознавания 
участков, представляющих интерес на рентгеновских снимках ком-
понентов электротехнического оборудования из композитных мате-
риалов. В качестве метода идентификации нечеткой меры применен 
метод относительной энтропии, который является развитием метода 
минимизации дисперсии, адаптирован для целей распознавания и 
позволяет получить несколько лучшие результаты. Агрегируются че-
тыре атрибута, полученные из томографических изображений. Ре-
зультаты экспериментов подтверждают перспективность использова-
ния рассматриваемого аппарата в области распознавания объектов на 
изображении.  

Еще одной областью применения этого аппарата является улуч-
шение цифровых изображений. В статье [28] предложен метод улуч-
шения цифрового изображения, основанный на использовании инте-
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грала Шоке. Результаты экспериментов показали, что применяемые в 
этом методе фильтры способны обрабатывать изображения с высо-
кой точностью, сравнимой с популярными методами фильтрации, 
причем наибольшая точность обработки была получена методом 
идентификации нечеткой меры на основе минимизации дисперсии. 

Заключение. Рассмотрены вопросы практического применения 
нечетких мер и интеграла Шоке. Проведен анализ возникающих при 
этом трудностей и возможных путей их преодоления. Основной пре-
градой на пути широкого практического применения этого инстру-
ментария являются сложности при работе с экспертом по формализа-
ции его знаний в виде коэффициентов нечеткой меры. В настоящее 
время область исследований, связанная с нечеткими мерами и инте-
гралами, интенсивно развивается. 
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