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В рамках концепции вязко-невязкого взаимодействия рассмотрено 
обтекание тел с отрывом дозвукового потока в донной области. 
Математическое моделирование процесса обтекания тел прове-
дено методом дискретных вихрей. Представлены результаты 
моделирования распределения давления на осесимметричном теле 
с конической сужающейся хвостовой частью. 
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Сложность физических процессов, происходящих при отрыве по-

тока газа или жидкости с поверхности тел, обусловливает значитель-
ные трудности при математическом моделировании. В большинстве 
методов, базирующихся как на теории вязкой среды, так и на теории 
идеальной среды [1], оперируют с очень большими объемами данных 
о различных параметрах в областях внешнего течения, отрыва и при-
соединения потока. Поэтому указанные методы реализуются посред-
ством сложных алгоритмов, требующих существенных затрат вычис-
лительных ресурсов. В наибольшей степени это относится к методам, 
в которых отрыв потока моделируется прямым решением уравнений 
Навье—Стокса [2] на ЭВМ повышенной производительности или на 
суперЭВМ.  

Вместе с тем при проектировании летательных аппаратов, про-
мышленных установок и при решении других практических задач 
часто необходимо проводить оперативный анализ распределения 
давления на поверхности обтекаемого тела. При этом, согласно кон-
цепции вязко-невязкого взаимодействия [3], рассчитывают давление 
на поверхности некоторого эквивалентного тела, обтекаемого невяз-
ким потоком жидкости или газа. В области пограничного слоя экви-
валентное тело отстоит от обтекаемой поверхности на малую тол-
щину вытеснения. В первом приближении поправку на толщину вы-
теснения можно не проводить. Тогда до линии отрыва потока 
эквивалентное тело совпадает с обтекаемым, а за линией отрыва бу-
дет являться его продолжением, моделируя влияние спутного следа. 

МОДЕЛИРОВАНИЕ В АЭРОГИДРОДИНАМИКЕ 
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Если линия отрыва близка к линии донного среза, можно отказаться 
от расчетного построения поверхности эквивалентного тела, а задать 
ее априорно или на основе дополнительной информации [3], и полу-
чить приближенное решение задачи.  

Математическая модель и алгоритм решения. Рассмотрим 
умеренные дозвуковые скорости, среду будем считать несжимаемой 
и невесомой жидкостью. Предположим, что всюду вне поверхности 
эквивалентного тела течение потенциальное и скорость потока в точ-
ке М0 определяется по формуле 
 0 0( ) ( ),M M V V   

где V  — вектор скорости набегающего потока;  — оператор Га-

мильтона;  — потенциал возмущенных скоростей. Из уравнения не-
разрывности, граничного условия непротекания поверхности эквива-
лентного тела  и граничного условия затухания возмущений на бес-
конечности следует, что потенциал  является решением внешней 
задачи Неймана для уравнения Лапласа: 
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где  — оператор Лапласа; 0( )Mn  — орт вектора внешней нормали 

к поверхности  в точке M0. 

Внешняя задача Неймана имеет единственное решение, которое 
найдем в виде потенциала двойного слоя 
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где r  — вектор, направленный из точки М, расположенной на эле-
менте поверхности d , в точку M0 вычисления скорости; r  — мо-
дуль вектора r ; ( )g M  — поверхностная плотность потенциала 
двойного слоя. 

Потенциал двойного слоя удовлетворяет уравнению Лапласа и 
граничному условию затухания возмущений на бесконечности. Гра-
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ничное условие непротекания выполняется, если поверхностная 
плотность ( )g M  удовлетворяет интегральному уравнению 
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Для реализации численного метода поверхность эквивалентного 
тела аппроксимируется конечным числом панелей-многоугольников 

,k  k = 1, ..., N, с постоянной плотностью потенциала двойного слоя 

kg . Из свойств аддитивности и линейности двойного интеграла, а 
также линейности градиента следует, что 
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Градиент потенциала двойного слоя, размещенного на панели 
k  с постоянной плотностью ,kg  равен скорости, индуцированной 

замкнутой вихревой нитью ,kL  расположенной на границе k  и 

имеющей циркуляцию Г ,k  равную kg , следовательно, справедливо 

следующее соотношение: 
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Введем вектор wk, равный скорости, индуцированной k-й вихре-
вой нитью kL  с единичной циркуляцией, и назовем его функцией 

скорости. Согласно закону Био — Савара, 
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Затем формулу (1) представим в виде  
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Полученные зависимости позволяют применять метод дискретных 
вихрей [4] и определять функцию скорости каждого из вихревых 
многоугольников как сумму функций скорости составляющих его 
вихревых отрезков [5]. 
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Для определения неизвестных циркуляций Гk  необходимо задать 

граничные условия непротекания поверхности эквивалентного тела 
, которые выполняются в контрольных точках C , 1, ..., ,N   рас-

положенных в геометрических центрах панелей .  Поскольку в 

контрольных точках нормальные производные потенциала двойного 
слоя непрерывны, справедливо равенство 
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и граничные условия непротекания можно представить в виде  
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где ( )Cn  — орт нормали к панели k  в контрольной точке .C  По-

этому циркуляции Гk  будут определяться системой линейных алгеб-

раических уравнений  
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где  

 ( ) ( );k ka C C   w n   

 ( ).b C   V n   

Для замкнутых поверхностей ,  согласно методу дискретных 

вихрей, матрица ka  получается вырожденной, поэтому систему (3) 

решают с использованием регуляризирующей переменной [5].  
После нахождения неизвестных циркуляций Гk  скорость потока 

вне поверхности тела определяется соотношением (1). Поскольку 
контрольные точки расположены на поверхности тела, в них ско-
рость как градиент потенциала двойного слоя терпит разрыв: 
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причем частные производные можно вычислить по направлениям 
двух ортогональных ортов 1( )Cτ  и 2 ( ),Cτ  лежащих в касательной 

плоскости. Учитывая, что величины g  и Г  равны, эти частные 



ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2012 98

производные определим численно по значениям циркуляций -го и 
соседних с ним вихревых многоугольников. Скорость в контрольных 
точках на поверхности тела находим как предельное значение гради-
ента потенциала двойного слоя: 
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Безразмерные коэффициенты давления 
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рассчитывают с помощью интеграла Бернулли по формуле 
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Результаты численных расчетов. Согласно предложенной в ра-
боте методике, выполнен расчет обтекания осесимметричного тела 
под нулевым углом атаки. Длина головной оживальной части состав-
ляет d, средней цилиндрической — 2d, а хвостовой сужающейся ко-
нической частей — 0,5d, где d — диаметр миделевого сечения. По 
форме эквивалентное тело за донным срезом было построено как 
продолжение конической поверхности хвостовой части с полууглом 
раскрытия 10. При равномерном разбиении эквивалентного тела на 
32 части по окружности миделевого сечения, на 35 частей — по 
длине обтекаемого тела и на 23 части — по длине следа суммарное 
число панелей N = 1 856. 

 

 

Распределение коэффициента давления сp по образующей осесимметричного 
тела: 
х = х / d, где х — расстояние, отсчитываемое по продольной оси тела; d — диаметр 
цилиндрической части 
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Согласно результатам расчетов, распределение коэффициента 
давления на обтекаемом теле в силу предложенной методики хорошо 
согласуется с экспериментальными данными, полученными в работе 
[6] и на рисунке показанными квадратами. Это свидетельствует о 
возможности применения рассмотренного подхода при математиче-
ском моделировании отрывного обтекания тел. Небольшие затраты 
машинного времени и памяти позволяют применять предложенную 
методику для выбора рациональных форм элементов поверхностей 
летательных аппаратов, энергетических и промышленных установок. 
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