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С КОНЕЧНЫМИ ДЕФОРМАЦИЯМИ  
В СВЯЗАННОЙ КОНФИГУРАЦИИ  

Введено понятие связанной конфигурации для пористых сред с ко-
нечными деформациями и некогерентной поверхностью раздела 
фаз. Показано, что система законов сохранения для пористых 
сред такого класса может быть симметризована, т. е. пред-
ставлена в едином универсальном дивергентном виде, при этом 
она отличается от классической системы законов сохранения для 
однофазных сред наличием двух дополнительных групп уравнений: 
уравнений движения фиктивной твердой среды, связанной с ос-
новной твердой фазой условиями идеального контакта, и уравне-
нием совместности фиктивной среды.  
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Моделирование гидрогазодинамических и физико-механических 

процессов в пористых деформируемых средах имеет важное значение 
в таких областях, как разведка и добыча углеводородов, создание 
фильтрующих устройств, разработка теплоизоляционных и теплоза-
щитных эластомерных материалов, исследование биомеханических 
кровеносных тканей и многих других. Большинство работ [1—7] по-
священо исследованию гидрогазодинамических процессов в пори-
стых средах без учета эффектов деформируемости. Как правило, в 
работах по механике пористых сред с конечными деформациями [8—
11] приведены уравнения в эйлеровом описании, которые обладают 
известными недостатками при решении задач механики с конечными 
деформациями — область определения заранее не известна и уста-
навливается в процессе решения задачи. Двухфазные среды в ла-
гранжевом описании изучают только для случая когерентных по-
верхностей раздела, однако в основном на практике реализуются не-
когерентные поверхности раздела твердой и жидкой (газовой) фаз, в 
которых возникает скольжение жидкого (газообразного) носителя по 
твердой поверхности. Численное исследование таких пористых сред 
с конечными деформациями в лагранжевом описании крайне затруд-
нено из-за неопределенной границы контакта сред.  

В настоящей работе предложено новое представление системы 
законов сохранения, основанное на введении специального лагран-



ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2012 139

жево-эйлерова описания движения пористой среды в так называемой 
связанной конфигурации. Система законов сохранения в этой конфи-
гурации может быть симметризована подобно тому, как это реализу-
ется в традиционных эйлеровом и лагранжевом описаниях. Симмет-
ризация системы уравнений играет важную роль при численном мо-
делировании, с ее помощью можно конструировать консервативные 
разностные схемы, обладающие многими ценными качествами.  

Кинематика двухфазной среды с конечными деформациями и 
некогерентной поверхностью раздела фаз. Рассмотрим в декарто-

вой системе координат iOx движение некоторой сплошной среды, ко-

торая в начальный момент времени t  0 занимает область 
0

V (отсчет-

ная конфигурация 
0

),K  а в текущий момент времени t > 0 — область 
V  (актуальная конфигурация ).K  Введем лагранжевы координаты 

jX  материальных точек сплошной среды, связанные с эйлеровыми 
координатами законом движения [12]:  

 ( , ),i i jx x X t    или   ( , ),jX tx x  (1) 

где i
ixx e  — радиус-вектор точек в конфигурации K  ( ie  — декар-

тов базис); 
0

( , 0)jX x x  — радиус-вектор точек в конфигурации 
0

.K   
Будем полагать, что сплошная среда является двухфазной, т. е. 

область V состоит из двух частей: sV  (твердая фаза) и gV  (газ), при-

чем обе эти области являются односвязными. Если газовая фаза явля-
ется идеальной, соседние материальные точки на поверхности разде-
ла фаз, принадлежащие газу и твердой фазе в момент времени t = 0, в 
другие моменты времени (t > 0) могут разойтись на конечные рассто-
яния. При этом скачок величины [ ] 0,jX   если [ ] 0.x  Поверхности, 
для которых выполняется это условие, называют некогерентными 
[12]. Для описания движения двухфазной среды с некогерентными 
поверхностями раздела, следуя работе [12], введем фиктивную от-

счетную конфигурацию 
*

,K  которую назовем связанной. В этой кон-

фигурации твердая фаза занимает область 
*

,sV  совпадающую с обла-

стью 
0

sV  в конфигурации 
0

,K  а газовая фаза — область 
*

,gV  в которой 

все ее материальные точки на поверхности раздела фаз 
*

sg  совпада-
ют с теми точками твердой фазы, с которыми они совпадают в акту-

альной конфигурации .K  Иначе говоря, в конфигурации 
*
K  твердая 
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фаза остается все время неподвижной, а газовая фаза движется отно-
сительно твердой согласованно с ее движением в актуальной конфи-

гурации так, что в конфигурациях 
*
K  и K  контактируют одни и те же 

материальные точки газа и твердой фазы на поверхности раздела. 

Конфигурация 
*
K  задается преобразованием 

 
* *

( , ),jX tx x    или   
* *

( , ),i i jx x X t  (2) 

где 
*
x  — радиус-вектор материальных точек в конфигурации 

*

,K  

причем 
0*

( , ) ( ),j jX t Xx x  если 
0

.j
sX V  Предположим, что суще-

ствует взаимнооднозначное гладкое преобразование конфигураций 
0

K  и 
*

,K  т. е.  

 
0* *

( , ).i i jx x x t  (3) 

Это преобразование в общем случае определяется неединственным 
образом; уравнения для нахождения функций (3) представлены далее.  

С помощью выражений (1) и (2) введем в конфигурациях K , 
*

,K  
0

K  локальные векторы базиса и метрические матрицы стандартным 
способом [1, 2 ]: 

 ( , ) / ,j i
i X t X  r x    

0 0
( ) / ,j i

i X X  r x    
* *

( , ) / ,j i
i X t X  r x   

 ,ij i jg  r r    
0 0 0

,jiijg r r     
* * *

.jiijg r r     

Введем также векторы взаимных базисов 
0 0 0

,i ij
jgr r  ,i ij

jgr r  

* *
,i ij

jgr r  где 
0

,ijg  ijg и 
*
ijg  — обратные метрические матрицы. 

В этих конфигурациях набла-операторы ковариантного дифференци-
рования определяются соотношениями 

 ,k
kX


 


r    

00

,k
kX


 


r    

* *

.k
kX


 


r   

Градиенты деформаций из конфигураций 
0

K  в конфигурацию ,K  
0

K в 
*
K  и 

*
K  в K  представим следующим образом: 
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0

,i
i F r r    

0 0*
,i

i F r r    
* *

.ii F r r  (4)  

Элементарные радиус-векторы вдоль координатных направлений в 
конфигурациях (здесь и далее по нижним индексам суммирования 
нет) запишем в виде 

 ( , ) ,id X t dX 
 x r    

0 0
( ) ,id X dX 

 x r    
* *

( , )id X t dX 
 x r  

и с их помощью определим элементарные объемы в конфигурациях 
0

,K  
*
K  и :K  

 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3( ) ( ) ,dV d d d dX dX dX gdX dX dX      x x x r r r  

 
0 0 1 2 3,d V gdX dX dX    

* * 1 2 3.d V gdX dX dX   

Введем плотности фаз 
0
,  

*  и   в 
0

,K  
*

,K  ,K  которые связаны соот-
ношениями неразрывности:  

 
0 *0 *

,d V d V d V       
0 *0 *

.g g g      (5) 

С их помощью запишем интегральные формулы перехода из одной 
конфигурации в другую: 

 
* * 0 0

0 0**

( , )( , ) ( , )

,
ii iV x tV x t V x t

d V d V d V     a a a  (6) 

а также формулы дифференцирования интеграла по подвижному 

объему в конфигурациях 
0

,K  
*
K  и K : 

 
* 0* 0

* *
0*

0
( , )( , ) ( , )

ii iV x tV x t V x t

d d g d g
d V d V d V

dt dt g dt g
    a a a  

 
* *00

*
0* * ** *

0

( , )( , )

( ) .
ii V x tV x t

d g
d V d V

dt tg

               
a a

a v v a   (7) 
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Здесь a  — произвольная дифференцируемая вектор-функция; 
* *

( , ),iV x t  
0 0

( ),iV x  ( , )iV x t  — области, содержащие одни и те же мате-
риальные точки. При выводе соотношений (7) использованы форму-
лы дифференцирования по времени детерминанта метрической мат-
рицы и полной производной по времени: 

 
** * * **

1 2 3( ) ,
d d

g
dt dt

      
 
r r r v    

***( , ) .id
x t

dt t


  


a a
v a   (8) 

В формулах (7) и (8) относительная скорость движения много-

фазной среды в связанной конфигурации 
*
K   

 
*

*
( , ),jd
X t

dt


x
v    

которая в твердой фазе равна нулю (
0*

0, j
sX V v ) и в газовой фазе, 

вообще говоря, отлична от нуля.  
Поверхностные величины в различных конфигурациях. Фор-

мулы преобразования ориентированной площадки при переходе из 

конфигураций 
*

,K  
0

K в конфигурацию K имеют стандартный вид: 

 
** **1 1т ,d J d    n F n    

0 001 1т ,d J d    n F n  (9) 

 

0
0

,
g

J
g

    
*

*
.

g
J

g
  

С их помощью можно ввести поверхностные тензорные величины 
*

B  и 
0

B  в конфигурациях 
*
K  и 

0

,K  если их аналоги B  определены в 

актуальной конфигурации K : 

 
***

,B d B d     n n    
0 00

,B d B d     n n   (10) 

причем 

 
* * *1 1т ,B J B 

  F    
0 0 1 1т .B J BF 

     
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Такими поверхностными тензорными величинами являются: 2B   

 Т — тензор напряжений Коши; 3B   T v q  (q  — вектор теплово-

го потока); 4 /B  q  (  — температура); т
6 .B F v   В конфигу-

рации 
0

K  этим величинам соответствуют: 
0 0

2B T  — первый тензор 

напряжений Пиолы—Кирхгофа; 
0
q  — вектор теплового потока в от-

счетной конфигурации, 
0 0

6 .B E v   В конфигурации 
*
K  появляются 

новые величины: 
** * *

1 1
2B JT F T     — условный тензор напряже-

ний, 
*

q  — вектор потока в конфигурации 
*
K  и 

* ** 1
6 ,B F F v 
    по-

скольку, согласно (5), (8), (9),  

  
* * * * * * * *1 1 1

.d J d d  
              n F v n F F v n F F v    

Система законов сохранения для двухфазной среды в связан-
ной конфигурации. Запишем систему законов сохранения для фаз 
двухфазной среды в интегральной форме в связанной конфигурации 

*
.K  Представим ее в актуальной конфигурации K  [1]: 

 
( , ) ( , ) ( , )

.
i i iV x t x t V x t

d
A dV B d C dV

dt
n   



        (11) 

Здесь 5 5, ,A B C  — обобщенные координатные столбцы: 

2

т

1

,2

v
e

A


 
 
 
 

 
  
 
 
 
  
 

v

u

F

 

0

,
/

0

B 



 
 
 
  

  
 

 
   

T

T v q

q

F v

 
* 2

0

,
/ / /

0

m

m

q
C

W q
    



 
 
 
  

  
   

 
  
 

f

f v

q

v

 (12) 

где e  — плотность внутренней энергии; 2 ;v  v v    — плотность 
энтропии; u  — вектор перемещений;   — температура; f  — плот-
ность массовых сил; mq  — плотность массовых источников тепла; 

*W  — функция диссипации. К системе (12) добавим определяющие 
соотношения для фаз, которые, согласно работе [12], запишем в виде 
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 ( ) ( , ),n
GF T F    

где индекс n соответствует номеру энергетической пары тензоров 
напряжений и деформаций, ... ;n I V  индекс G — классу модели 
определяющих соотношений, , , ,G A B C D . Тензорная функция 

( ) ( , )n
GF F  в общем случае имеет достаточно сложный вид, наиболее 

просто ее можно записать для идеальной жидкости (газа): 

 ( ) ( , ) , ( , ),n
GF p p p    F E   

и для моделей класса AV (n = V, G = A) [12] изотропных упругих сред: 

 ( ) т( , ) ( , ) ,n
GF F   F F C F  (13) 

 
0

2
1 2 3( , ) ( ),F J     C E C C    т , C F F  

 1 1 1 1 3 2 ,I I         2 2 3 1,I        3 3,    

 ,
I


 



   1 2 3, ( ( ), ( ), ( ), ),I I I
I


   
 


C C C  

где ( , )p p    — давление; ( )I C  — главные инварианты правого 

тензора деформаций Коши—Грина C ;   — упругий потенциал, за-

висящий от главных инвариантов тензора C  и температуры . 
С помощью формул (6) и (10) систему законов (12) можно запи-

сать в связанной конфигурации 
*
K : 

 
* * * * * *

* * * ** **

( , ) ( , ) ( , )

,
i i iV x t x t V x t

d
A d V B d C d V

dt
  



    n   (14) 

причем области 
* *

( , )iV x t  и ( , )iV x t  будут содержать одни и те же ма-
териальные точки фаз. Используя правило дифференцирования (6) и 

формулу Гаусса—Остроградского в конфигурации 
*

,K  получаем 

 
* *

*
* ** *

( , )

( )
iV x t

A
A d V

t






       
 

 v    

 
* ** *

* * * **

( , ) ( , )

.
i iV x t V x t

B d V C d V       (15) 
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В силу произвольности области 
*

V  (14) искомая дифференци-

альная система законов сохранения в связанной конфигурации 
*
K  

имеет вид 

 

*
* ** *

.
A

A B C
t


 



         

v  (16) 

Система уравнений (16) в связанной конфигурации по сравнению 
с системой (10) в актуальной конфигурации содержит дополнитель-

ные неизвестные: скорость 
*
v  и градиент 

*

,F  поэтому к системе (16) 
необходимо присоединить дополнительные уравнения для вычисле-
ния этих величин. 

Отметим, что при выводе уравнения для градиента 
*

F  конфигура-

цию 
*
K  по отношению к конфигурации 

0

K  можно рассматривать как 

фиктивную актуальную, поэтому для градиента 
0

F  в координатах 
*ix  

используют такое же уравнение совместности деформаций, как и для 

градиента F  в координатах ,ix  т. е. 

 

0*
т 0 0* * * * *

т 0.
t

F
v F F v

            
  (17) 

Это уравнение следует дополнить соотношением градиентов, выте-
кающим из выражения (4): 

 
* 0

1. F F F   

Скорость 
*
,v  как и преобразование координат (3), вообще говоря, 

определяется неоднозначно. Для их определения предложим следу-

ющий метод: пусть в области 
* *

( , ),i
gV x t  занятой газовой фазой, име-

ется некоторая фиктивная твердая среда с определяющими соотно-
шениями упругой среды типа (13), и уравнением движения 

 
* *

* * * * * *ˆ ,
t

           
v

v v T f  (18)  

где T̂  — тензор напряжений фиктивной среды, он может быть задан 
в виде (13).  
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Уравнения (17) и (18) имеют дивергентный вид, их можно присо-
единить к общей системе законов сохранения (16) в связанной кон-
фигурации, тогда координатные столбцы в этой системе принимают 
вид 

 

2

т

0
т

*

1

2

,

v
e

A



 
 
 
 

 
 
 
   
 
 
 
 
 
  
 

v

u

F

F

v

   

*

* *

*

*

** 1

0* *

0

/
,0

ˆ

B

T

T v q

q

F F v

F v

T











 
 
 
 
  
 
  

  
 
   
 
 
 
 
 

   1, ..., 8.    

Граничное условие для фиктивной среды таково: поскольку в ак-
туальной конфигурации совпадают декартовы координаты контакти-
рующих материальных точек, по лагранжевым координатам твердой 
фазы с помощью закона движения можно найти соответствующие им 
лагранжевы координаты газовой фазы: 

 ( , ) ( , )i j i j
s s g gx X t x X t  ( , ).j j j

g g sX Y X t   

Переходя для твердой фазы к координатам 
0*i ix x , получаем 

уравнение, определяющее движение материальных точек газовой фа-
зы и фиктивной твердой среды по поверхности твердой фазы в свя-
занной конфигурации  

 
*

( ), .j j j i
g g sX Y X x t

 
  

 
  

Граничные условия на поверхности раздела фаз. Если запи-
сать интегральную систему законов сохранения (14) для области, со-

держащей поверхность раздела фаз 
*

( )sg t , и стянуть эту область к 

точке в соответствии с методом, изложенным в [1], получим следу-
ющую систему соотношений для скачков функций на некогерентной 
поверхности раздела фаз в связанной конфигурации: 
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* ** * * * *

[ ] [ ] [ ] 0.A D A B C          n v n   

Здесь 
*

D  — нормальная скорость движения поверхности раздела фаз 
в связанной конфигурации: 

 
* ** * * *

, , ( ) ,i i i j
i sgD c c x X t

t

       
c n c e   

где *
( )

( )
sg

j j
sg s t

X t X


  — лагранжевы координаты поверхности разде-

ла фаз, совпадающие с лагранжевыми координатами твердой фазы и 
изменяющиеся во времени только за счет фазовых превращений; 
C  — скачки функций на границе раздела фаз. 

Таким образом, введено понятие связанной конфигурации для 
пористых сред с конечными деформациями и некогерентной поверх-
ностью раздела фаз, которая позволяет симметризовать систему за-
конов сохранения для пористых сред такого класса путем построения 
специальной фиктивной твердой среды, связанной с основной твер-
дой фазой условиями идеального контакта и находящейся в области 
жидкой фазы.  
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