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Движение твердого тела, имеющего полость, полностью запол-
ненную однородной несжимаемой жидкостью, исследовали многие 
ученые [1—4]. Вновь интерес к этой проблеме возник с развитием 
ракетно-космической техники, о чем свидетельствуют работы [5—8], 
посвященные движениям твердых тел, имеющих полости, частично 
заполненные однородной несжимаемой жидкостью.  

Дальнейшее освоение космического пространства невозможно 
без создания орбитальных заправочных станций. Новая американская 
программа освоения космического пространства планирует доставку 
криогенного топлива на специально созданные орбитальные запра-
вочные станции. Все криогенные жидкости характеризуются разно-
родностью плотности и температуры, наблюдаемой во всех режимах 
хранения и эксплуатации. В результате конвективного перемешива-
ния в резервуаре с криогенной жидкостью образуется слой, в кото-
ром имеется значительной градиент плотности и температуры в вер-
тикальном направлении. Такую криогенную жидкость в научной ли-
тературе обычно называют стратифицированной жидкостью. 

В настоящей работе рассмотрены вопросы взаимодействия крио-
генной идеальной несжимаемой жидкости и полости подвижного 
твердого тела, совершающего малые движения. Показано, что гидро-
динамическое воздействие стратифицированной жидкости создается 
конечным числом парциальных движений жидкости в эллипсоидаль-
ной и сферической полостях, а в случае цилиндрической полости — 
счетным множеством парциальных движений, определяемых страти-
фикацией жидкости. 

Постановка задачи. Линейные уравнения возмущенного дви-
жения. Рассмотрим адиабатическое движение жидкости в полости 
твердого тела, совершающего движение с угловой скоростью ( )tω  и 
ускорением 0.a  Известно [9], что движение идеальной жидкости в 
системе координат 1 2 3,Оx x x  жестко скрепленной с твердым телом,  
описывается следующими уравнениями: 
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Здесь V  —  скорость частиц жидкости; ρ  — плотность; p  — давле-
ние; U  — потенциал массовых сил; { }1 2 3, , ;x x x=r  n  — внутренняя 
нормаль к смачиваемой поверхности; S  — граница области τ , зани-
маемой жидкостью. 

За невозмущенное движение твердого тела принимем движение, 
характеризуемое постоянными скоростью 0V  и угловой скоростью 

0 0 3ω=ω l  относительно оси 3.Оx  Параметры невозмущенного состо-
яния жидкости ( )0 0 0 0, , , Uρp V  удовлетворяют условиям механиче-
ского равновесия: 
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Пусть в возмущенном движении твердое тело приобретает добавоч-
ную мгновенную угловую скорость ( )tΩ  и ускорение 0 ,W  а жид-
кость — добавочные поля скоростей ,′V давления и плотностей .ρ′  
Считая 0, , , , ( )p t′ ′ ′ ΩρV W  — величинами первого порядка малости, 
из выражения (1) получаем следующие уравнения возмущенного 
движения жидкости в подвижной системе координат 1 2 3:Ox x x  
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где ( )2 2 2
0 0 0 1 2

1 ;
2

U x xωΠ = + +  p∇  — приведенное давление жидкости,  

( )2 2
1 1 0 3 0 1 3 1 0 2 3 21 2

0
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(U ′  — изменение потенциала массовых сил, выраженное в системе 
координат Ох1х2х3). 
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Формулировка краевой задачи. Для описания вихревого дви-
жения вращающейся однородной жидкости обычно используют ме-
тод функций состояния, разработанный С.Л. Соболевым [10, 11] либо 
метод обобщенных потенциалов, предложенный Ф.Л. Черноусько [5]. 
Однако развитие метода функций состояния на случай неоднородной 
жидкости с произвольным изменением плотности связано со значи-
тельными трудностями. Метод обобщенных потенциалов, основан-
ный на некотором ограничении на изменения переменных от време-
ни, в этом смысле является более приемлемым. Этот метод позволяет 
наиболее полным образом выделить гидродинамическую задачу из 
общей задачи механики системы тело—жидкость. Рассмотрим рас-
пространение этого метода на случай неоднородной жидкости. 

Пусть все переменные по времени изменяются пропорционально 
,teλ  где λ  — комплексное число. Тогда уравнения (2) принимают 

вид 
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В уравнении (3) и далее штрих опущен. Умножим первое уравне-
ние в выражении (3) на параметр λ  и, используя второе уравнение, 
запишем его в виде 

 ( )A g.⋅ = −λ λV  (4) 

Здесь тензор-оператор ( )A λ  есть сумма тензоров: 

( ) 2 2,A I K Nλ λ λ= + +  ,g p= ∇ + Ω×λ r  

где I  — единичный тензор; K  — гироскопический тензор, 
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2N – тензор плавучести [12], 
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Диагональные элементы 2 2 2
11 22 33( ), ( ), ( )N r N r N r  тензора плавуче-

сти определяют собственные частоты колебаний отдельной частицы 
неоднородной жидкости в направлениях, параллельных осям 

1 2 3, , Ox Ox Ox  соответственно. 
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Отметим, что для слабонеоднородной жидкости 2( 1)N �  вместо 
выражений (5) можно воспользоваться приближенными соотношени-
ями 

0 02 2
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1 1П ,   ,ij
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N N
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∂Π ∂
= ∇ ∇ =

∂ ∂
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где *
0ρ  — некоторое усредненное значение плотности. Тензор плаву-

чести обобщает понятия вектора плавучести 2
3N  [5] и частоты плаву-

чести (частоты Вяйсяля) 2
33 ( )xN  [13].  

Представим однородное уравнение (4) в виде 

( )2 2 0.I K Nλ λ+ + =V  

Значения λ , при которых det A( ) 0λ =  и существуют векторы 
det ( ),A λ∈V  определяют диапазон частот колебаний идеальной не-

однородной вращающейся жидкости в неподвижной полностью за-
полненной полости. Уравнение det ( ) 0A λ =  или 
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0 33 0( 4 ) 4 0N Nλ λ λ ω ω⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦  (6) 

имеет следующие корни: 
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При 2 0N =  (однородная вращающаяся жидкость) получаем [5, 
10, 11]: 

[ ]0Re 0,  0; 2 ,λ λ ω= ⊂  

т. е. все частоты колебаний лежат на отрезке мнимой оси. 
Для невращающейся стратифицированной вдоль оси 3Ox  жидко-

сти получаем [13] 
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Согласно соотношениям (7), для невращающейся идеальной неодно-
родной жидкости (см. (8)) все частоты колебаний образуют множество 
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а для вращающейся стратифицированной в плоскости 1 2Ox x  жид-
кости  

( ) ( )20 2 0
1 20Re 0,  0; 4 , max , .ГГ ГN N N x xλ λ ω⎡ ⎤= ∈ + =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Предположим, что λ  не является корнем уравнения (6) и не сов-
падает ни с одной из собственных частот колебаний жидкости. Ис-
пользуя свойства тензора 2,N  выразим из уравнения (4) вектор :V  
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осуществляет линейное преобразование и обладает очевидными 
свойствами: 

тт ( ) ( ), ( ) ( ) ,L L L Lλ λ= − − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅a b a b  
тL  — тензор, сопряженный с тензором L; ,  a b  — произвольные век-

торы. 
С помощью преобразования (9), уравнение неразрывности и гра-

ничные условия (3) запишем в виде краевой задачи: 
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Таким образом, в рассматриваемом общем случае удается свести 
гидродинамическую задачу (3) к краевой задаче математической фи-
зики для функции р. Используя решение задачи (10), поле скоростей 
неоднородной жидкости можно найти по формуле (9). Следуя работе 
[5], решение задачи (10) представим в виде 
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Тогда краевая задача (10) принимает вид 
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 ( ) 0 на границе .j jL S⎡ ⎤⋅ ∇ − × =⎣ ⎦ϕn l r  (12) 

Непосредственной проверкой можно установить, что при 2 0ijN =  
краевая задача (11), (12) совпадает с краевой задачей для однородной 
вращающейся жидкости, а функции jϕ  преобразуются в обобщенные 
потенциалы Черноусько. При 0 0ijN ω= =  оператор L становится 
единичным и функции jϕ  будут являться потенциалами Жуковского 
[1]. Соблюдая терминологию, сложившуюся в работах по вращаю-
щейся жидкости, будем называть функции jϕ  задачи (11), (12) обоб-
щенными потенциалами движения неоднородной 0( 0)ω =  или вра-
щающейся неоднородной 0( 0)ω ≠  жидкости. 

Определим обобщенные потенциалы движения и оценим влияние 
неоднородной жидкости на движение системы тело—жидкость при 
действии однородного силового поля с потенциалом 0 3.U gx= −  

Вращающаяся эллипсоидальная полость. Пусть твердое тело с 
эллипсоидальной полостью вращается вокруг неподвижной точки О, 
находящейся на расстоянии с от геометрического центра полости и 
лежащей на оси Ох3 . Предположим, что угловая скорость вращения 

0( const)ω =  в невозмущенном движении удовлетворяет условию 

2
0 1l

g
�ω (l — характерный размер) и, следовательно, можно считать, 

что 0 0П .U=  Эллипсоидальная полость целиком заполнена неодно-
родной вращающейся жидкостью, плотность, которой в невозмущен-
ном движении изменяется в соответствии с законом *

0 0 3(1 ).xρ ρ β= −  
Краевые задачи для определения функций jϕ  в условиях двойного 
приближения Буссинеска [5] принимают вид 
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3jδ  —  символ Кронекера. 
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Запишем уравнение поверхности эллипсоида в системе коорди-
нат 1 2 3Ox x x  следующим образом: 

 ( )22 2 31 2
2 2 2
1 2 3

1.
x cx x

a a a
+

+ + =  (15) 

Функции jϕ  будем искать в виде 
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3 31 32 33 1 21 2 , 3,b x b x b x x jϕ = + + =  

где jkb  — неизвестные постоянные, определяемые граничными усло-
виями (14). Отметим, что уравнение (13) выполняется при этом тож-
дественно для j = 1, 2 при любых значениях коэффициентов jkb . 
Подставим теперь функции jϕ  в соотношение (14), учитывая выра-
жения (15) для нормалей к поверхности. Найдем из соотношения (14) 
однородные многочлены второй и первой степеней относительно ко-
ординат 1 2 3, ,,x x x  с помощью которых получим уравнения для опре-
деления коэффициентов:  
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Используя коэффициенты ,ijb  выражения для величин ,  j pϕ и ,V  
определим давление и поле скоростей жидкости при возмущенном 
движении твердого тела относительно равномерного вращения. От-
метим, что выражение для 3ϕ  совпадает с соответствующим выраже-
нием для вращающейся однородной жидкости. Этого, очевидно, и 
стоило ожидать, так как плотность жидкости в плоскости, перпенди-
кулярной оси вращения, в рассматриваемом примере остается посто-
янной. При 0ω = 0 функции φj описывают движение стратифициро-
ванной жидкости в эллипсоидальной полости подвижного твердого 
тела. При 0 0Nω = =  функции jϕ  преобразуются в потенциалы Жу-
ковского для эллипсоидальной полости, геометрический центр кото-
рой не совпадает с началом координат 1 2 3., ,Ox x x  Из вида функции 

jϕ  ясно, что коэффициенты jkb  обращаются в бесконечность при 
* 0.Δ =  Последнее равенство определяет собственные частоты стра-

тифицированной вращающейся жидкости, которым отвечают парци-
альные движения жидкости, возбуждаемые движением твердого тела. 

Чтобы получить некоторые результаты, сравнимые с имею-
щимися для однородной жидкости, предположим, что оболочка твер-
дого тела достаточно тонкая и можно пренебречь ее массой, а враще-
ние всей системы происходит относительно неподвижной точки, 
совпадающей с центром масс неоднородной жидкости. Тогда вели-
чину с можно интерпретировать как расстояние от геометрического 
центра полости до центра масс неоднородной жидкости в невозму-
щенном состоянии. В то же время для полости с однородной жидко-
стью под величиной  с можно понимать расстояние от геометриче-
ского центра полости (или центра масс однородной жидкости) до не-
подвижной точки, относительно которой вращается безынерционная 
оболочка с однородной жидкостью. При значении 0c =  имеем вра-
щение системы с неоднородной жидкостью вокруг неподвижной 
точки, являющейся одновременно геометрическим центром полости. 

Вычислим силу и момент, действующие со стороны жидкости на 
оболочку: 

* *
0 0,  .F pd M pd
τ τ

ρ τ ρ τ= ∇ = ×∇∫ ∫ r
 

После подстановки в функции p  функций jϕ  и элементарных вы-
числений в проекции на оси получаем 

( )1 21 23 2 *
0

, ,mF m b c b m
ρ

= − + Ω =
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( ) ( )33 2 2
2 12 14 1 3 3 3 эл1 2, 0,  

5
,bF m b c b F M a a V= − + Ω = = Ω −

( ) ( )12 22 2 2
1 1 2 эл эл 1 14 2 242 3 ,

5 5
b bM a a V cV b b⎛ ⎞= Ω + Ω − − Ω +Ω⎜ ⎟⎝ ⎠

 

( ) ( )11 21 2 2
2 1 2 эл эл 1 13 2 233 1 .

5 5
b bM a a V cV b b⎛ ⎞= Ω + Ω − + Ω +Ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Рассмотрим случай сферической полости, полагая 1 2a a= =  
3 .a a= =  Для шаровой полости  

3 3, , 0,c cm c M= × = =�F r r lΩ  

 ( )
( )

( )

2 24 2 2 2 2 002
1 1 22 22 2 2 2 2 2 2 2

0 0

44 2 8
,

2 4 2 4

NN
M mc

N N
Ω
⎡ ⎤++ +

= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +

Ω
+⎣ ⎦

� � λ ω λλ λ ω λ

λ ω λ λ ω λ
 (16) 

   

( )
( ) ( )

2 2 4 2 2 2 20 02
2 1 22 22 2 2 2 2 2 2 2

0 0

4 4 2 8
.

2 4 2 4

N N
M mc

N N

⎡ ⎤+ + +
= +⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + + +
Ω Ω

⎣ ⎦

� �λ ω λ λ λ ω λ

λ ω λ λ ω λ
 

При 00, 0N = =ω имеем случай безвихревого движения однородной 
жидкости в сферической полости, тогда 

2 2
0 1 1 2 2, , ,M mc M mc= × Ω Ω= − = −� �M F r  

т. е. движение твердого тела не влияет на безвихревое движение 
жидкости. Влияние жидкости в этом случае подобно влиянию доба-
вочного твердого тела с массой, равной массе жидкости, т. е. сводит-
ся лишь к увеличению соответствующих моментов инерции твердого 
тела. Это совпадает с результатами, полученными в работе [14]. При 

0c =  имеем 0.F M= =  
Теперь пусть 00, 0N ω= ≠  — случай вращающейся однородной 

жидкости. Положив jλ β=  и введя комплексные величины 

1 2 ,M M jM= + 1 2 ,j= +Ω Ω Ω� � �  получим 

 ( )( )12
1 0 01M mc −= − + + .Ω�ω σ ω   

Откуда следует, что влияние жидкости и в этом случае сводится 
лишь к количественному изменению моментов инерции несущего 
тела, хотя и зависит от числа σ . При совпадении неподвижной точки 
с центром масс однородной жидкости снова получаем 0,F M= =  что 
также совпадает с результатами работ [5, 15].  
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Рассмотрим случай, когда 00, 0.N ω≠ =  Практически этот случай 
может быть осуществим при раскрутке больших емкостей жидкости, 
когда основная масса жидкости находится еще в незакрученном со-
стоянии. Из формул (16) имеем 

 ( )( )12 2 2 2
1 1 2M mc N N

−
− + − Ω= �σ .  (17) 

Согласно выражению (17),  следует, что M →∞  при 2 20,5 Nσ → , 
где 20,5 N  — квадрат собственной частоты колебаний стратифици-
рованной жидкости в неподвижной сферической полости. Следова-
тельно, движение оболочки в этом случае индуцирует единственное 
парциальное движение жидкости. Движение жидкости создает сово-
купность сил гидродинамического воздействия, момент которых мо-
жет повлиять на движение всей системы. Используя комплексные 
переменные , ,M Ω�  перепишем равенства (16) в виде 

( ) ( )
( )( )

2 2 2 2 2
0 0 02

1 1 2 2 2 2
1 2

4 2 4
1 ,

N N N
M mc

⎡ ⎤− + − −
= − +⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
Ω

−
� ω σ σ ω σ σω

σ σ σ σ
 (18) 

где 2 2
2,σ σ  — корни уравнения 

 ( )22 2 2 2
02 4 0,Nσ ω σ− − =  (19) 

определяющие собственные частоты вращающейся стратифициро-
ванной жидкости в неподвижной сферической полости, которым со-
ответствуют парциальные движения, возбуждаемые движением твер-
дого тела. При 00, 0N ω≠ ≠  из уравнения (19) следует, что число 
таких парциальных движений равно двум. 

Анализируя уравнение, аналогичное (19) для общего случая 
1 2 3a a a≠ ≠  (эллипсоид), приходим к выводу, что число парциальных 

движений, возбуждаемых движением оболочки, также равно двум. 
 Таким образом, наличие устойчивой стратификации приводит к 

росту конечного числа рассматриваемых парциальных движений 
вращающейся жидкости. Для эллипсоидальной полости число дви-
жений увеличивается на единицу, для шаровой — на две единицы по 
сравнению с соответствующими движениями вращающейся одно-
родной жидкости [15]. 

Положим в формуле (18) значение 0.c =   Это означает, что непо-
движная точка совпадает с геометрическим центром сферической по-
лости и 0.F M= =  Движение неоднородной жидкости в этом случае 
не влияет на движение твердого тела, и уравнения движения системы 
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оказываются «развязанными» [16]. Влияние жидкости сказывается 
только на изменении реакции неподвижной точки. 

Движение жидкости в цилиндрической полости.  Пусть твер-
дое тело, имеющее коаксиальную цилиндрическую полость, частич-
но заполненную стратифицированной жидкостью, высотой 2п дви-
жется в невозмущенном состоянии параллельно вектору градиента 
массовых и инерционных сил, обладающих суммарно-потенциальной 
функцией 0 5.U JX= −  В невозмущенном движении свободная по-
верхность жидкости перпендикулярна вектору 0,U∇  и плотность 
жидкости в невозмущенном движении изменяется по закону 

( )*
0 0 31 .xρ ρ β= −  Определим сначала движение жидкости в цилин-

дрической полости при возмущенном движении твердого тела. Затем 
оценим влияние подвижной жидкости на инерционные характери-
стики системы тело—жидкость. Пусть в возмущенном движении 
твердое тело вращается с угловой скоростью Ω  вокруг неподвижной 
точки ,O  находящейся на расстоянии с от середины столба невозму-
щенной жидкости в цилиндре. 

Краевые задачи для определения обобщенных потенциалов неод-
нородной жидкости в системе координат 1 1 1Ox y z  имеют вид 

( )( )
2

2
2 2

1
0 в области ,  0 на границе  ,j

j j js L S
x

∂
Δ + = ⋅ ⋅ Δ − × =

∂
ϕ

ϕ τ ϕn l r  

(20) 
где  

2
02 2

2 2 *
0 3 2

1 0 0
1, ; 0 1 0 , 

0 0

ds N g L
N dx

s

⎧ ⎫
⎪ ⎪= = − = ⎨ ⎬+ ⎪ ⎪
⎩ ⎭

λ ρ
λ ρ

 

а граничное условие на свободной невозмущенной поверхности Σ,  
т. е. при 3 ,x c h= +  запишем как 

 ( )
2 2

3
3

0.
g

j
j j

N
x
ϕλ ϕ
∂+

+ − × =
∂

l l r  (21) 

Найдем обобщенный потенциал в виде 

( )1 1 3 3, , sin ,F r x x rϕ η η= −   

где функция ( )1 3, ,F r xη  — решение следующей задачи: 

2
1

1 2 2
3

0,N FF
N xλ

∂
Δ − =

+ ∂  
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3

1 1
0 0

3
0 при , , 2  sin ,

x c h

F Fr r r r r
r x = −

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
γ η  

 
2 2 2 2

1
1 3

3
sin 2  sin  на поверхности  .

g g
N F NF x r r

x
λ λ η η+ ∂ +

+ = +
∂ ∑  

Определив функцию ( )1 3, , ,F r xη запишем обобщенный потенци-
ал ( )1 3, , ,x rϕ η λ=  как 

 ( ) ( ) ( )

1 0
1

2 2
3 3

33

1( )

2  sh  

sin ,4sh sh ( )

i
n

n

n n

n n

ie r d R r

N c h x h c ch c h x
g

x rh c x

∞

=

= ×
Δ

⎧ + ⎡ ⎤+ − − + − −× +⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩
⎫
−⎬+ −

⎭

∑ηϕ

λ μ μ
μ

ημ μ

 

где 
2 2 2

2
2ch 2  sh 2 , .n

n n n n
N Kh h

g s
λ μ μ μ μ+

Δ = + =  

Перейдем к определению обобщенного потенциала 2.ϕ  Функцию 
2ϕ  будем искать в виде 

( )2 2 3 3, , , sin .F x r x rϕ η λ η= +  

Нахождение функции ( )2 3, , ,F x r η λ  вполне идентично определению 
функции F1, т. е. можно записать 

( ) ( )2 3 1 3, , , , , , .F x r iF x rη λ η λ= −  

Обобщенный потенциал 3ϕ  для рассматриваемой полости равен 
нулю. Это означает, что при вращении твердого тела вокруг оси, сов-
падающей с осью симметрии полости, неоднородная идеальная жид-
кость с рассматриваемым законом плотности не вовлекается в дви-
жение. 

При вращении твердого тела вокруг осей, перпендикулярных  оси 
симметрии полости, жидкость придет в движение, которое можно опи-
сать с помощью обобщенных потенциалов 1 2, .ϕ ϕ  Из вида функций 

1 2, ϕ ϕ  следует, что при таком движении твердого тела в жидкости воз-
буждаются также парциальные движения, которым соответствуют все 
формы колебаний жидкости в неподвижной полости, за исключением 
форм колебаний, соответствующих числам m = 2, 3, 4 и т. д. 

Теперь  определим качественное влияние движения жидкости на 
инерционные характеристики системы тело — жидкость. Для этого 
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достаточно вычислить момент инерции жидкости I1 при вращении 
твердого тела вокруг оси, совпадающей с осью x1. Расчет проведем 
для частного случая, когда 1j =  и ось вращения твердого тела лежит 
в плоскости невозмущенной свободной поверхности c h= − . Чтобы 
получить результат, сравнимый с известным для однородной жидко-
сти, воспользуемся многозначностью разложения движения жидко-
сти со свободной поверхностью на элементарные составляющие. Это 
означает, что можно подобрать бесконечное множество комбинаций 
из гиперболических функций, удовлетворяющих граничным услови-
ям и уравнению (21).  

Момент инерции  

1 11 12.I I iI= +  

Моменты инерции jkI  рассчитаем по следующей формуле [5]: 

( ) ( )0 .jk j k k
Q

I l r L l r dQρ ϕ= × ⎡ ∇ − × ⎤⎣ ⎦∫  

Вычислив интегралы и воспользовавшись соотношениями для чисел 
nξ , получим 

 

( ) ( )

2
2

1 0 2 2

2
0 0

2 2 3 2 2 2 11 1

8 th 2 ch 2 11 ,
1 1 ch 2

n n n

n n n n nn n

I mr
N

r h r h
h N h h

∞ ∞

= =

= ×
+

⎡ ⎤−
× − +⎢ ⎥

+ Ω− −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

�

λ
λ

λ μ μ χ
λ ξ ξ ξ ξ μ

 

2
0 02 ,Hm r hπ ρ=  

где n�χ  — обобщенная координата волновых движений свободной 
поверхности жидкости в связанной системе координат. 

С учетом высоты заполнения H при 2 0N =  выражение для 1I  
совпадает по виду с соответствующим выражением для разности 
между эффективным моментом инерции [17] и моментом инерции 
«затвердевшей» жидкости [6]. Однако в рассматриваемом случае по 
смыслу параметр nχ  отличается от соответствующего параметра  k

nχ   
[6]. При таком подходе к решению подобной задачи для однородной 
жидкости это различие обусловлено разными системами координат, 
выбранными для описания движения жидкости. В работе [6] была 
использована абсолютная система координат, в настоящей работе — 
связанная система. Для движений однородной жидкости количе-
ственное различие между обобщенными координатами nχ  и  k

nχ  
определяется следующей формулой: 
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( ) 12 1
0, g th 2 .k

n n n na a r r k h
−−= + = +χ χ ϑ λ ξ  

Получим формулы для вычисления значений 1I . Для этого поло-
жим .jλ σ=  Тогда при 2 2Nσ >  имеем 

 

( )

( )

2 2

22 2 01 0
1 2 2 2 2 2 3 2

0 1

2 2

2
00

2 2 11 2 2
2

0

th

8
1

2ch 1
21 ,

21 ch

n

n nn

n
n

n
n n n

h N
rI rI

mr N h N

h N
rr

h h N
r

∞

=

∞

=

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= = −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

⎛ ⎞−
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠− +
⎛ ⎞−

− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω

∑

∑

σξ
σσ σ

σ σ ξ ξ

σξ
σ χ

σξ ξ ξ
σ

 (22) 

где 
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при 2 2;Nσ <  
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2 2
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Из формулы (22) следует, что при 2 2,Nσ >  особенно для значений 
h, при которых ( )th 1nk h ≈ , значение 1I  мало отличается от значения 1I  

для однородной жидкости. График изменения 1I  при увеличении числа 
2 1

0 g  r σ − качественно совпадает с графиком для однородной жидкости. 
Значительное различие наблюдается на частотах, близких к частоте 

2.N  При 2 2Nσ <  мероморфная функция 1I  не имеет графического 
изображения, поскольку принимает значения, равные бесконечности в 
точках сегмента 2[0, ]N , совпадающих с собственными частотами внут-
ренних волн в неподвижной цилиндрической полости. В работе [12] до-
казано, что спектр внутренних волн стратифицированной по произ-
вольному закону жидкости, заполняющей цилиндрическую полость, 
образует плотное множество на отрезке [ ]0, N . В то же время такое по-

ведение функции (22) на частотах 2 2Nσ <  означает, что в стратифици-
рованной жидкости, частично или полностью заполняющей цилиндри-
ческую полость, на низких частотах 2 2Nσ <  возникает бесконечное 
счетное множество парциальных движений с отличным от нуля момен-
том гидродинамического воздействия. Отметим, что в однородной жид-
кости, полностью заполняющей цилиндрическую полость, число таких 
движений равно нулю.  

При равенстве частот 2σ  и 2N  дифференциальное уравнение 
(20) в частных производных для обобщенного потенциала становится 
параболическим, и формулы (22), (23) для этого случая непригодны. 

Пусть жидкость не имеет свободной поверхности. Тогда в форму-
лах (22), (23) следует положить 0,nχ = чтобы получить моменты инер-
ции стратифицированной жидкости, полностью заполняющей цилин-
дрическую емкость. В частном случае при 1h =  и σ →∞  имеем 
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   (24) 

К результату, полученному по формуле (24), прибавим безраз-
мерный момент инерции затвердевшей однородной жидкости,  
который равен 7/12. Таким образом, значение момента инерции экви-
валентного тела 1 0,0953I =  совпадает со значением, полученным  
Н.Е. Жуковским [1]. 
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