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Приближению аналитических функций полиномами из экспонент 
(и разложению в ряды экспонент) посвящено огромное количество 
работ (например, [1, 2]). Поскольку при действительном λ и ком-
плексном z x yi= +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )exp exp exp cos exp sin ,z x yi x y x y iλ λ λ λ λ λ λ= + = +  
гармонические функции двух переменных естественно приближать 
линейными комбинациями (и разлагать в ряды) гармонических 
функций ( ) exp cos( )m mx yλ λ  и ( )exp sin ( ).m mx yλ λ   

Пусть ( 1 2, ,  , , )nλ λ λ… …  — возрастающая последовательность по-
ложительных чисел. Поскольку ряд экспонент 

1
exp( )m m

m
c zλ

∞

=
−∑

 
(где  mc  — комплексные числа) сходится в некоторой полуплоскости 

( ) 0{Re  }z x>  [1], то гармонические функции следовало бы прибли-
жать линейными комбинациями функций в полуплоскости: 

( ) ( ), exp cos ( );m m mp x y x yλ λ= −  ( ) ( ), exp sin ( ).m m mq x y x yλ λ= −  
Однако метод Трефтца в этом случае неприменим, так как инте-

грал Дирихле, который также называют интегралом энергии, от 
функций ( , )mp x y  и ( , )mq x y  по указанной полуплоскости бесконе-
чен. Известно, что интеграл Дирихле от функции ( , )u x y  по области 
G  определяется формулой [3] 

 [ ]
2 2

.G
G

u uD u dx dy
x y
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Поэтому мы будем рассматривать не полуплоскость, а угол 
2

0 0{( , ) : ,  0},A x y y y k x x k= ∈ − < − >R  
учитывая, что объединение всех таких углов при различных k  дает 
полуплоскость. 

Поскольку для функции ( , )u x y , гармонической в угле A , функ-
ция ( ) 0 0, ( , )u x y u x x y y′ ′ ′ ′= + +�  является гармонической в угле 

2{( , ) : ,  0},G x y y k x k′ ′ ′ ′= ∈ < >R  а для функции ( ), ,u x y′ ′�  гармони-
ческой в угле G , функция ( ) 0 0, ( , )u x y u x x y y= − −�  будет гармониче-
ской в угле A  и  

( ) ( ) ( ) ( )0 0exp cos exp( )cos (( )m m m mx y x x y yλ λ λ λ′ ′− = − + + =  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp cos exp cosm m m mx y x yλ λ λ λ′ ′= − − −  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp sin exp sin ,m m m mx y x yλ λ λ λ′ ′− − −  

( ) ( ) ( ) ( )0 0exp sin exp ( )sin (( )m m m mx y x x y yλ λ λ λ′ ′− = − + + =  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp sin exp cosm m m mx y x yλ λ λ λ′ ′= − − +  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp cos exp sin ,m m m mx y x yλ λ λ λ′ ′+ − −  

( ) ( ) ( ) ( )0 0exp cos exp ( )cos (( )m m m mx y x x y yλ λ λ λ′ ′− = − − − =  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp cos exp cosm m m mx y x yλ λ λ λ= − +  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp sin exp sin ,m m m mx y x yλ λ λ λ+ −  

( ) ( ) ( ) ( )0 0exp sin exp ( )sin (( )m m m mx y x x y yλ λ λ λ′ ′− = − − − =  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp sin exp cosm m m mx y x yλ λ λ λ= − − +  
( ) ( ) ( ) ( )0 0exp cos exp sin ,m m m mx y x yλ λ λ λ+ −  

то достаточно ограничиться рассмотрением угла G . 
Итак, будем решать следующую задачу. Пусть функция ( , )u x y  

является гармонической в угле G  и имеет по области G  конечный 
интеграл Дирихле. Найти коэффициенты 1 2 1 2, , , , , , , ,n na a a b b b… …  
минимизирующие интеграл Дирихле от гармонической в угле G  
функции 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
1

, , , , .
n

m m m m
m

r x y u x y a p x y b q x y
=

= − +∑   
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Непосредственным подсчетом находим интегралы Дирихле для 
каждой из функций ( ),mp x y  и ( ),mq x y  ( 1, 2, , )m n= …  и для каждой 
пары функций ( ),mp x y  и ( ),lq x y  (m, l = 1, 2, …, n):  

[ ] [ ] 2;G m G mD p D q k= =   

[ ] [ ] 2 2 2
2,  ,  ,   ;

( ) ( )
m l

G m l G m l
m l m l

kD p p D q q m l
k

λ λ
λ λ λ λ

= = ≠
+ + −

   

[ ],  0.G m lD p q =  
Отметим, что интеграл Дирихле для пары функций ( ),u x y  и 

( ),v x y  определяется формулой [3] 

[ ],   .G
G

u v u vD u v dx dy
x x y y

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫∫
 

Функции ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,np x y p x y p x y…  линейно независимы. Дей-
ствительно, предположим, что эти функции линейно зависимы. Тогда 
существуют числа 1 2, ,   , , nc c c…  не все равные нулю, и такие, что 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , 0n nc p x y c p x y c p x y+ +…+ ≡ . Поскольку  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )exp exp exp cos exp sin ,z x yi x y x y iλ λ λ λ λ λ λ− = − − = − − −  
получаем 

( )1 1 2 2Re( exp ) exp( )  exp( ) 0.n nc z c z c zλ λ λ− + − +…+ − =  
Отсюда следует, что 

( ) ( ) ( )1 1 2 2exp exp  exp ,n nc z c z c z ciλ λ λ− + − +…+ − =  
где c  — действительное число.  

Продифференцировав последнее равенство, находим 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2exp exp  exp 0,n n nc z c z c zλ λ λ λ λ λ− − − − − … − − =  
откуда следует, что функции ( ) ( ) ( )1 2exp , exp , , exp nz z zλ λ λ− − … −  ли-
нейно зависимы. Но это не так, потому что определитель Вронского 
этой системы функций  

1 2

1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

exp( ) exp( ) ... exp( )
exp( ) exp( ) ... exp( )

... ... ... ...

( ) exp( ) ( ) exp( ) ... ( ) exp( )

n

n n

n n n
n n

z z z
z z z

z z z

λ λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ− − −

− − −
− − − − − −

=

− − − − − −  
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1 2
1 2

1 1 1
1 2

1 1 ... 1
...

exp( ( ) ) 0,... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n
n

n n n
n

z
λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ− − −

− − −
= − + +…+ ≠

− − −  
так как последний определитель есть определитель Вандермонда для 
попарно различных отрицательных чисел 1 2, ,   , .nλ λ λ− − … −   

Аналогично доказывается линейная независимость функций 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1, Im exp , ... , , Im exp .n nq x y z q x y zλ λ= − − = − −  
Таким образом, функции ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,np x y p x y p x y…  образуют 

базис в своей линейной оболочке, а функции ( )1 , ,q x y  
( )2 , , , q x y … ( ),nq x y  — в своей. 
Построим новый базис ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,nx y x y x yϕ ϕ ϕ…  в линейной 

оболочке функций ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , ,np x y p x y p x y…  такой, что 

[ ]  ,  0,   , 1, 2, ,  .G m lD m l n m lϕ ϕ = = … ≠  
Положим ( ) ( )1 1, , ,x y p x yϕ =  а ( ) ( ) ( )2 2 1, ,  ,x y p x y x yϕ γ ϕ= +  и 
найдем γ из условия [ ]2 1 ,  0.GD ϕ ϕ =  Имеем 

[ ] [ ] [ ]2 1 1 2 1 1  ,    ,    0,  G G GD p D p Dγϕ ϕ ϕ γ ϕ+ = + =  
откуда 

[ ]
[ ]
2 1

1

 ,  
.

 
G

G

D p
D

ϕγ
ϕ

= −  

Отметим, что 2 ( , ) 0,x yϕ ≠  иначе функции ( )2 ,p x y  и ( )1 ,p x y =  
( )1 ,x yϕ=  были бы линейно зависимы. Кроме того, 2 0xϕ∂ ∂ ≠  и 

2 0.yϕ∂ ∂ ≠   
Действительно, 

( ) ( ) ( )2 2 1
2 2 2 1 1 1   exp cos  exp cos( );p x y x y

x x x
ϕ ϕγ λ λ λ γλ λ λ∂ ∂ ∂= + =− − − −
∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( )2 2 1
2 2 2 1 1 1   exp sin  exp sin( ).p x y x y

y y y
ϕ ϕγ λ λ λ γλ λ λ∂ ∂ ∂= + = − − − −
∂ ∂ ∂

 

Поэтому, если 2 0,xϕ∂ ∂ ≡  то функции ( ) ( )2 2exp cosx yλ λ−  и 
( )1 1exp cos( )x yλ λ−  линейно зависимы, что неверно. Аналогично, если 
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2  0,
y

ϕ∂ ≡
∂

 то функции ( ) ( )2 2exp sinx yλ λ−  и ( )1 1exp sin( )x yλ λ−  линейно 

зависимы, что также неверно. Следовательно, [ ]2 0.GD ϕ ≠  
Продолжим этот процесс, напоминающий процесс ортогонализа-

ции Грама — Шмидта: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1, , , ( , ) ( , ).m m m mx y p x y x y x y x yϕ γ ϕ γ ϕ γ ϕ− −= + + +…+  
Коэффициенты 1γ  , 2γ  , … , 1mγ −  находим из условий 

[ ] [ ] [ ]1 2 1, , , 0.G m G m G m mD D Dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ −= = … = =  
Для l m<  получаем 

[ ] [ ]1 1 2 2 1 1, ,G m l G m m m lD D pϕ ϕ γ ϕ γ ϕ γ ϕ ϕ− −= + + +…+ =  
[ ] [ ], 0.G m l l G lD p Dϕ γ ϕ= + =  

Отсюда 

[ , ] .
[ ]

G m l
l

G l

D p
D

ϕγ
ϕ

=−
 

Аналогично строим новый базис ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,nx y x y x yψ ψ ψ…  в 
линейной оболочке функций ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , ,nq x y q x y q x y…  такой, что 

[ ] ,  0,   .G m lD m lψ ψ = ≠  
Поскольку [ ],  0,G m lD p q =  то [ ],  0.G m lD ϕ ψ =  

Теперь рассмотрим задачу, к которой сводится поставленная ра-
нее задача: найти коэффициенты 1 2, , , nα α α…  и 1 2, , , nβ β β… , мини-
мизирующие интеграл Дирихле от гармонической в угле G  функции 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
1

, , , , .
n

m m m m
m

r x y u x y x y x yα ϕ β ψ
=

= − +∑
 

Имеем 

[ ] [ ] [ ]
1

2 ( , [ , ])
n

G G m G m m G m
m

D r D u D u D uα ϕ β ψ
=

= − + +∑
 

[ ]( )2 2

1
[ ] .

n

m G m m G m
m

D Dα ϕ β ψ
=

+ +∑
 

Тогда 

[ ] [ ][ ]  2 ,  2 0;G
G m m G m

m

D r D u Dϕ α ϕ
α

∂ =− + =
∂  
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[ ] [ ][ ]  2 ,  2 0.G
G m m G m

m

D r D u Dψ β ψ
β

∂ =− + =
∂  

Отсюда получаем 

[ , ] [ , ] ;   ;
[ ] [ ]

G m G m
m m

G m G m

D u D u
D D

ϕ ψα β
ϕ ψ

= =
 

[ ] [ ]( ) [ ]( )2 2

1

, ,
min [ ]    .

[ ] [ ]

n
G m G m

G G
m G m G m

D u D u
D r D u

D D
ϕ ψ
ϕ ψ=

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

 
Отметим, что коэффициенты ,m mα β  не зависят от числа  n  

( )n m>  (как и функции ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,mx y x y x yϕ ϕ ϕ…  и ( )1 , , x yψ  
( )2 , ,  , x yψ …  ( ),m x yψ ). Например, 

( ) ( )1 1 1, exp cos ( ),x y x yϕ λ λ= −   ( ) ( )1 1 1, exp sin ( );x y x yψ λ λ= −  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

4 exp cos ( )
, exp cos ;

( ) ( )
x y

x y x y
k

λ λ λ λϕ λ λ
λ λ λ λ

−
= − −

+ + −
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

4 exp sin ( )
, exp sin .

( ) ( )
x y

x y x y
k

λ λ λ λψ λ λ
λ λ λ λ

−
= − −

+ + −
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