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Изложена методика математического моделирования упругого контактного
взаимодействия осесимметричных тел, находящихся в условиях термосилового
нагружения. Методика базируется на конечно-элементной технологии. На
основе методики создан комплекс прикладных программ и проведены численные
исследования поликонтактного взаимодействия системы осесимметричных тел,
подверженных высокотемпературному нагреву и механической нагрузке.
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Введение. Для надежной оценки ресурса элементов конструкций
объектов энергомашиностроения, работающих в условиях высокоин-
тенсивного термомеханического нагружения, вызванного в том числе
и контактным взаимодействием, важным является оценка напряженно-
деформированного состояния. Таким образом, возникает необходи-
мость решения контактных задач механики деформируемого твердого
тела (МДТТ) с учетом особенностей их конструкции и условий те-
рмомеханического нагружения. Аналитические решения контактных
задач получены для весьма ограниченного числа видов контактного
взаимодействия и форм контактирующих поверхностей. В большин-
стве практически важных ситуаций, связанных с принятием конст-
руктивных решений, например, для контактирующих тел, имеющих
сложную геометрическую форму, и при сравнительно невысоких тре-
бованиях к гладкости функций, входящих в формулировку краевых
и начально-краевых задач, наиболее перспективны численные мето-
ды. В настоящее время для численного решения контактных задач
широко применяется конечно-элементная технология, в рамках кото-
рой реализуется выбранный алгоритм. Основными алгоритмами ре-
шения контактных задач являются метод множителей Лагранжа, ме-
тод штрафов и их комбинации, а также релаксационные схемы [1].
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При решении некоторых типов задач в рассмотрение вводят «псев-
досреду» [2]. Весьма перспективным для решения контактных задач
является применение альтернирующего метода Шварца, основанного
на принципе поочередности [3–7]. Преимущества этого метода состо-
ят в том, что не требуется согласовывать построение узлов конечно-
элементных моделей на поверхностях контакта и переформировывать
матрицы систем линейных алгебраических уравнений в процессе ите-
рационного уточнения границ зон контакта. Ниже рассмотрены неко-
торые особенности алгоритмического оформления альтернирующего
метода Шварца применительно к решению осесимметричных кон-
тактных задач теории термоупругости, имеющих выраженную прак-
тическую направленность. Необходимо отметить, что алгоритмы, ис-
пользуемые для решения контактных задач теории термоупругости,
служат основой для решения контактных задач механики деформиру-
емого твердого тела с учетом деформаций пластичности и ползучести.

Математическая постановка осесимметричной краевой задачи
термоупругости с учетом контактного взаимодействия. Рассмот-
рим два осесимметричных линейно-упругих контактирующих тела 𝐴
и 𝐵, находящиеся в условиях осесимметричного термомеханическо-
го нагружения. Если зафиксировать некоторую плоскость p, в кото-
рой лежит ось вращения 𝑙, то исследуемые тела геометрически можно
охарактеризовать двумерными областями 𝐺a, a ∈ {𝐴,𝐵}, лежащими
в плоскости p и ограниченными кусочно-гладкими границами 𝜕𝐺a.
Введем цилиндрическую систему координат 𝑂𝑟3𝑧, причем ось 𝑂𝑧
совпадает с осью вращения 𝑙.

При построении расчетных соотношений геометрия тел и условия
нагружения позволяют не учитывать их зависимость от окружной ко-
ординаты 3, поэтому системой координат, в которой рассматривается
задача, является 𝑂𝑟𝑧. Отсюда любая точка 𝑀 ∈ 𝐺̄a, 𝐺̄a = 𝐺a ∪ 𝜕𝐺a,
имеет координаты (𝑟, 𝑧).

В рамках настоящей работы предположим, что эффектом связно-
сти (т. е. прямым влиянием деформаций на температурное поле) мож-
но пренебречь, поэтому задачу теплопроводности удобно сформули-
ровать и решать отдельно, а полученное температурное поле исполь-
зовать при решении задачи теории упругости, во-первых, для учета
зависимости параметров задачи от температуры, а во-вторых, для вы-
числения компонент тензора температурной деформации.

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для нелинейно-
го уравнения теплопроводности:

𝑐e(𝑀,𝑇 )r(𝑀,𝑇 )
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

(︀
𝑘𝑖𝑗(𝑀,𝑇 )𝑇,𝑗

)︀
,𝑖 +𝑞𝑉 (𝑀, 𝑡, 𝑇 ), (1)

(𝑀, 𝑡) ∈ 𝐺a × (0, 𝑡𝑀 ];
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𝑇 (𝑀, 0) = 𝑇0(𝑀), 𝑀 ∈ 𝐺̄a; (2)

𝑇 (𝑀, 𝑡)|𝑆a𝑇 = 𝑇𝑤(𝑀, 𝑡), 𝑀 ∈ 𝑆a𝑇 ⊂ 𝜕𝐺a, 𝑡 > 0; (3)

−𝑛𝑖𝑘𝑖𝑗(𝑀,𝑇 )𝑇,𝑗 |𝑆a𝑞 = 𝑞𝑤(𝑀, 𝑡, 𝑇 ), 𝑀 ∈ 𝑆a𝑞 ⊂ 𝜕𝐺a, 𝑡 > 0; (4)

−𝑛𝑖𝑘𝑖𝑗(𝑀,𝑇 )𝑇,𝑗 |𝑆a𝑇
𝑓

= a𝑤(𝑀, 𝑡, 𝑇 )
(︀
𝑇 (𝑀, 𝑡) − 𝑇𝑓 (𝑀, 𝑡)

)︀
,

𝑀 ∈ 𝑆a𝑇𝑓
⊂ 𝜕𝐺a, 𝑡 > 0, (5)

где 𝑡 — время; 𝑇0(𝑀) — начальная температура; 𝑇 (𝑀, 𝑡) — темпера-
тура в момент времени 𝑡; 𝑘𝑖𝑗(𝑀,𝑇 ) — компоненты тензора теплоп-
роводности; 𝑞𝑉 (𝑀, 𝑡) — мощность внутренних источников (стоков);
𝑐e(𝑀,𝑇 ) — удельная теплоемкость среды, занимающей область 𝐺a;
r(𝑀,𝑇 ) — плотность среды, занимающей область 𝐺a; 𝑇𝑤(𝑀, 𝑡) — тем-
пература поверхности 𝑆a𝑇 ; 𝑞𝑤(𝑀, 𝑡, 𝑇 ) — плотность теплового потока
на поверхности 𝑆a𝑞 ; a𝑤(𝑀, 𝑡, 𝑇 ) — коэффициент теплоотдачи на по-
верхности 𝑆a𝑇𝑓

; 𝑇𝑓 (𝑀, 𝑡) — температура среды у поверхности 𝑆𝑇𝑓
; 𝑛𝑖 —

компоненты единичного вектора внешней нормали n = 𝑛𝑖e𝑖 к грани-
це 𝜕𝐺a. Здесь и ниже a ∈ {𝐴,𝐵}, 𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝑧, а запятой с индексом
обозначена операция дифференцирования по пространственным ко-
ординатам 𝑟, 𝑧.

Предположим, что между контактными поверхностями двух тел
a, b ∈ {𝐴,𝐵}, a ̸= b, 𝑆a𝑘 = 𝑆b𝑘 = 𝑆𝑘 имеется неидеальный тепловой
контакт, тогда

𝑛𝑖𝑘
a
𝑖𝑗 (𝑀,𝑇 a)𝑇 a,𝑗

⃒⃒
𝑆𝑘

= a𝑘 (𝑀)
(︀
𝑇 b (𝑀, 𝑡) − 𝑇 a (𝑀, 𝑡)

)︀⃒⃒
𝑆𝑘

; (6)

𝑛𝑖𝑘
a
𝑖𝑗 (𝑀,𝑇 a)𝑇 a,𝑗

⃒⃒
𝑆𝑘

= 𝑛𝑖𝑘
b
𝑖𝑗

(︀
𝑀,𝑇 b

)︀
𝑇 b,𝑗

⃒⃒
𝑆𝑘

. (7)

Здесь 𝑛𝑖 — компоненты вектора внешней нормали к контактной по-
верхности 𝑆a𝑘 в точке 𝑀 ; a𝑘 (𝑀) — контактный коэффициент теплоот-
дачи; 𝑇 a (𝑀, 𝑡), 𝑇 b (𝑀, 𝑡) — температуры сходственных точек тел a и
b на контактной поверхности, 𝑀 ∈ 𝑆𝑘 = 𝑆a𝑘 = 𝑆b𝑘 .

Отметим, что контактный коэффициент теплоотдачи a𝑘 (𝑀) мо-
жет зависеть от контактного давления s𝑛, шероховатости поверхно-
стей контакта и от других параметров [8].

Краевая квазистатическая задача МДТТ в данном случае форму-
лируется так [9, 10]:
уравнения равновесия

s𝑗𝑖,𝑗 {u (𝑀) , 𝑇 (𝑀, 𝑡)} + 𝑄𝑖 (𝑀) = 0, 𝑀 ∈ 𝐺a, (8)

граничные условия (кинематические и силовые соответственно)

u (𝑀)|𝑆a𝑢 = u0 (𝑀) , 𝑀 ∈ 𝑆a𝑢 ⊂ 𝜕𝐺a, (9)

s𝑗𝑖 (u, 𝑇 )𝑛𝑗|𝑆a𝑝 = 𝑝𝑖 (𝑀) , 𝑀 ∈ 𝑆a𝑝 ⊂ 𝜕𝐺a, (10)

3



С.М. Богатырь, М.П. Галанин, В.И. Кузнецов и др.

соотношения Коши

e(𝑀)={e}={e𝑟, e𝑧, e3, g𝑟𝑧}т =

{︂
𝜕𝑢

𝜕𝑟
,
𝜕𝑣

𝜕𝑧
,
𝑢

𝑟
,
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑣

𝜕𝑟

}︂т

, 𝑀 ∈ 𝐺a,

(11)
и определяющие уравнения — закон Гука в виде

s(𝑀) = {s𝑟, s𝑧, s3, s𝑟𝑧}т = H(e− e0) =

= [𝐻]
(︀
{e𝑟, e𝑧, e3, g𝑟𝑧}т −

{︀
e0𝑟, e

0
𝑧, e

0
3, g

0
𝑟𝑧

}︀т)︀
, 𝑀 ∈ 𝐺a, (12)

где H = [𝐻] — матрица Гука; s = {s𝑟, s𝑧, s3, s𝑟𝑧}т — вектор напряже-
ний; e = {e} = {e𝑟, e𝑧, e3, g𝑟𝑧}т — вектор деформации; e0 = {e0} =
= {e0𝑟, e0𝑧, e03, g0𝑟𝑧}

т — вектор начальной деформации (в данном слу-
чае — температурной); 𝑄𝑖 — компоненты массовой (объемной) силы
Q (𝑀) = {𝑄} = {𝑄𝑟, 𝑄𝑧}т; u (𝑀) = {𝑢(𝑀), 𝑣(𝑀)}т — вектор пере-
мещений точек тела, 𝑢 (𝑀) — перемещение в направлении оси 𝑂𝑟,
𝑣 (𝑀) — перемещение в направлении оси 𝑂𝑧; u0 = {𝑢0, 𝑣0}т — вектор
заданных перемещений точек поверхности 𝑆a𝑢; 𝑝𝑖 (𝑥) — компоненты
заданной распределенной нагрузки p = {𝑝} = {𝑝𝑟, 𝑝𝑧}т на поверхно-
сти 𝑆a𝑝 .

Запись s𝑖𝑗{u, 𝑇} означает, что выполнены все необходимые преоб-
разования, позволяющие тензор напряжений s выразить через вектор
перемещения u (𝑀) и температуру 𝑇 (𝑀, 𝑡). В дальнейшем аргумен-
ты у функций опущены, если это не приводит к противоречию. Кроме
массовых Q (𝑀) и поверхностных p (𝑀) сил в отдельных 𝑛a𝑅 точках
внешних поверхностей 𝜕𝐺a, a ∈ {𝐴,𝐵}, с фиксированными коорди-
натами 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛a𝑅) могут быть заданы дискретные силы Ra𝑘.

Кроме того, на поверхности контакта 𝑆𝐴
𝑘 = 𝑆𝐵

𝑘 = 𝑆𝑘 должны быть
выполнены условия контактного взаимодействия, т. е. условия сопря-
жения по перемещениям (кинематическое условие)

𝑢𝐴
𝑛 (𝑀) − 𝑢𝐵

𝑛 (𝑀) = d𝑛 (𝑀) , 𝑀 ∈ 𝑆𝑘; (13)

и по напряжениям (силовое условие)

s𝐴𝑛 (M ) = −s𝐵𝑛 (M ) 6 0, 𝑀 ∈ 𝑆k ; (14)

s𝐴t (𝑀) = s𝐵t (𝑀) = 0, 𝑀 ∈ 𝑆k . (15)

Здесь 𝑢𝐴
𝑛 , 𝑢𝐵

𝑛 — проекции векторов перемещений граничных точек на
направление внешней нормали n к границе тела 𝐴; d𝑛 — начальное
расстояние (зазор) по нормали между граничными точками тел 𝐴 и 𝐵;
s𝐴𝑛 , s𝐵𝑛 — проекции векторов напряжений s𝐴 и s𝐵 на направление
внешней нормали n к границе тела 𝐴; s𝐴t , s𝐵t — проекции векторов
напряжений s𝐴 и s𝐵 в направлении общей касательной t к контактной
поверхности 𝑆𝑘. Условие (15) указывает на отсутствие трения в зоне
контактного взаимодействия.
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Совокупность соотношений (1)–(15) составляет математическую
формулировку контактной задачи термоупругости. Предполагается,
что все функции, входящие в данную формулировку, являются изме-
римыми и ограниченными, а также они обладали достаточной глад-
костью.

Основные матричные соотношения метода конечных элемен-
тов. Задача теплопроводности. Для решения нелинейных нестаци-
онарных задач теплопроводности контактирующих тел (1)–(7) при-
меним метод последовательных приближений [11], в соответствии
с которым их решение заменяют решением серии линейных задач
с коррекцией всех данных, зависящих от температуры. Для лине-
аризации зафиксируем в каждом теле a ∈ {𝐴,𝐵} некоторую тем-
пературу 𝑇 *(𝑀)

(︀
𝑀 ∈ 𝐺̄a

)︀
(в общем случае в каждом теле свою)

как параметр в коэффициентах уравнений (1) 𝑐e (𝑀,𝑇 *), r (𝑀,𝑇 *),
𝑘𝑖𝑗 (𝑀,𝑇 *), члене 𝑞𝑉 (𝑀, 𝑡, 𝑇 *), учитывающем мощность внутрен-
них источников (стоков) теплоты, в граничных условиях (3) и (4):
𝑘𝑖𝑗 (𝑀,𝑇 *), 𝑞𝑤 (𝑀,𝑇 *), a𝑤 (𝑀,𝑇 *) и в условиях на контактной по-
верхности (6) и (7): 𝑘a𝑖𝑗 (𝑀,𝑇 *). Отметим, что при формировании кон-
тактных граничных условий (6) для тела a необходимо использовать
зафиксированные значения температур сходственных точек 𝑇 b* (𝑀)

тела b, т. е. принять 𝑇 b (𝑀, 𝑡) = 𝑇 b* (𝑀).

После решения линеаризованных задач для тел a ∈ {𝐴,𝐵} функ-

ции 𝑇 * (𝑀) корректируются: 𝑇 * (𝑀)
def
= 𝑇 (𝑀) и, если сходимость не

достигнута, вновь выполняется решение задач (1)–(7).

Численное решение каждой линейной задачи теплопроводности
предполагает построение соответствующего дискретного аналога.
При решении нестационарных задач теплопроводности конечно-
элементную дискретизацию по пространству целесообразно выполнять
на основе метода взвешенных невязок в форме Галеркина [11, 12]. То-
гда для каждого контактирующего тела a ∈ {𝐴,𝐵} линеаризованная
нестационарная задача сводится к решению задачи Коши для линей-
ного матричного дифференциального уравнения первого порядка

[𝐶] {𝑇̇} + [𝐾] {𝑇} = {𝑅} (16)

с начальным условием

{𝑇}|𝑡=0 = {𝑇0} ,

где {𝑇0} — проекция функции 𝑇0 (𝑀) (начального условия (2)) на узлы
сетки конечно-элементной модели.

При построении уравнения (16) использованы интерполяционные
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соотношения [12]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇 = [𝑁

(𝑒)
𝑉 ][𝑎

(𝑒)
𝑉 ] {𝑇} ,

𝑇 = [𝑁
(𝑔)
𝑆 ][𝑎

(𝑔)
𝑆 ] {𝑇} ,

{𝑇,𝑟 , 𝑇,𝑧 }т = [𝑁
(𝑒)
𝑉 ,𝑟 , 𝑁

(𝑒)
𝑉 ,𝑧 ]т[𝑎

(𝑒)
𝑉 ]{𝑇} = [𝐵(𝑒)][𝑎

(𝑒)
𝑉 ]{𝑇}.

Здесь [𝑁
(𝑒)
𝑉 ], [𝑁

(𝑔)
𝑆 ] — матрицы-строки функций формы соответственно

для объемного и поверхностного интегрирования, используемые при
решении температурных задач; [𝑎

(𝑒)
𝑉 ], [𝑎

(𝑔)
𝑆 ] — матрицы геометрических

связей соответственно объемных и поверхностных (и контактных по-
верхностных) конечных элементов, используемые при решении тем-
пературных задач; [𝐵(𝑒)] — матрица градиентов конечного элемента;
(𝑒), (𝑔) — идентификационные метки соответственно объемных и по-
верхностных (в том числе и контактных) конечных элементов; {𝑇} —
глобальный вектор узловых температур тела a ∈ {𝐴,𝐵}.

Глобальные матрицы теплоемкости [𝐶] и теплопроводности [𝐾],
а также глобальный вектор тепловой нагрузки {𝑅} строятся для каж-
дого контактирующего тела a ∈ {𝐴,𝐵} по следующим формулам:

[𝐶] =

𝑘𝑒𝑙∑︁
𝑒=1

[𝑎
(𝑒)
𝑉 ]т

(︂
2p

∫︁
𝐴(𝑒)

𝑐(𝑒)r(𝑒)[𝑁 (𝑒)
𝑉 ]т[𝑁

(𝑒)
𝑉 ]𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑧

)︂
[𝑎

(𝑒)
𝑉 ],

[𝐾] =

𝑘𝑒𝑙∑︁
𝑒=1

[𝑎
(𝑒)
𝑉 ]т

(︂
2p

∫︁
𝐴(𝑒)

[𝐵(𝑒)]т[𝐷
(𝑒)

][𝐵
(𝑒)

]𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑧

)︂
[𝑎

(𝑒)
𝑉 ]+

+

𝑘𝑔𝑟∑︁
𝑒=1

[𝑎
(𝑒)
𝑆 ]т

(︂
2p

∫︁
𝐿
(𝑒)
𝑇𝑓

a(𝑒)𝑤 [𝑁
(𝑒)
𝑆 ]т[𝑁

(𝑒)
𝑆 ]𝑟 𝑑𝑙

)︂
[𝑎

(𝑒)
𝑆 ]+

+

𝑘𝑔𝑟∑︁
𝑔=1

[𝑎
(𝑔)
𝑆 ]т

(︂
2p

∫︁
𝐿
(𝑒)
𝑘

a(𝑔)𝑘 [𝑁
(𝑔)
𝑆 ]т[𝑁

(𝑔)
𝑆 ]𝑟 𝑑𝑙

)︂
[𝑎

(𝑔)
𝑆 ],

{𝑅} =

𝑘𝑒𝑙∑︁
𝑒=1

[𝑎
(𝑒)
𝑉 ]т2p

∫︁
𝐴(𝑒)

𝑞
(𝑒)
𝑉 [𝑁

(𝑒)
𝑉 ]т𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑧−

−
𝑘𝑔𝑟∑︁
𝑔=1

[𝑎
(𝑒)
𝑆 ]т2p

(︂∫︁
𝐿
(𝑔)
𝑞

𝑞(𝑔)𝑤 [𝑁
(𝑔)
𝑆 ]т𝑟 𝑑𝑙 −

∫︁
𝐿
(𝑔)
𝑇𝑓

a(𝑔)𝑤 𝑇
(𝑔)
𝑓 [𝑁

(𝑔)
𝑆 ]т𝑟 𝑑𝑙

)︂
−

−
𝑘𝑘∑︁
𝑔=1

[𝑎
(𝑔)
𝑆 ]т2p

∫︁
𝐿
(𝑔)
𝑘

a(𝑔)𝑘 𝑇
(𝑔)
𝑘 [𝑁

(𝑔)
𝑆 ]т𝑑𝑙,

6
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где 𝑘𝑒𝑙, 𝑘𝑔𝑟, 𝑘𝑘 — число соответственно объемных, поверхностных
и контактных поверхностных конечных элементов рассматриваемо-

го тела a ∈ {𝐴,𝐵};
[︀
𝐷(𝑒)

]︀
=

(︁
l(𝑒)𝑟𝑟 0

0 l(𝑒)𝑧𝑧

)︁
— матрица коэффициентов

теплопроводности (предполагается, что оси 𝑂𝑟 и 𝑂𝑧 — главные оси
анизотропии); 𝐴(𝑒) — область интегрирования объемного конечного
элемента, лежащая в плоскости p; 𝐿

(𝑔)
𝑞 — длина (в общем случае

криволинейного) ребра, характеризующая поверхностный конечный
элемент (𝑔), принадлежащий поверхности 𝑆𝑞; 𝐿

(𝑔)
𝑇𝑓

— длина ребра,
характеризующая поверхностный конечный элемент, принадлежащий
поверхности 𝑆𝑇𝑓

; 𝐿(𝑔)
𝑘 — длина ребра, характеризующая контактный

поверхностный конечный элемент, принадлежащий поверхности 𝑆𝑘;
𝑇

(𝑔)
𝑘 — температура сходственной точки, расположенной на контактной

поверхности соседнего тела b ∈ {𝐴,𝐵}, то есть тела, с которым кон-
тактирует рассматриваемое тело a, a ̸= b.

Контактная задача теории упругости. Решение этой задачи вы-
полняется итерационно с помощью процедур альтернирующего ме-
тода Шварца. На каждой итерации решается специальным образом
линеаризованная задача теории упругости. Используя вариационную
формулировку линейных задач теории упругости и построение диск-
ретизации по пространству в рамках конечно-элементной технологии,
получаем следующее матричное уравнение относительно глобального
вектора узловых перемещений {𝑈}:

[𝐾] {𝑈} = {𝑅},
где глобальные матрица жесткости [𝐾] и вектор нагрузки {𝑅} [9]:

[𝐾] =

𝑘𝑒𝑙∑︁
𝑒=1

[𝑎
(𝑒)
𝑉 ]т2p

∫︁
𝐴(𝑒)

[𝐵(𝑒)]т[𝐻(𝑒)][𝐵(𝑒)]𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑧[𝑎
(𝑒)
𝑉 ];

{𝑅}=

𝑘𝑒𝑙∑︁
𝑒=1

[𝑎
(𝑒)
𝑉 ]т2p

(︂∫︁
𝐴(𝑒)

[𝐵(𝑒)]т[𝐻(𝑒)]{e(𝑒)0 }𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧+

∫︁
𝐴(𝑒)

[𝑁
(𝑒)
𝑉 ]т{𝑄(𝑒)}𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧

)︂
+

+

𝑘𝑔𝑟∑︁
𝑔=1

[𝑎
(𝑔)
𝑆 ]т2p

∫︁
𝐿
(𝑔)
𝑝

[𝑁
(𝑔)
𝑆 ]т

{︀
𝑝(𝑔)

}︀
𝑟 𝑑𝑙 +

𝑘𝑅∑︁
𝑙=1

2p𝑟(𝑙)[𝑏(𝑙)]т
{︀
𝑅(𝑙)

}︀
.

Здесь [𝑁
(𝑒)
𝑉 ], [𝑁

(𝑔)
𝑆 ] — матрицы-строки функций формы соответствен-

но для объемного и поверхностного интегрирования, используемые
при решении задач механики; [𝑎

(𝑒)
𝑉 ], [𝑎

(𝑔)
𝑆 ] — матрицы геометрических

связей соответственно объемных и поверхностных (и контактных по-
верхностных) конечных элементов, используемые при решении за-
дач механики; [𝑏(𝑙)] — матрицы геометрических связей, позволяющие

7



С.М. Богатырь, М.П. Галанин, В.И. Кузнецов и др.

учесть приложение внешних сил R(𝑙) =
{︀
𝑅(𝑙)

}︀
в дискретных точках

(𝑘𝑅 — число дискретных точек); [𝐵(𝑒)] — матрица градиентов конечно-
го элемента для задач механики; 𝑘𝑔𝑟 — число поверхностных конечных
элементов; 𝐿(𝑔)

𝑝 — длина (в общем случае криволинейного) ребра, ха-
рактеризующая поверхностный конечный элемент (𝑔), вдоль которого
задана распределенная нагрузка p = {𝑝}.

Основные процедуры альтернирующего метода Шварца. Как
было отмечено выше, альтернирующий метод Шварца является ите-
рационным методом [5–7]. Его суть в рамках конечно-элементной тех-
нологии состоит в следующем. Рассмотрим два контактирующих те-
ла 𝐴 и 𝐵. На четных итерациях выполняется коррекция компонент
векторов перемещений контактных узлов {𝑈𝑘}(𝐴) и {𝑈𝑘}(𝐵) конечно-
элементных моделей тел 𝐴 и 𝐵. Для тела 𝐴 корректирующие выраже-
ния имеют вид

{𝑈𝑘}2𝑛(𝐴),𝑚 =

{︃
{𝑈𝑘}2𝑛(𝐴),𝑚, 𝑛 = 0;

{𝑈𝑘}2𝑛−1
(𝐴),𝑚+a2𝑛−1

(𝐴),𝑚

(︁
{𝑈𝑘}2𝑛−1

(𝐵),𝑠−{𝑈𝑘}2𝑛−1
(𝐴),𝑚

)︁
, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

где a2𝑛−1
(𝐴),𝑚 — итерационный параметр; 𝑚 (1 6 𝑚 6 𝑀𝐴) — номер

текущего узла, лежащего на контактной поверхности 𝑆𝐴
𝑘 тела 𝐴,

здесь 𝑀𝐴 — число контактных узлов на поверхности 𝑆𝐴
𝑘 ; {𝑈}2𝑛−1

(𝐵),𝑠 —
вектор перемещения сходственной точки 𝑠, лежащей на контактной
поверхности 𝑆𝐵

𝑘 тела 𝐵. Здесь для простоты принято, что d𝑛 = 0
(см. (13)).

Аналогичные соотношения используются для коррекции компо-
нент векторов перемещений контактных узлов конечно-элементной
модели тела 𝐵. Далее выполняется решение двух подобных задач тео-
рии упругости, в которых векторы {𝑈𝑘}(𝐴) и {𝑈𝑘}(𝐵) выполняют роль
дополнительных кинематических граничных условий.

На нечетных итерациях проводится коррекция компонент векторов
узловых сил и возникающих в контактных узлах конечно-элементных
моделей тел 𝐴 и 𝐵. Для тела 𝐴 корректирующее выражение имеет вид

{𝑅𝑘}2𝑛+1
(𝐴),𝑚 ={𝑅𝑘}2𝑛(𝐴),𝑚−a2𝑛(𝐴),𝑚

(︀
{𝑅𝑘}2𝑛(𝐵),𝑠+{𝑅𝑘}2𝑛(𝐴),𝑚

)︀
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Здесь a2𝑛(𝐴),𝑚 — итерационный параметр; 𝑚 (1 6 𝑚 6 𝑀𝐴) — номер
текущего узла, лежащего на контактной поверхности 𝑆𝐴

𝑘 тела 𝐴,
{𝑅𝑘}2𝑛(𝐵),𝑠 — вектор контактной узловой силы в сходственной точке 𝑠,
лежащей на контактной поверхности 𝑆𝐵

𝑘 тела 𝐵. Аналогичное соотно-
шение используется для коррекции компонент векторов узловых сил,
возникающих в контактных узлах конечно-элементной модели тела B .

Векторы {𝑅𝑘}(𝐴) и {𝑅𝑘}(𝐵) используются при формировании гло-
бальных векторов узловой нагрузки {𝑅}(𝐴) и {𝑅}(𝐵) тел 𝐴 и 𝐵. Затем
проводится решение двух подобных задач теории упругости. Таким

8



Математическое моделирование термоупругого контактного взаимодействия. . .

образом, данный алгоритм состоит в реализации итерационного про-
цесса поочередного задания на поверхностях контакта 𝑆𝐴

𝑘 и 𝑆𝐵
𝑘 век-

торов перемещений u𝐴
𝑘 и u𝐵

𝑘 и векторов контактных сил R𝐴
𝑘 и R𝐵

𝑘 ,
а также в их соответствующей коррекции с тем, чтобы были выпол-
нены либо силовые контактные условия, если в зоне контакта заданы
перемещения, либо кинематические, если заданы контактные силы.
Вопросы сходимости подобного типа алгоритмов рассмотрены в ра-
ботах [3, 4].

Примеры численных исследований. На основе изложенной вы-
ше методики был создан комплекс прикладных программ, используе-
мый для проведения исследований прикладной направленности. Ниже
приведены некоторые результаты.

Рис. 1. Схема контактного взаи-
модействия цилиндров

Пример 1. Рассмотрены два оди-
наковых однородных изотропных ци-
линдра, расположенных вертикально
и контактирующих по одной из торце-
вых поверхностей (рис. 1). Нижний то-
рец цилиндра 𝐵 закреплен в направле-
нии вертикали, на верхний торец ци-
линдра 𝐴 действует равномерное давле-
ние 𝑝 = 10 МПа. В расчетах использова-
ны конечные элементы первого порядка.
Особенностью данной задачи является
то, что заранее известно значение кон-
тактного давления, которое по величине
должно совпадать с давлением, прило-
женным к цилиндру 𝐴. Ниже показаны
итерационные приближения контактно-
го давления, иллюстрирующие характер
сходимости:

Число итераций · · · · · · · · · 10 15 20 25 30

Контактное давление · · · · 8,980 9,882 9,970 9,996 9,999

Относительная ошибка · · 1,02·10−1 1,18·10−2 3 · 10−3 4 · 10−4 1 · 10−4

Пример 2. Рассмотрены два контактирующих цилиндра с разными
радиусами (см. рис. 1). Нижний торец цилиндра 𝐵 закреплен в нап-
равлении оси 𝑂𝑧, на верхний торец цилиндра 𝐴 действует равномер-
ное давление 𝑝 = 10 МПа. Использованы конечные элементы второго
порядка. На рис. 2 показано поле вертикальных перемещений 𝑣, на
рис. 3 — распределение значений компоненты s𝑧 тензора напряже-
ний. Из рисунков следует, что нормальные перемещения и нормаль-
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ные напряжения на контактирующих поверхностях совпадают с вы-
сокой точностью. Зона наибольших значений контактного давления
возникает вблизи угловой точки контакта.

Рис. 2. Поле вертикальных перемещений Рис. 3. Поле значений компоненты s𝑧 тен-
зора напряжений

Пример 3. Исследовано контактное взаимодействие группы из пя-
ти тел: четыре полых цилиндра с фасками на внешних поверхностях
установлены один на другой внутри толстостенной трубы с зазором
d𝑟 = 0,01 мм. Во всех внутренних цилиндрах задано равномерное
тепловыделение, которое линейно изменялось во времени до предель-
ного значения 𝑞𝑉 = 45 кВт/м. Температура наружной поверхности
внешнего цилиндра (толстостенной трубы) полагалась постоянной:
𝑇𝑤 = 623 K. Нижние торцы внешней трубы и нижнего внутреннего
цилиндра закреплены в направлении оси 𝑂𝑧. На наружной поверхно-
сти внешней трубы задано давление 𝑝𝑟 = 16 МПа. На верхней то-
рцевой поверхности верхнего цилиндра задано давление 𝑝𝑧 = 2 МПа.
Постановка задачи рассмотрена в работе [13].

Ниже приведены поля температуры, осевых и радиальных компонент
векторов перемещений и напряжений после выхода температурного и нап-
ряженно-деформированного состояний на стационарный уровень. На
рис. 4 показано температурное поле рассматриваемой системы кон-
тактирующих тел. Как и следовало ожидать, максимальные значения
температуры получены вблизи внутренних поверхностей цилиндров.

На рис. 5 представлены распределения осевых компонент векто-
ра перемещения 𝑢. На границах контакта внутренних цилиндров осе-
вые перемещения совпадают. В начальный момент времени между
цилиндрами и внешней трубой присутствовал зазор, поэтому полные
радиальные перемещения на соответствующих границах контакта раз-
личаются.
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Рис. 4. Температурное поле контактирующих тел во всей области (а) и для двух
верхних цилиндров (б)

Рис. 5. Поля радиальных (а) и осевых (б) перемещений

На рис. 6 показаны распределения осевых компонент тензора напря-
жений. Из рисунка следует, что компонента s𝑟 меняется непрерывно при
переходе через соответствующую границу контакта рассматриваемого
внутреннего цилиндра и внешней трубы, а компонента s𝑧 меняется непре-
рывно при переходе через границу контакта двух внутренних цилиндров.
Максимальные значения контактного давления возникают в зонах
контакта внешней трубы с границей фасок внутренних цилиндров.
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Рис. 6. Поля значений компонент радиальных (а) и осевых (б) напряжений

Выводы. Разработана методика математического моделирования
упругого контактного взаимодействия осесимметричных тел, находя-
щихся в условиях термосилового нагружения. Методика основана на
конечно-элементной технологии. На основе методики создан комплекс
прикладных программ и проведены численные исследования поли-
контактного взаимодействия системы осесимметричных тел, подве-
рженных высокотемпературному нагреву и механической нагрузке.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке гран-
та Президента РФ для государственной поддержки ведущих науч-
ных школ (проект НШ–255.2012.8) и поддержке топливной компании
“ТВЭЛ” (Госкорпорация “Росатом”).
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