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Исследованы свойства бессдвиговых изотропных геодезических конгруэнций (БСК) 
в пространствах Эйнштейна. Условия интегрируемости для уравнений БСК в спи-
норном виде использованы для анализа свойств вектора Соммерса, характеризу-
ющего конгруэнцию. Получены явные выражения для вектора Соммерса в алгебра-
ически специальных пространствах. 
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Введение. В статье исследованы свойства бессдвиговых изо-
тропных конгруэнций – важного класса изотропных геодезических 
конгруэнций, для которого один из трех оптических скаляров,  
а именно сдвиг, обращается в ноль [1]. Такие конгруэнции играют 
важную роль в различных задачах общей теории относительности 
[2], при поиске точных решений уравнений Эйнштейна [3], при изу-
чении свойств электромагнитных полей на искривленных простран-
ственно-временных многообразиях [4–7]. 

С математической точки зрения бессдвиговые изотропные кон-
груэнции в пространстве-времени тесно связаны с понятием CR-
структуры: каждое четырехмерное лоренцево многообразие, содержа-
щее БСК, является лифтом некоторого трехмерного CR-многообразия 
[8–10]. Заметим также, что неаналитические бессдвиговые конгруэн-
ции, которые связаны с CR-структурами, недопускающими вложения, 
могут иметь важное значение в квантовой гравитации [11]. 

Существование БСК накладывает определенные ограничения на 
кривизну метрики. В хорошо известной теореме Гольдберга – Сакса 
[12] утверждается, что вакуумная (т. е. удовлетворяющая уравнениям 
Эйнштейна с нулевым тензором энергии-импульса) метрика содер-
жит бессдвиговую изотропную геодезическую конгруэнцию тогда, и 
только тогда, когда она является алгебраически специальной, причем 
кратное главное изотропное направление (ГИН) тензора конформной 
кривизны Вейля [1] совпадает с касательным вектором БСК. Отсюда, 
в частности, следует, что вакуумные пространства Эйнштейна могут 
содержать самое большее две такие конгруэнции. В общем случае 
искривленного неконформно-плоского пространства-времени число 
различных БСК, проходящих через заданную точку, не может пре-
вышать четырех (по числу ГИН), так как каждый луч БСК с необхо-
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димостью определяет ГИН тензора Вейля. В конформно-плоских 
метриках существует бесконечно много БСК. 

В данной работе проведено локальное изучение условий инте-
грируемости уравнений бессдвиговых конгруэнций на четырехмер-
ном многообразии с метрикой g  лоренцевой сигнатуры, использо-

ван спинорный формализм абстрактных индексов Пенроуза [1]. 
Условия интегрируемости уравнений БСК. Обозначим через 

μl  векторное поле, касательное к лучам конгруэнции, а через A  – 
главный спинор БСК. В формализме абстрактных индексов 

'.A Al     Условие нулевого сдвига [1] приводит к уравнениям 

AA' Bξ 0,A B     

где 'AA  – оператор спинорной ковариантной производной относи-

тельно связности Леви – Чивита, а индексы поднимаются A AB
B     

и опускаются A
B AB     с помощью антисимметричного спин-

тензора AB BA    такого, что ' 'AB A Bg    . Уравнения БСК инва-

риантны при конформных преобразованиях метрики и при масштаб-

ных преобразованиях ' A A A    , где ( )x  – произвольная ком-

плексная функция, соответствующая репараметризации луча кон-
груэнции. 

Используя свойства спинорной алгебры, уравнения БСК можно 
записать в следующем виде (круглые скобки у индексов обозначают 
симметризацию): 

( ) ( ) ,A A B A A B       

где 'AA  – комплексное векторное поле (вектор Соммерса [13]), изме-

няющееся при масштабных преобразованиях градиентным образом 

' ' ' ' ln .AA AA AA AA        

Ковариантную производную спинора БСК можно записать одним 
из двух способов 

' ' ' ,AA B A A B AB A         

или 

' ' ' ,AA B A B A BA A         

где введены вспомогательные спиноры, определяемые уравнениями 
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' '

' '

, B
AA B A A

A
AA B B A

     

     
 

и связанные друг с другом соотношением ' ' '.
A

A A AA       Транс-

формационные свойства этих спиноров существенно различны: 

' '

'
' ' '

'
' ' ( ln ).

A A A

A
A A A AA

    

         
 

В частности, спинор 'A  масштабными преобразованиями невоз-

можно обратить в ноль. Напротив, если спинор БСК A  определяет 

кратное ГИН тензора Вейля, то спинор 'A  путем изменения масшта-

ба вдоль луча конгруэнции всегда можно обратить в ноль [14, 15]. 
Для нахождения условий интегрируемости уравнений БСК вычис-

лим коммутатор ковариантных производных главного спинора A   

и разложим его на неприводимые представления группы Лоренца. В 
результате получим систему уравнений 

 
'

' '

( )

'
'

' ' ') ' '( (

6 3( ) 2

,

,

,

D
ABCD AB C

A B
A AA ABAA

D
A B CD B A B CC A C A

    

        

         

 

где ABCD  – конформный спинор Вейля; ' 'A B CD  – спинор Риччи; 

/ 24;R   R  – скалярная кривизна метрики. Спин-тензоры 

' ' ( ' ')
C

A B C A B     и '
'( )

C
AB C A B     соответствуют самодуальной и 

антисамодуальной частям комплексного бивектора 

μν ' ' ' ' .AB A B A B ABF                

Из первого уравнения следует, что 0,A B C D
ABCD       т. е. по-

лучим хорошо известный результат [1], что каждый касательный век-
тор БСК является ГИН тензора Вейля. Кроме того, в случае алгебра-

ически вырожденной метрики типа N ( 0D
ABCD   ) или конформно-

плоской метрики ( 0ABCD  ) бивектор + μνF  является самодуальным  

( 0AB  ) и, следовательно, удовлетворяет вакуумным уравнениям 

Максвелла в этом пространстве. 
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Вектор Соммерса в пространствах Эйнштейна. Рассмотрим 
свойства бессдвиговых конгруэнций в случае вакуумных пространств 
Эйнштейна, т. е. когда ' ' 0.A B AB     По теореме Гольдберга – Сак-

са главный спинор БСК A  определяет кратное ГИН тензора Вейля, 

и пространство-время является алгебраически специальным, т. е. 
типа II, D, III или N по Петрову. В этом случае существует специ-
альная калибровка [14], в которой главный спинор конгруэнции 
удовлетворяет 

' 0,A
AA B     

а вспомогательные спиноры –  

' ' ' ',     0.A A
A AA A A A          

Выражение для ковариантной производной главного спинора 
принимает вид 

' ' ,AA B BA A      

что позволяет интерпретировать его как условие ковариантного по-
стоянства касательного вектора БСК относительно эффективной 
связности Вейля – Картана [14]. 

Тогда система условий интегрируемости в калибровке 

' 0A
AA B     принимает вид 

 
 

' '

' '

' '

( )

( ) ( )         
' ' ( ' ') ( ' ')  

,

12 2 3

2 2 .

,

D
ABCD AB C

B CC CC
A AB A CC CC

A C A CA B A
A B CA B A BA B B

    

          

          

 

Отметим, что из второго уравнения системы после свертки с A  с 

учетом первого уравнения получим 1
1

0
3

A B
AB      , т. е. спинор 

БСК A  должен быть кратным ГИН тензора Вейля. 

Получим выражения для вектора Соммерса 'AA  в случае алгеб-

раически специальных метрик различного типа, используя вакуум-

ные тождества Бианки ' 0.A
A ABCD    Компоненты конформного 

спинора Вейля обозначим 0 4, ,    и главный спинор A  выберем в 
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качестве одного из спиноров базисной диады. Заметим, что 

0 1 0,     поскольку A  задает кратное ГИН. 

Тип N. Конформный спинор Вейля имеет вид  

4 .ABCD A B C D        

Применяя оператор '
A
A  к ABCD  данного вида, с учетом тож-

деств Бианки и равенства ' '
A

A A A     получим соотношение 

' ' 4ln A
A AA     , откуда 

' ' ' 4l .nAA A A AA        

Тип III. Конформный спинор Вейля имеет вид 

( ) 3, . 4A
ABCD A B C D A           

Вычисляя '
B A

A ABCD    и приравнивая полученный результат к 

нулю, с учетом соотношения ' ' 34A B A
AA B AA         получим 

1/2
' ' 3lnA

A AA     , откуда 

1/2
' ' ' 3l .nAA A A AA       

Тип II или D. Конформный спинор Вейля имеет вид 

( ) 2,  .6A B
ABCD AB C D AB           

Вычисляя '
B C A

A ABCD     и приравнивая полученный результат к 

нулю с учетом соотношения ' ' 2 ,6A B C A
AA BC AA          получим 

1/3
' ' 2lnA

A AA     , откуда 

1/3
' ' ' 2l .nAA A A AA       

Заключение. В работе получено представление для вектора Сом-
мерса бессдвиговых изотропных конгруэнций в алгебраически спе-
циальных пространствах Эйнштейна в зависимости от типа про-
странства по Петрову. Данное представление может быть использо-
вано для анализа гравитационного излучения в задачах ОТО. Также 
определены условия интегрируемости для уравнений нулевого сдви-
га с использованием вектора Соммерса. 
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