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Температурное поле изотропной охлаждаемой пластины,
подверженной воздействию осесимметричного

осциллирующего теплового потока

c○ А.В. Аттетков, Л.Н. Власова, И.К. Волков

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия

Исследован процесс формирования температурного поля в плоской изотропной
пластине постоянной толщины, одна из поверхностей которой подвержена
воздействию осесимметричного осциллирующего теплового потока с интенсивно-
стью гауссовского типа, а другая — охлаждается внешней средой с постоянным
коэффициентом теплоотдачи и температурой, равной начальной темпера-
туре пластины. Для описания изучаемого процесса использована двумерная
математическая модель нестационарной теплопроводности в цилиндрической
системе координат. В результате анализа этой модели установлено, что
температурное поле охлаждаемой пластины представляет собой композицию двух
температурных полей, первое из которых не имеет предельного стационарного
распределения, а второе носит сугубо диффузионный характер. С применением
общей теории интегральных преобразований в аналитически замкнутом виде
найдены решения соответствующих задач теплопроводности: краевой и смешан-
ной (начально-краевой), определяющие решение исходной задачи нестационарной
теплопроводности.
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Введение. В математической теории теплопроводности [1–3] мож-
но выделить класс задач, связанных с параметрическим анализом
систем, находящихся длительное время 𝑡 (теоретически при 𝑡 = +∞)
под воздействием осциллирующих (импульсно-периодических) про-
странственно-распределенных тепловых потоков с интенсивностью
гауссовского типа [4–10]. Их реализация приводит к специфическим
особенностям процесса формирования стационарного температурного
поля в анализируемой системе, точнее, к его несуществованию [7, 8].
В данном случае речь может идти лишь о квазистационарном тем-
пературном поле, которое формально является проявлением главного
значения несобственного интеграла при неограниченном возраста-
нии временного переменного. Обсуждение этого вопроса является
основной целью проведенного исследования.

Математическая модель и ее реализация. Рассмотрим задачу об
определении температурного поля плоской изотропной пластины по-
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стоянной толщины 𝑙, одна поверхность которой подвержена воздей-
ствию осесимметричного осциллирующего теплового потока с интен-
сивностью гауссовского типа, а другая — охлаждается внешней средой
с коэффициентом теплоотдачи a при постоянной температуре 𝑇𝑐, рав-
ной начальной температуре 𝑇0 пластины.

Для решения поставленной задачи в соответствии с исходными
допущениями воспользуемся следующей математической моделью:
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При этом предположим, что при любых фиксированных значениях
числа Фурье Fo > 0 и 𝑥 ∈ [0, ℎ], функционал j(r, 𝑥,Fo) принадле-
жит классу 𝐿2

r[0,+∞) функций, интегрируемых с квадратом и весом
r на полубесконечном интервале [0,+∞). В этом случае обеспечива-
ется возможность применения интегрального преобразования Ганкеля
нулевого порядка по пространственному переменному r [2, 11];
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где 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) — температура изотропной пластины в точке (𝑟, 𝑧) в мо-
мент времени 𝑡; l — коэффициент теплопроводности; 𝑎 — коэффици-
ент температуропроводности; 𝑞0 — плотность теплового потока; 𝐾 —
коэффициент сосредоточенности теплового потока; 𝑧* — выбранная
единица масштаба; Bi — критерий Био.

Решение исходной задачи (1) найдем в виде

j (r, 𝑥,Fo) = Re {exp(𝑖yFo)j1(r, 𝑥)}+ j2 (r, 𝑥,Fo) , (2)

где функционал j1(r, 𝑥) определяется как решение краевой задачи

𝑖yj1 =
1

r
𝜕

𝜕r

(︂
r
𝜕j1
𝜕r

)︂
+

𝜕2j1
𝜕𝑥2

, r > 0, 0 < 𝑥 < ℎ

−𝜕j1(r, 𝑥)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝑄0 exp
(︀
−𝑘2r2

)︀
{︂
𝜕j1 (r, 𝑥)

𝜕𝑥
+ Bi j1 (r, 𝑥)

}︂⃒⃒⃒
𝑥=ℎ

= 0;

j1(r, 𝑥)
⃒⃒
06𝑥6ℎ

∈ 𝐿2
r[0,+∞),

(3)

2



Температурное поле изотропной охлаждаемой пластины. . .

а функционал j2 (r, 𝑥,Fo) — смешанной (начально-краевой) задачи
нестационарной теплопроводности
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С применением общей теории интегральных преобразований [11]
найдены решения задач (3) и (4) для функционалов j1(r, 𝑥) и j2(r, 𝑥,Fo)
соответственно, определяющих решение исходной задачи (1) и имею-
щих следующий аналитически замкнутый вид:
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где {l𝑛}𝑛>1 — корни характеристического уравнения
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— формула обращения интегрального преобразования, задаваемого
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оператором преобразования Ганкеля нулевого порядка по простран-
ственному переменному r [2, 11]:

𝐻0[ · ] ,
∞∫︁
0

· r𝐽0 (𝑝r) 𝑑r;

𝐽0 (·) — функция Бесселя первого рода нулевого порядка.
Заключение. Температурное поле изотропной охлаждаемой пла-

стины в изучаемом осциллирующем режиме внешнего теплового воз-
действия, согласно равенству (2), можно представить как композицию
двух температурных полей, первое из которых не имеет предельного
стационарного распределения и характеризует процесс незатухающих
температурных колебаний относительно нуля с частотой, определяе-
мой безразмерным параметром y, а второе имеет сугубо диффузион-
ный характер, зависящий от этого безразмерного параметра. Это поз-
воляет теоретически оценить характерное время значимого влияния
y на диффузионную составляющую анализируемого температурного
поля, не учитывая при этом осциллирующий характер реализуемого
режима теплового воздействия.
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