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Исследована обратная задача восстановления коэффициента теплопроводности 
параболического уравнения по финальному распределению температуры, служа-
щего математической моделью для задачи определения дефектов конструкций. 
Предложен способ решения поставленной задачи, а также рассмотрен численный 
пример решения обратной задачи. 
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В последнее время большое внимание уделяется задачам нераз-
рушающего контроля конструкций. Одним из вариантов такого кон-
троля является тепловидение: с помощью тепловизора можно опре-
делить положение дефекта в образце [1–9]. 

Математически эта задача сводится к задаче определения коэф-
фициента при старшей производной. Этим вопросам посвящено 
большое количество работ [10–16]. 

В данной работе рассмотрено численное решение обратной задачи. 
Сформулируем математическую постановку задачи. 
Пусть имеется неоднородный стержень длиной l. На правый ко-

нец стержня подается поток тепла, на левом конце происходит теп-
лообмен с внешней средой по закону Стефана – Больцмана. Зная 
начальную и конечную температуры, требуется определить теплофи-
зические характеристики стержня. 

Обозначим ( , )u x t  температуру стержня в момент времени t в 

точке x,  k x  – кусочно-постоянный коэффициент. 

Тогда тепловое поле удовлетворяет следующей системе уравнений: 
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Здесь ,    положительные постоянные; ( )q t  – заданная неотрица-
тельная функция. 

Для практического решения поставленной задачи дискретизиру-
ем (1), для чего введем равномерную сетку 

{( , )}, , , / , / .h i j i jih j h l n T mx t x t         

Обозначим  , .i j iju x t u  

К уравнению (1) применим консервативную схему [16]. 
Обозначим 
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Для разностной задачи получим следующую систему: 
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Решим задачу методом разностной прогонки [17]. В силу нели-
нейности левого граничного условия прогоночный коэффициент не-
линейным образом зависит от температуры на левой границе. Для 
определения поля температуры можно воспользоваться методом про-
стой итерации на каждом временном шаге [18]. 

В качестве обратной рассмотрим следующую задачу. 
Пусть известно решение задачи (1) при , ( , ) ( ).t T u x T x    Зная 

( )x  требуется найти функцию ( )k x . Сформулируем разностный 
аналог поставленной задачи. 

Пусть функция iju  – решение задачи (2). Обозначим   .i ix    
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Введем невязку 
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Требуется найти такой вектор  1 3 1
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нимизирует невязку N. Вследствие некорректности поставленной за-
дачи [17] минимизируем функционал Тихонова: 
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где β – положительная постоянная. 
Очевидно, что функционал (3) положительно определен, поэтому 

у него существует единственный минимум 
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Если набор   i известен точно, то в качестве решения обратной 

задачи  

 0 0 0
1 1

0
2 2

lim , , .
T

n
k k k k


    
 

 (5) 

Если вместо точного значения  i  известны их приближенные 

значения  i
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обратной задачи берется вектор k  , для которого 
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В этом случае решение обратной задачи устойчиво [17]. 
Как пример рассмотрим решение обратной задачи (минимизация 

функционала Тихонова) при следующих начальных данных: 

 8
05,669 10 ,  1,  2, 20,q t T u       
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Число интервалов дискретизации равно 20, 21,N   0,05.h     
Минимизация функционала как функции 1N   переменной про-

водилась методом случайного поиска, основой которого является 
итерационный процесс 
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где 0n   – величина шага; 2 3( , , , )N      – реализация N 1-мер-

ного случайного вектора. 

Начальное приближение  0 5,5, ,5 .k    Число неудачных попы-

ток на очередном шаге найти меньшее значение минимизируемой 
функции max 3 .N N   

В случае если все попытки были неудачными, шаг поиска   
уменьшался, и процедура повторялась до 41 0 .   Результаты расче-
тов приведены на рис. 1 и 2. На рис. 1 сплошной линией показаны 
значения коэффициентов ( )k x  при решении прямой задачи, пункти-
ром – результат решения обратной задачи. На рис. 2 показаны ре-
зультаты решения прямой и обратной задач при T = 2. Сплошная 
кривая – решение прямой задачи, пунктирная – восстановленное рас-
пределение температуры. 

Рис. 1. Коэффициенты k(x): —— – точные; ·········  – восстановленные 
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Рис. 2. Распределение температуры —— – точное; ·········  – восстановленное 

Анализ полученных результатов показывает приемлемое совпа-
дение теоретического и найденного в ходе решения обратной задачи 
значений коэффициентов. 
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