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Описывается новый замкнутый метод преобразования прямоугольных геоцентри-

ческих координат в геодезические эллипсоидальные. Метод основан на решении 

двух матричных уравнений в квадратичной форме, построенных относительно 

координат точки, спроецированной по направлению нормали к поверхности эллип-

соида вращения. 
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Введение. Преобразование прямоугольных геоцентрических ко-

ординат в геодезические эллипсоидальные является одной из основ-

ных задач, решаемых при навигации по данным систем глобального 

позиционирования. Она актуальна как для объектов, расположенных 

на поверхности Земли, так и для двигающихся в воздухе или косми-

ческом пространстве. Решению этой задачи посвящено большое чис-

ло публикаций. Авторам известно более ста алгоритмов таких преоб-

разований. Наиболее полный обзор методов преобразования приве-

ден в [1 – 5]. В основе лежат тригонометрические формулы, методы, 

использующие дополнительные параметры, методы минимизации 

расстояния от точки в пространстве и ее проекции на эллипсоид, ме-

тоды h-геометрии и векторные методы. Формулы преобразования 

бывают точные или приближенные, с использованием итерационных 

алгоритмов или замкнутых формул. 

Основным недостатком итерационных алгоритмов является 

необходимость осуществления преобразования каждой точки, что 

требует значительных затрат при решении задач управления движе-

нием или пакетного преобразования исходных координат. В настоя-

щее время векторных замкнутых (матричных) методов преобразова-

ния не существует. 

Метод преобразования, представленный в данной работе, осно-

ван на векторном исчислении и состоит из двух шагов. На первом 

шаге определяются координаты точки на поверхности эллипсоида 

вращения (или меридианного эллипса), являющейся проекцией точ-

ки, расположенной на некоторой высоте от эллипсоида по направле-
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нию нормали к его поверхности. Решение задачи сводится к совмест-

ному разрешению двух матричных уравнений в квадратичной форме. 

На втором шаге происходит вычисление искомых геодезических ко-

ординат по известным формулам. Предлагаемое решение наиболее 

близко к представленным в [6, 7]. При этом, в отличие от [7], оно 

находится непосредственно путем определения координат спроеци-

рованной точки, а не с помощью дополнительного параметра, а в [6] 

решение имеет итерационный вид, замкнутый вид, получаемый с по-

мощью решения пары матричных уравнений в квадратичной форме. 

1. Постановка задачи. Формулы вычисления пространственных 

прямоугольных геоцентрических координат по известным геодезиче-

ским имеют вид для точек, расположенных на поверхности эллипсо-

ида вращения: 
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и для точек, расположенных над или под поверхностью эллипсоида 

вращения, 
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,  

где xG, yG, zG — прямоугольные координаты точки, расположенной 

над или под поверхностью эллипсоида вращения; xE, yE, zE — прямо-

угольные координаты точки, расположенной на поверхности эллип-

соида; ϕ, λ, h — геодезические эллипсоидальные координаты (широ-

та, долгота, высота); a, b — большая и малая полуоси эллипсоида;  

N — радиус кривизны первого вертикала 
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2
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Как видно из приведенных выражений, преобразование геодези-

ческих координат в прямоугольные осуществляется в явном виде с 
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использованием тригонометрических формул. Однако обратное пре-

образование, которое рассматривается в данной работе, осуществля-

ется значительно сложнее. В случае эллипсоида вращения исключе-

нием является вычисление долготы, для чего используют формулу, 

имеющую замкнутый вид в исходных координатах. 

Одно из возможных решений задачи преобразования координат 

может быть получено путем определения проекции внешней точки 

PG(xG, yG, zG) на референцный эллипсоид по направлению нормали к 

его поверхности PE(xE, yE, zE), как показано на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Проецирование точки на эллипсоид с помощью  

коллинеарных векторов n и h 

 

Это можно сделать с помощью построения двух коллинеарных 

векторов: вектора n, нормального к поверхности эллипсоида в точке 

PE, определяемого с помощью градиентного оператора [6] 
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2
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,  

и вектора h, соединяющего точки PG и PE, 

 [ ] [ ]1 2 3 E G E G E G
h h h h x x y y z z= = − − − .  

Из теории векторных вычислений известно, что координаты колли-

неарных векторов пропорциональны с постоянным коэффициентом k: 
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Кроме того, координаты точки PE должны удовлетворять уравне-

нию эллипсоида вращения: 

 
2 2 2

2 2 2
1

E E E
x y z

a a b
+ + = . (3) 

Совместное решение уравнений (2) и (3) является решением за-

дачи определения проекции точки на эллипсоид. 

Несмотря на то что данный подход может быть применен и при 

решении задачи преобразования координат для трехосного эллипсо-

ида [8], для эллипсоида вращения размерность задачи можно сокра-

тить путем приведения задачи к меридианному эллипсу как показано 

на рис. 2 [6]. 

 
 

Рис. 2. Приведение задачи преобразования координат  

к меридианному эллипсу 
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В этом случае вектор n, нормальный к меридианному эллипсу в точке 

E
P′ , определяется в виде 
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,  

где g = b/a, h = a/b, k = ab, а вектор h имеет координаты 

 [ ]E G E G
h p p z z= − − .   

При этом выражение для обеспечения их коллинеарности (2) 

принимает следующий вид: 
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= = = .  

Отсюда вытекает следующее нелинейное относительно pE, zE уравнение: 

 ( ) ( )E E G E E G
hz p p gp z z− = − . (5) 

Аналогично трехмерному случаю необходимо, чтобы точка 
E
P′  

принадлежала меридианному эллипсу, т. е. удовлетворяла уравнению 
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Совместное решение двух нелинейных уравнений (5) и (6) явля-

ется решением задачи проецирования точки на меридианный эллипс. 

Итерационный алгоритм решения этих уравнений с помощью метода 

Ньютона приведен в [6]. 

Получим решение данных уравнений в замкнутом виде с помо-

щью преобразования их в матричные уравнения квадратичной формы. 

2. Решение матричных уравнений. Запишем уравнения (6) и (5) 

в матричном виде: 
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Введем обобщенные координаты α = pE, β = zE, γ = 1, тогда уравнения 

(7), (8) принимают вид 
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Известно, что с помощью конгруэнтных преобразований любые 

две матрицы можно привести к диагональному виду [9]. Введем про-

межуточные координаты 
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и приведем матрицу квадратичной формы эллипсоидального уравне-

ния к единичному виду 
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Тогда (9) сводится к уравнению 
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все множество решений которого порождается произвольными орто-

гональными преобразованиями. Подставим (11) в (10) 
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и запишем ортогональное разложение матрицы квадратичной формы 
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Введем далее вектор промежуточных переменных 
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и ортогональными конгруэнтными преобразованиями приведем мат-

рицу квадратичной формы уравнения (13) к диагональному виду 
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Тогда решение задачи сводится к совместному разрешению двух 

матричных конгруэнтных однородных уравнений (12) и (15) с диаго-

нальными матрицами квадратичной формы. 

Запишем эквивалентное уравнение для квадратов переменных 
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все множество решений которого очевидно имеет вид 
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Искомые переменные вычислим путем поэлементного взятия 

квадратного корня в виде 
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Таким образом, решение в однородных координатах с учетом (11), 

(14) и (18) имеет вид 
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Перейдем из обобщенных координат в однородные, обеспечив тож-

дество γ = 1 из условия 
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которое единственным образом определяет ограничение на свобод-

ную переменную 
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Подставив (21) в (19), получим окончательное (искомое) решение 

матричных уравнений (7), (8): 

 

[ ]

2 3

11 12 13

3 1

21 22 23

1 2

1

2 3

31 32 33 3 1

1 2

0

0

                                        1.

E

E

u u up a

u u uz b

u u u

−

⎡ ⎤σ −σ
⎢ ⎥

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= − σ −σ ×⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥σ −σ
⎣ ⎦

⎛ ⎞⎡ ⎤σ −σ
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥× σ −σ −
⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥σ −σ⎜ ⎟

⎣ ⎦⎝ ⎠  

(22)

 

3. Вычисление геодезических координат. После определения 

координат точки, спроецированной на меридианный эллипс, вычис-

лим искомые геодезические координаты ϕ, λ, h. 

Формула для вычисления геодезической широты может быть по-

лучена из системы уравнений (4) в виде 

 
2

2

sin
tg

cos

E

E

a z

b p

ϕ
ϕ = =

ϕ
, (23) 

откуда 

 
2

2
arctg E

E

a z

b p
ϕ = . (24) 

Подставим (22) в (24) и получим формулу для вычисления широты: 

[ ] [ ]

1

2 3 2 3

21 22 23 3 1 11 12 13 3 1

1 2 1 2

arctg
a
u u u u u u

b

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ −σ σ −σ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ϕ = σ −σ σ −σ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ −σ σ −σ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

. (25) 
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Высота определяется по формуле расстояния между двумя точ-

ками с учетом направления нормального вектора в виде [6]: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

при ,

при .

E G E G G G E E

E G E G G G E E

p p z z p z p z
h

p p z z p z p z

⎧ − + − + ≥ +⎪
= ⎨
⎪− − + − + < +⎩

 (26) 

Вычисление геодезической долготы может производится с по-

мощью известной формулы, получаемой непосредственно из систе-

мы уравнений (1) 

 arctg G

G

y

x
λ = , (27) 

где выбор подходящего квадранта определяется соответствующими 

знаками xG, yG. 

Основным ограничением данной формулы является отсутствие 

решения при xG = 0 и потеря численной устойчивости при стремле-

нии координаты к нулю. В [10] приведена формула, имеющая улуч-

шенную сходимость, 

 
2 2

2arctg G

G G G

y

x x y

λ =

+ +

. (28) 

В [11] показано, что в этом случае решения также могут быть не-

точны, и приведены формулы 

 

2 2

2 2

2arctg при 0;
2

2arctg при 0,
2

G

G

G G G

G

G

G G G

x
y

x y y

x
y

x y y

π⎧
− ≥⎪

+ +⎪
λ = ⎨

π⎪− + <
⎪ + −⎩

 (29) 

обладающие максимальной точностью для всех диапазонов значений 

координат. 

Заключение. В статье описывается новый метод преобразования 

прямоугольных геоцентрических координат в геодезические эллип-

соидальные, основанный на векторном исчислении. 
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