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В статье анализируются дискретные динамические системы с позиций корпуску-
лярных и волновых свойств. Обоснована ограниченность корпускулярного подхода 
при оценке бегущих волн. Показано, что форма собственных колебаний — стоячая 
волна — позволяет получить действительную нагруженность динамической си-
стемы во всех точках только в момент максимального отклонения масс и в любой 
момент времени — в некоторых точках системы (в узловых точках формы коле-
баний). В остальные моменты времени нагрузку в системе можно найти с учетом 
синуса сдвига фаз между бегущей и стоячей волнами. Получено, что при использо-
вании демпфера с коэффициентом сопротивления, равным импедансу системы, 
резонансные нагрузки в системе отсутствуют. 
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Введение. Корпускулярно-волновой дуализм — принцип, со-

гласно которому любой объект может проявлять как волновые, так и 
корпускулярные свойства. По мнению академика В.А. Фока, для 
атомного объекта существует потенциальная возможность проявлять 
себя в зависимости от внешних условий либо как волна, либо как ча-
стица, либо промежуточным образом. Он полагает, что именно в этой 
потенциальной возможности различных проявлений свойств, прису-
щих микрообъекту, и состоит дуализм волна — частица [1]. Однако 
волновыми свойствами также обладают различные по структуре мак-
ротела такие, как однородные и неоднородные, так непрерывные и 
дискретные распределенные механические системы. При этом в од-
нородных непрерывных и однородных дискретных динамических 
системах могут существовать бегущие и стоячие волны, которые 
можно рассматривать как некоторый изолированный осциллятор, а 
также как их совместное проявление.  

Исторически влияние колебаний на надежность работы системы 
начали учитывать с момента нахождения резонансных режимов, 
опасных для механизмов и машин, динамические расчетные схемы 
которых представляли собой дискретные неоднородные системы,  
т. е. эти системы рассматривали как совокупность корпускулярных 
частиц, обладающих массой и нагруженных силами от упругих свя-
зей. Например, чтобы предотвратить разрушение трансмиссии от ре-
зонансного режима, на стекле тахометра танка Т-34 было написано 
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«обороты 1300 не держать». Таким образом, первые работы, посвя-
щенные анализу динамических нагрузок в различных машинах и ме-
ханизмах, были направлены в основном на определение их инерци-
онно-жесткостных характеристик и установление способов нахожде-
ния собственных частот динамических расчетных схем этих меха-
низмов. Эти работы относились к конкретным областям техники: су-
достроению [2], авиации [3], машиностроению [4]. На этапе анализа 
динамических нагрузок от колебаний при резонансном режиме пола-
гали, что все массы движутся в одной фазе или в противофазе в соот-
ветствии с формой колебаний, т. е. эквивалентная расчетная динами-
ческая система механизма играет роль одночастотного осциллятора и 
может служить некоторым образованием, обладающим корпускуляр-
ными свойствами. Отметим, что распространение энергии в системе 
происходит только от пучности к узлу формы колебаний и обратно в 
течение каждого периода. 

Волновые явления в механических системах в основном рассмат-
ривали в таких непрерывных однородных средах, как валы достаточ-
ной протяженности, нити, струны, пружины, а также некоторые 
плоские элементы (диски, мембраны), а в ультразвуковой технике — 
различные объемные элементы (цилиндрические и колоколообраз-
ные). В зависимости от конструктивных особенностей объекта для 
анализа движения системы использовали либо метод Даламбера (ме-
тод бегущих волн), либо метод Фурье (метод стоячих волн). Первый 
метод применяют главным образом либо для открытых систем, т. е. 
систем, не имеющих внешних границ, либо для систем, в которых 
энергия волн поглощается ею, не отражаясь от границ. Второй метод 
используют при рассмотрении замкнутых систем, т. е. систем, за-
ключенных в определенные границы, причем энергия системы лока-
лизована в этих границах. Свободные и вынужденные колебания за-
мкнутых систем можно представить суперпозицией стоячих волн, 
характер которых определяется граничными условиями.  

Колебания, как в открытых, так и замкнутых системах, связаны с 
процессом распространения энергии. Различают два вида переноса 
энергии из одной точки пространства в другую: конвективный и вол-
новой. При конвективном способе распространения энергия перено-
сится вместе с движущейся материальной точкой. Получив в каком-
либо месте пространства импульс, материальная точка совершает 
движение и отдает свою энергию в другом месте, взаимодействуя с 
другими материальными телами или точками. Кинематика этого про-
цесса переноса энергии определяется аксиомой инерции, формулиру-
емой следующим образом: материальная точка сохраняет энергию, и 
состояние равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока 
на пути следования она не испытает некоторого взаимодействия. 
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Волновое движение. При волновом способе перенос энергии и 
импульса из одной точки пространства в другую осуществляется бе-
гущей волной, в которой материальные точки, определяющие эту 
волну, совершают движения только около своего равновесного по-
ложения. Уместно предположить, что как при конвективном распро-
странении энергии, так и волновом, этот процесс можно описать ак-
сиоматическим понятием: волновой процесс распространяется неиз-
менно по среде и переносит энергию пока параметры среды остаются 
постоянными. О необходимости аксиоматического подхода к рас-
смотрению движения жидкости указывает Е. Скучек [5]. Признавая, 
что второй закон Ньютона не может быть непосредственно применен 
к бесконечно малому элементарному объему деформируемой дви-
жущейся среды (жидкости), Скучек предлагает рассматривать дви-
жение этого объема так, как если бы он был заморожен; в этом слу-
чае к нему можно применить закон Ньютона. Скучек утверждает, что 
такое предположение представляет собой обобщение этого закона, 
эквивалентное новой аксиоме механики. Однако более разумно, ис-
пользуя аксиоматическое понятие волны, с помощью элементарных 
выкладок получить дифференциальные уравнения движения «замо-
роженного» элементарного объема деформируемой среды [6]. 

 Следовательно, возникает вопрос о взаимосвязи между коллектив-
ным движением материальных точек и движением каждой отдельной 
частицы в волне. Лауреат нобелевской премии М. Борн полагает, что 
волна представляет собой состояние движения частиц, а не движение 
частиц самих по себе [7]. Академик Л.И. Седов, рассматривая распро-
странение синусоидальных волн, пишет [8]: «если параметры волны по-
стоянные, то волна распространяется вдоль направления движения как 
твердое тело». С.Э. Хайкин отождествляет бегущую волну с движением 
точек струны, находящейся в абсолютно твердой трубке, изогнутой в 
виде синусоиды и движущейся с постоянной скоростью вдоль струны 
[9]. При этом движение тех точек струны, которые находятся внутри 
трубки, будет точно таким, как и при распространении бегущей волны 
по струне. В книге [10] Л.Д. Ландау проводит аналогию между волно-
вым процессом и механикой материальных частиц: волновой вектор 
волны в распространении волн играет роль импульса частицы в меха-
нике, а частота — энергии частицы. 

Особенности поведения отдельной точки и коллективного движе-
ния точек в волне можно показать на известном примере, иллюстри-
рующем движение двух бегущих в противоположные стороны волн. 
На рис. 1, а показано несколько фаз распространения начального от-
клонения струны, заданного в виде равнобедренного треугольника. 
Такую форму можно получить, если оттянуть струну в середине от-
резка длиной l на высоту h, придерживая ее на концах отрезка. 
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Рис. 1. Формы струны в различные моменты времени 

При отпускании струны в верхней точке образуются две бегущие 
волны с максимальным отклонением h/2, распространяющиеся в про-
тивоположных направлениях с фазовой скоростью vф. Образующаяся 
при этом стоячая волна имеет три характерных участка. Горизон-
тальный участок 1 движется вертикально вниз с постоянной скоро-

стью ф.
2

h v
l

 Наклонный участок 2, параллельный первоначальному 

положению струны, от начала движения до определенного момента 
времени остается неподвижным. Наклонный участок 3, соответству-
ющий форме бегущей волны, движется горизонтально с постоянной 
скоростью vф. Таким образом, движение точек струны определяется 
не ее деформацией, а состоянием движения волны, которое обуслов-
ливает для точек участка 2, контактирующих с точками участков 1 и 
3, мгновенное начало движения с постоянной скоростью из непо-
движного положения.  

На рис. 1, б для струны с закрепленными концами показано два 
положения: струна длиной l первоначально оттянута в сторону на 
расстояние h в точке, делящей струну на отрезки b и l–b, так, что об-
разуются два прямолинейных отрезка; струна в момент времени t за-
нимает произвольное положение. В последнем случае стоячая волна, 
представляющая собой сумму двух бегущих со скоростью vф волн, 
состоит из нескольких участков. Два крайних участка 2 параллельны 
двум участкам струны в их начальном положении и находятся в по-
кое. Средний участок 1 движется в поперечном направлении с посто-

янной скоростью ± ф2 ( )
h v

b l b−
 и всегда увеличивается или уменьша-

ется на конце каждого отрезка со скоростью vф. И здесь точки сты-
ковки участков 1 и 2 струны, закрепленной с двух концов, мгновенно 
из состояния покоя начинают двигаться с постоянной скоростью. 
Этот случай подробно рассмотрен в работе [11]. Следовательно, рас-
сматривая приоритеты обоснования движения материальных точек 

b
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струны, необходимо отметить, что движение точек, т. е. движение 
волны, является определяющим по отношению к динамике самой ма-
териальной точки струны. При движении одиночной волны в каждый 
момент времени к ней присоединяется ранее неподвижная матери-
альная точка, получая некоторую скорость, в то же время последняя 
точка, обладающая определенной скоростью, мгновенно становится 
неподвижной, тем самым сохраняя состояние движения волны. 

Подобное явление можно наблюдать при взаимодействии с непо-
движным шаром ансамбля нескольких движущихся шаров одной и 
той же массы, подвешенных на нитях. При соударении ансамбль 
движущихся шаров остается неизменным, сообщая скорость непо-
движному шару и оставляя неподвижным последний шар. Состояние 
движения шаров ансамбля остается неизменным при любом их числе. 
Число движущихся и неподвижных шаров после соударения остается 
неизменным. 

Другая особенность корпускулярно-волнового дуализма распре-
деленных динамических систем заключается в аксиоматическом 
принципе — принципе суперпозиции распространяющихся волн. С 
одной стороны, две волны, пересекаясь, пронизывают одна другую 
без каких-либо помех. В области, где они существуют совместно, по-
является сложное движение, но как только одна волна переходит че-
рез другую, она продолжает двигаться так, как если бы с ней ничего 
не произошло. Таким образом, в каждый момент времени состояние 
динамической системы, ее характеристики должны зависеть от пара-
метров каждой волны. С другой стороны, если рассматривать одну 
колеблющуюся частицу, можно предположить, что она испытывает 
независимые импульсы со стороны обеих волн. Следовательно, сме-
щение частицы в любой точке представляет собой сумму двух сме-
щений, которые может вызвать каждая из этих волн в отдельности. 
Из этого вытекает очень важное положение: по отклонению частицы 
от действия на нее двух волн невозможно идентифицировать пара-
метры каждой волны, т. е. равные у них амплитуды или различные, и 
соотношение частот и фаз колебаний. Если в динамической системе 
существуют бегущие и стоячие волны, то в случае бегущей волны 
разные сечения системы имеют одинаковые амплитуды, но в различ-
ных фазах. В случае стоячей волны разные сечения колеблются в 
одинаковой фазе, но с различными амплитудами. 

С учетом наличия одновременно корпускулярных и волновых 
свойств в распределенных динамических системах используют раз-
личные методы расчета характеристик поведения и состояния дан-
ных систем. Согласно корпускулярному подходу к анализу динами-
ческих систем, для простой цепной линейной системы дифференци-
альные уравнения вынужденных колебаний, полученные из уравне-
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ний Лагранжа при мгновенном распространении возмущений, имеют 
вид 

1 1 1( ) ( )m m m m m m m mJ c c− − +ϕ − ϕ −ϕ + ϕ −ϕ +  

 1( ) ( ), 1, 2, ..., .m m m m m mL t m n++ μ ϕ + ν ϕ −ϕ = =   (1)  

Здесь моменты инерции Jm и крутильные жесткости сm участков яв-
ляются параметрами приведенных систем. Все виды сопротивлений 
заменены эквивалентным вязким трением с коэффициентами μm и νm, 
действующим на массы (внешнее трение) и на участки системы 
(внутреннее трение) соответственно. 

Анализируя эту систему с корпускулярных позиций, при расчете 
амплитуд резонансных вынужденных колебаний в основном приме-
няют два подхода. Опираясь на физическую природу явления, в пер-
вом подходе используют энергетический метод, основанный на сле-
дующих предположениях: 

а) при резонансных вынужденных колебаниях энергия, сообщен-
ная системе возмущающими моментами, равна энергии, рассеянной 
демпфирующими сопротивлениями; 

б) форма резонансных вынужденных колебаний совпадает с фор-
мой свободных колебаний, отвечающей резонирующей частоте (по-
стулат Видлера). 

Согласно первому предположению, при резонансном режиме часто-
та возбуждения совпадает с одной из собственных частот. При этом 
расчетная схема простая, и расчет сводится к составлению уравнения 
энергетического баланса с неизвестной амплитудой одной из масс. 
Остальные амплитуды в соответствии со вторым предположением 
определяют по собственной форме колебаний. Из многочисленных рас-
четов и экспериментальных исследований следует, что хорошее совпа-
дение форм свободных и вынужденных колебаний происходит при ма-
лом демпфировании в системе. Как показано в работе [2], формы коле-
баний можно принимать совпадающими при удельном демпфировании 

для упругого участка крутильной системы тр
2 ,

W е
А

μ =
π

 где Wтр — работа 

сил трения (демпфирующих сил) за цикл; е — податливость участка;  
А — амплитуда угла закручивания участка. 

Второй подход заключается в непосредственном интегрировании 
системы дифференциальных уравнений (1). При этом качественный 
анализ показывает, что в зависимости от соотношения коэффициен-
тов сопротивления, инерционных и жесткостных параметров систе-
мы результаты решения существенно различаются. Если коэффици-
енты внешнего вязкого трения пропорциональны массам и коэффи-
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циенты внутреннего трения пропорциональны жесткостям упругих 
связей одновременно или порознь, движение системы можно разло-
жить по формам собственных колебаний консервативной системы, 
причем каждая из главных координат будет определяться независи-
мым уравнением [12]. Если этой зависимости коэффициентов нет, 
большие силы трения (например, в демпферах) при режимах, близких 
к резонансным, могут заметно исказить формы колебаний системы. 
Таким образом, согласно второму подходу к анализу распределенных 
динамических систем, данные, рассчитанные непосредственным ин-
тегрированием дифференциальных уравнений или с использованием 
метода комплексных амплитуд при демпфировании, характерном для 
многих реальных систем, существенно отличаются от результатов, 
полученных энергетическим методом. В основном это различие со-
стоит в том, что форма колебаний получается пространственной и 
силовые значения в упругих участках значительно отличаются от ре-
зультатов, рассчитанных приближенным методом. 

Соотношение корпускулярных и волновых свойств динамических 
систем первым начал рассматривать И. Бернулли. Чтобы изучить 
движение звучащей струны, он условно разместил на горизонтальной 
невесомой нити, натянутой с помощью гирьки, на равных расстояни-
ях n равных грузиков и нашел периоды главных колебаний для слу-
чаев, когда число грузиков меньше 8. Этот способ позволил получить 
уравнения в конечных разностях для yk-расстояния от k-го грузика до 
равновесного положения нити.  

Волновыми характеристиками, определяющими движение дис-
кретной системы (рис. 2), состоящей из одинаковых инерционных 
масс J, соединенных упругими участками с одной и той же жестко-
стью c, служат волновое уравнение, фазовая скорость, импеданс, бе-
гущие и стоячие волны. Принимая в выражении (1) коэффициенты 
сопротивлений и возмущающее воздействие равными нулю, получа-
ем следующие дифференциальные уравнения: 

 

1 1 2

2 1 2 2 3

1

( ) 0,

( ) ( ) 0,

.....................................................

( ) 0,n n n

J c

J c c

J c −

ϕ + ϕ −ϕ =

ϕ − ϕ −ϕ + ϕ −ϕ =

ϕ − ϕ −ϕ =

 

которые определяют корпускулярно-волновой дуализм дискретных 
динамических систем. С одной стороны, они характеризуют движение 
каждой массы в соответствии, например, с принципом Даламбера, а с 
другой  при числе инерционных масс, приближающихся к бесконечно-
сти, эти уравнения служат аналогом волнового уравнения. 
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Рис. 2. Однородная дискретная динамическая система 
 
Дифференциальное уравнение движения m-го участка вал — диск 

может служить разностным аналогом уравнения в частных производ-
ных, т. е. волнового уравнения 

  1 1( 2 ).m m m m
c
J + −ϕ = ϕ − ϕ +ϕ    (2) 

Решение уравнения (2) отыскивается в виде бегущих волн, распро-
страняющихся от источника возмущения, 
 [ ]( , ) exp ( ) ,mm t A i t Kϕ = ω −    (3) 

где А — комплексная амплитуда волны; ω — ее частота; mK  — фазо-
вая постоянная, зависящая от номера диска или участка (инерцион-
ная масса — жесткость) m. 

В отличие от сплошной однородной среды фаза волны в этом 
случае меняется не непрерывно, а скачком на величину Km при пере-
ходе от (m – 1)-го к m-му диску (постоянная Km является аналогом 
волнового числа K = 2 / ,π λ  где λ — длина волны, выраженная чис-
лом участков вал — диск системы). 

Подставляя решение (3) в выражение (2), получаем дисперсион-
ное соотношение, свойственное однородным непрерывным системам 
и связывающее частоту колебаний и волновое число K (а следова-
тельно, и длину волны), 

   2 2 (1 cos )с K
J

ω = −  или [ ]2 sin( / 2) .c J Kω =   (4) 

Для возмущений, у которых sin K / 2 ~ K / 2, из выражения (4) 
следует линейный закон дисперсии / ,c JKω =  при котором гармо-
нические волны с разными частотами распространяются по системе с 
одинаковой фазовой скоростью ф / .v с J=  В этом случае дискретная 
динамическая система близка по своим свойствам к однородной си-
стеме, колебания которой описываются волновым уравнением. 

 Проанализируем поведение динамической системы, приведен-
ной на рис. 2, с учетом ее корпускулярных и волновых свойств. При 
кинематическом возбуждении колебаний движение системы осу-
ществляется в соответствии с законом 1 (1 cos )a tϕ = − ω  первой без-
массовой точки при 0 2 /t≤ ≤ π ω  и  1 0ϕ =  при 2 / .t ≥ π ω   
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В работе [12] при кинематическом возбуждении движение систе-
мы предложено раскладывать на движение безмассовой системы φ(1) 
и вынужденное колебание системы с дополнительным закреплением 
в точке 1, вызванное силами инерции 1( )J− ϕ  первого движения.  
Тогда при движении этой системы как безмассовой (1)

1,m mbϕ = ϕ   

где ( 1) .m
n mb

n
− −

=  Далее рассмотрим движение системы с закреп-

ленной точкой 1 под действием сил инерции: (1)
m mL J= − ϕ  (или  mL =  

2 cosmb J a t= − ω ω  при  0 2 / )t≤ ≤ π ω  и 0mL =  при 2 / .t ≥ π ω  Соб-
ственные частоты pk и собственные формы колебаний umk найдем из 
дифференциальных уравнений (2). 

Уравнения для главных координат запишем в виде 

        2 ( ) , 1, 2, ..., 1.k
k k k

k

Q tp q k n
M

q + = = −   

Здесь ( )
2

( )
n

k m mk
m

Q t L t u
=

= ∑  — обобщенная сила, соответствующая ко-

ординате qk; 2

2

n

k mk
m

M Ju
=

= ∑  — обобщенная масса системы при k-й 

форме собственных колебаний. Проинтегрировав полученное диффе-
ренциальное уравнение, вычислим k-ю главную координату: 

 при 0 2 /t≤ ≤ π ω  

 

2

2

2 2 2

2

(cos cos ),
( )

n

mk m
m

k kn

mk k
m

a u b
q t p t

u p

=

=

ω
= ω −

ω −

∑

∑
   (5) 

 при 2 /t > π ω   

 [ ]
2

2

2 2 2

2

2cos( ) cos , .
( )

n

mk m
km

k k k k kn

mk k
m

a u b
pq p t p t

u p

=

=

ω
π

= − γ − γ =
ωω −

∑

∑
  

Полные перемещения инерционных масс, используя главные ко-
ординаты и формы собственных колебаний, находим из следующего 
выражения для соответствующих временных интервалов: 

1
(1)

1

( , 2, 3, ...,) .
n

m m k mk
k

q t u m n
−

=

ϕ = =ϕ +∑  
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Решение этой системы, обладающей корпускулярными свойства-
ми, т. е. состоящей из инерционных масс и упругих участков, при 
мгновенном распространении взаимодействия, состоит из двух эта-
пов, следующих один за другим; этап вынужденных колебаний за 
один период 2 /π ω  и этапа свободных колебаний с начальными усло-
виями соответствует положению системы в конце первого этапа. 

Рассматривая динамическую систему, представленную на рис. 2, 
как однородную дискретную, т. е. обладающую волновыми свойствами 
(в уравнении (2) в правой части в скобках имеем разностный аналог 
второй производной), получаем следующий волновой характер ее дви-
жения. При увеличении времени от 0 до 2π/ω каждая следующая масса 
повторяет движение 1( (1 cos ))a tϕ = − ω  первой массы через определен-
ный интервал 1/vф и в конце периода соответствующее число масс  
образует волну, в которой каждая масса находится в соответствующей 
фазе [13]. В дальнейшем эта волна распространяется по системе с фазо-
вой скоростью ф / ,v c J= так как каждая масса «не знает» будет ли  
эта динамическая система ограничена или она бесконечна. Следова-
тельно, при ф/t m v≤  и ф/ 2 /t m v≥ + π ω  имеем  φm = 0, при 

ф ф/ / 2 /m v t m v< < + π ω  получаем  

 [ ]ф1 cos ( / ) .m a t m vϕ = − ω −     (6) 

Таким образом, корпускулярный и волновой подходы к анализу 
движения дискретной динамической системы (2) показали суще-
ственно различное поведение системы. В отличие от волнового под-
хода, когда масса «не знает» будет ли система ограничена или нет и 
аппроксимирует бегущую волну модами, кратными первой собствен-
ной частоте, при корпускулярном подходе каждая масса «знает», что 
система ограничена и собственные частоты подчинены синусоидаль-
ному закону дисперсии (4), т. е. не кратны первой собственной часто-
те и, значит, все косинусы в формуле (5) не могут одновременно из-
менять знак на противоположный, обеспечивая отражение волны. 
Только при бесконечно большой скорости распространения взаимо-
действия корпускулярный подход осуществим. Однако, если же в 
этом подходе к решению в динамической системе число масс будет 
равно бесконечности, решение (5) становится волновым, так как в 
этом случае частоты pk будут кратны первой собственной частоте и 
все косинусы и синусы одновременно изменят знак на противопо-
ложный через половину периода, обеспечивая обратное прохождение 
волны. Волновой подход к решению данной системы, опирающийся 
на волновые свойства, соответствует реальной действительности и 
подтверждается экспериментальными исследованиями (6). При огра-
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Предполагается, что коэффициент сопротивления остается посто-
янным по всей длине динамической системы, как, например, в теле-
графном уравнении электрической цепи, для которой параметры омиче-
ского сопротивления и проводимости можно считать постоянными.  

В зависимости от протяженности динамической системы, харак-
тера и уровня коэффициентов сопротивления, а также от размера ам-
плитуды возмущающегося воздействия волна может пройти некото-
рое расстояние вдоль системы и затухнуть, не дойдя до ее конца, 
пройти по всей длине и даже отразившись от конца образовать на не-
котором отрезке переходную стоячую волну [13]. В общем случае 
при малом сопротивлении и значительной амплитуде возмущающего 
воздействия бегущая волна может пройти всю динамическую систе-
му в прямом и обратном направлениях и образовать законченную 
стоячую волну. При этом во всех инерционных массах происходят 
колебания с круговой частотой ω и отсутствуют колебания с соб-
ственными частотами.  

Особо следует остановиться на случае, когда в дискретной дина-
мической системе при вынужденных колебаниях с любой амплиту-
дой возмущающегося воздействия стоячая волна, т. е. резонансная 
собственная форма колебаний, не может образоваться при надлежа-
щем выборе характеристик самой системы. В работе [16] рассмотрен 
этот случай отсутствия стоячих волн путем встраивания в систему 
специального устройства-демпфера с определенным соотношением 
инерционно-жесткостных характеристик и коэффициента вязких по-
терь. Если к системе (см. рис. 2) к n-й массе вместо заделки присо-
единить демпфер с коэффициентом вязких потерь αn, то к уравнени-
ям (2) добавляется выражение, описывающее демпфер:  

   1( ) 0,n n n n n n n nJ c c −ϕ + ϕ − ϕ −ϕ +α ϕ =   (11) 

где Jn, cn — инерционно-жесткостные параметры демпфера. 
Движение диска m можно представить в виде суперпозиции двух 

синусоидальных волн, бегущих в противоположных направлениях, 

 
[ ] [ ]

пад отр( , ) ( , ) ( , )
exp ( ) exp ( ) .m m

m t m t m t
A i t K B i t K
ϕ = ϕ +ϕ =

= ω − + ω −
 

После преобразований [16] получаем отношение амплитуд пада-
ющей и отраженной волн 

  0

0

exp(2 ) ,n

n

B Z ZiK
A Z Z

−
=

+
    (12) 

где 0 ( sin ) / ;Z c K cJ= ω =   [ ]( / 2 ) / .n n n nZ i J J c= α − − ω+ ω  
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Комплексная величина Zn зависит от частоты волны ω, парамет-
ров демпфера αn, cn, Jn, параметров системы c, J и характеризует со-
противление или импеданс демпфера. В случае чисто активного со-
противления (мнимая часть комплексной величины Zn равна нулю 
при cn = 0 и Jn = J / 2) импеданс демпфера равен коэффициенту вяз-
ких потерь αn и, следовательно, отраженная волна в системе отсут-
ствует (B / A = 0).  

В [17] показано, что для струны с плотностью ρ и фазовой скоро-
стью с, висящей вертикально под действием массы M, погруженной в 
вязкую жидкость с параметром α, коэффициент отражения  

  .c i MR
c i M

α −ρ − ω
=
α +ρ − ω

 

Если массу M заменить легкой лопаткой, а натяжение обеспечить 
легкой пружиной, то слагаемым iωM можно пренебречь. Подбирая  
α = ρс, нагружаем систему согласованно, обеспечивая поглощение 
волновых движений в жидкости без отражения. 

Аналогичная задача рассмотрена в [14] для электрической линии 
с источником питания и нагрузкой на концах и показано, что если 
линия на стороне потребления тока нагружена характеристическим 
импедансом (импедансы на входе и на выходе цепи равны), то возни-
кает распространение напряжения без отражений. В работе [18] по-
лучено, что для необходимости согласованного с нагрузкой соедине-
ния, при котором не возникает отраженных волн, импеданс нагрузки 
должен быть равен импедансу среды. Таким образом, в динамиче-
ской системе не наблюдается ни собственных частот, ни собственных 
форм колебаний, отсутствуют резонансные явления с увеличенными 
нагрузками, а имеет место бегущая волна с нагрузками, определяе-
мыми только возмущающим воздействием.  

 В общем случае нагружения распределенной дискретной динами-
ческой системы прямая бегущая волна, отразившись от конца системы, 
переходит в обратную бегущую волну, которая,  достигнув начала, вме-
сте с прямой образует стоячую волну, т. е. собственную форму колеба-
ний. При этом временным моментом образования формы колебаний 
является момент совпадения фаз прямой и обратной волн и, следова-
тельно, не существенно, с какой фазовой скоростью, которая может 
быть и бесконечно большой, достигнут этот момент. Таким образом, 
оправдано применение принципа Даламбера или уравнений Лагранжа 
второго рода, основанных на мгновенном распространении взаимодей-
ствия, для нахождения собственных частот и форм колебаний данных 
механических систем. Так как ранее было установлено, что перемеще-
ния собственной формы и силовые взаимодействия ведут себя несколь-
ко обособленно, естественно предположить, что и при резонансных ко-
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лебаниях динамических систем моменты, нагружающие систему от бе-
гущих волн, и моменты, определяемые формой колебаний, в некоторых 
случаях могут не совпадать. 

В работе [19] приведены экспериментальные исследования цеп-
ной трехмассовой механической установки, состоящей из соединен-
ных валами инерционного вибратора, маховой массы и одноступен-
чатого редуктора с главным фрикционом, присоединенным к непо-
движной опоре — заделке. Поскольку исследованию подвергалась 
первая четвертьволновая форма колебаний, дисперсное соотношение 
(4) удовлетворяется, так как длина волны, выраженная числом участ-
ков, λ = 12, волновое число K = 2π / 12 = 0,52 и, значит, sin K≈  K.  
По участку стенда редуктор — заделка с числовыми характери-
стиками (J = 1,44 кг ⋅м2; с = 77 000 Н ⋅м) определена фазовая ско-
рость ф / 231v c J= = уч./c и первая собственная частота kp =  

ф2 sin / 2 119,7v K= =  1/c, значение которой хорошо согласуется с 
расчетным значением 122,7 1/с, полученным решением дифференци-
альных уравнений. 

В результате экспериментальных исследований показано, что сдвиг 
фазы между возмущающим моментом и кривыми угловых перемеще-
ний (формой колебаний) составляет значение π / 2, которое согласуется 
с принятым в теории колебаний сдвигом фазы π / 2 между возмущением 
и отклонением в резонансе для одностепенного гармонического осцил-
лятора, который можно рассматривать как четвертьволновый вибратор, 
каким и является динамическая схема стенда. Максимальные моменты 
на участках между массами, замеренные тензометрированием, вслед-
ствие наличия бегущей волны не совпадают со значениями моментов, 
рассчитанными по форме колебаний, и имеют угловые сдвиги фаз отно-
сительного возмущающего момента от 0 около вибратора до π / 2 в за-
делке в соответствии с фазовой скоростью. При этом с увеличением  
угла сдвига фаз значения максимальных моментов все больше прибли-
жаются к значениям моментов, вычисленным по форме колебаний, и 
практически не отличаются в заделке при фазе π / 2, так как на участке, 
примыкающем к ней, прямая и отраженная волны практически находят-
ся в одной фазе во всем промежутке времени колебаний. 

 Расчетные моменты, полученные по форме колебаний с использо-
ванием корпускулярного подхода к анализу дискретной квазиоднород-
ной динамической системы, совпадают с полученными эксперимен-
тально для любого момента времени только на некоторых участках си-
стемы (в узле около заделки) и для одного момента времени (соответ-
ствующего максимальному отклонению инерционных масс) — для всех 
участков динамической системы при волновом распространении энер-
гии колебаний от инерционного вибратора до заделки.  
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Очевидно, что для определения максимальных моментов, дей-
ствующих на участках в дискретной квазиоднородной динамической 
системе, где энергия возбуждения от источника распространяется 
волновым способом и крутящие моменты являются гармоническими 
функциями, необходимо учитывать сдвиги фаз, зависящие от разме-
ров системы и фазовой скорости бегущих волн. Поэтому амплитуда 
момента Mm на каком-либо участке системы прямо пропорциональна 
моменту Mmфk, подсчитанному по форме колебаний, и обратно про-
порциональна синусу угла сдвига фаз δm бегущей волны от места 
возбуждения до данного участка 

ф .
sin

m k
m

m

M
M =

δ
  

Угол сдвига фаз можно определить по формуле 

1

ф
,k m

m
p N

v
−δ =   

где pk — круговая частота k-й формы колебаний; Nm – 1 — номер соот-
ветствующего участка; vф — фазовая скорость. 

Для сравнения характера нагружения при вынужденных колеба-
ниях, рассмотренных выше и имеющих волновую природу, и свобод-
ных колебаниях с данными начальными условиями, когда отсут-
ствуют волновые явления, инерционные массы стенда выставляли в 
соответствии с первой формой колебаний, которые после освобожде-
ния от связей совершали свободные колебания. В результате экспе-
риментальных исследований получено, что низкочастотные гармони-
ки крутящих моментов на участках системы совпадают по фазе один 
с другим и их числовые значения соответствуют моментам, опреде-
ляемым по форме колебаний, т. е. корпускулярный подход в данном 
случае полностью определяет нагрузку системы. 

Выводы. В работе обоснована возможность применения корпус-
кулярно-волнового дуализма к дискретным системам. 

 1. Волновое уравнение и описание волнового движения можно по-
лучить исходя из корпускулярных особенностей дискретной системы, 
используя аксиому динамики и в то же время, опираясь на аксиоматиче-
ское представление волнового движения системы, прийти к волновому 
уравнению, а от него — к динамике элемента дискретной системы. Оба 
этих подхода могут быть использованы равноценно. 

2. Плотность и сила натяжения в струне, моменты инерции и 
жесткости участков механической системы, плотность и давление в 
жидкости или воздухе определяют фазовую скорость бегущей волны; 
силы сопротивления придают экспоненциальный характер амплитуде 
бегущей волны; уровень возмущающего воздействия определяет 
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возможность прямого и обратного прохождения бегущей волной си-
стемы и возникновения стоячей волны, т. е. силовую характеристику 
данной системы. 

3. По форме собственных колебаний можно получить действи-
тельное решение в один момент времени — в момент максимального 
отклонения масс и в каждый момент времени только в некоторых 
точках системы — в узлах формы колебаний. 

4. В остальные моменты времени действительные нагрузки от 
колебаний могут быть найдены во всех точках квазиоднородной дис-
кретной динамической системы по форме колебаний с учетом сдвига 
фаз бегущих волн как отношение крутящего момента на участке, 
определенного по форме колебаний, к синусу угла сдвига фазы, 
определяемой положением данного участка в форме колебаний. 

5. При инженерном проектировании реальных конструкций 
необходимо предусматривать существование в системе бегущих волн 
и введение демпферов с коэффициентом сопротивления, пропорцио-
нальным импедансу динамической системы, благодаря чему появля-
ется возможность предотвратить опасные резонансные режимы. 
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