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В работе предложены формы записи дифференциальных уравнений Колмогорова
для переходных вероятностей марковского процесса простой гибели, используемого
в математической теории надежности.

Ключевые слова: вероятностная теория надежности, марковские процессы, про-
цесс гибели, уравнения Колмогорова, производящие функции.

При рассмотрении вероятности надежной работы системы из i оди-
наковых единиц оборудования часто полагают, что случайное время
работы одной единицы оборудования имеет показательное распреде-
ление вероятностей и не зависит от состояния других единиц обору-
дования [1, 2] В более общей математической модели работы системы
из i единиц, в которой учитывается учитывающей взаимосвязь между
единицами оборудования, можно полагать [1], что показательное рас-
пределение имеет случайное время τi совместной работы до выхода
из строя одной из имеющихся единиц оборудования,

P {τi ≤ t} = 1− e
−ϕit,

где ϕ0 = 0, ϕi > 0 при i = 1, 2, . . . .
Обозначим Pij(t) — вероятность наличия в момент времени t ра-

ботоспособных j единиц оборудования, при условии, что в начальный
момент времени t = 0 имелось i единиц оборудования. В настоящей
работе получены новые типы уравнений для переходных вероятностей
и некоторые их следствия.

Определение марковского процесса гибели. Рассматриваемой
математической моделью является марковский процесс гибели ξt,
t ∈ [0,∞), на множестве состояний

N = {0, 1, 2, . . .};

переходные вероятности

Pij(t) = P {ξt = j | ξ0 = i}, i, j ∈ N,

представимы при t→ 0+ в виде [3]

Pi,i−1(t) = ϕit+ o (t);

Pii(t) = 1− ϕit+ o (t).
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Скачки́ процесса гибели

Скачки процесса простой гибели ξt изображены на рисунке. Пусть
при t = 0 процесс находится в начальном состоянии i. В момент
времени τi P{τi ≤ t} = 1 − e−ϕit. происходит переход процесса в
состояние i− 1 и т. д.

Уравнения Колмогорова в производящих функциях. Первая
(обратная) система дифференциальных уравнений Колмогорова для
переходных вероятностей в случае процесса гибели имеет вид [3]:

dP0j(t)

dt
= −ϕ0P0j(t);

dPij(t)

dt
= ϕiPi−1,j(t)− ϕiPij(t), i = 1, 2, . . . ,

с начальными условиями Pii(0) = 1, Pij(0) = 0 при i 6= j.
Далее используем введенный в работе [4] оператор обобщенной

производной, определенный на аналитических в окрестности нуля
функциях

f(s) =
∞∑

j=0

ajs
j;

Ds(f) =
∞∑

j=1

ajϕjs
j−1.

Свертывая систему с помощью производящей функции переход-
ных вероятностей

Gj(t; z) =
∞∑

i=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
Pij(t), j ∈ N,

имеем цепочку равенств

∂Gj

∂t
=

∞∑

i=0

zi

ϕ1 . . . ϕi

dPij(t)

dt
=

∞∑

i=1

zi

ϕ1 . . . ϕi−1
Pi−1,j(t)−

−
∞∑

i=1

zi

ϕ1 . . . ϕi−1
Pij(t) = z

∞∑

i=1

zi−1

ϕ1 . . . ϕi−1
Pi−1,j(t)−

−z
∞∑

i=1

zi−1

ϕ1 . . . ϕi−1
Pij(t) = zGj − zDz(Gj) = z(1−Dz)Gj.
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Таким образом, первая система дифференциальных уравнений по-
лучает вид

∂Gj(t; z)

∂t
= z(1−Dz)Gj(t; z)

с начальным условием

Gj(0; z) =
zj

ϕ1 . . . ϕj
.

Вторая (прямая) система дифференциальных уравнений Колмого-
рова для переходных вероятностей в случае процесса гибели имеет
вид [3]:

dPi0(t)

dt
= −Pi0(t)ϕ0 + Pi1(t)ϕ1;

dPij(t)

dt
= −Pij(t)ϕj + Pi,j+1(t)ϕj+1, j = 1, 2, . . . ,

с начальными условиями Pii(0) = 1, Pij(0) = 0 при i 6= j.
Свертывая систему с помощью производящей функции переход-

ных вероятностей

Fi(t; s) =
∞∑

j=0

Pij(t)s
j, i ∈ N ; |s| ≤ 1,

имеем цепочку равенств

∂Fi

∂t
=

∞∑

j=0

dPij(t)

dt
sj = −

∞∑

j=0

Pij(t)ϕjs
j +

∞∑

j=0

Pi,j+1(t)ϕj+1s
j =

= −s
∞∑

j=1

Pij(t)ϕjs
j−1 +

∞∑

j=1

Pij(t)ϕjs
j−1 =

= −sDs(Fi) +Ds(Fi) = (−s+ 1)Ds(Fi).

Вторая система дифференциальных уравнений получает вид

∂Fi

∂t
= (1− s)Ds(Fi)

с начальным условием
Fi(0, s) = s

i.

Соответственно, двойная производящая функция

F(t; z, s) =
∞∑

i=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
Fi(t; s) =

=
∞∑

i,j=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
Pij(t)s

j =
∞∑

j=0

Gj(t; z)s
j,
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удовлетворяет уравнениям

∂F
∂t
= z(1−Dz)F ; (1)

∂F
∂t
= (1− s)Ds(F) (2)

с начальным условием

F(0; z, s) = e(zs).

Функция e(z), определенная равенством [4]

e(z) =
∞∑

i=0

zi

ϕ1 . . . ϕi
, (3)

является собственной функцией оператора обобщенной производ-
ной Dz

Dz(e(z)) = e(z).

Для процесса чистой гибели известны [3] явные выражения для
переходных вероятностей

Pij(t) =

= ϕi ∙ ∙ ∙ϕj+1
i∑

n=j

e−ϕnt

(ϕi − ϕn) ∙ ∙ ∙ (ϕn+1 − ϕn)(ϕn−1 − ϕn) ∙ ∙ ∙ (ϕj − ϕn)
,

j ≤ i,

используя которые, легко получить решение уравнений (1) и (2) в виде
ряда с разделенными переменными

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

1

ϕ1 . . . ϕn
C̃n(z)Cn(s)e

−ϕnt, (4)

где

C̃n(z) = z
n +

∞∑

k=1

zn+k

(ϕn+1 − ϕn) . . . (ϕn+k − ϕn)
;

Cn(s) = s
n +

n−1∑

k=0

ϕk+1 . . . ϕn

(ϕk − ϕn) . . . (ϕn−1 − ϕn)
sk.

Если ϕi+1 > ϕi, i ∈ N , и lim
i→∞
ϕi = ∞, то ряд (4) абсолютно сходится

при любых z, |s| < 1 и t ∈ [0,∞). При t = 0 получаем разложение
обобщенной экспоненты (3)

e(zs) =
∞∑

n=0

1

ϕ1 . . . ϕn
C̃n(z)Cn(s). (5)
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Процесс гибели линейного типа и независимость работы еди-
ниц оборудования. Для процесса гибели линейного типа, когда
(λ > 0)

ϕi = iλ,

оператор обобщенной производной совпадает с обычной производной

Ds = λ
d

ds
,

имеем уравнения

∂F
∂t
= λz

(
1−
∂2F
∂z2

)
;

∂F
∂t
= λ(1− s)

∂F
∂s

с начальным условием F(0; z; s) = ezs. Тогда выражения (4) и (5)
получают вид

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

(z/λ)n

n!
ez/λ(s− 1)n e−nλt; (6)

ezs =
∞∑

n=0

zn

n!
ez(s− 1)n.

Суммируя ряд (6), приходим к замкнутому выражению для двойной
производящей функции

F(t; z, s) = e(z/λ)(1+(s−1)e
−λt).

Отсюда и из определения F(t; z, s) получаем (5)

Fi(t; s) = (1− e
−λt + s e−λt)i, i ∈ N. (7)

Соотношение (7) означает, что случайные времена работы каждой
из имеющихся i единиц оборудования не зависят друг от друга; такое
свойство независимости имеет место только для процесса линейного
типа.

Для приложений в математической теории надежности [1, 2] пред-
ставляет интерес нахождение аналогичного (7) замкнутого интеграль-
ного представления для производящей функции Fi(t; s), как решения
уравнений Колмогорова (1) и (2) для процесса гибели (путем сум-
мирования ряда Фурье (4)), при частных предположениях о функции
ϕi = ϕ(i).

В случае процесса квадратичного типа полагают

ϕi = i(i− 1)λ.
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Тогда

Ds = λs
d2

ds2
,

и имеем систему уравнений

∂F
∂t
= λz2

(∂F
∂z
−
∂2F
∂z2

)
;

∂F
∂t
= λ(s− s2)

∂2F
∂s2

с начальным условием F(0; z; s) = ezs.
В случае процесса полиномиального типа полагают

ϕi = i(i− 1) . . . (i− k + 1)λ, k = 3, 4, . . . .

Тогда

Ds = λs
k−1 d

k

dsk
,

и имеем систему уравнений

∂F
∂t
= λzk

(∂k−1F
∂zk−1

−
∂kF
∂zk

)
;

∂F
∂t
= λ(sk−1 − sk)

∂kF
∂sk

с начальным условием F(0; z; s) = ezs.
В случае процесса степенного типа полагают

ϕi = i
ρλ, 0 < ρ < 1.

В случае процесса пуассоновского типа полагают

ϕ0 = 0, ϕi = λ, i = 1, 2, . . . ,

тогда

Ds(f) = λ
f(s)− f(0)

s
.

Задача построения замкнутых решений указанных систем диффе-
ренциальных уравнений для процесса гибели является сложной [6].

Заключение. Отметим, что полученные в работе виды уравнений
также имеют место для марковских процессов рождения и гибели
на N . Такие марковские модели возникают, например, в задачах оцен-
ки надежности в системах с восстанавливаемыми элементами [7].

В задачах анализа остаточной надежности резервированных си-
стем [8] рассматриваются полумарковские процессы гибели. Пусть
техническая система состоит из i соединенных элементов, которые
имеют одинаковые распределения наработок до отказа с функцией
распределения F (t) [9]. При функционировании системы все компо-
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ненты находятся в рабочем состоянии. В случае отказе любого ком-
понента его функции берут на себя оставшиеся годными компоненты
(полумарковский процесс переходит из состояния i в состояние i− 1).
Система функционирует до отказа последнего элемента (состояние 0).
При отказе очередного элемента режимы работ неотказавших эле-
ментов изменяются. Это может привести к изменению распределений
остаточных наработок до отказа этих компонент, что сказывается на
показателях надежности всей системы. По статистической выборке
результатов испытаний n систем проверяется гипотеза о сохранении
закона распределения остаточных наработок до отказа компонент си-
стемы, которые продолжают функционировать после отказа r (r < i)
компонент системы [9].
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