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При решении задач на практических занятиях основные трудности у студентов 
связаны с выбором необходимой теоремы (или теорем) при решении задачи. Рас-
смотрен вывод общих теорем динамики из общего уравнения механики. При этом 
изменена формулировка теорем: в них не входят силы реакции идеальных связей 
(внешние и внутренние), которые всегда являются дополнительными неизвестны-
ми. Формулировка теорем позволяет понять, какие из общих теорем динамики 
необходимо использовать при решении задач. 
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Введение. В курсах теоретической механики технических вузов, 

в том числе в МГТУ им. Н.Э. Баумана, принято общие теоремы ди-
намики выводить из уравнений движения механической системы [1–
5]. При этом силы, действующие на механическую систему, разби-
вают на внешние и внутренние. Силы реакции связей отдельно не 
выделяются, а понятие идеальных связей вводится существенно 
позднее, в разделе «Аналитическая механика». При решении задач на 
практических занятиях основные трудности у студентов связаны с 
выяснением, какую теорему (или какие теоремы) необходимо ис-
пользовать при решении задачи. У студентов создается впечатление, 
что мастерство и опыт преподавателя в значительной степени заклю-
чаются в умении ответить на этот вопрос. На самом деле ответ на 
этот вопрос дает другая формулировка этих теорем, в которых силы, 
действующие на систему, разбивают на внешние и внутренние ак-
тивные силы и силы реакции идеальных связей. Эти теоремы выво-
дятся из общего уравнения механики [6–7]. Силы реакции идеальных 
связей, являющиеся неизвестными, не совершают работу на вирту-
альных перемещениях системы и поэтому не входят в общее уравне-
ние механики, также как и в правые части общих теорем динамики. 
Соответственно, если в задаче выполнены условия одной из этих 
теорем, то эту теорему следует использовать для решения. Если на 
систему наложены неидеальные связи, то силы реакции этих связей 
необходимо добавить к активным силам. В связи с этим в курсе тео-
ретической механики при изучении аналитической механики целесо-
образно вернуться к общим теоремам динамики и вывести их из об-
щего уравнения механики. 

Общие теоремы динамики. Рассмотрим механическую систему, 
на которую наложены голономные, удерживающие и идеальные связи.  
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Запишем уравнения движения системы:  

 ( , ) ( , ) , 1, 2, , ,a e a i
k k kk km r F F R k n       (1) 

где km  — масса k-й точки системы; kr  — ее радиус-вектор, 
( , ) ( , ),a e a i

k kF F  — внешняя и внутренняя активные силы; kR    
( ) ( )e i
k kR R   —  сила реакции идеальных связей, приложенные к k-й 

точке системы. 
Общее уравнение механики имеет вид 
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Теорема 1 (об изменении количества движения). Если среди 
виртуальных перемещений системы есть перемещение системы как 
единого целого вдоль оси Ox  

 , 1,2, , ,kr x i k n       (3) 

то 
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где xQ  — количество движения системы вдоль оси .Ox  
Доказательство. Подставляя соотношение (3) в общее уравне-

ние механики (2), получаем 
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Отсюда следует 
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Учитывая, что 
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так как внутренние силы образуют систему сил, эквивалентную ну-
лю, получаем выражение (4). 

Теорема 2 (об изменении кинетического момента). Если среди 
виртуальных перемещений системы есть поворот системы как едино-

го целого вокруг оси ,Oz  то 

  ( , )
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где zK  — кинетический момент системы при ее повороте вокруг оси 
.Oz  
Доказательство. Если виртуальным перемещением системы яв-

ляется поворот системы как единого целого вокруг оси Oz  на угол 
,  то декартовы и цилиндрические координаты k-й точки (см. рису-

нок) связаны соотношениями 

cos ; sin ; .k k k k k k k kx y z z        

Декартовы и цилиндрические координаты точки 
 
На рассматриваемом виртуальном перемещении  

0; 0; ,k k kz         

тогда 
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Подставляя эти соотношения в общее уравнение механики (2), 
получаем 
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получаем соотношение (5). 
Теорема 3 (об изменении кинетической энергии). Если дей-

ствительное перемещение является одним из виртуальных переме-
щений 

 , 1, 2, , ,k kr dr k n      (6) 

то 
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где T  — кинетическая энергия системы; ( )dA F  — элементарная ра-

бота силы F . 
Доказательство. Подставляя соотношение (6) в общее уравне-

ние механики (2), получаем 
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получим соотношение (7). 
Заключение. Формулировки полученных теорем отличаются от 

формулировок общих теорем динамики тем, что в них не входят си-
лы реакции идеальных связей, которые неизвестны. Поэтому условия 
этих теорем о виртуальных перемещениях могут обусловить выбор 
общих теорем динамики для решения задачи. 

Если среди виртуальных перемещений системы есть перемеще-
ние системы как единого целого вдоль некоторой оси, то для реше-
ния задачи необходимо использовать теорему об изменении количе-
ства движения в проекции на эту ось. 

Если среди виртуальных перемещений системы есть поворот си-
стемы как единого целого вокруг некоторой оси, то для решения за-
дачи необходимо использовать теорему об изменении кинетического 
момента вокруг этой оси. 

В подавляющем большинстве задач связи, наложенные на систе-
му, стационарны. В этом случае действительное перемещение явля-
ется одним из виртуальных и условия теоремы об изменении кинети-
ческой энергии выполнены. Однако далеко не всегда задачи решают-
ся с помощью этой теоремы, поскольку не известны внутренние си-
лы, обеспечивающие заданные в условиях задач относительные пе-
ремещения тел механической системы, а отличная от нуля работа 
этих сил входит в формулировку теоремы. 
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General theorems of dynamics and general equation  
of mechanics 

© V.V. Lapshin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
General theorems of dynamics constitute one of the main parts in theoretical mechanics. 
Traditionally, these theorems are being derived from motion equations of a mechanical 
system. The main students’ difficulties are associated with the question which theorem 
(or theorems) should be used to obtain the solution. The paper shows these theorems’ 
derivation from the general equation of mechanics. This leads to changes in the theo-
rems’ formulation: reaction force of ideal constraints (internal and external) is out of the 
consideration. This approach compared with the traditional one gives a hint about the 
theorems to be used in the solution. 
 
Keywords: general theorems of dynamics, general equation of mechanics. 
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