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Описана процедура алгоритма, предназначенного для формирования уравнений 
динамики на основе теоремы об изменении кинетической энергии в дифференци-
альной форме. Ее реализация продемонстрирована на примерах плоских механиз-
мов с двумя степенями свободы. Предлагаемая технология вывода математиче-
ской модели динамического состояния механической системы отличается от 
классических стратегий, в том числе от уравнений Лагранжа второго рода. 
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Введение. К настоящему времени известны различные способы 
формирования систем дифференциальных уравнений для механиче-
ской системы с конечным числом степеней свободы, в том числе на 
основе принципов аналитической механики, применимых в задачах 
динамики, или в виде набора канонических дифференциальных урав-
нений отдельных тел и уравнений связи [1–9]. В данной работе пред-
ложен алгоритм вывода математической модели динамического со-
стояния механической системы тел с конечным числом степеней  
свободы на основе теоремы об изменении кинетической энергии T в 
дифференциальной форме: 

, .e iT W                                            (1) 

Здесь T  — производная по времени t от Т; ,e iW  — суммарная 
мощность внешних и внутренних сил, причем предполагается, что обе 

скалярных величины Т, ,e iW  являются некоторыми функциями пара-
метров текущего кинематического состояния механической системы. 

Процедура алгоритма основана на использовании обобщенных ко-
ординат 1 2, ,..., ,... ,

qs nq q q q q  1, 1 ,q qn s n    и скоростей их изме-

нения 1 2, ,..., ,...
qs nq q q q q      во времени t, введенных для анализа дви-

жения исследуемой механической системы с 1qn   степенями свободы. 

Нулевую разность , 0e iT W   в (1) можно представить в виде линей-
ной комбинации независимых величин ( ) , 1 :s s s qT Q q s n    
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, ( ) 0,e i
s s ss

T W T Q q                                       (2) 

Откуда следуют равенства нулю каждого множителя перед 
обобщенными скоростями: 

0, 1 .s s qT Q s n                                      (3) 

В выражениях (2) и (3) 

1 1

1 1
( ) { ( )}

n n
b b

b Cb Cb Cb b b b Cb Cb b s s s
b s b ss s

L H
T M a V I M a I q T q

q q 

 
          

 
     

; 

1,

1
( ) { ( )}

n
e i b b

b Cb b b b b s s s
b s b ss s

L H
W R V m R m q Q q

q q

 
        

 
     ; 

1

1
( )

n
b b

s b Cb Cb b
b s s

L H
T M a I

q q

 
  

 
  , 

1

1
( )

n
b b

s b b
b s s

L H
Q R m

q q

 
 

 
   —   (4) 

скалярные функции времени, обобщенных координат и обобщенных 

скоростей, подлежащие аналитическому расчету; , , ,b Cb Cb CbM V a V 

, , ,Cb b b bI      — масса, вектор скорости и вектор ускорения центра 

масс, центральный момент инерции, угловая скорость и угловое 

ускорение b-го тела (1  b  n1); b
Cb Cb s

s s

L
V r q

q


  


   

и b
b b s

s s

H
H q

q


   


   — линейные зависимости иCb bV   от обоб-

щенных скоростей; 
( ) ( ) ( )Cb b j j

j
r L q l q e q   , ( ) ( )b k k

k
H q e q   —                 (5) 

зависимости вектора положения центра масс Cbr  и вектора конечных 

угловых поворотов bH  b-го тела от обобщенных координат в инер-

циальной системе отсчета; ( ), ( )j ke q e q  — единичные векторы направ-

лений; ,b bR m  — главный вектор и главный момент внешних сил для  

b-го тела, приведенных к его центру масс. 
Из полученной связи скалярных функций sQ  с функцией мощно-

сти приложенных сил следует, что функции sQ  имеют тот же смысл, 

что и соответствующие обобщенные силы в уравнениях Лагранжа 
второго рода. В таком случае очевидно, что и функции sT  данного 

алгоритма будут совпадать с инерционными членами уравнений Ла-
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гранжа второго рода, т. е. ( )s
s s

d T T
T

dt q q

 
 

 
. Таким образом, по 

сравнению с методом Лагранжа предлагаемый алгоритм имеет более 
низкий уровень математической сложности вычислительных опера-
ций в отношении функций sT . 

При введенных обобщенных координатах процедуру выделения 
независимых множителей sT , sQ  в выражении (1) можно реализовать 

компьютерными средствами, производя расчет в символьном виде 
аналитических выражений частных производных от функций (5) или 
методом поочередного присвоения всем обобщенным скоростям ну-
левых значений, кроме одной, равной единице. Причем в данных 
операциях выражения для ускорений и функций сил следует остав-
лять не раскрытыми. Раскрывать эти выражения можно только после 

выделения независимых множителей в уравнении , 0e iT W  . 
Ниже приведен примерный порядок получения конечного про-

дукта в виде математической модели динамики исследуемой системы 
тел с qn  степенями свободы по соотношениям (3)–(5). 

Шаг 1. Ввести обобщенные координаты и обобщенные скорости. 
Шаг 2. Для каждого подвижного тела с неизвестной кинематикой 

движения составить аналитические выражения (5). 
Шаг 3. Составить аналитические функции 

sT  и 
sQ  по формулам (4), 

предварительно выразив векторы ускорений и априорные аналитические 
функции векторов ,b bR m  через обобщенные координаты и время t. 

Шаг 4. Составить систему (3) из qn  аналитических уравнений. 

Приведенные шаги алгоритма можно выполнять как вручную, так 
и с помощью компьютерной техники в символьном виде. Последую-
щий этап анализа движения механической системы связан с решени-
ем полученной системы уравнений (3). 

Способ формирования математической модели по теореме (1) 
продемонстрируем на двух несложных примерах, не выделяя шагов 
алгоритма. 

Пример 1. В плоском механизме М и m — массы поступательно 
движущегося ползуна и материальной точки В на конце невесомого 
прямолинейного стержня АВ, движущегося в вертикальной плоско-
сти (рис. 1). Точки B, D соединены невесомой эластичной нитью, ко-
эффициент жесткости которой на растяжение с0, AB = AD = l. Пол-
зун, его прямолинейную направляющую и стержень считаем неде-
формируемыми телами. В данной постановке задачи пренебрежем 
длиной нити в недеформированном состоянии, трением в местах кон-
тактов тел, силами Архимеда и силами сопротивления воздуха. 
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Для вывода уравнений динамики рассматриваемой механической 
системы относительно инерциальной системы отсчета Оxyz (рис. 2), 
жестко связанной с основанием, применим алгоритм (3), основанный 
на теореме (1). 
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Рис. 1. Схема механизма, совершаю-
щего плоскопараллельное движение

Рис. 2. Силовое кинематическое 
состояние механической системы 

 
Для рассматриваемой консервативной системы тел 

 
   ,

( ) ( ) 2;

,

A A B B

e i
D A B B

T M V V m V V

W M g N F V mg F V

   
    

 (6) 

где AV , B A BAV V V   — векторы скоростей точек A и B относительно 
системы Оxyz; ,M g mg  — векторы сил тяжести ползуна и материаль-

ной точки В; N  — сила воздействия основания на ползун; 
, , ( )B D D BF F F F   — силы воздействия нити на ползун и матери-

альную точку В, причем произведения , 0A AM gV mgV   и 0ANV   
тождественно равны нулю. 

Представим скорость точки В в виде 

 ,B A BA xV V V V i V      (7) 

где ,xV x V s    априори являются независимыми проекциями векто-
ров переносной и относительной скоростей для точки В на соответ-
ствующие касательные направления , ;i   , ,i j k  — орты декартовой 

систем координат Оxyz; cos sini j      — орт естественной систе-
мы координат в точке В, касательный к дуге окружности с центром в 
точке А и радиусом АВ = l, лежащей в плоскости Оxy; s — криволиней-
ная координата положения точки B, причем угол /s l   представляет 
собой угол отклонения стержня АВ от вертикали. 

Тогда 

     , 0.e i
A x B x BT W M a V i ma V i V mg F V           
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В этом уравнении сгруппируем слагаемые, чтобы представить его в 
виде линейной комбинации независимых скоростей xV , V : 

       0.xA B B BV VM a ma i ma mg F       (8) 

Из взаимной независимости проекций скоростей xV  и V  вывод о 
том, что каждый множитель при них в уравнении (8) необходимо 
должен тождественно равняться нулю, т. е. 

   0;A Bi M a ma   

   0.B Bma mg F      

Тогда после вычисления скалярных произведений векторов имеем 

 
0;

.

x x
A B

B B

Ma ma

ma mg F
 

 

  
 (9) 

Применив в качестве обобщенных координат параметры x  и , 
на основании (9) получим искомую математическую модель относи-
тельно двух функций ( )x t и ( ) :t  

 
 

 

2

0

cos sin 0;

cos sin cos .

M x m x l l

m x l mg c l

       

       

  


 (10) 

 

В выводе (10) учитывали следующие соотношения: 
cos sini j     ; 2cos sinx x x

B A BAa a a x l l         ; 

cosB A BAa a a x l       , g g j  , yN N j ; 

0 0 0( ) [(1 sin ) cos ]B DF F c BD c BA AD c l i j         
  

. 
Справедливость системы уравнений (10) подтверждается тем, что 

первое уравнение в ней соответствует, например, проекции на непо-
движную ось Оx формулы теоремы о движении центра масс, приме-
ненной к рассматриваемой системе подвижных тел, а второе — про-
екции на подвижную ось   формулы динамической теоремы Корио-
лиса, примененной к материальной точке В, для анализа динамики ее 
относительного движения по отношению к ползуну. 

Пример 2. Изменим конструктивные параметры в примере 1. На 
этот раз в плоском механизме (рис. 1) пренебрежем массой точки В, 
но будем учитывать массу m тонкого стержня АВ, однородно распре-
деленную по его длине. 

Сформируем математическую модель аналогично примеру 1: 

[ ( ) ( ) ( )] / 2;A A C C CzT M V m V V J        

, ( ) .e i
D A C B BW Mg N F V mg V F V       

(11) 
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Здесь CV  — вектор скорости точки С — центра масс стержня; zk   — 
угловая скорость вращения стержня относительно ползуна. 

Выразив только векторы скоростей через единичные орты 

A xV V i , B x zV V i l    , 0,5C A CA x zV V V V i l      , zk    

и отбросив нулевые мощности ряда сил, представим (7) в виде  

,

( ) ( ) ( 0,5 ) ;

[ ( ) ( ) [ ( ) ( )]

A x C x C z Cz z z

e i
z B z Az Az B

T M a V i m a V i m a l J

W mg k AC F k AB M mg M F

       

       

   
   (12) 

С учетом (12) сгруппируем в уравнении , 0e iT W   слагаемые и 
представим его в виде линейной комбинации независимых проекций 
скоростей ,x zV   0x zPV Q   : 

( ) 0;

( ) ( ) ( ) 0.
A C

Cz z Az C Az Az B

P Ma ma i

Q J M ma M mg M F

   

     
              (13) 

Перед вычислением скалярных произведений в (13) выразим век-
торы ускорений точек А и С и векторы сил mg , BF  через единичные 

орты ,i j : 

2; 0,5 0,5A Ca xi a xi l l n        ; cos sini j     ; 

sin cosn i j     ; mg mg j  ; 0 [(1 sin ) cos ]BF c l i j     . 

После вычисления скалярных произведений и моментов векторов 
вокруг оси Az получим искомую математическую модель относительно 
функций ( ), ( )x t t :  

 20,5 cos 0,5 sin 0;M x m x l l           
 

2
00,5 cos 0,5 sin cos ,Azml x J mgl c l         

где 2 20,25 3Az CzJ J ml ml    — момент инерции массы стержня 
вокруг оси Аz. 

Справедливость первого уравнения полученной математической 
модели подтверждается тем, что оно соответствует принципу Далам-
бера, примененного для системы подвижных тел в виде нулевой про-
екции главного вектора физических сил и сил инерции на ось Ох. 
Аналогично второе уравнение с позиции принципа Даламбера пред-
ставляет нулевую сумму моментов внешних физических сил и сил 
инерции для стержня АВ. 

Выводы. 
1. С помощью обобщенных координат теорему об изменении ки-

нетической энергии в дифференциальной форме, примененной для 
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частного случая механической системы с конечным числом степеней 
свободы, можно представить в виде замкнутой системы дифференци-
альных уравнений относительно обобщенных координат. 

2. На основании предложенного алгоритма процедура получения 
математической модели в символьном или численном виде для про-
извольной системы абсолютно твердых тел с конечным числом сте-
пеней свободы может быть автоматизирована и реализована с ис-
пользованием компьютерной техники. 

3. Данный метод составления системы уравнений движения для 
случая механической системы с несколькими степенями свободы 
может в достаточной степени скомпенсировать отсутствие традици-
онного раздела «Принципы аналитической механики» в учебной про-
грамме курса «Теоретическая механика». 
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The algorithm for generating dynamics equations 
for a mechanical system with a finite number of degrees 

of freedom based on the theorem of change of kinetic energy 

© P.G. Rusanov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

By the example of planar mechanisms with two degrees of freedom the article demon-
strates principles of organization of the algorithm to represent dynamics equations based 
on the theorem of change of kinetic energy in differential form. The offered technology of 
displaying mathematical model of a dynamic condition of mechanical system differs from 
classical methods, including Lagrange equations of the second kind. 

Keywords: kinetic energy, algorithm to derive the equations, equations of dynamics, line-
ar combination of variables, independent variables. 
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