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Решена актуальная задача разработки составной части нового программного ком-
плекса, предназначенного для моделирования процессов взаимодействия упругоде-
формируемых конструкций с потоком несжимаемой среды. Разработана и верифици-
рована методика моделирования динамики балочной конструкции, предназначенная 
для решения сопряженных задач гидроупругости. Описан алгоритм методики и про-
граммный модуль, реализованный на языке C++, использующий библиотеку с откры-
тым исходным кодом Project Chrono, содержащую математические модели и алгорит-
мы решения систем уравнений, необходимые для моделирования динамики механиз-
мов с упругими звеньями. Приведены результаты расчета четырех модельных задач в 
сравнении с данными, полученными другими методами математического моделиро-
вания, такими как аналитическое решение свободных колебаний консольно закреп-
ленной балки и решение задач с помощью метода конечных элементов в программ-
ном пакете Solid Works Simulation. Показано, что разработанная методика обеспечи-
вает численную сходимость результатов рассмотренных методов при повышении 
дискретизации расчетной схемы. 
EDN: IGYVOJ, https://elibrary/igyvoj 
Ключевые слова: динамика балочной конструкции, метод конечных элементов, Pro-
ject Chrono, Solid Works Simulation, методика моделирования 

The current task of developing an integral part of a new software package designed to simu-
late the interaction of elastically deformable structures with the flow of an incompressible 
medium is being solved. In this paper, a method for modeling the dynamics of a girder 
structure is developed and verified, designed to solve related problems of hydroelasticity. 
The algorithm of the technique and the software module implemented in C++ are de-
scribed, using the open source library Project Chrono, which contains mathematical models 
and algorithms for solving systems of equations necessary for modeling the dynamics of 
mechanisms with elastic links. The results of calculations of four model problems are pre-
sented in comparison with the results obtained by other mathematical modeling methods 
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such as the analytical solution of free vibrations of a cantilevered beam and the solution of 
problems using the finite element method in the Solid Works Simulation software package. 
It is shown that the developed technique ensures numerical convergence of the results of the 
considered methods with increasing discretization of the computational scheme. 
EDN: IGYVOJ, https://elibrary/igyvoj 
Keywords: beam structure dynamics, finite element method, Project Chrono, Solid Works 
Simulation, modeling methodology 

Моделирование взаимодействия конструкций с 
потоком жидкости или газа в условиях, когда 
сжимаемостью рабочей среды можно прене-
бречь, является актуальной задачей при проек-
тировании авиационной, автомобильной, мор-
ской техники и энергетического оборудования 
[1–4]. Возможная схема организации вычисли-
тельного комплекса для определения парамет-
ров движения механизма в потоке несжимае-
мой среды с использованием метода вихревых 
петель приведена в работе [5]. 

Однако для указанных задач, обозначаемых 
как FSI (Fluid Structure Interaction), не всегда 
можно считать звенья механизма абсолютно 
жесткими [1]. Обтекаемые тела часто должны 
быть схематизированы как объемные упругие 
тела, оболочки, балки и др. При математиче-
ском моделировании сопряженных задач гид-
роупругости требуется согласованное упорядо-
ченное решение гидродинамической и механи-
ческой подзадач. Для внедрения в такой 
программный комплекс подсистем решения 
механической подзадачи удобно, если соответ-
ствующие библиотеки имеют открытый исход-
ный код и обладают возможностями моделиро-
вания тел методом конечных элементов [6]. 
Использование открытого программного обес-
печения предоставляет пользователям широкие 
возможности по верификации и модификации 
разрабатываемых приложений. 

В программном комплексе [5] использована 
библиотека с открытым исходным кодом 
Project Chrono (PC) [7], активно применяемая 
для решения задач FSI [8–10]. В ней имеются 
средства моделирования динамики упругих 
конструкций методом конечных элементов, од-
нако нет данных об их верификации. В связи с 
этим необходимо оценить точность моделиро-
вания упругих элементов конструкций с помо-
щью библиотеки PC. 

Так как целевым объектом решения сопря-
женной задачи гидроупругости часто является 
тело большого удлинения [4, 11–13], выпол-
ним моделирование и верификацию динамики 
малых поперечных пространственных колеба-

ний балки с различными условиями закрепле-
ния. 

Цель работы — оценить точность решения, 
получаемого с помощью библиотеки PC для ее 
дальнейшего применения при моделировании 
механики в сопряженных задачах гидроупру-
гости. 

Чтобы достичь поставленной цели, сформи-
рована и верифицирована подсистема решения 
механической подзадачи моделирования дина-
мики балки на базе библиотеки с открытым ис-
ходным кодом PC, для ее реализации в составе 
комплекса моделирования сопряженной задачи 
гидроупругости. Выполнено сравнение резуль-
татов расчета с данными, полученными в ком-
мерческом программном пакете Solid Works 
Simulation (SWS) [14] и аналитическим путем. 

 
Постановка задачи и метод решения. Рассмот-
рены четыре модельные задачи (рис. 1, а–г), где 
балка имеет следующие безразмерные парамет-
ры: постоянное квадратное поперечное сечение 
со стороной a = 0,01 и длину L = 1,6. Материал 
балки — однородный изотропный с плотно-
стью ρ = 3125 и модулем Юнга E = 6 109. Все за-
дачи решены без учета демпфирования. 

При решении задач с помощью библиотеки 
PC, как показано на рис. 2, использована ко-
нечно-элементная модель балки, состоящая из 
инерционных элементов 1, связанных балоч-
ными элементами 2. 

В библиотеке PC движение балки описыва-
ется относительно инерциальной мировой си-
стемы отсчета положением центров масс mi и 
ориентацией системы координат инерционных 
элементов Ji в трехмерной постановке. Модели-
рование процессов осуществляется в режиме 
гладких тел (без учета касательных сил при 
контакте тел). 

С помощью библиотеки PC сформирована 
объектная структура цифровой модели балки, 
показанная на рис. 3. Использован объект 
chrono::ChSystemSMC my_system. Инерционные 
и балочные элементы математической модели 
балки добавлены в сеточную модель (объект 
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my_mesh класса chrono::fea::ChMesh my_mesh). 
Для описания количества балочных элементов 
предназначена переменная nel. Изгиб балки 
смоделирован перемещением некоторых ее уз-
лов (точек). 

Количество узлов выбрано равным nel + 1. 
Принято, что указанные узлы расположены 
вдоль балки равномерно (с постоянным ша-
гом). Эти узлы — объекты nodei в библиотеке 
PC — имеют тип chrono_types::make_shared<:: 
chrono::fea::ChNodeFEAxyzrot>. 

Узлы nodei последовательно добавлялись в 
сеточную модель балки my_mesh функцией 
AddNode, а также в вектор узлов node. Далее 
между каждой соседней парой узлов задавался 
балочный элемент belement класса 
chrono::fea::ChElementBeamEuler. Таким обра-
зом, всего в сеточную модель my_mesh балки 

добавлялось nel балочных элементов. Добав-
ление осуществлялось функцией AddElement. 
Упругие характеристики балочных элементов 
задавались через класс chrono::fea::  
ChBeamSectionEulerAdvanced. Параметры бал-
ки и ее элементов приведены с табл. 1. 

 
Рис. 2. Конечно-элементная модель балки, 
построенная с помощью библиотеки PC 

 
Рис. 1. Расчетные схемы для первой (а), второй (б), третьей (в) и четвертой (г) модельных задач 

Рис. 3. Объектная структура цифровой модели балки 
в среде PC 
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В реализованной программе характеристики 
всех балочных элементов заданы равными, од-
нако они могут быть уникальными для каждого 
балочного элемента. Плотность балочных эле-
ментов принята равной нулю, т. е. они невесо-
мые. Масса элементов балки сосредоточена в 
инерционных элементах, которые смоделирова-
ны объектами класса chrono::ChBody. Массы всех 
инерционных элементов балки, кроме крайних, 
приняты double dm = Ro  (Len  AAA  AAA)/nel 
и заданы функцией SetMass(dm) класса 
chrono::ChBody. Для начального и конечного 
элементов балки заданы SetMass(dm/2). Для за-
дания моментов инерции элементов балки ис-
пользована функция SetInertia(Matr), где Matr — 
тензор инерции элементов (класса 
chrono::ChMatrix33). Диагональные элементы 
тензора инерции соответствуют характеристи-
кам участка балки длиной Len/nel, недиагональ-
ные элементы тензора нулевые. Инерционные 
элементы связаны с точками node[i] связями 
chrono::ChLinkMateGeneric с параметрами constr-
>SetConstrainedCoords (true, true, true, true, true, 
true) (с нулевым количеством степеней свободы). 

В качестве альтернативного подхода в моде-
ли можно задать ненулевую плотность балоч-
ных элементов, обнулив массы и тензоры инер-

ции инерционных элементов балки. При этом 
результаты моделирования почти не изменятся, 
однако с точки зрения последующего практиче-
ского применения такого программного модуля 
балочную модель удобнее задавать как инерци-
онные элементы и балочные элементы с нуле-
вой плотностью (как это сделано в настоящей 
работе). 

Для численного решения систем алгебраиче-
ских уравнений в программе использован ре-
шатель chrono::ChSolverMINRES с параметрами, 
указанными в табл. 2. 

Внешние силы и моменты, действующие на 
узлы балки, заданы функциями node[yui]-> 
SetForce(::chrono::ChVector<>mF), node[yui]-> 
SetTorque(::chrono::ChVector<>mM) соответ-
ственно. 

Упругие связи смоделированы аналогично 
внешним силам, действующим на узлы прямо 
пропорционально перемещениям элемента 
балки, а жесткие связи — путем фиксирования 
инерционных элементов bodies[i] в простран-
стве функцией bodies[i]->SetBodyFixed(true). 

 
Результаты моделирования. Модельная зада-
ча № 1. Рассмотрены колебания балки, закреп-
ленной консольно на неподвижной опоре 

Таблица 1 
Параметры балки 

Параметр Функция (переменная) Значение 

Сторона квадратного поперечного сечения double AAA 0,01 

Длина балки double Len 1,6 

Плотность материала балки double Ro 3125 

Определение типа сечения балочных элементов (прямоугольное  
с соответствующими сторонами) 

SetAsRectangularSection AAA, AAA 

Модуль Юнга балочных элементов SetYoungModulus 6  1e9 
Модуль сдвига балочных элементов SetGshearModulus 0,3  6  1e9 
Плотность балочных элементов SetDensity 0 

Показатель (Релея) демпфирования балочных элементов SetBeamRaleyghDamping 0 

Таблица 2 
Параметры решателя ChSolverMINRES систем уравнений 

Параметр Функция Значение 

Точность решения SetTolerance 1e-12 

Использование диагонального предобуславливателя EnableDiagonalPreconditioner true 
ведение журнала сообщений SetVerbose false 
Точность решения при вычислении сил SetSolverForceTolerance 1e-13 
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(см. рис. 1, а). На балку действует постоянная 
сила F = 0,1, приложенная к свободному концу. 

Приближенное аналитическое решение с 
разложением по собственным формам колеба-
ний получено с помощью приложения Wolfram 
Mathematica [15]. 

Математически малые поперечные колеба-
ния балки под действием внешней распреде-
ленной нагрузки  ,p x t  описываются уравне-
нием 

  
2 2

п2 2
, ,U UEJ F p x t

x x t t
               

  (1) 

где E  — модуль упругости материала стержня; 
J  — момент инерции; U  — прогиб;   — плот-
ность материала; пF  — площадь поперечного 
сечения; t  — время. 

Так как балка симметрична относительно 
плоскости Oxy, проекции начальных сил, пере-
мещений и скоростей на ось Oz равны нулю. 
Поэтому далее в аналитическом решении будем 
рассматривать колебания балки только в плос-
кости Oxy. 

Для решаемой задачи заданы начальные 
условия    ,0 ,U x g x    ,0U x f x  и гра-
ничные  0, 0,U t    0, 0,U t    , 0,U L t   

 , 0.U L t   
Решение уравнения (1) рассматриваем в ви-

де произведения формы колебаний и обобщен-
ной координаты 

      , .U x t W x t   

Балочная функция для собственных форм 
балки 

  1 2 3 4cos sin ch hs ,W x C kx C kx C kx C kx     (2) 

где 41C C  — константы. 
Из граничных условий при консольном за-

креплении балки 

   1 30 0W C C   ,     2 40 0W C C     

находим 

 3 1C C  ,   4 2C C  . 

Граничные условия для свободного края 
балки имеют следующий вид: 

 

  


  


2
1 2

1 2

3
1 2

1 2

cos sin
ch sh 0;

sin cos
sh ch 0.

W L k C kL C kL
C kL C kL

W L k C kL C kL
C kL C kL

 



  
  


   

 

  (3) 

Однородная система уравнений относитель-
но неизвестных 1,C  2C  имеет нетривиальные 
решения, когда ее определитель равен нулю. От-
сюда получаем характеристическое уравнение 
 ch cos 1.kL kL     (4) 

Так как далее будем рассматривать только 
низкочастотные колебания, для верификации 
использовано девять корней уравнения (4). Со-
ответствующие им формы (2) найдем, задав 
константу 1 1,C   а 2C  определим из любого из 
граничных условий (3). 

Применяя метод Бубнова — Галеркина, по-
лучаем решение уравнения для обобщенной 
координаты i 
 2

iii if     

в виде 

 2
5 6cos sin / .i i i i i i iC t C t f        

Результаты решения уравнения (1) в виде 
ряда 

    
9

1
, i i

i
U x t W x


   

сравнивались с решениями, полученными ме-
тодом конечных элементов. 

Для моделирования балки в трехмерной по-
становке при расчете переходного режима вы-
нужденных колебаний тела в среде SWS исполь-
зованы объемные конечные элементы. 
В качестве решателя выступал Intel Direct Sparse. 
Количество частот выбрано равным 20, как 
предлагает программный комплекс по умолча-
нию. Количество конечных элементов — 7771. 
Шаг интегрирования по времени (далее шаг ин-
тегрирования) Δt принят равным 0,001 и 0,0002. 

Определенные численным методом в среде 
SWS перемещения свободного края балки по 
оси Оx ySWS на графике оказались визуально 
неотличимыми от результатов, полученных 
аналитическим методом yа. По оси Oz переме-
щения элементов балки не возникали, что так-
же подтверждает корректное решение задачи. 

Для сравнения результатов аналитического 
и численного (в среде SWS) решений задачи 
использована погрешность, приведенная к вы-
соте сечения: SWS а )/( .y y a  Результаты модели-
рования с шагом интегрирования Δt = 0,001 и 
0,0002 приведены на рис. 4. Видно, что при 
уменьшении шага интегрирования сходимость 
численного метода с аналитическим возрастает. 
При этом шаг интегрирования Δt = 0,0002 бли-
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зок к встроенным программным ограничениям 
пакета для данной задачи (максимальное число 
шагов). Далее в качестве результатов расчета в 
среде SWS будут выступать данные, полученные 
при Δt = 0,001. 

Численное интегрирование системы диффе-
ренциальных уравнений динамики выполнено 
методом Hilbert-Huang Transform (HHT) и не-
явным методом Эйлера. Встроенный в PC ме-
тод Рунге — Кутты применить не удалось. Ис-
пользованы четыре варианта интегрирования 
со следующими параметрами: 

1) решатель chrono::ChTimestepper::Type:: 
EULER_IMPLICIT, шаг интегрирования Δt = 
= 0,001, задаваемый функцией SetTimestep(0.001), 
число балочных элементов nel = 20; 

2) решатель chrono::ChTimestepper::Type:: 
EULER_IMPLICIT, Δt = 0,0001, задаваемый 
функцией SetTimestep(0.0001), nel = 20; 

3) решатель chrono::ChTimestepper::Type:: 
HHT, Δt = 0,001, параметры SetAlpha(-0.0), 
SetMaxiters(6), SetAbsTolerances(1e-12), 
SetVerbose(true), SetStepControl(false), 
SetTimestep(0.001),  nel = 20; 

4) решатель chrono::ChTimestepper::Type:: 
EULER_IMPLICIT, Δt = 0,001, параметр 
SetTimestep(0.001), число балочных элементов 
nel = 10. 

Перемещения свободного края балки, полу-
ченные путем аналитического расчета аy  и 
численного моделирования в средах SWS SWSy  
и PC PСy , показали хорошее совпадение 
(рис. 5, а). Для сравнения результатов модели-
рования в средах PС и SWS использована по-
грешность, приведенная к высоте сечения, 

PС SWS /( ) ay y  (рис. 5, б). Моделирование в сре-
де SWS выполнено с шагом интегрирования 
Δt = 0,001. 

Анализ результатов решения модельной 
задачи № 1 позволил сделать следующие 
выводы. Все рассмотренные методы дают 
принципиально корректное решение с погреш-
ностями, не превышающими 15 % высоты по-
перечного сечения балки. Амплитуда колеба-
ний свободного края балки составила 530 % вы-
соты ее поперечного сечения, поэтому для 
инженерных расчетов погрешность 15 % явля-
ется достаточной. С увеличением дискретиза-
ции все методы позволяют повышать точность 
вычислений и снижать погрешность (1,5 и 3,0 % 

 
Рис. 4. Зависимости погрешности SWS а( )/y y a   
от времени t, полученные при моделировании  

в среде SWS с шагом интегрирования  
Δt = 0,001 ( ) и 0,0002 ( ) 

 

        
Рис. 5. Результаты решения модельной задачи № 1: 

а — зависимости перемещений свободного края балки от времени t, полученные путем аналитического расчета аy  
( ) и численного моделирования в средах PC PСy  ( ) и SWS SWSy  ( ); 

б — зависимости погрешности расчета PC SWS /( ) ay y  от времени t для первого ( ), второго ( ), третьего ( )  
и четвертого ( ) вариантов интегрирования 
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высоты поперечного сечения для SWS и PC со-
ответственно). 

В программном модуле PC решатель HHT 
при шаге интегрирования Δt = 0,001 имеет точ-
ность, аналогичную получаемой с помощью 
метода Эйлера при Δt = 0,0001, что обусловлено 
особенностями алгоритмов, реализованных в 
указанных решателях. 

При решении задач, связанных с перемеще-
ниями и колебаниями конструкций, с помощью 
программного пакета SWS удалось получить 
результаты с достаточной для инженерных рас-
четов точностью. C использованием объемных 
конечных элементов наибольшая погрешность 
по сравнению с приближенным аналитическим 
решением не превышает 3 % высоты попереч-
ного сечения балки или 0,55 % амплитуды ко-
лебания свободного края балки. 

С помощью программного модуля PC полу-
чены результаты с погрешностями по сравне-
нию с приближенным аналитическим решени-
ем, не превышающими 15  % высоты попереч-
ного сечения балки или 3  % амплитуды 
колебания ее свободного края. 

 
Модельная задача № 2. В трехмерном про-
странстве в инерциальной системе отсчета Oxyz 
рассмотрены колебания балки, закрепленной на 
пружинах (см. рис. 1, б). К шести точкам балки 
приложены сосредоточенные постоянные силы 
Fн = –0,1, направленные вдоль оси y (вниз). 
Точки приложения указанных сил расположе-
ны равномерно вдоль ее длины с постоянным 
шагом L/5. В инерциальной системе отсчета 
балка закреплена двумя шарнирными упругими 
опорами к основанию в плоскости Oxy, одна из 
которых связана с ее концом в точке C, вторая 
опора — скользящая в точке D на удалении b от 
точки C. Расстояние между опорами b = 1,0. 
Свободный край балки обозначен точкой E. 
Коэффициент жесткости пружин упругих опор 
k = 100. Балочная модель аналогична модели, 
описанной в задаче № 1.  

Приближенное аналитическое решение этой 
задачи затруднительно, вследствие чего резуль-
таты расчета с помощью PC сравнивались 
только с данными, полученными в среде SWS. 

Особенностью расчетной схемы с использо-
ванием PC являлось то, что при расположении 
скользящей опоры между узлами балки сила 
реакции от нее распределена между ближай-
шими узлами пропорционально соотношению 
расстояний до инерционных узлов. 

Результаты моделирования перемещения 
точек балки C, D и E, полученные в средах SWS 
и PC, приведены на рис. 6, а–г. При моделиро-
вании использованы четыре варианта интегри-
рования со следующими параметрами: 

1) решатель EULER_IMPLICIT, шаг интегри-
рования Δt = 0,001, число балочных элементов 
nel = 10 (см. рис. 6, а); 

2) решатель EULER_IMPLICIT, Δt = 0,001, 
nel = 20 (см. рис. 6, б); 

3) решатель EULER_IMPLICIT, Δt = 0,0001, 
nel = 20 (см. рис. 6, в); 

4) решатель HHT, Δt = 0,001, nel = 20 
(см. рис. 6, г). 

Анализ результатов решения модельной 
задачи № 2 позволил заключить следующее. Уве-
личение числа конечных элементов (на которые 
разбивалась балка) и уменьшение шага интегри-
рования при моделировании с помощью PC 
сближает результаты с данными, полученными в 
среде SWS. Результаты расчета с решателем  
EULER_IMPLICIT лучше, чем с HHT сходятся с 
результатами, полученными в программном па-
кете SWS. Для моделирования балки с помощью 
решателя EULER_IMPLICIT шага интегрирова-
ния Δt = 0,001 оказывается достаточно. Умень-
шение количества балочных элементов в 2 раза 
заметно увеличивает погрешность. 

 
Модельная задача № 3. Рассмотрена задача с 
продольным движением балки (см. рис. 1, в). 
Количество балочных элементов nel = 20, коли-
чество инерционных элементов — 21. В момент 
времени t = 0 конечная точка E находится в 
скользящей опоре F, причем S(t) = L. К проти-
воположному краю балки (точке C), связанно-
му с опорой упругим подвесом в плоскости Oyz, 
приложена сила вдоль оси Ox F = 20. Точка D 
балки расположена так, чтобы CD/CE = 3/5. По-
сле преодоления точкой C балки расстояния 
x1 = 0,6 сила F становится равной 0. Кроме того, 
к точке E приложена постоянно действующая 
сила Fн = 0,1, направленная в противополож-
ную сторону от оси Oy (вниз). Жесткость упру-
гих опор k = 1000. 

После преодоления точкой C балки расстоя-
ния x2 = 1,4 вдоль оси Ox осуществляется оста-
новка движения балки в этом направлении пу-
тем вычитания из скоростей движения всех 
инерционных элементов балки скорости дви-
жения точки C вдоль оси Ox. 

Моделирование в среде PC выполнено с 
помощью решателя EULER_IMPLICIT, реали-
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зующего метод Эйлера, при шаге интегриро-
вания Δt = 0,001 и 0,0001. Координаты точек C, 
D и E по оси Oy приведены на рис. 7. Макси-
мальная разница результатов для точки C со-
ставила 0,0026; для точки D — 0,022; для 
точки E — 0,039.  

Анализ результатов решения модельной 
задачи № 3 позволил заключить следующее. 
Решение задачи с помощью библиотеки PC яв-
ляется устойчивым. Схема нагружения балки 
близка к практическому приложению задачи 
гидроупругости [11]. При выполнении расчета 
использованы параметры интегрирования, по-
казавшие приемлемые результаты в модельных 
задачах № 1 и № 2. Сравнение результатов ре-
шения задачи с шагами интегрирования Δt = 
= 0,001 и Δt = 0,0001 выявило, что при меньшем 
Δt различимы более высокие частоты колеба-
ний балки. 

Модельная задача № 4. Рассмотрена задача с 
продольным движением балки и ее одновремен-
ным вращением вокруг оси Ox (см. рис. 1, г). Ко-
личество балочных элементов nel = 20, количе-
ство инерционных элементов — 21. Моменты 
инерции инерционных элементов вокруг про-
дольной оси Ox заданы равными 0,003. В момент 
времени t = 0 конечная точка E находится в 
скользящей опоре G, причем S(t) = L. К точке E 
приложен момент Mн = 1, а к противоположно-
му краю балки (точке C), связанному с опорой 
упругим подвесом в плоскости Oyz, — сила 
вдоль оси Ox F = 20. Точка D балки расположена 
так, чтобы CD/CE = 3/5. После преодоления точ-
кой C балки расстояния x1 = 0,6 сила F и 
момент Mн становятся равными нулю. Жест-
кость упругих опор k = 1000. Параметры демп-
фирования упругих опор и балочных элементов 
заданы равными нулю. 

 
Рис. 6. Зависимости перемещений точек балки C yC (1), D yD (2) и E yE (3) от времени t, полученные при 

решении модельной задачи № 2 в средах SWS (точки) и PC (линии) для первого (а), второго (б), третьего (в) 
и четвертого (г) вариантов интегрирования 
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После преодоления точкой C балки расстоя-
ния x2 = 1,4 вдоль оси Ox осуществляется оста-
новка движения балки в направлении оси Ox 
путем вычитания из скоростей движения всех 
инерционных элементов балки скорости дви-
жения точки C вдоль оси Ox. 

Моделирование в среде PC выполнено с по-
мощью решателя EULER_IMPLICIT при шаге 
интегрирования Δt = 0,001 и 0,0001. 

На балку не действуют поперечные изгиба-
ющие силы, а продольная сила мала для воз-
никновения потери устойчивости, поэтому 
деформации и перемещения в направлении 
осей Oy и Oz не возникают. Движение инерци-
онных элементов заключалось в поступатель-
ном перемещении вдоль оси Ox или во враща-
тельном вокруг оси Ox. Текущие угловые по-
ложения точек C, D и E обозначены как φС, φD 
и φE. 

Упругодинамическая схема балки и условия 
приложения внешнего момента приводят к ее 
закручиванию вокруг продольной оси как твер-
дого тела, а также к упругим относительным 
колебаниям инерционных элементов. При та-
ком характере движения балочные элементы 
работают в основном как торсионы. Сравнение 
полученных результатов, показало, что шаг ин-
тегрирования почти не влияет на угловое по-
ложение средней части балки (точки D), в то 
время как различия полученных угловых от-
клонений точек C и E различимы, но по абсо-
лютной величине значительно меньше полного 
значения текущих углов. Для удобства воспри-
ятия результатов рассмотрены относительные 

угловые положения точек C и E относительно 
точки D: ΔφС = φС – φD и ΔφE = φE – φD. 

Зависимости относительных угловых поло-
жений точек балки C ΔφС и E ΔφE, полученные 
при решении модельной задачи № 4 с шагом 
интегрирования Δt = 0,001 и 0,0001 приведены 
на рис. 8. 

Анализ результатов решения модельной 
задачи № 4 позволил заключить следующее. 
Решение задачи с помощью библиотеки PC яв-
ляется устойчивым. Математическая модель 
балки может корректно учитывать вращатель-
ное движение вокруг продольной оси, а также 
скручивание. При выполнении расчета исполь-
зованы параметры интегрирования, показав-
шие наилучшие результаты в модельных зада-
чах № 1 и № 2. При шаге интегрирования t = 
= 0,0001 различимы более высокие частоты ко-
лебаний балки, а при t = 0,001 амплитуда ко-
лебаний значительно уменьшается с течением 
времени. 

Выводы 
1. Исследование модельных задач показало, 

что библиотека PC позволяет с приемлемой 
точностью моделировать динамику движения 
балочных конструкций как отдельно, так и в 
составе механизмов. Погрешности в рассмот-
ренных расчетах не превышали 4 %. При этом 
возможно пространственное моделирование 
динамики с учетом перемещения балки, ее из-
гибов, скручивания и вращения вокруг про-
дольной оси. 

 
Рис. 7. Зависимости перемещений точек балки C  
yС (1), D yD (2) и E yС (3) от времени t, полученные 

при решении модельной задачи № 3  
в среде PC с шагом интегрирования  

t = 0,001 (штриховые линии) и 0,0001 (сплошные 
линии) 

 

 
Рис. 8. Зависимости относительных угловых 
положений точек балки C С (1) и D D (2)  

от времени t, полученные при решении модельной 
задачи № 4 в среде PC с шагом интегрирования  

t = 0,001 (штриховые линии) и 0,0001 (сплошные 
линии) 
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2. Библиотека PC имеет открытый исходный 
код и, при необходимости, может быть дорабо-
тана пользователем, или произвольным образом 
сопряжена с прочими библиотеками С++, или 
программным кодом собственной разработки. 

3. Библиотека PC активно развивается со-
обществом пользователей. На официальном 
сайте регулярно появляются ее обновленные 

версии с устраненными ошибками, расширен-
ным функционалом или модификациями в ча-
сти совместимости и быстродействия. 

4. Балочные модели упругих конструкций 
можно использовать в сопряженных задачах 
гидроупругости, в частности совместно с мето-
дом вихревых петель. 
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