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Повышение качественных показателей машин и их составных частей — систем приво-
дов требует учета при проектировании динамических процессов, неизбежно возника-
ющих в технологических машинах. Эти процессы проявляются в форме колебаний 
инерционных масс на упругих элементах привода, вызывающих увеличение нагрузок в 
звеньях и кинематических парах, снижающих характеристики надежности и экономи-
ческие показатели машины. Особенно важное значение это имеет в металлообрабаты-
вающих станках с трехфазным асинхронным электродвигателем, где вибрации в рабо-
чих органах машин снижают качество обрабатываемой поверхности и стойкость ин-
струмента, что влияет на производительность. Большинство механических приводов 
технологического оборудования являются многозвенными. В общем случае для оценки 
динамики разрабатываемой конструкции привода необходимо использовать уравнения 
движения с большим числом обобщенных координат. Применение упрощенных двух- 
и трехмассовых приведенных динамических моделей приводов технологического обо-
рудования не дает достаточной информации для совершенствования конструкции. 
EDN: BBGSPS, https://elibrary/bbgsps 
Ключевые слова: асинхронный электродвигатель, динамическая модель, крутильные 
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Improving the quality indicators of machines and their components — drive systems — re-
quires taking into account the dynamic processes that inevitably arise in the operation of 
technological machines when designing. These processes manifest themselves in the form of 
oscillations of inertial masses on the elastic elements of the drive, causing an increase in 
loads in the links and kinematic pairs, reducing the reliability characteristics and economic 
indicators of the machine. This is especially important in metalworking machines with a 
three-phase asynchronous electric motor, where vibrations in the working parts of the ma-
chines reduce the quality of the surface being processed, reduce the durability of the tool 
and, consequently, affect productivity. Most mechanical drives of technological equipment 
are multi-link. In the general case, to assess the dynamics of the developed drive design, it is 
necessary to use motion equations with a large number of generalized coordinates. The use 
of simplified two- and three-mass reduced dynamic models of drives of technological 
equipment will not provide sufficient information for improving the design. 
EDN: BBGSPS, https://elibrary/bbgsps 
Keywords: asynchronous electric motor, dynamic model, torsional oscillations, transverse 
oscillations, moment of inertia 
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Упрощенные методики оценки динамических 
характеристик приводов, как правило, основа-
ны на рассмотрении крутильных колебаний в 
системе, т. е. динамики одномерных систем [1–
5]. Однако в реальных системах приводов, 
наряду с крутильными колебаниями, возника-
ют колебания инерционных масс в поперечном 
и продольном (относительно осей валов) 
направлениях вследствие деформации валов и 
опор подшипников. Более полная оценка ди-
намического качества привода требует рас-
смотрения его многомерных систем с увели-
ченным числом обобщенных координат. 

Все это приводит к необходимости нового 
подхода к проектированию шпиндельных при-
водов. Если ранее при проектировании на пер-
вый план выдвигались кинематические требо-
вания, то в настоящее время доминирующее 
значение приобретают проблемы динамики, в 
частности проектирование приводов все боль-
ше связано с задачами динамического синтеза. 

Распространенной методикой оценки дина-
мического качества на начальных этапах проек-
тирования привода является рассмотрение раз-
личных упрощенных схем. К таким упрощени-
ям относятся: замена нелинейных элементов 
систем линейными, расчет только крутильных 
колебаний в системе, переход от многозвенных 
систем к мало- или однозвенным. Упрощаются 
и методики расчета параметров динамических 
элементов. Все это приводит к снижению каче-
ства самих оценок, уменьшению их информа-
тивности и невозможности улучшения кон-
структивных решений. 

Отсюда возникают задачи поиска таких ме-
тодов оценки динамического качества шпин-
дельных приводов, чтобы уже на начальной 
стадии проектирования обеспечить повышение 
их эксплуатационных свойств и ресурса. 

Одним из элементов механической системы 
технологического оборудования при создании 
динамической модели является асинхронный 
электродвигатель (АЭД). 

Цель исследования — разработка расчетной 
динамической модели крутильно-поперечных 
колебаний консольной части ротора АЭД, учи-
тывающей приведенную массу ротора и приве-
денную деформацию его вала и подшипнико-
вых опор для оценки динамического качества в 
составе конструкций шпиндельных приводов. 

Для стационарных динамических режимов 
движения линеаризованную модель АЭД с ко-
роткозамкнутым ротором при крутильных ко-

лебаниях привода записывают в виде диффе-
ренциального уравнения [6, 7] 

 я д д с .M M M    

Здесь я  — электромагнитная постоянная вре-
мени; дM  — вращающий момент; сМ  — стати-
ческий момент, 
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где   и хх  — угловая скорость АЭД и ее зна-
чение на холостом ходу;   — коэффициент 
крутизны статической характеристики. 

Уравнение движения имеет вид 
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где pJ  — момент инерции ротора; м  — меха-
ническая постоянная времени АЭД, 

м хх p .J    
В зависимости от соотношения параметров 

м  и я  АЭД представляет собой либо колеба-
тельное звено, либо апериодическое. 

Модель (1) можно сопоставить с механиче-
ской моделью движения ротора [8, 9]. В такой 
модели параметры пружины и демпфера в ли-
нейном приближении определяются выраже-
нием 
 p p p p м ,M      J b c  

где p  — угол поворота ротора; b  — коэффи-
циент демпфирования,  э кр pb s J  ( э  — кру-
говая частота электрической сети; крs  — кри-
тическое скольжение,  2

кр ном 1 1 1/s s      
(  — кратность критического момента АЭД, 

номs  — номинальное скольжение); с  — коэф-
фициент жесткости, кр2с рМ (р  — число пар 
полюсов; крМ  — критический момент АЭД); 

мM  — момент, действующий со стороны меха-
нической системы. 

Формула для определения коэффициента 
демпфирования b  получена по результатам 
обработки экспериментальных данных АЭД 
типа АД-42-4. 

В работах [10, 11] приведено другое выраже-
ние для определения коэффициента демпфиро-
вания в АЭД 
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В работе [12] показано, что коэффициент 
относительного затухания колебаний зависит 
от отношения механической постоянной вре-
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мени мТ  к электромагнитной постоянной вре-
мени АЭД двТ : 
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Здесь S  — крутизна статической характери-
стики, 

  ном хх ном ,S М    

где номМ  — номинальный крутящий момент на 
валу АЭД; ном  — номинальная угловая часто-
та ротора АЭД. 

Коэффициент относительного рассеяния 
энергии при крутильных колебаниях 
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Относительный коэффициент демпфирова-
ния, учитываемый при определении динамиче-
ских податливостей привода: 
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В работе [13] приведено выражение для 
окружной скорости вращения АЭД, из которо-
го можно найти критическое скольжение для 
различных значений частоты тока сети: 
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где 0  — круговая частота вращения электри-
ческого поля, 0 02 f p    0( f  — частота тока 
сети). 

В работе [13] предложено упрощенное урав-
нение (передаточная функция) динамической 
механической характеристики АЭД 
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где эТ  — электромагнитная постоянная време-
ни, э хх кр1/ ;Т s   р — оператор Лапласа. 

Для АЭД постоянного тока с независимым 
возбуждением динамическую характеристику 
описывают дифференциальным уравнением 
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где дМ  — движущий момент на валу АЭД; 
rU  — номинальный крутящий момент, 
 Ф я /r K R  — полное сопротивление якорной 

цепи Ф(K  — конструктивный параметр; яR  — 
сопротивление якорной цепи); U  — напряже-
ние на якоре;   — скорость углового отклоне-

ния вала АЭД; яL  — индуктивность якорной 
цепи. 

Крутильная жесткость 
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где номР  — номинальная мощность; номn  — но-
минальная частота вращения АЭД; эT  — элек-
тромагнитная постоянная времени, которую 
можно принять равной 0,02…0,10 с. 

Для получения расчетной модели крутиль-
но-поперечных колебаний в консольной части 
ротора АЭД (месте установки передающего 
элемента привода) использованы приведенные 
масса ротора и деформация его вала и подшип-
никовых опор (рис. 1). 

В общем виде дифференциальное уравнение 
для любой линейной колебательной системы 
имеет вид 
 ( ),aq bq cq Q t     

где a  — обобщенный инерционный коэффи-
циент; q  — обобщенная координата; b  — 
обобщенный диссипативный коэффициент; 
c  — квазиупругий коэффициент; ( )Q t  — со-
ставляющая внешних сил. 

Уравнение движения свободных колебаний 
в консервативной системе (в рассматриваемом 
случае демпфирование отсутствует) для много-
мерной динамической модели АЭД, учитыва-
ющей крутильные и поперечные колебания, 
принимает вид 
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где pm  — приведенная масса ротора; zC  и 
C  — приведенные поперечная и крутильная 
жесткости. 

 
Рис. 1. Двухмерная динамическая модель АЭД 

( z  — коэффициент относительного рассеяния 
энергии при поперечных колебаниях) 
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Проверка адекватности предложенной ди-
намической модели проведена сопоставлением 
расчетных собственных частот и частот, изме-
ренных виброизмерительным прибором «Кор-
сар+» на экспериментальном стенде (рис. 2). 

Исходные данные: модель АЭД — 4АХ7136; 
число пар полюсов p = 3; мощность N = 0,55 кВт; 
синхронная частота вращения nc = 940 мин–1; 
номинальное скольжение — 8,5 %; кратность 
максимального момента max ном/ 2,2T T    

max(T  и номT  — максимальный и номинальный 
моменты); момент инерции ротора 

кг м2
p 0,002 ;J    масса АЭД mдв = 9,4 кг; масса 

ротора р дв0, 4 3,76 кг.m m   
Для определения радиальной жесткости zC  

составлена схема расчета реакций подшипни-
ковых опор, приведенная на рис. 3, где ,AR  BR  
и ,A  B  — реакции подшипниковых опор и их 
деформации от единичной нагрузки в точках А 
и B соответственно; l1, l2 — длины участков 
АЭД. 

Реакции опор в точках А и B рассчитывают-
ся как 

 1

2
1 ; A
l

R
l

   1

2
. B

l
R

l
 

Деформации опор от единичной нагрузки в 
точках А и B определяются выражениями 
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где CА  и CB  — радиальные жесткости опор в 
точках А и B. 

Из соотношения 
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выражаем приведенную податливость опор ва-
ла ротора 

  1

2
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А
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и находим приведенную радиальную жесткость 
опор вала ротора 

 1 ,zC 


 Н/м. 

Окружная скорость вращения АЭД 

 ,
30

n
   c–1, 

где n  — частота вращения АЭД. 
Крутящий момент 

 крут
c ,NnM 


 Нм. 

Радиальное усилие в подшипниковых опо-
рах 

 крут ,
0,03r
M

F  Н. 

Радиальная жесткость при установке на вал 
ротора АЭД подшипников одного типоразмера 
вычисляется как 

 rFC C 


А B , Н/м, 

где   — деформация системы вал — подшип-
ник — корпус. 

При приближенных расчетах (без учета за-
зора или натяга в подшипнике) деформацию 
системы вал — подшипник — корпус опреде-
ляют по выражению [14, 15] 

  2
4 3

4 44,19 10 1 ,r r

w

F F k d
D dB D

         
 м/Н, 

где wD  — диаметр тел качения, мм; k  — чис-
ленный коэффициент, 0,05...0,25k   мм3/Н; ,B  
d  и D  — ширина, внутренний и наружный 
диаметр подшипника соответственно, мм. 

 
Рис. 2. Внешний вид экспериментального стенда 
 

 
Рис. 3. Схема расчета реакций подшипниковых опор 

в точках А и В 
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На АЭД установлены шариковые радиаль-
ные однорядные подшипники серии 204 (по 
ГОСТ 8338–75), основные размеры которых 
указаны в табл. 1, где z — число тел качения 
(шариков); С и С0 — динамическая и статиче-
ская грузоподъемность; mп — масса. 

При частоте вращения nc = 940 мин–1 возни-
кают следующие рассеивающие возмущающие 
частоты подшипника: 

• в наружном кольце 

 нар
c 0, 4 940 80, 4 50,13 Гц;

60 60
n zf  

    

• во внутреннем кольце 

 вн
c 0,6 940 80,6 75,2 Гц;

60 60
n zf  

    

• в сепараторе 

 сеп
c 0, 4 9400, 4 6,26 Гц.

60 60
nf 

    

Расчетные параметры приведены в табл. 2. 
Получены следующие поперечные zf  и кру-

тильные f  собственные частоты АЭД: 

 дв

58,89 10
3,76 77,39 Гц;

2 2
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С помощью метода модального анализа по-
строена амплитудно-частотная характеристика 
АЭД при совместном действии крутильных и 
поперечных колебаний (рис. 4). 

Таблица 1 
Основные размеры  

радиального однорядного подшипника серии 204 

Параметр Значение Параметр Значение 

d, мм 20 z, шт. 8 

D, мм 47 С, Н 12 700 

В, мм 14 С0, Н 6200 

Dw, мм 7,94 mп, кг 0,1 
 

 
Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика АЭД 
4АХ7136 при крутильных и поперечных колебаниях 

Таблица 2 
Расчетные параметры 

Параметр Значение 

Номинальная угловая скорость ротора 
ωном , c–1 

90 

Номинальный крутящий момент на 
валу АЭД номM , Нм 

6,1 

Критический крутящий момент кр ,М  
Нм 

13,4 

Крутящий момент крутМ , Нм 5,25 
Коэффициент крутильной жесткости  
с = Сφ, Нм/рад 

80,6 

Критическое скольжение крs  0,35 
Круговая частота электрической сети 
ωэ , c–1 

314 

Диссипативный коэффициент кру-
тильных колебаний, Н·м·с/рад 

0,22 

Коэффициент относительного рассея-
ния энергии при крутильных колеба-
ниях   

3,47 

Относительный коэффициент демп-
фирования при крутильных колеба-
ниях ξ  

0,27 

Угловая скорость АЭД ,  c–1 98,4 
Радиальное усилие в опорах rF , Н 175 
Деформация: 
    системы вал — подшипник — кор-
пус   
    опоры в точке А А  
    опоры в точке В B  

 
0,13 

 
79,4 10  

71,17 10   
Радиальная жесткость подшипников 

,АC  Н/м 
1,346 610  

Реакция опоры: 
    в точке А AR  
    в точке В BR  

 
1,23 

–0,23 
Приведенная податливость опор вала 
ротора  , м/Н 

61,12 10  

Приведенная радиальная жесткость 
опор вала ротора Cz , Н/м 

58,89 10  
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Экспериментальные данные АЭД 4АХ7136. 
Как уже указывалось, для измерения данных 
экспериментальной установки, работающей на 
холостом ходу, использовали прибор «Кор-
сар+». Небольшую нагрузку на конце вала 
обеспечивала муфта. Показания прибора обра-
батывали в программном пакете Atlant. 

Измерения проводили на передней и задней 
опоре АЭД в вертикальном и в горизонтальном 
направлениях. Спектр измеренных частот по-
казан на рис. 5, а их гармоники — на рис. 6. 

По результатам обработки графиков гармо-
ник виброперемещений в опорах АЭД в вер-
тикальном и горизонтальном направлениях 

 
Рис. 5. Распределение виброперемещений по передней (а) и задней (б) опорам АЭД  

в вертикальном (слева) и горизонтальном (справа) направлениях 

 
Рис. 6 (начало). Распределение гармоник виброперемещений по передней (а)  

и задней (б) опорам АЭД в вертикальном (слева) и горизонтальном (справа) направлениях 
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получены экспериментальные частоты  
(табл. 3). 

Степень удаления собственных частот от ра-
бочего диапазона возмущающих частот можно 
оценить, используя резонансные частотные по-
лосы возмущающих воздействий [16]: 

 00,7 1,3 ,r rB k Bf f f   

где rBf  — экспериментальный спектр частот 
АЭД; 0kf  — собственные частоты АЭД, 01f = zf  
для поперечных колебаний, 02f = f  для кру-
тильных колебаний. 

Динамическое качество многомерной систе-
мы АЭД можно оценить, определив коэффици-
ент близости к резонансу rkDK и сравнив его с 
нормативными значениями (табл. 4): 

 1 1 ,rk rkD BK K    

где rkBK  — коэффициент отношения частот, 
0 .rk rB k BK f f  

Для спектра измеренных частот, попадаю-
щих в резонансные полосы, получены следую-
щие расчетные значения коэффициента близо-
сти к резонансу: 

• для поперечной собственной частоты z f  
= 31,95 Гц 

1rDK   0,72; 0,75; 0,85; 0,87; 0,96; 1,00; 1,07; 
1,19; 1,25; 1,28; 1,29; 

• для крутильной собственной частоты  f  
= 77,39 Гц 

2rDK  0,78; 0,91; 1,20; 1,29; 1,30. 
Результаты расчета позволяют оценить ди-

намическое качество многомерной системы 
АЭД и обосновать рекомендации по совершен-
ствованию выбранной конструкции. 

Вывод 
Результаты анализа расчетных и экспери-

ментальных данных рассмотренной многомер-
ной динамической модели АЭД подтверждают 
ее применимость как при проектировании но-
вых, так и при оценке динамического качества 
существующих технологических приводов. 

 
Рис. 6 (окончание). Распределение гармоник виброперемещений по передней (а)  

и задней (б) опорам АЭД в вертикальном (слева) и горизонтальном (справа) направлениях 

Таблица 3 
Спектр экспериментальных частот АЭД 4АХ7136 на холостом ходу 

Направление  
измерения 

Частоты, Гц 

на передней опоре на задней опоре 

Вертикальное 8,69; 24,75; 32,10; 36,86; 42,50 7,8; 17,2; 25,6; 29,9; 37,5; 42,5; 49,4; 55,5; 64,6; 85; 162,9; 327,0 
Горизонтальное 7,50; 13,81; 22,50; 32,97; 42,50; 

50,00; 162,80 
7,6; 26,8; 44,3; 49,8; 54,5; 59,4; 99,9; 162,5; 299,5; 326,7; 623,5; 

982,3 

Таблица 4 
Нормативные значения  

коэффициента близости к резонансу 

Коэффициент близости  
к резонансу Оценка качества 

 0,75rkDK   Удовлетворительное 

0,75 0,80rkDK   Плохое 

0,80rkDK   Недопустимое 
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