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Разработан метод определения теплового состояния приборных герметизированных 
отсеков самолета, основанный на использовании математической модели их теплово-
го состояния. Математическая модель отсека с системой кондиционирования воздуха 
представлена системой уравнений сотовой теплоизолированной обшивки, обыкно-
венных дифференциальных уравнений конвективного теплообмена внутренней по-
верхности теплоизоляции обшивки и конструкций отсека, бортового оборудования, 
воздуха и переноса энтальпии из системы кондиционирования воздуха. При парамет-
рической идентификации параметров отсеков и системы кондиционирования разра-
ботаны методы решения прямой и обратной задач теплообмена и определения дове-
рительных интервалов оценок параметрической идентификации. Доверительные ин-
тервалы оценок коэффициентов нелинейной математической модели теплового 
состояния отсека определены по методу проецирования совместной доверительной 
области оценок на координатные оси пространства коэффициентов. Исследования 
проведены в соответствии с Нормами летной годности. Получены потребные харак-
теристики системы кондиционирования воздуха и толщины сотовой теплоизоляции 
отсека. 
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A method for determining the thermal state of the instrument pressurized compartments of 
the aircraft, based on the use of a mathematical model of the thermal state of the compart-
ments, has been developed. The mathematical model of the air-conditioning compartment 
is represented by a system of equations of honeycomb thermally insulated skin, ordinary 
differential equations of convective heat transfer of the inner surface of the thermal insula-
tion of the skin and compartment structures, on-board equipment, air and enthalpy transfer 
from the air conditioning system. With parametric identification of the parameters of com-
partments and the air conditioning system, methods developed for solving the direct and 
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inverse problem of heat transfer and determining confidence intervals for parametric identi-
fication estimates. Confidence intervals for estimating the coefficients of the nonlinear 
mathematical model of the thermal state of the compartment are determined by the method 
of projecting the joint confidence region of estimates onto the coordinate axes of the coeffi-
cient space. The research is carried out in accordance with the Airworthiness Standards. The 
required characteristics of the air conditioning system and the thickness of the honeycomb 
thermal insulation of the compartment were obtained. 
EDN: DOILLK, https://elibrary/doillk 
Keywords: thermal state of the compartment, mathematical model, parabolic boundary value 
problem, discontinuous coefficients, integral averaging, stochastic differential equations 

Математическая модель теплового состояния 
герметизированных отсеков сверхзвукового 
пассажирского самолета описывает процесс 
передачи теплоты по конструкциям самолета, 
тепловыделения или теплопоглощения борто-
вым оборудованием, системами кондициони-
рования воздуха (СКВ) и вентиляции [1–4]. 

Параметрическая идентификация математи-
ческой модели теплового состояния герметизи-
рованных отсеков относится к решению некор-
ректных задач механики вязкоупругих сред [5] 
при использовании методов численного анали-
за математических моделей [6]. 

Применение теплоизолированных сотовых 
конструкций фюзеляжа является перспектив-
ным направлением в области авиационной тех-
ники [1, 7, 8]. 

Критерии оптимизации теплофизических 
характеристик герметизированных отсеков 
определены в соответствии с Нормами летной 
годности АП 25 [9]. 

Цель исследования — разработка метода оп-
тимизации толщины теплоизолированных со-
товых конструкций фюзеляжа, температуры и 
расхода воздуха систем кондиционирования и 
вентиляции герметизированных отсеков само-
лета. 

 
Математическая модель теплового состояния 
отсеков самолета. Для решения задачи оптими-
зации толщины сотовых конструкций в герме-
тизированных отсеках необходимо определить 
тепловое состояние отсеков. Математическую 
модель теплоизолированных приборных герме-
тизированных отсеков с СКВ представим урав-
нениями теплообмена между обшивкой и воз-
духом в теплоизолированных отсеках с учетом 
теплоотдачи бортового оборудования, а также 
переноса теплоты из СКВ в отсеки. 

Уравнения теплообмена многослойной гете-
рогенной сотовой конструкции обшивки для 
граничных условий третьего рода запишем в 

виде уравнений теплопроводности, описываю-
щих процесс передачи теплоты в гетерогенной 
структуре. Теплопроводность гетерогенной 
структуры будет равна таковой для сотовой 
конструкции, вычисленной для граничных 
условий первого рода параболической краевой 
задачи с разрывными коэффициентами. 

Указанные уравнения имеют следующий вид 
[10, 11]:  
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где ( )cvC x  — объемная теплоемкость сотовой 
конструкции обшивки, определяемая теплоем-
костями дюралюминия honС  и воздуха ;airС  cvtT  
и cvxT  — первая производная температуры со-
товой конструкции cvT  по времени t  и ;x  

cv  — теплопроводность сотовой конструкции, 
определяемая теплопроводностями дюралюми-
ния hon  и воздуха ;air  honl  — толщина сото-
вой конструкции;  cvx xT  — вторая производ-
ная cvT  по ;x  in

cvF  — площадь сотовой кон-
струкции при наружном и внутреннем 
теплообмене; out

cv  и in
cv  — коэффициент теп-

лоотдачи наружной и внутренней поверхности 
сотовой конструкции; out

cvT  и in
cvT  — температу-

ра наружной и внутренней поверхности сото-
вой конструкции; eT  — температура восстанов-
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ления; out
cvQ  и in

cvQ  — тепловая энергия внешних 
и внутренних источников; pr

airT  — температура 
воздушной среды в герметизированном отсеке 
или его части; l  — толщина сотовой конструк-
ции.  

Вынужденная конвекция снаружи гермети-
зированного отсека и граничные условия тре-
тьего рода. Коэффициент теплоотдачи наруж-
ной поверхности сотовой конструкции опреде-
ляется следующими выражениями [10]: 

• для ламинарного пограничного слоя при 
числе Рейнольдса 6 1 10Reout

    

    0,5 0,6663,26 Re Pr ;out out
cv out out V p airc V        

• для турбулентного пограничного слоя при 
числе Рейнольдса 1·106 6 91 10 1 10Reout

    

    2,584 2/30,181 lg Re Pr ,out out
cv out out V p airc V        

где Prout
  — число Прандтля при температуре 

воздуха ;T   V
  и pc  — плотность и удельная 

теплоемкость воздуха за бортом при темпера-
туре ;T   out

airV  — воздушная скорость полета. 
Температура воздуха 

  0,72 ,out out
eair airT T T T     

где out
airT  — температура воздуха за бортом за 

пределами теплового пограничного слоя. 
Число Рейнольдса 

 Re .out out
out V cv airairV L      

Здесь out
cvL  — характерный размер для наруж-

ной поверхности обшивки, принимаемый рав-
ным расстоянию от носовой точки фюзеляжа 
до середины рассчитываемого отсека или его 
части; μair

  — динамическая вязкость воздуха, 

 –6 –8  0,1222229 10 0,682674 1  μ 0air T       

 –11 2 0,313155 10 ( ) .T    (5) 

Критерий Прандтля 

 Pr ,out p air airc       

где air
  — теплопроводность воздуха, 

 –2 –40,141483 10  0,896161 10air T        

 –7 2   0,204759 10 ( . )T    (6) 

Плотность воздуха за бортом 

 3ρ 3, 4826 10 ,out
V airp T     

где out
airp  — давление воздуха за бортом. 

Температура восстановления 

  21 M ( 1)/ 2 ,out
e airT T r k    

где M  — число Маха на внешней границе по-
граничного слоя; r  — коэффициент восстанов-
ления температуры, для ламинарного погра-
ничного слоя Pr ,outr   для турбулентного — 

3 Pr ;outr   k  — отношение удельных теплоем-
костей газа при постоянном давлении и объеме, 

/ .p Vk c c  
Вынужденная конвекция в герметизирован-

ном отсеке и граничные условия третьего рода. 
Коэффициент теплоотдачи внутренней поверх-
ности сотовой конструкции определяется сле-
дующими выражениями [11]: 

• для ламинарного пограничного слоя при 
числе Рейнольдса 44e 10R in    

 0,5 0,430,66 Re Pr ;in in
cv air cvin in L     (7) 

• для ламинарного пограничного слоя при 
числе Рейнольдса 84e 10R in    

 0,8 0,430,037 Re Pr ,in in
cv air cvin in L     (8) 

где in
cvL  — характерный размер, принимаемый, 

как и ,out
cvL  равным расстоянию от начала отсека 

до середины его рассчитываемой части. 
Число Рейнольдса 

 Re ,in air air cvin airW L     (9) 

где air  и airW  — плотность и скорость потока 
воздуха в отсеке; air air WW J   — массовая ско-
рость, принимаемая по результатам экспери-
мента. 

Теплопроводность air  и динамическая вяз-
кость in  в формулах (7)–(9) вычисляются по 
выражениям (6) и (5) соответственно при тем-
пературе воздуха в отсеке .airT  

Процесс переноса теплоты через герметизи-
рованную теплоизолированную перегородку 
между герметизированным теплоизолирован-
ным и негерметизированным нетеплоизолиро-
ванным отсеками представим в виде одномер-
ных уравнений теплопроводности 
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где blC  — объемная теплоемкость перегородки; 
bltT  — первая производная температуры пере-

городки blT  по времени t ; blxT  и  blx xT  — пер-
вая и вторая производная blT  по x ; bl  — теп-
лопроводность перегородки; upr

blF  и pr
blF  — 

площадь перегородки, участвующая в конвек-
тивном теплообмене со стороны негерметизи-
рованного и герметизированного отсека; upr

bl  и 
pr
bl  — коэффициент теплоотдачи поверхности 

перегородки со стороны негерметизированного 
и герметизированного отсека; upr

airT  — темпера-
тура воздушной среды в негерметизированном 
отсеке или его части; pr

airT  — температура воз-
душной среды в герметизированном отсеке или 
его части. 

Процесс теплопередачи бортового оборудо-
вания представим в виде обыкновенного диф-
ференциального уравнения, описывающего кон-
вективно-радиационный теплообмен с окружа-
ющими конструкциями: 

 ( ) ( )pr
mt airm airm m mairT t F C T t T       

 04 4
4

( ) ,m m m
jm m msj

m m m m

c F Qg C T t T
C T C

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где mtT  — первая производная температуры  
m-го бортового оборудования mT  по време-
ни ;t  airm  — коэффициент теплоотдачи m-го 
бортового оборудования; airmF  — площадь m-го 
бортового оборудования при конвективном 
теплообмене; mC  — теплоемкость m-го борто-
вого оборудования; jmg  — коэффициент ради-
ационного теплообмена системы j-й элемент 
отсека — m-й блок бортового оборудования; 

jT  — температура j-го элемента отсека; msT  — 
эталонная температура; 0c  — постоянная Сте-
фана — Больцмана; m  — коэффициент черно-
ты излучения m-го блока; mF  — площадь m-го 
бортового оборудования при радиационном 
теплообмене; mQ  — энергия тепловыделения 
или теплопоглощения m-м бортовым оборудо-
ванием от системы кондиционирования и пре-
образованная из электрической энергии. 

Процесс теплоотдачи конструкций отсеков 
представим в виде обыкновенного дифферен-
циального уравнения, описывающего конвек-
тивно-радиационный теплообмен 

 ( ) ( )pr
rt airr airr r rairT t F C T t T       

 4 4 4
0( ) ,jr r ms r r r r r rj

r
g C T t T c F C T Q C     (15) 

где rtT  — первая производная температуры r-й 
конструкции rT  по времени t ; ,airr  rC  и rQ  — 
коэффициент теплоотдачи, теплоемкость и 
энергия тепловыделения r-й конструкции соот-
ветственно; airrF  — площадь r-й конструкции 
при конвективном теплообмене; jrg  — коэф-
фициент радиационного теплообмена системы 
j-й элемент отсека — r-я конструкция; r  — 
коэффициент черноты излучения r-й кон-
струкции; rF  — площадь r-й конструкции при 
радиационном теплообмене. 

Теплообмен воздушной среды в теплоизо-
лированном герметизированном отсеке пред-
ставим в виде обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения, описывающего конвективный 
теплообмен между внутренней поверхностью 
теплоизоляции обшивки, бортового оборудо-
вания, конструкций и воздухом в отсеке, а так-
же перенос теплоты из системы кондициони-
рования воздуха в отсек: 
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  ,pr
p stm air stm airc G C T T   (16) 

где prt
airT  — первая производная температуры 

airT  по времени t ; inpr
cvT  — температура внут-

ренней поверхности сотовой конструкции об-
шивки; stmG  и stmT  — расход и температура 
воздуха, вытекающего из СКВ и (или) из систе-
мы обеспечения теплового режима. 

Теплоемкость воздуха 

   ,air p air stm air airС c G t V     

где pc  — удельная теплоемкость воздуха; t  — 
интервал дискретизации времени при решении 
системы дифференциальных уравнений; airV  — 
объем воздуха в отсеке. 

Коэффициенты теплоотдачи поверхно-
стей ,out

cv  ,in
cv  ,

upr
bl  ,pr

bl  airm  и airr  в урав-
нениях (2), (3), (11), (12), (14)–(16) вычисляют-
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ся с помощью методов, описанных в работах 
[10–13]. 

Коэффициенты радиационного теплообмена 
в уравнениях (14) и (15) определяются методом 
Монте-Карло [14]. 

 
Алгоритм решения прямой задачи теплового 
состояния сотовой конструкции обшивки. 
Для решения прямой задачи теплового состоя-
ния сотовой конструкции фюзеляжа рассмот-
рим математическую модель теплообмена в ге-
терогенной структуре (1)–(4), (10)–(13) как па-
раболическую краевую задачу с разрывными 
коэффициентами. Описание и физические 
свойства гетерогенных структур приведены в 
работе [15]. 

Теплообмен в гетерогенной структуре опи-
сывается параболическим уравнением 

 
3

, 1
( , ) 0,ij

i j i j

T Ta t x
t x x

   
     
  ( , ) Tt x Q , (17) 

где T  — температура сотовой конструкции; 
ija  — коэффициенты, являющиеся липшиц-

непрерывными по x  функциями в подобластях 
( )kG , 1, , ;k M   (0, ) .T kQ t G  

Применительно к сотовой панели коэффи-
циенты ija  представляют собой коэффициенты 
температуропроводности 

 
( ) при ;

( , ) ( )
0 при .

cv

ij cv

x i j
a t x C x

i j

  
 

 

Коэффициенты ija  разделяются поверхно-
стями в областях ,  которые в каждой ячейке 
являются границами раздела между воздухом и 
каркасом из углепластика: 

 2 2

,
( , )  ,

i iij i j
i i j i

a t x            (18) 

где   — непрерывная функция температуры 
воздуха на границе раздела между воздухом и 
каркасом на [0, ]T ; i  и j  — нормальные слу-
чайные величины сетки с узлами 

( 0, , )it t i h i N     и ( 0, , );jt t jh j M     
  — непрерывная функция температуры по-
верхности каркаса на границе раздела между 
воздухом и каркасом на [0, ]T . 

Также искомая функция должна удовлетво-
рять условию 
 0 φ( )tT x  .  (19) 

В работе [16] доказано существование обоб-
щенных решений краевых задач (17) и (18). 

Причем эти решения можно аппроксимировать 
решениями соответствующих краевых задач с 
коэффициентами, которые являются прибли-
жениями исходных разрывных коэффициен-
тов. Например, можно получить приближенное 
решение исходной задачи, решая задачу со 
сглаженными коэффициентами. 

Будем статистически оценивать решение за-
дачи со сглаженными коэффициентами с по-
мощью метода, основанного на численном ре-
шении стохастических дифференциальных 
уравнений, получая оценки приближенного 
решения исходной краевой задачи с разрывны-
ми коэффициентами.  

Для сглаживания коэффициентов будем ис-
пользовать интегральное усреднение [16, 17] 

 (ρ) 3
ρ

| | ρ

( ) ρ (| |) ( ) ,
x y

f x x y f y dy

 

    (20) 

где ρ  — радиус усреднения; ρω  — бесконечно 
дифференцируемое финитное ядро, такое, что 

(| |) 0    при | |    и  

 
 

    ρ
| |

(| |) 1.d   

Здесь и далее символ a  обозначает евклидову 
норму вектора .a  

 
Оценка решения краевой задачи для парабо-
лического уравнения с разрывными коэффи-
циентами на основе численного решения сто-
хастических дифференциальных уравнений. 
Pешение параболического уравнения можно 
представить в виде математического ожидания 
функционала решения стохастических диффе-
ренциальных уравнений [17]. Это можно ис-
пользовать для получения статистических оце-
нок решений параболических уравнений с по-
мощью численного решения стохастических 
дифференциальных уравнений. 

Приближенное решение задачи таким спо-
собом может быть получено в одной или не-
скольких точках внутри области, что часто бы-
вает достаточным для практического примене-
ния. При этом нет необходимости строить 
сетку по пространственным переменным и ре-
шать большие системы линейных алгебраиче-
ских уравнений. Метод статистического моде-
лирования легко распараллеливается с высокой 
эффективностью. Поэтому для решения задачи 
можно использовать суперкомпьютерную тех-
нику. Этот метод [18] применен для оценки ре-
шения параболического уравнения со сглажен-
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ными коэффициентами, полученными на осно-
ве интегрального усреднения (20). 

Приближенное решение уравнения (17) бу-
дем находить путем решения уравнения 

 
3

(ρ)

, 1
0,ij

i j i j

T Ta
t x x

   
     
   (21) 

где (ρ)
ija  — сглаженные коэффициенты уравне-

ния (17) в окрестности .  
Граничное условие, соответствующее сгла-

женным коэффициентам, имеет вид 

 (ρ)

,
η( , ) ( , ) 0.iij

i j j x G

Ta n t x T t x
x 

 
     

   (22) 

Для точки ( , ) Tt x Q  определяем случайный 
процесс •X , который начинает движение из 
точки x  в момент времени t  и является реше-
нием векторного стохастического дифференци-
ального уравнения [19, 20] 

 
   

 

v v

v

v

, ,

, | |,

r r r
T t T t

A
r r

T t

X x X r dr X r dW

X r d k

 



   



 



b σ

n
 

где •W  — d -мерный винеровский процесс [16]; 
An  — нормализованный вектор внутренней 

конормали, т. е. | |;A n An An  

 
v

v| | 1 ( ) | |G r r
t

k X d k    

— неотрицательный случайный процесс, кото-
рый растет только тогда, когда процесс •X  до-
стигает границы; σ  — матрица размера 3×3, 
такая, что, T (ρ)2 ,σ σ A  

 
 (ρ)(ρ)

T(ρ) (ρ) (ρ)3 3 3
1 2 3

1 1 1

;

, , .

ij

i i i

i i ii i i

a

a a a
x x x  



   
     
  

A

b
 

Введем следующие обозначения: txE  — ма-
тематическое ожидание относительно вероят-
ностной меры ,txP  соответствующей случайно-
му процессу, исходящему из точки x  в момент 
времени t ; 1S  — функция множества S . 

Таким образом, можно получить оценки 
решения задачи (21), (22), (19) путем численно-
го моделирования траектории процесса •X  Со-
гласно модифицированному методу Эйлера, 
приближенные траектории •X  рассчитываются 
по формуле [21] 

 1 1( , ) ( , ) Δ A
i i i i i i i i ix x hb x t h x t K       n , 

1i it t h   ; 

 1Δ ( , ) ( , )i i i i i i iK d x hb x t h x t 
        ; 

( , ) ( , )i i i i i iK x hb x t h x t     . 
Здесь h  — шаг интегрирования; A

in  — единич-
ный вектор внутренней конормали в точке ix , 
если ix  находится на G ;    max 0, ;a a    

( )d x  — неположительная вещественная функ-
ция, удовлетворяющая для любой точки x G  
уравнению 

 ρ( ) ( ) (ρ( )),Ax x d x x  n  

где ρ( )x  — проекция точки x G  на G  в 
направлении конормали; (ρ( ))A xn  — единич-
ный вектор внутренней конормали в ρ( )x ; 

( ) 0d x  , если x G . 
Чтобы получить приближенное решение 

(оценку) задачи (21), (22), (19), необходимо вы-
числить определенные на сетке по времени 
функции 

 
   

1
1

0

1 при 0;

exp η , 1 Δ при 1;
ii

k k G k k
k

i
y

t x x K i


 



       


 

 
  



 



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

1
1

0

0 при 0;

γ , 1 ( )Δ при 1.
ii

k k G k k k
k

i
z

t x x K y i
 

Оценка решения задачи (13), (14), (8) имеет 
вид 

   ( )
ˆ( , ) ,kt t x N N NT t x E x y z    

где 

 .kt tN
h


  

 
Aлгоритм решения прямой задачи теплового 
состояния внутренних элементов отсеков. 
Уравнения (14)–(16), описывающие теплообмен 
внутренних элементов отсеков, составляют 
жесткую систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Эту систему уравнений в 
общем виде можно записать как 

 
( ( , )), (0, );

, , ; ,
t t

S r
t

F t t t
F R R

 

  Θ

Y Y Θ
Y Y Y Θ

     (23) 

где Y  — вектор параметров теплового состоя-
ния отсека,  T, , , , ;cv bl m rT T T TY   tY  — век-
тор первых производных вектора Y  по време-
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ни ;t   T
1 2 5, , ,     — вектор коэффици-

ентов модели. 
Для решения системы уравнений (23) вос-

пользуемся численной схемой Розенброка вто-
рого порядка аппроксимации для неавтоном-
ных систем [22] 

1 1 2(1 ) ;n n aK a K    Y Y  

  1
1 ( , , ) ( , , );n n n nK h ah t t ah
  YI Ψ Ψ Y ΘY  

 
 

1
2

1

( , , )
, , 2 , ;

Y n n

n n n

K h ah t
t a K t ah


  

  

I Ψ Y Θ
Ψ Y Θ

 

1 1/ 2,a    
где nY  и 1nY  — решение системы, полученной 
на n-й и (n + 1)-й итерациях; Ψ  — правая часть 
системы; YΨ  — матрица Якоби; I  — единич-
ная матрица. 

 
Алгоритм параметрической идентификации 
математической модели теплового состояния 
сотовой конструкции обшивки. Решение об-
ратной задачи, т. е. оценивание коэффициен-
тов Θ  модели (1)–(4), (10)–(13), сводится к ми-
нимизации суммы квадратов невязок между 
заданными по принятому критерию значения-
ми Y  и соответствующими значениями 
ˆ ( , ),tY Θ  полученными в ходе расчетов по урав-

нениям модели 

      T

1

ˆ ˆ( ) ( , ) ( , ) ,
N

k k k k k k
k

t t


  Φ Θ Y Y Θ Y Y Θ  (24) 

где kt  — k-й момент времени, k  = 1, ..., N. 
Будем применять итерационный алгоритм 

минимизации, использующий производные 
функции ( ),Φ Θ  для чего воспользуемся вари-
антом стохастического квазиградиентного ал-
горитма с переменной метрикой [23], в котором 
приближения к точке минимума строятся по 
правилу 

 ρ1 , 0, 1, ,k i k k
k k          

где kΗ  — случайная квадратная матрица раз-
мера ;l l  k Φ  — градиент целевой функции в 
точке ;kΘ  ρk  — параметр шага. 

Последовательность матриц kΗ  вычисляет-
ся по схеме 

  μ

0

1 1 1 T

1 1

;
( ) ;

.

k k k k
k

k k k

  

 



  

 

I
I Φ Θ

Δ Θ Θ Θ



     

Здесь μk  — параметр,  выбираемый из соотно-
шения 

 μ μ 1 1k k
k

       , 

где μ  — константа, 0 < μ  <1. 
На каждом шаге алгоритма происходит ав-

томатическая подстройка параметра шага ρk . 
Если    1 ,k k Φ Θ Φ Θ  то ρ ρ γ,1 /k k   где  
γ 1  — фиксированный параметр. Если 
   1 ,k k Φ Θ Φ Θ  то выполняется следующая 

последовательность действий 
 ρ ρ γ;i

ki k    ρ( 1)k i k k k
ki

  Θ Θ Η Φ  

и вычисление 
  ( 1) , 0, 1, .k i i Φ Θ   

Эти действия проводятся до тех пор, пока 
убывает функция ( ),Φ Θ  и выполняются усло-
вия 

 min maxρ ρ ρ ,ki   max ,i i  

где minρ  и maxρ  — минимальная и максималь-
ная длина шага; maxi  — заданное максимальное 
число итераций по увеличению шага. 

Значения 1kΘ  и ρ 1k  полагаются равными 
значениям ( 1)k i  и ρki , которые равны мини-
мальному из полученных значений ( ).   

 
Алгоритм параметрической идентификации 
математической модели теплового состояния 
внутренних элементов отсеков. Тепловое со-
стояние внутренних элементов отсеков описы-
вают обыкновенные дифференциальные урав-
нения (14)–(16). 

Как отмечено в работе [23], для минимиза-
ции функции (24) целесообразно использовать 
композицию метода наискорейшего спуска [24], 
квазиньютоновского метода Бройдена —
 Флетчера — Гольдфарба — Шэнно [25] и мето-
да Ньютона [26], реализуемые в соответствии с 
формулой 
  1 ,j j j ja S   Θ Θ Θ   (25) 

где ja  — коэффициент, характеризующий дли-
ну шага на j-й итерации; S  — параметр, указы-
вающий направление поиска вектора 0Θ  дей-
ствительных значений коэффициентов .Θ  

Очередное направление S  поиска j-го век-
тора   в этом алгоритме определяется из си-
стемы уравнений 
      2 ,j j jS  Φ Θ Θ Φ Θ    (26) 

где  2
jΦ Θ  — матрица Гессе размера r r , 

представляющая собой квадратную матрицу 
вторых частных производных функции   по 
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вектору  ;  jΦ Θ  — градиент функции   
в текущей точке j . 

Начальная матрица  2
jΦ Θ  в уравне-

нии (26) принята единичной. 
Для решения системы уравнений (26) мат-

рицу  2
jΦ Θ  представляют в факторизован-

ной форме 
        2 T ,j j j jΦ Θ L Θ D Θ L Θ   (27) 

где  jL Θ  — нижнетреугольная матрица с еди-
ничной диагональю;  jD Θ  — диагональная 
матрица. 

Матрицы  jL Θ  и  jD Θ  получают разло-
жением Холецкого матрицы 2 ( )j    по алго-
ритму, описанному в работе [25]. 

Для минимизации функции (24) квазинью-
тоновским методом Бройдена — Флетчера — 
Гольдфарба — Шэнно очередное направление 
поиска j  определяют из системы уравнений 
(26). 

Для оценивания матрицы Гессе вторых 
частных производных в этом алгоритме ис-
пользуют формулу Бройдена — Флетчера — 
Гольдфарба — Шэнно [25]. 

В процессе минимизации с использованием 
квазиньютоновского алгоритма на каждой ите-
рации требуются вычисления градиента функ-
ции  2 .j    Компоненты градиента функ-
ции (26) определяют по формуле 

 T
1 1

1

ˆ ˆ2 ( , ) ( , ) ,
N

k k k k k
k

t t


     Φ Y Y Y Θ  (28) 

где 1 1
ˆ ( , )k k kt  Y Θ H  — производные от ре-

шения уравнений (14)–(16) по 1,  называемые 
функциями чувствительности [25]. 

Применение алгоритма (25)–(28) к системе 
(14)–(16) и функциям чувствительности 

  



 


,
( ) 0

t Y ΘY f Y f
Y Θ

  (29) 

требует вычисления на каждом шаге системы 
уравнений размера ( 1)S r  . 
Здесь Yf  — матрица первых частных производ-
ных f  по Y  размера S S ; Θf  — матрица пер-
вых частных производных f  по   размера 
S r . 

Матрица системы (29) содержит на главной 
диагонали блоки ,ah YI f  а в первых S -столб-
цах находятся элементы, содержащие произ-
водные YYf  и YΘf , где YYf  — матрица первых 
частных производных по Y-элементов матрицы 

Yf  размера S S S  ; YΘf  — матрица первых 

частных производных по   элементов матри-
цы Yf  размерf S S r  . 

Описанный алгоритм исследован путем чис-
ленного моделирования для заданных (эталон-
ных) значений вектора параметров режима по-
лета   Tρ , ,out

V eairV TU  (где ρV  — плотность 
воздушной среды за бортом) и искомых коэф-
фициентов 0 , которым приводились в соот-
ветствие рассчитанные по выражениям (14)–
(16) и зашумленные значения вектора измере-
ний .Y  Изучались устойчивость, скорость и 
точность сходимости алгоритма в зависимости 
от формы и точности задания исходных усло-
вий и других факторов. Критериями качества 
являлись значения функции невязки ( )   
последней итерации и величины 0 0

ˆ( )/ ,j     
определяющие неопределенности оценок ко-
эффициентов ̂  относительно их действитель-
ных значений 0 .  

По результатам моделирования сделан вы-
вод об удовлетворительной сходимости пред-
ложенного алгоритма. Конечные результаты 
незначительно зависят от неопределенностей 
задания начальных значений .int  

Проверка адекватности построенной модели 
реальным процессам выполнена по методу ана-
лиза остатков [26] как для случая аддитивных 
случайных некоррелированных неопределен-
ностей, распределенных по нормальному зако-
ну, так и для случая произвольных статистиче-
ских свойств вектора неопределенностей. 

Результаты проверки адекватности модели 
приведены на рис. 1. 

 
Рис. 1. Сопоставление расчетных и измеренных 

значений температуры Т в отсеке самолета: 
1 — реализация средних арифметических расчетных  

в нескольких точках значений температуры;  
2 — расчетные значения температуры; 3 — границы 

измеренных в нескольких точках значений температуры;  
4 — доверительные интервалы неопределенностей 

измерений 
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При определении неопределенностей полу-
чаемых оценок   введены [26] некоторые 
условные совместные доверительные интерва-
лы   каждого из искомых коэффициентов в 
виде проекций совместной доверительной об-
ласти на соответствующие координатные оси 
пространства   что эквивалентно замене эл-
липтической области на описанный вокруг нее 
параллелепипед.  

 
Определение коэффициентов математиче-
ской модели теплового состояния носового 
приборного продуваемого отсека. В качестве 
объекта исследования выступал сверхзвуковой 
самолет (рис. 2). Исследования проведены в 
соответствии с Нормами летной годности [9]. 

Параметры режима полета и воздушной сре-
ды за бортом модели применения самолета 
приведены на рис. 2. 

Для холодного типа климата начальная тем-
пература воздуха должна соответствовать 
283,15 К, для экстремального теплого сухого — 
315,15 К, а температура всех элементов негер-
метизированных отсеков — 228,15 и 323,15 К 
соответственно. Температура воздуха на выходе 
из СКВ в полете не должна быть ниже 276,15 К 
и выше 333,15 К. 

Расход воздуха СКВ в отсеке определяется 
линейной регрессией вида 

 2
0 1( ) ( ) M ( ),stm G G VG t t t     

где 0 ,G  1G  — коэффициенты модели, кото-
рые будут оцениваться. 

При оптимизации толщины сотовой кон-
струкции обшивки, температуры и расхода воз-
духа СКВ в отсеке вектор коэффициентов мо-
дели имеет вид 
 T

0 1, , ,hon stm G Gl T    Θ  

и включает в себя необходимые характеристики 
(значения толщина сотовой конструкции honl  
(м) температуры воздуха stmT  и clT  (К) и коэф-
фициенты 0 ,G  1G , описывающие расход воз-
духа СКВ stmG  (кг/с). 

Оценки коэффициентов модели для темпе-
ратуры и расхода хладагента соответственно 
равны 

 T[0,06 275,7 0,002 0,001] .Θ    

Вектор неопределенностей оценок коэффи-
циентов   при доверительной вероятности 

0,99   
 T[0,008 3,7 0,0008 0,00007] .D P  

Выводы 
1. Предложен теоретический метод опреде-

ления требуемых значений толщины теплоизо-
ляции в приборных герметизированных тепло-
изолированных отсеках с СКВ на основе разра-
ботанной математической модели теплового 
состояния отсеков сверхзвукового самолета.  

2. В качестве методов параметрической 
идентификации модели теплового состояния 
отсеков при проектировании предложено при-
менять композицию метода наискорейшего 

 
Рис. 2. Зависимости параметров режима полета и воздушной среды за бортом  

модели самолета от времени t: 
 — давления воздуха за бортом за пределами теплового пограничного слоя ;out

airp   
 — числа Маха на внешней границе пограничного слоя М;  

 — температуры воздуха за бортом за пределами теплового пограничного слоя out
airT  
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спуска, метода Ньютона и квазиньютоновского 
метода Бройдена — Флетчера — Гольдфарба — 
Шэнно, для решения прямой задачи сотовых 
конструкций — метод, основанный на числен-
ном решении стохастических дифференциаль-
ных уравнений, а для решения жесткой систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний — неявный метод Розенброка второго 
порядка. 

3. В качестве методов параметрической 
идентификации модели теплового состояния 

отсеков при проектировании предложено ис-
пользовать вариант стохастического квазигра-
диентного алгоритма с переменной метрикой и 
композицию метода наискорейшего спуска, ме-
тода Ньютона и квазиньютоновского метода 
Бройдена — Флетчера — Гольдфарба — Шэнно. 

4. Проведена проверка адекватности модели 
по анализу остатков. 

5. Исследования проведены в соответствии с 
Нормами летной годности [9]. 
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