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Статика.



Предисловие к пятому изданию.
В этом издании, по возможности, исправлены некоторые недо­

четы прежних (литографированных) изданий моего курса „Теоре­
тической механики “ и сделаны следующие прибавления:

В главе о графостатике обстоятельнее изложен метод Кремона, 
при чем указан простой способ определять направления действую­
щих по звеньям сил.

В кинематике прибавлено понятие о поворотном ускорении 
и об ускорении точек неизменяемой фигуры, лежащих на одной 
прямой.

В динамике подробнее изложено о колебаниях маятников и 
несколько видоизменено изложение статьи об ударе.

Кроме того, добавлено несколько новых задач.

Н. /Куковский,
1915 г. Август.

• Предисловие к 7-му изданию.
Лекции по механике, читанные проф. Н. Е. Жуковским в Выс­

шем Техническом Училище, литографировались студентами много 
раз, начиная с 1870-х годов. Содержание их в значительной сте­
пени менялось, и на внешность издания не обращалось большого 
внимания. Курс „Теоретической механики“ в том объеме, как 
печатается теперь, впервые был отлитографирован в 1906 году 
Студенческой Издательской Комиссией при В. Т. У. Это литогра­
фированное издание было переиздано затем еще три раза без вся­
ких перемен.

Когда Студенческое Издательское Общество при В. Т. У. 
задумало в 1914 году выпустить курс лекций по „Теоретической 
механике" печатным изданием, то, по предложению Н. Е. Жуковского, 
В. И. Ветчинкин выполнил подготовительную работу, состоявшую 
в просмотре издания 1906 года, в исправлении опечаток и в мелких 
редакционных изменениях текста, а также во введении некоторых 
дополнений, а именно:
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1) в статике была добавлена глава о фермах и их графиче­
ском расчете (способы Риттера, Кульмана, Кремона) по стенограмме 
лекций Н. Е. Жуковского, записанных В. Л. Ветчинкиным;

2) ' в кинематике был добавлен параграф о поворотном уско­
рении в случае плоского движения, а также добавлены некоторые 
теоремы о проекциях ускорения;

3) в динамике отмечены аналогии между вращательным 
и поступательным движениями и сделаны небольшие добавления 
о колебательном движении (часовой балансир).

Все эти изменения и добавления были приняты Н. Е.
При подготовке 2-го печатного издания (6-го с 1906 г.), печа­

тание которого Государственным Техническим Издательством нача­
лось еще при жизни Н Е. Жуковского (f 17 марта 1921 г.), 
в динамике был значительно расширен отдел о колебательном 
движении и развиты подробнее замечания об аналогиях между 
поступательным и вращательным движениями. Кроме того, были 
сделаны некоторые редакционные изменения в порядке изложения 
кинематики плоского движения, а также в изложении теории удара.

Ныне выпускаемое третье печатное издание „Теоретической 
механики“ является повторением предыдущего с мелкими редак­
ционными изменениями в тексте и с заменой некоторых неудо­
влетворительных чертежей новыми.

Замечание на стр. 100, часть текста и примечание на стр. 146— 
148 с фигурами 169, 170, 173 и 174 введены редакцией; также 
изменено редакцией решение задачи на расчет фермы с балками 
на стр. 148—152.

В. П. Ветчинкин, 
Н. Г. Ченцов.
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ВВЕДЕНИЕ.

Механика есть наука о равновесии и движении физических тел. В зави­симости от того, с какой точки зрения рассматриваются в ней эти вопросы, она делится на три части: статику, кинематику и динамику.В статике исследуются вопросы о равновесии тел и о замене одних сил другими, производящими то же действие.Р кинематике рассматривается движение тел с геометрической сто­роны, не обращая внимания на причины, производящие движение, т.-е. на силы. Это есть геометрия, в которой к пространственным представлениям присоединено понятие времени.В динамике рассматривается движение физических тел, при чем обращается внимание на силы, его производящие, и на влияние количества материи (массы) рассматриваемых тел на движение. Здесь решаются вопросы об определении сил, производящих данное движение тел, или, наоборот, об определении движения, происходящего от данных сил.Иногда механику разделяют на две части: кинематику и кине­тику, при чем в последнюю включают статику и динамику. Кинематика для своего изложения не требует никаких новых начал и опирается на аксиомы геометрии,—она является звеном, соединяющим механику с геомет­рией. Для изложения же кинетики необходимо принять без доказательства несколько основных начал или законов механики.В механике изучаются вопросы о равновесии и движении твердых, жид­ких и газообразных тел. Но эти тела при их рассмотрении в механике идеализируют, т.-е. принимают за абсолютные те свойства тела, которые в природе имеют место только до некоторой степени. Так, твердое тело • в механике рассматривается, как абсолютно твердое, т.-е. такое, рас­стояния между частицами которого не могут изменяться. Капельная жид­кость рассматривается, как тело абсолютно несжимаемое, и т. д. Способ идеализирования предметов изучения есть общий способ научного исследования; он объясняется тем, что мы не можем сразу охватить все . свойства предмета и сосредоточиваем свое внимание лишь на главнейших из них.Кроме таких идеализированных тел, в механике, для упрощения ее изложения, рассматривается еще физическое тело, размеры которого во всех направлениях исчезающе малы. Такое тело называется материальной точкой. Если переходить к материальной точке посредством воображае­мого деления тела на части, все более и более мелкие, то в пределе полу­



— 12 —чается материальная точка с исчезающе малою массою; если же воображать, что количество материи в теле не изменяется, а размеры его убывают до беспредельно малых, то получается фиктивное тело, представляющее матери­альную точку с конечною массою. Механическое осуществление материаль­ной точки с конечною массою мы имеем в центре тяжести твердого тела, так как будет показано, что сила, приложенная к центру тяжести свободного твердого тела, сообщает ему одно и то же движение, как бы ни изменялась форма тела, лишь бы количество материи в теле сохранялось одно и то же. Отсюда заключаем, что движение центра тяжести данного тела не измени­лось бы, если бы мы все тело сжали в одну материальную точку той же массы. Это значит, что центр тяжести свободного твердого тела с механи­ческой точки зрения тождествен с материальною точкою конечной массы/ Всякое тело можно рассматривать, как состоящее из соединения мате­риальных точек. При таком воззрении тело называется системою матери­альных точек. Твердое тело представляет так называемую неизменяе­мую систему. В теоретической механике изучаются вопросы о равновесии и движении различных систем материальных точек, но в элементарном курсе теоретической механики, который мы будем изучать теперь, рассматриваются вопросы только о равновесии и движении материальной точки и неизменяе­мой системы (твердого тела).



СТАТИКА.

§ 1. О силах. Силами называются причины, приводящие физические тела в движение или изменяющие уже имеющееся движение их. Силы про­исходят от взаимодействия одних тел на другие. Силы могут быть разнооб­разны. Но в механике не занимаются исследованием природы различных сил и считают тождественными все те силы, которые сообщают одному и тому же физическому телу одно и то же движение. Это воззрение позволяет нам составить реальное представление о силах. Всякую неизвестную при­чину, приводящую в движение тела, мы отождествляем с воздействием наших собственных усилий на это тело, при которых оно получает такое же движение. Будем сначала рассматривать твердые тела и посмотрим, каким образом мы можем приводить их в движение. Чтобы сделать это вполне определенным способом, мы привязываем к некоторому месту в теле нить и натягиваем ее в какую-нибудь сторону с известным усилием. Место при­крепления нити может быть уменьшаемо, и мы можем мысленно представить себе одну материальную, точку, на которую непосредственно действует весьма тонкая нить. Такая точка называется точкою приложения силы, направление нити называется направлением силы, а усилие, с которым нить натянута, даст нам величину силы. Если мы будем действовать натянутой нитью на центр тяжести свободного твердого тела, то увидим, что он придет в движение по направлению нити. Так как этот случай, по ска­занному во введении, соответствует случаю действия силы на материальную точку конечной массы, то можно сказать, что направлением силы, действую­щей на свободную материальную точку, называют направление той прямой, 
по которой эта точка начинает двигаться от действия силы. .Точное определение величины силы получим, установив понятие' о рав­ных и кратных силах. Равными мы называем такие две силы, которые, действуя на одну и ту же точку приложения в одном и том же направлении, сообщают телу одинаковое движение; п — кратной силою называем мы одновременное действие на одну и ту же точку приложения в одном и том же направлении п равных сил.Величина силы определяется из сравнения данной силы с силой, при­нятой за единицу. Принимая за единицу силы натяжение нити грузом в один килограмм, мы будем звать силою в п килограммов силу натяжения нити, происходящую от одновременного воздействия на вить п грузов в один килограмм, т.-е. груза в п килограммов.Для практического определения величины силы употребляются приборы, называемые динамометрами. На фиг. 1 представлен динамометр Пон-



— 14 —селе. Он состоит из пружины АВС, к которой прикреплены две дуги ab и cd. Первая дуга присоединена к пружине неподвижно в точке а и проходит сквозь другой конец в отверстие е; вторая же дуга неподвижно укреплена в точке с и проходит через другой конец пружины в отверстие f. В точке d прикреп­лено кольцо, в точке b крючек. Закрепив кольцо динамометра и привешивая на крючек грузы в 1, 2, 3, 4,... килограммов, мы будем наносить против точки fna дуге cd деления, отмечая их соответственными цифрами 1, 2, 3, 4,... Для определения неизвестной силы, мы, укрепив кольцо динамометра, тянем неизвестной силой за крючек; тогда деления у f укажут нам величину силы в килограммах. В этом динамометре мы пользуемся тем началом, что две силы, порознь уравновешивающие третью, равны между собою. Сначала некоторый определенный груз, стягивающий до некоторой степени пру-.

жину АВС, уравновешивается ее упругостью, потом пружина, стягивающаяся до той же степени, что и под действием груза, уравновешивает собою неизвест­ную силу; следовательно, величина неизвестной силы равна величине груза.Для измерения больших сил употребляется обыкновенно динамометр Реньо (фиг. 2). Он имеет в своей конструкции ту же основную мысль, что и динамометр Понселе; только в нем пружина имеет иную форму, и деления указываются стрелкой, соединенной с пружиной посредством особой системы рычагов, которыми стрелка, передвигающаяся по циферблату с лег­ким трением, толкается вперед, но не идет назад, когда сила перестает дей­ствовать.Сила представляется обыкновенно графически; для этого через точку О (фиг. 3) приложения силы проводят в сторону ее направления линию ОА и откладывают на этой линии длину ОА, выражающую величину силы в каком-либо условном масштабе. В геометрии называют вектором отрезок прямой, данной по величине и направлению. Так как сила выра­



— 15 —жается подобным отрезком ОА, то можно сказать, что с геометрической 
точки зрения сила есть вектор. Если на тело действует одновременно несколько сил Р, Q, R (фиг. 4), то такое собрание сил называется систе­мою сил. Одна сила, сообщающая твердому телу то же движение, какое сообщает ему данная система сил, называется равнодействующей этой системы сил. Две системы сил, сообщающие одному и тому же телу одно и то же движение, называются эквивалентными. Если одна сила вместе с данною системою сил находится в равновесии на теле, то ее зовут уравновешивающею данной системы сил; если же две системы взаимно уравновешиваются, то одна относительно другой называется уравновеши­вающею системою сил.

§ 2. Начала статики. Изложение статики развивается логическим путем, опираясь на несколько простых истин, которые принимают без дока­зательств. Эти истины называются началами статики. Мы принимаем следующие начала:

Фиг. 3. Фиг. 4. Фиг. 5.

I. Две равные силы, направленные в противоположные стороны по 
линии, соединяющей точки их приложения, уравновешиваются на гпвердом 
теле (фиг. 5).

II. Действие сил не изменится, если прибавить
к ним или отнять от них сисгпему сил, находягцихся ( '
в равновесии на теле. Здесь под словами «действие / не изменится» подразумевается, что состояние покоя или / движения тела от прибавления или вычитания сил не f изменится, т.-е. если прежде было равновесие, то оно у / не нарушится, а если прежде было движение, то оно и Q• останется совершенно таким же. /

III. Две силы, действующие на одну и ту же / 
точку приложения под углом, имеют равнодействую- рД 
щую, которая проходит через ту же точку при- 
ложения и лежит внутри угла, образованного силами к(фиг. 6). В случае равенства сил равнодействующая фиг б 
делигп угол между ними пополам.

IV. Механический эффект связей, стесняющих свободу движения 
гнела, может быть заменен действием сил. При связях без трения силы, развиваемые связями, таковы: неподвижная точка может развить всякую силу, проходящую через эту точку; неподвижная обь в теле может раз­вить всякую силу, пррходящую через эту ось; неподвижная ось, вдоль



16 —которой тело может скользить, может развить всякую силу, проходящую через эту ось и нормальную к ней; неподвижная поверхность, по которой может скользить точка тела, может развить всякую силу, нормаль­ную к поверхности и проходящую через точку опоры; неподвижная точка, на которую опирается поверхность тела, может развить всякую силу, проходящую через точку опоры и нормальную к поверхности тела. Если на несвободное тело действует сила, а связи могут развить равную и противо­положно направленную силу сопротивления, то произойдет равновесие. В противном случае будет движение. На фиг. 7 на твердое тело действует сила Р, направление которой проходит через неподвижную ось ху. Так как эта ось может развить равную и противоположно направленную силу TV, то будет равновесие. На фиг. 8 на тело действует сила Р, направление

которой проходит через точку опоры А и нормально к опорной поверхности тела. Так как опорная поверхность может развить равную и противо­положную силу N, то произойдет равновесие.
V. Если тело находится в равновесии, то равновесие не нарушается 

от прибавления к нему новых связей; если же тело находится в движении, 
то движение не изменится от прибавления новых связей без трения, соглас­
ных с движением. Поясним последнее примером. Тело А (фиг. 9) движется прямолинейно по направлению, указанному стрелкой. В этом теле мы можем всегда взять в указанном направлении ось ху и поместить на нее две точки тела, которые могут по ней скользить без трения. Очевидно, что от прибавления этой новой связи движение тела не изменится.

Фиг. 9. Фиг. ю.

VI. Действие равно противодействию. Этот замечательный закон был указан Ньютоном., Его удобно формулировать для двух материальных точек. Две материальные точки действуют друг на друга по прямой, их соединяю­щей, силами, равными и направленными в противоположные стороны. Если материальная точка А (фиг. 10) действует на материальную точку В с силою Р, направленную по АВ, то материальная точка В будет, в свою очередь, действовать на материальную точку А с силою Р', которая равна Р и направлена в прямопротивоположную сторону.—Так как давления друг на друга двух физических тел слагаются из взаимодействия материальных то-



17 —чек, составляющих эти тела, то вследствие указанного закона два тела давят всегда друг на друга равными и противоположно направленными силами.— В начале четвертом указывались силы сопротивления связей, действующие на опирающееся о них твердое тело; но по закону действия, равного про­тиводействию, давление тела на удерживающие его связи равно и противо­положно этим силам сопротивления.Из вышеизложенных начал статики мы можем вывести несколько про­стых следствий.' 1. Пусть на тело в какой-либо точке А действует сила Р (фиг. И). На ее продолжении возьмем произвольную точку В. К этой точке по про­тивоположным направлениям приложим силы Р' и Р', равные силе Р, отчего, по началу втсрому, действие данной силы не изменится. Заметим теперь, что силы Р и Р", по началу первому, взаимно уничтожаются, и мы можем отбросить их. Тогда будем иметь силу Р', производящую на тело то же действие, что и сила Р.Отсюда правило: точку приложения силы, действующей на твердое тело, 
можно переносить по направлению силы, не уничтожая и не изменяя дей­

ствия силы. Обнаружим, что иной замены одной силы другою, производя­щею то же действие, быть не может. Положим, что сила Р, приложенная к твердому телу в точке А, может быть заменена силой Q, приложенной в точке В (фиг. 12). Взявши силу Q' = Q, приложенную в точке В и на­правленную в сторону, противоположную силе Q, мы должны получить равно­весие сил Р и Q' (равновесие будет потому, что сила Р заменяется силой 
Q, а сила Q' уравновешивает силу Q). Это не может иметь места, если силы Р и Q' не направлены по одной прямой, так как в противном случае всегда можно найти на направлении силы Q' такую точку Е, через которую не проходит направление силы Р. Сделав эту точку Е неподвижной, мы не нарушим равновесия (начало пятое); но при этом силу Q' можно отбросить, а сила Р не проходит через неподвижную точку Е й не даст равновесия при связях без трения. Таким образом, необходимо, чтобы сила Q' была направлена по продолжению силы Р. Перенося силу Q' в точку А, будем иметь равновесие двух сил, приложенных к одной точке и направленных в противоположные стороны. Это требует, чтобы Q' — Р. Итак, сила Q = Р и лежйт на продолжений силы Р, что и требовалось доказать.2. Положим, что в теле ймеем ромб (фиг. 13), по сторонам которого действуют равные силы Р, Р', Р"; Р'", направления которых указаны на
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— 18 —рисунке. Складывая силы Р и Р', приложенные к точке А, получим равно­действующую. которая, по началу третьему, пойдет по направлению АО, деля угол BAD пополам. Складывая же силы Р" и Р"', получим точно такую же равнодействующую, которая пройдет от О к А. Обе равнодей­ствующие взаимно уничтожаются, и ромб останется в равнодействии. Это следствие будет нам необходимо при доказательстве параллелограмма сил.

Докажем теперь, что сила, уравновешивающая данную систему сил,
будучи взята в противоположную сторону, есть равнодействующая.. Пусть силы Р, Q й F (фиг. 14) уравновешиваются силой Д', прило­женной в точке О. Прибавим в точке О две равные силы Д и Д'. Так как сила Д' уравновешивает силы Р, Q и F, тб эти четыре силы Р, Q, F и Д', по второму началу, можно отбросить. Тогда у нас останется одна сила Д, которая й будет равнодействующей. Не всякая, однако, системасил имеет равнодействующую силу. Опираясь па начала четвертое и пятое, мы докажем, что две непараллельные и непере- 

секающиеся силы не имеют равнодействующей.Докажем это способом доказательства от противного. Пусть (фиг. 15) на тело дей­ствуют две силы, Р и Q, непересекающиеся и непараллельные между собою. Допустим, что какая-нибудь сила R будет их равнодействую­щей. Возьмем силу Д', прямо противополож­ную Д, и приложим ее к телу в точке О, на которую действует сила R. Тогда силы 
Р, Q и Д' должны взаимно уравновешиваться на основании предыдущего следствия. Мы всегда можем через точку приложения силы 
Q и направление силы Д провести ось ху так, что она не пересечет направ пение силы Р. Делая, на основании начала пятого, эту ось неподвижной, мы не нарушим равновесия. Но при этом условий действие сил Q и Д, на основании начала четвертого, уничто­жится, й у нас останется одна сила Р, которая будет двигать тело около оси ху. Это показывает, что предположение о существовании равнодей­



19 —ствующей для сил Р й Q. приводит к противоречию; следовательно, силы 
Р и Q равнодействующей вовсе не имеют. Это значит, что одной силой две такие силы уравновесить нельзя, т.-е. невозможно, употребив только одну силу, прекратить движение тела, вызванное двумя вышеуказанными силами Р и Q.

Сложение и разложение сил.
§ 3. Сложение мл, направленных по одной прямой. Сложить несколько сил значит заменить их одною силою, равнодействующею. Мы увидим, однако, что не всякая система сил пмеет равнодействующую, т.-е. не всякую систему сил можно сложить в одну силу.Начнем исследование вопроса о сложении сил с простевших случаев. Если несколько сил действуют по одной прямой линии, то все их точки приложения могут быть перенесены в одну точку приложения. Таким обра­зом, мы получим силы, действующие на одну и ту же точку тела. Пусть силы 

Р и Q (фиг. 16) действуют на точку О данного тела по одному напра­влению.

Фиг. 17.

2*

1) Положим, что силы эти соизмеримы, и некоторая сила f, пред­ставляющая их общую меру, содержится п раз в силе Р и п' раз в силе Q. Иначе говоря, P=nf, a Q = n'f. На точку О будут одновременно действо­вать п и п' сил /, т.-е. (п-ь-п1 2) сил f. Это даст силу R — (n-+-n')f. Раскрывая скобки и заменяя nf и n'f через Р и Q, получим R = Р н- Q, откуда следует, что равнодействующая двух сил, действующих по одной 
прямой в одну сторону, равна их сумме и действует в ту же сторону.2) Положим, что силы Р и Q несоизмеримы. Покажем, что и в этом случае равнодействующая R (фиг. 17) не может быть ни больше, ни меньше суммы P-i-Q, т.-е. должна быть равна ей. Пусть, напр., сила R>P-\-Q. Разделим силу Р на такие равные части, чтобы каждая из них была менее 
R—(Р-ьф), т.-е. менее CD. Тогда, по крайней мере, одна из точек деле­ния упадет между С и D — напр., в точке Е. Взяв силу (Х=ВЕ, соизме­римую с Р, и сложив ее с этой силой Р, получим равнодействующую 
(P-t-Q1). Таким образом, мы видим, что при замене Q большею силою Q', равнодействующая все-таки будет менее R. Следовательно, наше предполо­жение, что R>P-+- Q, несправедливо. То же самое можно сказать о пред­положении R-=zP-t-Q. Таким образом, надо принять, что R = P-+-Q.



— 20 —Допустим теперь, что силы Р и Q действуют в разные стороны на тело в точке приложения О, прп чем сила Р больше силы Q. Разложим большую силу на две силы Q и (Р — О). Две

Фиг. 18.

ные стороны, равна их разности

силы Q, действующие по разным направлениям на точку приложения О, уравновешиваются по началу первому и по началу второму могут быть отброшены. Тогда у нас оста­нется одна сила (Р—ф) (фиг. 18). Отсюда следует, что равнодей­
ствующая двух сил, направленных 
по одной прямой в противополож- 

и действует в сторону большей 
силы.3. Обращаемся теперь к общему случаю и предположим, что на точку О тела действуют несколько сил по одной прямой, при чем (фиг. 19) три силы 
Р, Q, S действуют в одну сто­рону, a F и М действуют в противоположную сторону. Заменяем сначала сйлыР, Q и 8 
их равнодействующей (Р -+- 
Q-t-S) и силы F и М их равнодействующей (Р н- М). Таким образом, мы получим две силы, действующие в противоположные стороны по одной прямой. Отсюда следует, что общая равнодействующая всех данных сил Д выра­зятся так:

(Р ч- Q ч- 8) — (F -+- И) — Р -ч- Q -4- S — F — JU.В случае, если R положительна, она направлена в сторону сил Р, Q и S, а если R отрицательна, то она направлена в сторону F и М. Если мы условимся к силам, направленным в одну сторону, приписывать знак (ч-), а к силам, направленным в противоположную сторону, приписывать знак (—), то можем выразить найденный результат в такой форме:
Равнодействующая сил, направленных по прямой линии, равна алге­

браической сумме слагаемых сил.

§ 4. Сложение сил, направления которых пересекаются в одной 
точке. Если направления сил пересекаются в одной точке, то мы можем, перенести точки приложения сил в точку их пересечения и подучить систему сил, действующих на одну точку.Рассмотрим сначала простейший случай сложения сил пересекающихся в одной точке, а именно сложение двух сил. Докажем, во-первых, что равнодействующая двух пересекающихся сил направлена по диагонали параллелограмма, на них построенного. Доказательство первое (о напра­влении равнодействующей) распадается в свою очередь на два: для соизме­римых и несоизмеримых сил. Начнем с нахождения направления равнодей­ствующей двух соизмеримых сил.• Положим, что мы имеем две соизмеримые силы Р и Q (фиг. 20), приложенные к телу в точке О. На основании третьего начала заключаем, 



— 21 —что эти силы могут быть заменены равнодействующей, проходящей через точку О и лежащей внутри угла АОС. Положим, во-первых, что некоторая сила / есть общая мера для Р и Q и содержится в силе Р два раза, а в силе Q три раза, так что P = 2f и Q — 3f. Разделим наш параллело­грамм на шесть одинаковых ромбов линиями, параллельными его сторонам. Разложим силу Р на две силы f, действующие по сторонам ромбов, а силу 
Q на три такие же силы f. Приложим, на основании вышеуказанного, к каждому из ромбов по четыре взаимноуравновешивающихся силы f. Такое прибавление не изменит равнодействующей (начало второе), но, благодаря ему, все силы f, кроме тех, которые действуют по сторонам АВ и ВС, уничтожаются. Значит, мы получим те же силы Р и Q, только перенесенные в точку В. Равнодействующая этих сил должна, по началу третьему, пройти через точку В. Но так как это будет та же самая равнодействующая, которая прежде проходила через точку О, то она должна быть направлена по диа­гонали ОВ, ибо точку приложения силы можно переносить только по напра­влению силы. Таким образом, требуемое доказано.Положим теперь, что силы Р и Q несоизмеримы. Чтобы убедиться, что равнодействующая и в этом случае пойдет по диагонали, 'употребим

доказательство от противного, т.-е. покажем, что иначе, т.-е. ни ниже, ни выше диагонали, она пойти не может. Положим (фиг. 21), что равнодействующая их пойдет не по диагонали ОВ, а выше ее, напр., по прямой ОЕ. Про­ведем EL || АО и разделим силу Q на такие равные части, чтобы каждая из них была менее LD. Отложим на линии OD от точки О столько таких частей, чтобы конец последней части попал между L и D в некоторую точку х. Тогда силы Q и Ох будут соизмеримы, и потому равнодействующая их пойдет по направлению диагонали Оу. Слагаем теперь силы Ox, Q и xD. Это сложение может быть сделано двумя способами. Во-первых, можно сложить сначала силы xD и Ох; тогда получится сила Р; потом к силе Р прибавить силу Q, вследствие чего получится равнодействующая Р, напра­вленная, в силу предположения, по диагонали ОЕ. Во-вторых, можно сперва сложить силы Q и Ох, как силы соизмеримые, и получить силу R', напра­вленную по диагонали Оу; потом к силе R' прибавить силу xD, перенеся ее в точку О; тогда, очевидно, получим прежнюю равнодействующую Р; но теперь она, по третьему началу, должна лежать внутри угла yOD, и, следовательно, не может быть направлена по ОЕ. Таким образом, при­ходим к заключению, что одна и та же сила одновременно имеет два напра­вления, что невозможно. Следовательно, наше предположение о том, что 



— 22 —сила Л пойдет выше диагонали ОВ, неверно. К такому же невозможному заключению придем, если положим, что сила Л пойдет ниже диагонали ОВ.Если сила Л не может пойти ни выше, ни ниже диагонали ОВ, то следовательно, она пой­дет по самой диагонали ОВ.Теперь посмотрим, какова будет вели­чина равнодействующей силы для двух сил 
Р и Q, направления которых пересекаются. Приложим к силам Р и Q (фиг. 22) силу Л', равную равнодействующей Л и направленную в сторону, противоположную этой равнодейст­вующей,—по линии (Л). Эта сила уравновесит силы Р и Q. Таким образом, точка О под действием сил Р, Q и Л' будет находиться в равновесии; поэтому каждая из трех наз­ванных сил будет уравновешивать две дру­гие; а следовательно, чтобы найти равнодей­ствующую двух сил Q и Л', мы должны направить ее в сторону, противоположную урав­новешивающей Р, т.-е. по OF. С другой сто­роны, равнодействующая сил Q и Л' будет направлена по диагонали парал­лелограмма, построенного на Q и Л'. В этом параллелограмме мы знаем сторону Q, т.-е. ОС, направление силы Л', т.-е. стороны OD, и направление диагонали OF. По этим данным легко построить параллелограмм. Проводим из точки С прямую CF параллельно OD и определяем таким образом точку F пересечения CF с OF. а из точки F приводим прямую FD, параллель­ную ОС. Зная точку D, будем знать величину линии OD, выражающей неизвестную силу Л'. Из чертежа видно, что ODzftzCF#OB, откуда О В = OD =Л' = Л.Итак, равнодействующая двух 

сил, действующих под углом на 
одну и ту же точку тела, выра­
жается по величине и направлению 
диагональю параллелограмма, пост­
роенного на слагаемых силах. Это правило носит название правила 
параллелограмма сил.Как скоро найдено правило для сложения двух пересекающихся сил, то сейчас же получается способ ело - жения скольких бы то ни было . Фиг. 23.сил, пересекающихся в одной точке.Пусть на точку О данного тела (фиг. 23) действуют силы Р, Q, S, Т, при чем эти силы могут быть в разных плоскостях. Заметим, что каждая пара пересекающихся сил может быть заменена ее равнодействующей, от чего действие всей системы сил не изменится. В самом деле, пусть равнодействующая сил Р и Q есть Л'. К точке О приложим две равные силы Л' и Л'}, ив которых одна будет равнодействующая, 



23а другая, R'v будет направлена по обратному направлению. По началу вто­рому от этого прибавления действие сил Р и Q не изменится; по тому же началу силы Р и Q, как взаимно уравновешивающиеся, могут быть отброшены; тогда останется одна равнодействующая R', которая и должна затем быть сложена с силами S и Т. Складываем эту равнодействующую R сна­чала с силою 8. Получим силу R", которую затем надо сложить с Т. Равно­действующая R"', полученная от этого последнего сложения, и будет равно­действующей всей системы сил. Рассматривая фигуру 23, замечаем что сила R'" есть замыкающая сторона разомкнутого многоугольника О A BCD, остальные стороны которого равны и параллельны силам Р, Q, S и Т. При этом направление силы R"', так же, как в геометрии направление замы­кающей стороны OD, берется обратно направлению сторон разомкну­того многоугольника. Многоугольник OABCD называется силовым много­угольником, а все правило сложения нескольких сил, пересекающихся в одной точке, называется правилом силового многоугольника. Правило это гласит:
Равнодействующая нескольких сил действующих на одну точку при­

ложения под разными углами, выражается по величине гг направлению 
замыкающею стороною разомкнутого многоугольника, остальные сто­
роны которого равны и параллельны слагаемым силам. Сложение векторов по правилу многоугольника называется их геометрическим сло­жением, а вектор, представляющий замыкающую сторону, называется геометрическою суммою данных векторов. Пользуясь этим термином, можно сказать, что равнодействующая сила есть геометрическая сумма всех слагаемых сил. Это означается так: R'" — P-+-Q-i-S-b-T.В частном случае, когда слагаемых сил три, правило сложения может быть выражено в ином виде. Пусть на точку О действуют силы Р, Q и 8. Строим на них параллелепипед OABGCDFE (фиг. 24) и утверждаем, что наша равнодействующая выражается диагональю OD Действительно, складывая Q и S, получим по правилу параллелограмма равнодей­ствующую ОЕ; складывая же ОЕ с силою Р, найдем общую равнодействующую OD — R. Таким образом, в случае *трех сил равнодействую­щая выражается диагональю параллелепипеда, построен­ного на слагаемых силах. Не трудно заметить, что это правило как равнодействующая 01) есть замыкающая сторона разомкнутого много­угольника О A CD, стороны которого равны и параллельны слагаемым силам.

§ 5. Аналитическое определение величины и направления равнодей­
ствующей силы. Рассматриваем сначала две силы Р и Q, действующие на точку приложения 0 под углом у (фиг. 25). Назовем равнодействующую 

Фиг. 24. заключается в правиле многоугольника, так



— 24 —через R, а углы, которые она образует с Р и Q, через я и р. Построив параллелограмм ОАВС, найдем из треугольника ОВС, чтоБ2 = Р2 н- Q2 - 2 PQ cos (-- Т).'а ', V в Ноcos (- — у) = — cos 7,и тогдаР2 — Р2 Q- ч- 2 PQ cos 7, откудаБ = -+- /Р ч- (А ч- 2Р(/ cos 7 (1).Кроме того, для определения углов а и р из того же треугольника ОВС найдем пропорцию:
_ 'sin (л — •/)

7J' ~ R ’’
ПЛИ S ‘ 

sin ci__ sin /3__ sin 7 p
~~Q~ ~ ~'P~ “ ~~R~.................................................Отсюда имеем, что 
о . . 0 p •sm a — -g- sin 7, sin p = sin 7.Заметим, что в формуле (1) перед корнем берется знак (-+-), потому что по этой формуле определяется лишь абсолютная величина силы Р; вопрос же о направлении этой силы решается по формуле (2). Рассмотрим частные случаи.Положим, что 7 = 0; тогда cos 7 = 1; а из формулы (1) будем иметь:Л = -4- о!2 Р Q = / (Р -+- Q)‘ = Р-I- Q,т.-е. если силы действуют по одному направлению, то их равнодействующая равна сумме их, что было выведено нами раньше.Если 7 = тс, то cos 7 =—1; тогда формула (1) примет вид:Б = ±(Р-^),где перед скобкою надо взять верхний знак, если Р> Q-, если же, наобо-( рот, имеем Р < Q, то надо взять перед скобкою нижний знак, потому что формула (1), как было сказано выше, дает абсолютную величину силы Р. Таким образом, мы получили, что равнодействующая двух сил, действующих в противоположные стороны, равна их разности, что уже было доказано ранее.Положим, что силы Р и Q взаимно перпендикулярны; тогда 7 = 90°, cos 7 = 0 и формула (1) дает: Р =Перейдем теперь к определению величины и направления равнодей­ствующей трех взаимно-перпендикулярных сил. Пусть такие силы будут
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X, Y, Z (фиг. 26). Построим на них прямоугольный параллелепипед OABCDEFG и назовем его диагональ через Р, а углы, которые она образует с направлениями сторон, через а, р, у. Известно, что диагональ прямоуголь­ного параллелепипеда равна квадратному корню из суммы квадратов трех его измерений, и, так как эта диагональ представляет равнодействующую, то
B = ..................................... (3).Для определения углов а, р, у замечаем, что сила X есть не что иное, как проекция силы R на направление силы X; поэтому находим:X == R cos a, Y — R cos р, Z = R cos у, откуда получаем: cos а — , cos р = ^-, cos у — %...................................... (4).XV XV xtПереходим теперь к общему случаю сложения многих сил, пересекаю­щихся в одной точке. Сюда отнесем также случай сложения трех сил, когда на них нельзя построить прямоугольный параллелепипед. Возьмем прямо­

угольные оси координат х, у, z (фиг. 27). Назовем величины слагаемых сил через: Р, Р', Р",..., а углы, которые они образуют с осями координат, через.
(а, ₽, Т), (а', 0', (а", Т").При этом через а, а', а7,... обозначаются углы с осью Ох, через р, 3', р",... — с осью Оу, а через у, у’, у",...— с осью Oz. Назовем через R равнодействующую сил Р, Р’, Р",... и через X, «л, v углы, которые она обра­зует с осями координат. Построим силовой многоугольник ACDEB, проведем его замыкающую сторону R и спроектируем ее на оси координат. На осно­вании теоремы аналитической геометрии, гласящей, что проекция замыкаю­щей стороны разомкнутого многоугольника равна алгебраической сумме проекций его сторон, мы можем написать три следующие равенства:
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В cos X = В cos а ч- Р cos я' ч- Р" cos а" ч- ...
В cos р. = Р cos р -+- -Р1 COS Р' Ч-Р" COS Р" ч-...
В COS ’> = Р COS у Ч- Р COS Y Ч- Р" COS у" 4- ...Для сокращения введем знак S (греческая буква сигма), которым будем ■ обозначать сумму членов известного, рассматриваемого нами, вида. Тогда можно написать, что

В cos X = SPcos я, В cos р. = SPcos р, В cos v = SPcos у. . . (5).Для определения В из формул (5) возводим их в квадрат и складываем:
В'2 (cos2 Xч-cos2 [J- ч- cos2 v) = (SPcos я)2 ч- (SPcos р)2 ч— (SPcos у)2.В аналитической геометрии доказывается, чтоCOS2 X Ч- COS2 [1 ч- cos2 v = 1, а поэтому _ ___________ _______________________________P = |/(SPcos я)2 ч-(SPcos р)2 ч-(SPcos у)2. . . . (6).Здесь при корне всегда берется знак (ч-), потому что эта формула определяет лишь абсолютную величину равнодействующей силы, направле­ние же этой силы выражается углами X, р., у, которые считают от 0° и до 180°. Зная В, найдем из формулы (5) следующие выражения для определения р авнодейству ющей: ; •

1 2Рcos a 2Pcos ft „ JPcos уcosX = —--—, cos р.=----г.—, cos v =----- ,,—-. . . (7).1ъ 1л li>

Фиг. 28.

,/ Формулы (5) й (7) можно вывести и не прибегая к си­ловому многоугольнику. Можно, напр., поступить так: положим, для большего удобства, что точки приложения сил Р, Р', 
Р',... лежат в начале коорди­нат. Разлагаем силу Р по пра­вилу прямоугольного паралле­лепипеда на три силы О А, О В, OG (фиг. 28), направленные по осям координат. Эти силы, как видно из чертежа, будут все другие силы Р', Р",...Pcos я, Pcos p, Pcos у. Также разлагаем Мы получим таким образом три системы сил:по оси Ox: Р cos я ч- Р' cos а' ч- Р" cos а" ч- ...по оси Оу: Р cos р ч- Р cos р' ч- Р cos р" ч- ...по оси Oz: Р cos у ч- Р cos у' ч- Р" cos у" ч-...Заменяя каждую из этих систем одной силой, получим три силы

X, Y, Z, направленные по трем осям координат:
Х = SPcos я, У = SPcos р, Z = SPcos у .... (8).Слагаем теперь эти три силы по правилу прямоугольного параллелепипеда; тогда получим равнодействующую В, величина и направление которой 



- 27 —дется по формулам (3) и (4). Подставляя в эти формулы X, Y, Z из фор­мулы (8), получим формулы (6) и (7). Силы X, Y, Z, определяющиеся формулою (8), называются составляющими по осям координат данной системы сил, так как, слагаясь, они дают равнодействующую данной системы сил. Углы равнодействующей k, р., v с осями координат Ox, Оу, Oz, выра­зятся так:
но, так как X, Y и Z представляют собою суммы сил, направленных по осям координат:

X — EPcos a, Y — SPcos [3, Z = SPcos у, то мы найдем, что
1 'XPcos а c°sk= —в— ,и т. д., т.-е. мы пришли к известному уже результату.

§ 6. Разложение силы на несколько пересекающихся сил. Разложить данную силу значит заменить ее системою сил, ее составляющих или сла­гающих. Вопрос о разложении одной силы на несколько рил, пересекаю­щихся в одной точке, есть вопрос неопределенный, так как существует бесчисленное множество разомкнутых многоугольников, которые имеют одну и ту же замыкающую сторону. Этот вопрос становится определенным лишь тогда, когда имеется достаточно данных, ограничивающих число способов разложения. В случае разложения одной силы на две мы, обыкновенно, имеем дело с одной из следующих четырех задач:I. Разложить данную силу R на две слагаемые, имеющие данные величины Р и Q (фиг. 29). Из концов силы R проводим дуги радиусами

Р и Q и соединяем точки их пересечения с концами силы It’. Получаются две точки пересечения дуг, а следовательно, и два решения. Правда, раз­ница между ними будет лишь в том, что в одном случае сила Р получается наверху и Q внизу, а в другом—наоборот. Решение возможно, если
P-bQ^R.II. Разложить данную силу R на две силы, направления которых, хх' и уу', даны (фиг. 30). Проводим из концов О и В силы R линии О А 



— 28 —и ВС параллельно уу', затем ВА и ОС параллельно хх'. Получим параллело­грамм О А ВС, в котором О А = Р и ОС = Q суть искомые силы.III. Разложить данную силу В на две силы, из которых одна имеет данную величину Р и данное направление (фиг. 31). Чтобы решить эту

Фиг. 32.Фиг. 31.задачу, нужно по стороне ОА = Р и по диагонали В найти другую сто­рону параллелограмма. Для этого точку А соединяем с точкой В и проводим ВС || АО и ОС || АВ. Сторона ОС и будет равна искомой силе Q.IV. Разложить данную силу В на две силы, из которых одна дана по величине, а другая по направлению (фиг. 32). Из точки В в конце силы В проводим радиусом, равным силе Р, дугу СС' и определяем точки ее пере­сечения, С и С', с направлением другой силы Q, потом строим параллелограммы ОАВС и ОА'ВС'. Находим два решения: 1) сила Р направлена по ОА и Q = ОС; 2) Р направлена по ОА' и

и второму. Слагаем силы Р и S по правилу недействующую AD; так же поступаем которых получаем равнодействующую БЕ

=чОС'.
§ 7. Сложение параллель­

ных сил. Из того допущения, что пересекающиеся силы имеют равнодействующую, следует, что и параллельные силы имеют ее, так как они представляют част­ный случай пересекающихся сил, именно тот, когда точка пересе­чения удалена в бесконечность.Рассмотрим сначала сложе­ние двух параллельных сил, на­правленных в одну сторону. Пусть даны две параллельные силы Р и Q (фиг. 33). Соединив точки их приложения прямою, прила­гаем к точкам А и В равные силы AT = S и ВТ' = S'., направлен­ные в противоположные стороны по линии АВ; на такое приба­вление мы имеем право по выше­изложенным началам,. первому параллелограмма и получаем рав- с силами Q и S', от сложенияПолученные равнодействующие



— 29 —AI) и BE продолжаем до пересечения их между собою в точке О и переносим в нее точки приложения найденных равнодействующих. Затем проводим линии FG || АВ и ОК || АР || В()и по направлениям названных линий разлагаем перенесенные силы ОМ = AD и OL = BE.Получаем: ДМ0Г = Д1)АТ и △ЬОО = ДЕВТ'.OF = AT = S = S' = ВТ = OG, MF = ОК = Р и LG = ОН = Q.Отбросив равные силы OF и OG, получим силы Р и Q, направленные по линии ОС; слагаясь эти силы дадут искомую равнодействующую R, равную 
P-+-Q. Точка приложения силы R может быть перенесена из точки О в точку С. Определим теперь место точки С на прямой АВ. Имеем:ДМОКсоДАОС и Д НОЬоэДСОВ, откуда следует, чтоОС : АС = ОК : МК = Р : Р и ОС : СВ = ОН : HL = Q : Р;поэтому Р. АС = Р. ОС; Q. СВ = Р. ОС.Вторые части этих равенств равны; следовательно, равны и первые, т.-е.Р. AC = Q.CB, пли, что все равно:

J _ 0_
СВ АС*Но в виду того, что сумма предыдущих так относится к сумме после­дующих, как один из предыдущих к своему последующему, имеем:

Р _ _ P+Q
. СВ — АС — СВ + АСПринимая во внимание, чтоР ч- Q = р и СВ -+- АС = АВ, найдем окончательно:

Р _ Я _ J
, СВ ” АС — АВТаким образом, мы получим следующее правило сложения двух параллель­ных сил, направленных в одну сторону:

Равнодействующая двух параллельных сил, направленных в одну 
сторону, равна сумме слагаемых сил и направлена в ту же сторону, как 
и слагаемые силы; точка оке приложения равнодействующей делггт рас­
стояние между точками приложения слагаемых сил внутренним образом 
с отношении, обратно пропорциональном их величинам.Дадим еще другое доказательство правила сложения параллельных сил, направленных в одну сторону, рассматривая эти силы, как предельный случай сил пересекающихся. Это доказательство было предложено 



— 30 —Вариньоном. Пусть Р и Q (фиг. 34) будут две ислы, приложенные к точкам А и В и пересекающиеся между собою в точке О. Переносим точки приложения этих сил из А и В в точку О и складываем их по правилу параллелограмма. Мы найдем равнодействующую R, которая определится, как сторона треуголь­ника, по формуле
R = V Р2 -+- Q2 и 2PQ cos 7,где у есть угол между направлениями данных сил. Точку приложения найден­ной равнодействующей переносим из О в точку С на прямой АВ. Далее, из треугольника OMF найдем пропорцию

р

Фиг. 34.

Р   sin а 
Q sin /ГПомножив оба члена второй части этого равенства на ОС, получим

Р   ОС. sin а 
Q ОС. sin р'Опустим из точки С перпендикуляры CD и СЕ на направления сил Р и ф, обозначив их через р и q: из прямоугольных треугольни­ков OCD и ОСЕ получим:ОС. sin а = д,ОС. sin (3 = р, так что: Z.-A. 

Q рПредположим, что точка пересечения О удаляется на бесконечно большое расстояние от точки С. Вследствие этого силы Р и Q станут в пределе параллельными, угол 7 обра­тится в нуль, и мы получим:
Icos 7 = cos 0° = 1,.п в таком случае:

R = /Р’ -F^2 -ь 2PQ = Р -ь- Q.Кроме того, в пределе прямыя CD и СЕ составят одну прямую,а ДАСО и ДСВЕ (фиг. 35) сделаются подобными; из подобия их найдем:
но выше мы имели, что
а потому:V

q св.
р — АС’

Д__Я_
Q v ’

Р _ СВ
Q ~ АС'



— 31 —т.-е. пришли к тому же тельстве. результату, что и в предыдущем доказа-Обратимся теперь к сложению параллельных сил, направленных в разные стороны. Пусть имеем силы Р и Q (фиг. 36), направленные в разные стороны. Разлагаем большую силу Р на две параллельные силы, направленные в ту же

Фиг. 36.сторону, что и Р. Одну из этих сил, Q', берем так, чтобы она проходила через точку В и равнялась силе Q-, тогда другая сила R = Р — Q пройдет. через точку С, положение которой определится из пропорции:
Q _ АС

Р — Q ~ АВ‘Но силы Q и Q' уничтожаются, как равные и противоположные, и у нас остается только сила R, которая и представит собою равнодействующую сил 
Р и Q. На основании предыдущего имеем:

R = P-Q;кроме того,
Р _ <? _ R

СВ АС АВ'Мы получили, следовательно, такое правило: Равнодействующая двух 
параллельных сил, направленных в разные стороны, равна их разности 
и направлена в сторону большей силы, точка приложения равнодействующей 
силы лежит за большею силою и делит расстояние между точками при­
ложения слагаемых сил внешним образом на части, обратно пропорцио- 

• налъные слагаемым силам.

§ 8. Разложение данной силы на две параллельные. Вопрос о раз­ложении данной силы R па две параллельные силы, Р и Q, есть вопрос неопределенный. Он становится определенным тогда, когда дается одно из расстояний: АС, ВС или АВ (фиг. 37), и одна из слагаемых сил Р или Q. или же когда даны два расстояния, например, АВ и ВС. Вопрос этот решается помощью уравнении:
Р _ 1{
СВ — АС ~ АВ и
R = P + Q.



— 32 —Укажем весьма простое геометрическое решение вопроса, в предположении, что даны расстояния АС и ВС. Пусть требуется разложить силу R, приложен­ную в точке С (фиг. 37), на две параллельные силы, направленные в одну сторону и проходящие через точки А и В. Строим параллело­грамм ABHG, в котором сторона AG параллельна и равна силе 7?. Про­ведем диагональ этого параллело­грамма. Она рассечет силу R = СЕ на части ЕС и FE, из которых FC представляет одну из искомых сил 
Р, а другая часть FE — силу Q, так как FC, FE и AG из подо­бия треугольников FBC, FGE и GAB удовлетворяют пропорции:FC :ВС = FE: АС = AG : АВ,а это и есть та самая пропорция, кгторая показывает, что решение вопроса сделано верно.Теперь пусть будет дана сила R (фиг. 38), которую надо разложить на две параллельные силы, действующие в различные стороны. Пустьсилу jR, действующую на точку А, желательно разложить на две силы 

Р и Q так, чтобы сила Р действо­вала на точку С и была бы направлена в ту же сторону, что и сила R, а сила Q действовала на точку В и была направлена в сто­рону, противоположную силам Р и R. Строим параллелограмм CBIIG, в котором сторона CG равна и па­раллельна силе R. Проводим диа­гональ параллелограмма BG и про­должаем до пересечения с напра­влением силы R в точке Е; тогда получим АЕ = Р и FE = Q. Дока- Фиг.. 38.зательством служит то, что какАЕ, так и FE (из подобия треугольников GCB, EFG и ЕАВ) удовлетворяютпропорции
G С _ EF _ АЕ 
СВ — СА “ АВ’т.-е. той самой пропорции, которой должны удовлетворять искомые силы.

§ 9. Сложение многих параллельных сил. Понятие о центре параллель­
ных сил. Положим, что отыскивается равнодействующая пяти параллельных сил: Р', Р", Р"', Рп, Pv (фиг. 39), из которых четыре первые направлены в одну сторону, а пятая—в прямопротивоположную. Слагаем сначала Р' и Р",
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равнодействующая их будет равна (Р1 ч- Р") и пройдет через точку F, удовлетворяющую известной пропорциЕ
FB —Потом, соединив точки F и С прямою FC, слагаем силы (Р' ч- Р") и Р", от чего получится равнодействую­щая (Р1 ч- Р" ч- Р1"'), имеющая точку приложения в G, которая удовлетво­ряет известной пропорции:

Р' + Р'' _ Р''\ 
GC ”' fg’Наконец, соединив точку G с D пря­мою GI), слагаем силу PIV с силою 

(Р1 ч- Р" ч- Р’"У, получим равнодей­ствующую (Р ч- Р" -4- Р"’ Ч- PIV), проходящую через точку И, удовлетво­ряющую пропорции:
Р' -f- Р" + Р'" _ PIV 

HD ~ GH ’Сложив эту равнодействующую с си­лою Р1 , направленной в противо­положную сторону, получим общую для всех сил равнодействующую
R = Р' ч- Р" ч- Р" ч- PTV — Pv .Эта равнодействующая пройдет через точку О, которая будет удовлетворять следующей пропорции:

р'Р" + Р'" + pVI _ pv ■
ЕО “ НО ’Конечно, равнодействующая R может быть приложена не только к точке О, но и ко всякой другой точке, лежащей по направлению силы R. Но точка • приложения О обладает особым свойством, которое состоит в следующем: если мы изменим направление всех данных параллельных сил Р', Р", Рш 

Р17, Pv , не изменяя параллельности их между собою, величины их и точек приложения, то получим новую равнодействующую, равную по величине прежней, и притом проходящую непременно через"ту же точку О, через которую проходила и прежняя. Таким образом, точка О может быть принята за точку приложения равнодействующей параллельных сил Р', Ри, Р1", Рл, Рх , каково бы ни было их направление. Такую точку называют центром параллельных сил. Из сказанного следует, что место центра параллельных сил зависит только от величины слагаемых сил и от точек их приложения. Центру параллельных сил дают такое опре­деление: центр параллельных сил есть точка приложения равнодействующей
Жуковекий Н. Е. Теоретическая механика. 3 
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этих сил, обладающая тем свойством, что она остается точкою приложения, 
как бы ни были направлены слагаемые силы, раз их величина, параллельность 
и точки приложения не изменяются.

Моменты сил.
§ 10. Определения. В механике рассматривается «момент силы отно­

сительно точки» и «момент силы относительно оси».
Моментом силы относительно точки называется произведение силы на 

перпендикуляр, опущенный из данной точки на направление данной силы.Так, папример, моментом силы Р (фиг. 40) относительно точки О будет произведение силы Р на перпендикуляр р, опущенный из О на направление силы Р. Момент силы Р обозначается символом т (Р), а потому мы можем написать равенство:
т(Р) = Р.р .... (9)Соединяя начало и конец силы Р, точки А и В, с точкою О, получим треугольник АОВ, двойная площадь которого равна 

Р.р, т.-е. моменту силы Р. Точка О.относительно которой „ берется момент силы, называется центром момента.Произведениям, выражающим собою моменты сил, приписываются знаки; положительный или отрицательный. Знак момента определяется двояко.1) Воображают, что плоскость чертежа укреплена в центре момента, и смотрят, в какую сторону данная сила будет вращать эту плоскость около центра момента. Если данная сила будет вращать плоскость чертежа по направлению движения часовой стрелки (или по солнцу), то моменту при­писывают знак плюс; если же она будет вращать ее против движения часовой стрелки (или против солнца), то — знак минус1). В нашем случае (фиг. 40)’ т(Р)=.+ Р.р, m'(Q) = -Q.q.2) Воображают наблюдателя стоящим в центре момента и смотрящим на силу: если она идет вправо от него, то момент ее положителен, а если влево, то—отрицателен.Итак, моменты сил имеют и величину, и знак. Если сила берется в килограммах, а перпендикуляр, опущенный из центра на направление ее. в метрах, то момент выражается в килограммометрах. Так как величина
’) Отмстим, что одно и то же вращение плоскости около какой-либо ее точки будет 

казаться нам происходящим по часовой стрелке или против нее в зависимости от того, 
с какой стороны плоскости мы будем наблюдать ее движения (напр., сверху или снизу). 
Происходящая отсюда неопределенность в знаке моментов не имеет значения. Знак 
моментов нам нужен лишь для того, чтобы иметь возможность отличать друг от друга 
вращения, происходящие в разные стороны. При геометрическом изображении момента 
относительно точки—вектором, подобно тому как это будет объяснено в § относительно 
момента пары, направление вращения вполне учитывается направлением вектора, и необ­
ходимость приписывать моментам относительно точки знаки отпадает. 



— 35 —момента зависит только от Р и р, то момент силы не изменится от пере­несения точки приложения силы по ее направлению.Рассмотрим, в каком случае момент силы равен нулю. Положим, что 
т (Р) = 0. Это значит, что произведение Р.р — 0; но это может быть только тогда, когда или Р = 0, или р = 0; для разъяснения последнего вообразим, что направление силы постепенно приближается к центру моментов; тогда р будет все уменьшаться и, когда направление силы пройдет через центр момента, 
р обратится в нуль.Итак, момент силы относительно некоторого центра равен нулю, если сила равна нулю или если направление силы проходит через центр момента. (Мы будем рассматривать момент относительно точки почти исключительно для сил, расположенных в одной с нею плоскости).

§ 11. Теорема Вариньона. Момент равнодействующей силы относи­
тельно точки равен алгебраической сумме моментов слагаемых сил относи­
тельно той же точки !).Докажем эту теорему сначала для того случая, когда нам даны две слагаемые силы, действующие под углом на одну и ту же точку тела. Предположим, что имеем две такие силы: Р и Q (фиг. 41); слагая их, получим равнодействующую; пусть она будет В. Центром моментов пусть будет какая нибудь точка О. Соединив точку О с вершинами параллелограмма, построенного на данных силах В и ф, мы получим:

т (Р) = 2 площ. А О АВ, 
т (Q) = 2 площ. A ОА1), 
т (В) = 2 площ. А ОАС.Проведем линию xxz, перпендикуляр- Фиг. 41.ную к АО, и спроектируем на нее точкиВ, D и С, обозначая эти проекции соответствующими малыми буквами.Принимаем линию АО за основание треугольников ОАВ, OAD и ОАО; тогдавысоты этих треугольников будут: аЬ, равенства примут такой впд:

т (Р) = 2 площ.
। т (Q) — 2 площ.

т (R) = 2 площ.Складывая два первых равенства,

ad, ас. Вследствие этого предыдущие
А ОАВ = ОА. аЬ,A OAD = ОА. ad, А ОАС = ОА. ас.получим:

т (Р) ч- т (Q) = ОА (аЬ ч- ad).Заметим, что ad есть проекция AD на прямую хх'. Ио линия AD, по свойству параллелограмма, равна и параллельна ВС; следовательно, и проекция линии AD равна проекции линии ВС, т.-е. ad = be. Мы можем поэтому заменить в нашей сумме ad через Ьс; тогда получим:
т (Р) ч- т (@) = О A (аЬ ч- Ьс). /

Предполагается, что как силы, так и центр моментов лежат в одной плоскости. 
3*



— 36 —Из чертежа видно, что ab ч- Ьс = ас;подставив это в предыдущее равенство, получим, что
т (Р) -ь т (ф) = ОА. ас = т (R).Следовательно, теорема доказана.Мы доказали теорему для случая моментов с одинаковыми знаками, но она имеет место и в том случае, когда моменты сил имеют разные знаки. Докажем это.

x'd ХЬ/

Фиг. 42.

Положим, что момент силы Р поло­жителен, а момент силы Q отрицателен (фиг. 42). Слагаем силы Р и Q по правилу параллелограмма; получим равнодействую­щую R. Соединим вершины параллело­грамма А, В, С и D с точкою 0, которую х’ мы принимаем за центр моментов. Проводим линию хх', перпендикулярную к линии ОА, и на нее проектируем стороны параллело­грамма. Основываясь на предыдущем, можем написать, что:
т (Р) = АО. ab,

т (Q) = — АО. ad;знак минус введен потому, что т (Q) отрицателен. Взяв алгебраическую сумму этих равенств, получим:
т (Р) т (Q) = АО (ab — ad).Заметим, что AD равна и параллельна ВС; следовательно, проекция ВС также равна проекции AD, и мы можем заменить ad через Ьс. Получим:
т (Р) ч- т (Q) = АО (ab — Ьс).Но ab — Ьс = ас;подставляя это значение в предыдущее равенство, получим: 

т (Р) -4- т (Q) = ОА. ас — т (Р)..Таким образом, теорема Вариньонаслучае.Если силы параллельны, то сумма моментов сил относительно точки и в этом случае равняется моменту равнодействующей. „Пусть имеем две силы Р и Q (фиг. 43), параллельные, направленные в одну сторону и приложенные к точкам А и В, их равнодействующую Р, при­ложенную к точке С, и-центр момен­тов О. Через точку О проводим 

справедлива и в рассмотренном'



— 37 —прямую хх' так, чтобы она была перпендикулярна к направлению данных сил Р и Q. Тогда будем иметь, что
т (Р) = Р. Оа, MQ) = ф.ОЪ.Складывая эти два равенства, получим:

т (Р) ч- т (Q) — Р. Оа ч- Q. ОЬ.Из чертежа видно, что Оа = Ос — ас, ОЬ = Ос ч- Ьс.Подставляя в найденное уравнение вместо Оа и ОЬ найденные величины, получим:
т (Р) ч-т (Q) = P (Ос — ас) ч- Q (Ос ч- Ьс) = Ос (Р ч- Q) — Р. ас ч- Q. Ьс.Но из пропорции, выведенной нами при сложении параллельных сил, имеем: Р _ ВС _ Ьс 

Q АС ас ’ следовательно: P.ac = Q. Ьс, а потому имеем:
т (Р) ч- т (Q) = Ос (Р ч- Q) = Ос. В = т (Р).Докажем ту же теорему для того случая, когда направления параллельных сил прямо противоположны; пусть имеем две силы Р и Q (фиг. 44), парал­лельные, направленные в разные стороны и приложенные к точкам А и В, их равнодействующую Р, приложенную к точке С, и центр моментов О. Проводим через него прямую хх\ перпендикулярную к направлению данных сил, и назовем точки пересечения этой прямой с направлением данных сил через а, Ь, с; тогда получим:

АР

I
i
i

С * А 
-------- в-

с а___________________ Ь„х'' ) — — ------
т (Q) = Q • ОЬ, 0
т (В) = — В. Ос. Фиг. 44.От сложения первых двух равенств получим:

т (Р) ч- = Q .Ob — Р. Оа. Но ОЬ = Ос ч- cb, Оа = Осч-ас.Подставляя эти величины в уравнение, получим:
т (Р) ч- т (Q) = Q. Ос — Р. Ос ч- Q. Ьс — Р. ас.
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имеем, чтоСледовательно:

р вс Ьс
Q ~ АС ~ ас

Р. ас= Q. Ьс.
т (Р)-+-т (ф) = (Q — Р). Ос = — (Р — 0.0с = — Ос. R = т (R), что и требовалось доказать.Далее, положим, что имеем несколько сил Р1, Р", Р"', Р1' (фиг. 45), лежащих в одной плоскости. Вообще говоря, данные силы могут быть заменены 

Фиг. 45.

одной равнодействующей; в част­ном же случае сложение их может повести к получению двух равных и параллельных сил, направленных в разные стороы, — иначе говоря к так-называемой паре сил, о кото­рой мы скажем впоследствии. Теперь же пусть R будет равнодей­ствующая всех данных сил Р’, Р", 
Р'", Р1Г; докажем, что и в этом случае теорема Вариньона справед­лива, т.-е. что

т (R) — т (Р1) -+- т (Р") -и + ярт) + «>(РЗаметим, что для доказательства нет надобности, чтобы силы Р, Р', Рп',Р1Х пересекались в одной точке. Продолжая направления сил Р' и Р" до пере­сечения в точке А, переносим в нее эти силы и складываем их по правилу параллелограмма; получаем равнодействующую R' (если направления сил Р' и Р" не пересекаются, то складываем эти силы по правилу, выведенному для сил параллельных). Далее, если сила R" будет равнодействующей сил 
IV и Р'", a R — сил R" и Рп (она же будет и равнодействующей всех данных сил Р, Р", Р'", Р), то, по доказанному, справедливы равенства:

т (R1') = т (pi) -+- ж (Рп), 
m(R") = т (R1) -+- т (Р'"'), 
m(R ') = т (R") -+- т (Р^УСложив полученные равенства и сделав приведение подобных членов,получим:

т (Я) = т (Р') ч- т (Р") -ь т (Р'") -+- т (PIV) (Ю)Следовательно, требуемое доказано. Так как момент силы равен нулю, когда центр моментов лежит на направлении силы, то из доказанной теоремы вытекает следующее важное следствие:
Если центр моментов лежит на направлении ровно действующей, то 

сумма моментов всех слагаемых сил относительно этого центра равна нулю.
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§ 12. О равновесии рычага. Применим теорему Вариньона к равно­весию рычага. Условимся называть рычагом тело, вращающееся на непод­вижной оси, под влиянием сил, действующих в плоскости, перпендикулярной к этой оси.Предположим, что имеем рычаг АВ (фиг. 46) с осью, перпендикуляр­ной к плоскости чертежа и пересекающейся с 8 и Т будут силы, действующие в этой плос­кости на рычаг, a R—их равнодействующая. Чтобы рычаг был в равновесии, равнодействую­щая R непременно должна пройти через точку О. Если же она не пройдет через нее, то рычаг в равновесии не будет, — под дей­ствием этой силы он будет вращаться в ту или другую сторону около точки О. Выразим аналитически, что сила R проходит через точку О. Приняв эту точку за центр момен­тов заключаем, что в таком случае должно 

нею в точке О. Пусть Р, Q,

Фиг. 46.удовлетворяться требование: m (Р) = 0. Но Rесть равнодействующая, и потому, по теореме Вариньона, момент силы R может быть заменен алгебраической суммой моментов слагаемых сил:
m (Р) = m (Р) -ь m (Q) ч- m (S) ч- m (Т),а в таком случае требование m (Р) = 0 выразится иначе, так:

m (Р) ч- m (Q) ч m (S) ч- m (Т) = О,т.-е. для равновесия рычага необходимо, чтобы алгебраическая сумма момен­
тов действующих сил относительно неподвижной точки О равнялась нулю. Таким образом, мы получили самую общую формулу, выражающую условие равновесия рычага. Если бы мы пожелали представить эту формулу со зна­ками моментов, какие имеют место у нас на чертеже, то, опустив из точки О на направления сил Р, Q, 8, и Т перпендикуляры р, q, s, t, получили бы:

P.p — Q.q — S.s-k-T.t=.Q, или
P.p-+-T.t = Q.q + S.s.Отсюда видим, что сумма моментов сил, вращающих рычаг в однусторону, равна сумме моментов сил, вращающих рычаг в другую сторону. Мы предположили, что силы Р, 

Q, 8 и Т имеют равнодействующую R, но может случиться, что сложение их приведет к паре сил (Q', Q") (фиг. 47); тогда для доказательства, что условие равновесия рычага и для этого слу­чая останется прежнее, добавим какую- нибудь силу Р, проходящую через неподвижную ось, отчего действие сил Q' и Q", по началу четвертому, не изменится. Складывая силы F и Q',
Фиг. 47. мы получим их равнодействующую. 



— 40 —которую складываем с силою получим тогда силу Д которая для равно­весия необходимо должна пройти через точку О; момент силы В, как про­ходящей через центр моментов, должен быть равен нулю; в то же время, момент силы В, как равнодействующей, должен равняться сумме моментов сил слагающих, т.-е.
т (В) — Хт (Р) -+- т (F),где под Sm(P) подразумевается сумма моментов всех данных сил. Но m(F), как момент силы, проходящей через центр моментов, равен нулю, а потому^(Д = 2т(Р) = 0....................................................................(И)Следовательно, условие равновесия рычага и в этом случае остается прежнее, т.-е. алгебраическая сумма моментов всех данных сил относи­

тельно неподвижной точки должна равняться нулю.

Фиг. 48.

§ 13. Аналитическое выражение 
момента силы относительно начала коор­
динат, помещенного в центре моментов. Пусть в плоскости чертежа дана сила Р (фиг. 48) с точкою приложения А и центр моментов О. Примем точку О за начало прямоугольных осей координат ху и разло­жим силу Р на две силы X и Y, напра­вления которых параллельны осям координат. По теореме Вариньона имеем:ю(Р) = т(Х)н-т(У).Пусть координаты точки А суть х и у\ тогда по предыдущему:

m{X) = y.X = — x.Y.Подставляя величину моментов сил X и Y в выражение т (Р), находим
т(Р') = y.X—x.Y (12)Эта формула и представляет аналитическое выражение момента сил относительно начала координат, помещенного в центре моментов. Отсюда видно, что момент силы может быть определен аналитическим путем по координатам точки приложения и по составляющим силам.

§ 14. Моменты сил относительно оси- Как было уже сказано, моменты сил берутся не только относительно точки, но и относительно' прямой, кото­рая в таком случае называется осью моментов. Моментом силы относи­
тельно оси называется произведение проекции силы на плоскость, перпенди­
кулярную к оси, на перпендикуляр, опущенный на эту проекцию из точки 
пересечения оси с плоскостью. Так, например, чтобы получить момент силы Р (фпг. 49) относительно оси хх', проводим плоскость М, перпендикулярную к хх', и данную силу Р проектируем на эту плоскость. Пусть эта проекция будет ab. Из точки О, в которой ось хх' пересекает плоскость М, опустим па направление ab перпендикуляр и обозначим его через р. Произведение 



— 41 —проекции силы Р, т.-е. ab, на перпендикуляр р и даст нам момент силы Р относительно оси хх'. Условимся обозначать его через тх (Р); тогда можно будет написать: т1(Р) = пр(Р).^........................................................................ (13')Условимся считать положитель­ным направлением оси хх' ее напра­вление от х' к х. Зная это, перейдем к определению знака момента. Для определения знака момента существуют два способа:1) Положим, что глаз наблю­дателя помещается на положитель­ной стороне оси, и наблюдатель смотрит, в какую сторону сила стремится вращать тело, имеющее неподвижною осью ось моментов; если он увидит, что сила стремится вращать тело по направлению дви­жения часовой стрелки или по Фиг, 4-9.солнцу, то моменту силы надо приписать знак плюс, в противном случае знак минус. На нашем чертеже момент силы Р имеет значение положительное.2) Пусть наблюдатель, расположенный по оси моментов так, что голова его направлена в положительную сторону оси, смотрит па силу по напра­влению перпендикуляра на нее—в данном случае перпендикуляра р. Тогда, если сила будет итти вправо от наблюдателя, то момент ее положителен, а если же влево, то отрицателен.Заметим, что для наблюдателя, смотрящего на плоек, гь с положитель­ного конца оси, знак момента проекции силы относительно центра моментов О будет тот же, что и знак момента силы Р относительно оси хх'. Так как с перенесением точки приложения силы Р по ее направлению проекции Р = ab и перпендикуляр р не изменяются, то и моменты сил. также не изменяются при этом перенесении.Посмотрим теперь, когда момент силы Р равен нулю, т.-е. когда пр (Р).р — 0. Это может быть только в двух случаях: или когда р — 0, или когда пр(Р) = О; первое возможно тогда, когда сила Р пересекаетесь, ибо только в таком случае проекция ее пройдет через точку О; второе же—тогда, когда сила или параллельна оси, или равна нулю. Вообще, можно сказать, что момент силы относительно оси равен нулю, когда сила проходит через ось, включая сюда и предельный случай прохождения через бесконечно удален­ную точку оси, т.-е. когда сила Р параллельна оси хх'.
§ 15. Теорема Вариньона. Момент равнодействующей силы1) относи­

тельно оси равен алгебраической сумме моментов слагающих сил относи­
тельно той же оси.Предположим, что дана ось моментов хх' (фиг. 50) и перпендикуляр­ная к ней плоскость М. Пусть также даны в пространстве силы Р и Q —

’) Если система сил может быть приведена к одной равнодействующей. 



— 42 —пересекающиеся. Складывая их по правилу параллелограмма, получим равнодействующую R. Докажем, что»и,(Я) = »гдР)ч-тД0.Для этого проектируем параллелограмм AEDC на плоскость М; получаем на ней четырехугольник aedc, и нетрудно заметить, что он представляет собою

тоже параллелограмм, а потому на ас и на ае мы можем смотреть, как на две силы, лежащие в одной плоскости, а на ad,—как на их равнодействую­щую. Взяв для этих сил моменты относительно точки О, получим:
т (ас) -ь т (ае) = т (ad), но иг(ас)= тя (Р), иг(ае) = (()),

т (ad) = тх (Р); следовательно:
Подобное же рассуждение одинаково распространяется и на случай двух параллельных сил Р и Q (фиг. 51). Пусть равнодействующая их будет R. Проектируя Р, Q и R на плоскость М, получим силы; пр(Р), пр((?) и пр(Р), приложенные в точках а, Ь, с и между собою параллель­ные. Так как Р Q=R, то, помножив обе части этого равенства на cos а, где а есть угол, образуемый силами Р, Q и R с плоскостью М, получим: Р. cos а -+- Q. cos а = R. cos а, но Р .CCS Ct = пр (Р), ().cos а = пр(()), 

R. cos а == пр (Р); следовательно ПР(Р) 4-Пр(^) = Пр(Я).
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р _ св
Q ~ ас’Помножив оба члена первого отношения на cos а, а оба члена второго отношения на cos ft, где есть угол, который делает прямая АВ с пло­скостью М, получим:

Р. cos а   СВ . cos ft ,
Q. cos а АС. cos /3 ’ 

НО CB.cos/9 = cb, AC. cos/9 = ас; следовательно
пр (Р)__ Ъс
пр (Q) ас 'Отсюда видим, что сумма проекций параллельных сил Р и Q равна проекции R и что проекции сил обратно пропорциональны плечам Ьс и ас. Значит, проекция силы R есть равнодействующая проекций сил Р и Q. Взяв теперь моменты сил пр (Р), пр (Q) и пр (В) относительно точки О, можем написать следующее равенство;

т [пр (Р)] -+-т [пр (0] = m [пр (Р)]; но
т [пр (Р)] = тх (Р), т[пр (0J —(0, 
m[up(R)] = m~(R')- следовательно,

тх (Р) -ь (0 = тх (В).Таким образом, для сил параллельных теорема Вариньона также спра­ведлива;Докажем теперь теорему Вариньона для скольких угодно и как угодно направленных сил. Положим, что даны силы Р, Р1 Р" и Р"1. Допускаем, кроме того,что последовательное сложение приводит к одной равнодействую­щей. Пусть R1 будет равнодействующая сил Р и Р'; и R"—равнодействую­щая сйл R1 и Р"; равнодействующая же сил R" и Р"1 будет, по предпо­ложению, R. По доказанному выше,имеем право написать следующие равен­ства:
тх (В') = тх (Р) ч- тх (Р'),
тх (R")—-mx (JR!)-+-mx (Р"'), 
тх (R) =тх(P^+mz (Р"’)- сложив их, получим:

тх (R) = mx (Р)-+-тх (Р')+тх (Р")+™х (Р,п), что и требовалось доказать.Мы до сих пор предполагали, что силы Р, Р', Р", Р"1 допускают последовательное сложение. Может, однако, случиться, что данная система сил последовательного сложения не допускает. Нетрудно доказать, что, если такая система сил приводится к одной равнодействующей, то, приведенная 



— 44выше, в начале § — а, формулировка теоремы Вариньона остается справед­ливой. В общем же случае, когда система не допускает существова­ния одной равнодейстующей, а приводится, как мы сейчас увидим, к двум равнодействующим, теорема Вариньона изменяется так:
Сумма моментов слагаемых сцл равна сумме моментов двух равнодей­

ствующих.Пусть мы имеем силы Р, Р,' Р," Р"' (фиг. 52); выбираем какую-нибудь плоскость так, чтобы направления данных сил пересекались с нею. Пере­носим точки приложения данных

Фиг. 52.получим две равнодействующие Р и Q.

сил на плоскость и каждую силу разлагаем на две так, чтобы одна из них пошла по плоскости, а другая — по перпендикуляру к плоскости. Тогда мы получим две группы сил: одна группа будет заключать в себе силы S', S”, S'",направленные по плоскости, а другая—силы Т', Т", Т'",...., на­правленные перпендикулярно к той же плоскости. Склады­вая каждую группу сил отдельно по известным уже правилам, мы Так как Р и Q являются каждая равнодействующей своей группы слагаемых сил, которые допускают последо­вательное сложение, то имеем:
mx (Р) = mx (S') н- тх (S'") -+- тх (S'") -+-... =£тх (S),(0 = ™(Т'") + ... = Sms (Т).Сложив эти два равенства, получим:(-Р) ■+■ тх (Q)=2тх ($) <Т)-Вторая часть полученного равенства представляет сумму моментов всех данных сил; обозначив ее через 1т: (Р), имеем:

тх (В) -+-тх (Q) = Smx (F) ....................... ..................................(13)Если силы Р и Q пересекаются, то они могут, слагаясь в свою оче­редь, дать общую равнодействующую R. Тогда
тх (Р) -н тх (Q) = тх (В); следовательно:

mx(R)=2mx(F)........... (14).Таким образом, очевидно, что формула (14) есть только частный слу­чай формулы (13), выражающей теорему Вариньона для какой угодно сис­темы сил.
§. 16. Аналитическое определение момента силы относительно осей 

координат. Положим, что на точку М (фиг. 53), координаты которой отно­сительно прямоугольных осей будут х, у, г, действует сила Р. Разложим 



— 45 —эту силу по правилу параллелепипеда на три силы X, Г, Z, направления которых параллельны осям координат. Определим моменты силы Р относи­тельно осей Ох, Оу и Oz. По теореме Вариньона имеем:
тх (Р) = тх (X) тх (К) -ф- тх (Z) («>Так как сила X параллельна оси Ох, то w, (X) = 0;момент же Y относительно оси Ох выразится так:wI(Y) = — Y .z, 

Фиг. 53.

потому что сила Y, как параллель­ная оси Оу, на плоскость yz проекти­руется в натуральную величину, и ее проекция отстоит от точки О на расстоянии г\ отрицательным же момент будет потому, что, если смотреть на плоскость yz по направлению хО, то увидим, что сила вращает плоскость по направлению, обратному движению часовой стрелки. Точно так же найдем, что момент силы Z относительно оси Ох выразится так:
m^^Z.y.Подставляя в равенство (а) вместо тх (X), тх (Y) и тх (Z') соответ­ственно равные им величины: 0, (—z.Y) и у .Z, найдем, что

mx(P)=y.Z— z.Y.Понятно, что таким же точно путем можно найти моменты сил Ри относительно других осей координат, а именно:
тх (P) = y.Z-z.Y, 
ту (Р) = z .X — x.Z, (Р) = х. Y — уX (15).

§ 17. Аналитическое определение координат центра параллельных 
СИЛ. Теория моментов позволяет определить координаты центра параллель­ных сил. Мы видели, что центр параллельных сил есть точка приложения равнодействующей, остающаяся точкой приложения при всяком направле­нии параллельных сил, если только при этом не изменяется ни величина их, ни точка приложения. Чтобы отыскать эту точку, отнесем данное тело к прямоугольным осям координат х, у, z (фиг. 54). Положим, что на дан­ное тело действуют параллельные силы Р, Р, Р", Ртг... Назовем коорди­наты точек приложения каждой силы через (ж, у, $), (х', у', е'),.... а коорди­наты центра параллельных сил через х, у, z. Равнодействующая парал- 



— 46дельных сил будет, положим, R. Так как координаты центра параллельных сил не изменяются от перемены направления сил, то предположим, что все силы PJP',Pn\Р'"параллельны оси Oz. На основании теоремы Вариньона о моментах относительно оси, мы можем написать:
тх (R) = тх (Р) ч- тх (Р') .................................................. (14').
ту (R) = ту (Р) ч- ту (Р1) ч-.................................................. (14" ).
тг(Р) = тг (Р)ч и?ДР')ч- ......................................................(14"').

Уравнение (14"') обращается в данном случае в тождество, потому что моменты всех сил относительно этой оси при взятом направлении сил 
Р, Р,’ Р," Рт,... равны нулю. Теперь определим моменты сил Р, Р', Р", Р'и,... относительно осей Ох и Оу. Чтобы определить моменты этих сил относи­тельно оси Ох, проводим плоскость yz, перпендикулярную к оси Ох, и про­ектируем на нее силы Р, P,z Р," Р"',... и силу R. Пусть расстояния этих проекций от точки О будут у, у', уу" у”, и у- Чтобы получить выражения моментов, нужно проекцию каждой силы помножить на соответствующий перпендикуляр; что касается знака, то получаемым произведениям в данном случае нужно приписывать знак минус, так как, смотря по направлению хО, увидим, что силы стремятся вращать тело около осп хО против часо­вой стрелки. Таким образом найдем:

тх(Р) = _ р.у, тх {р^ = _р^у^ тх(Р") = —рг'.у"у„.

тх (В) = — R.y,что, в виду уравнения (14'), даст:
— R.y = 2 (—-Р.у)= — 2(Р.у), или, после перемены знаков:

R.y = S(P.y)..................................................................('15).



' — 47Обратимся теперь к определению моментов тех же сил относительно оси Оу. Для этого проводим плоскость xz, перпендикулярную к оси Оу, находим проекции на эту плоскость сил R, Р, Р,' Р" Р"',... и опускаем на них перпендикуляры из точки О,—пусть они будут: х, ж, х,' х" х'" Множа затем проекции сил на эти перпендикуляры, получаем искомые моменты со знаками плюс, ибо силы вращают тело по часовой стрелке:
my(R) = R.X, ту{Р) — Р.х, . ту (Р') = Р'. х',.......,что, в виду уравнения (14"), даст:

R.~x = S(P.x) (15").Определяя из (15') и (15") координаты х и у, находим:
_2'(Р.Ж) 

в
2(Р.у) 

В.Что касается определения координаты г-, то при том направлении сил, которое мы взяли, координаты этой определить нельзя, и, чтобы определить ее, надо предположить, что все силы R, Р, Р', Р," Р",... стали параллельны какой-нибудь другой оси, — например, оси Ох, — и приложить теорему Вариньона к оси Оу; тогда получим: ,
R.z = S (Р. z), откуда

2~~ вЗаметив, что 11 = 2 Р, замещаем, в выведенных формулах R равною ей величиною SP, тогда получим следующие три формулы координат центра параллельных сил:
(Р._
2 Р • (16).2 ~ 2Р 'Эти формулы выражают расстояния центра параллельных сил от соот- > ветственных плоскостей координат. Мы видим, что для нахождения каждого расстояния нужно каждую силу умножить на расстояние точки приложе­

ния ее от соответственной плоскости координат, сложить все эти про­
изведения и разделить на сумму всех сил. Так, например, расстояние точки приложения силы R от плоскости yz будет

Р.х + Р' .х' + Р' .х"+Р'" .х"' + ... _ 2(Р.х)
Р + Р' + Р" + Р" + ... ” ~~ 2 Р
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Центр тяжести.
§ 18. Координаты центра тяжести. Займемся теперь вопросом о при­тяжении твердого тела землею. Опыт показывает, что направление силы притяжения земли бывает всегда перпендикулярно к поверхности земли, за которую принимают свободную поверхность воды в ее бассейнах: морях, озерах и т. п. Так как эта последняя поверхность на протяжении малых своих участков очень близко подходит к плоскости, то с очень малой сте­пенью погрешности можно сказать, что силы притяжения земли на различ­ные части тела не очень больших размеров все будут параллельны между собою. Это же самое можно выразить еще так: земля притягивает частицы тела силами, которые направлены приблизительно к центру ее. Что дей­ствительно эти силы не проходят через земной центр, можно видеть из того обстоятельства, что нормали к поверхности земли не пересекаются в центре, ибо земля не есть в строгом смысле шар, а эллипсоид вращения. Так как силы притяжения сходятся в точке, отстоящей каждый раз от земной поверх­ности на огромном расстоянии: (около 6000 вер.), то можем считать их параллельными, если само тело невелико.Равнодействующая всех сил притяжения земли на различные части тела называется весом тела. Центр этих параллельных сил притяжения назы­вается центром тяжести. Силы тяжести, действующие на частицы тела, пропорциональны массам этих частиц; следовательно, центр тяжести тела определяется только тем, что все силы, действующие на частицы, пропор­циональны их массам. Положение центра тяжести тела не изменилось бы, если бы изменилась сила притяжения земли. Мы можем сказать, что центр тяжести тела есть центр параллельных сил, пропорциональных массам мате­риальных точек, составляющих тело. В этом смысле, вместо термина центр тяжести, вводят для той же точки еще другой термин: гъентр инерции.Положим, что тело представляет систему конечного числа материалы-^ вых. точек, вес которых обозначим через Р, Р,' Р", Р"'г.; а координаты через (ж, у, £), (х' у у', г'), (х", у", я"),... Зная, что центр тяжести системы материальных точек будет центром параллельных сил Р, Ру Р" Р‘ заключаем, что координаты центра этих параллельных сил будут не что иное, как координаты центра тяжести. Если назовем координаты центра тяжести через Ху у, г, то вайдем, что

Z~~ 2Рх — и р ’ У ~ 2Р ’Если тело представляет непрерывное соединение материальных точек, т.-е. сплошную массу, то для определения веса этого тела его нужно раз­бить на весьма малые объемы и определить вес каждого из этих объемов, рассматривая каждый из них отдельно, как материальную точку. Если тело для всех равных объемов имеет равные веса, то говорят, что тело одно­родно. Плотностью такого тела или весом единицы объема называется 
отношение веса к соответствующему объему. Если тело однородно и объем его будет V, а вес Р, то плотность у этого тел выразится так:



— 49 —Если же тело неоднородно, то это значит, что при равных объемах частей тела веса получаются неравные и, следовательно, в различных своих точках тело будет обладать различною плотностью. Чтобы найти плотность неоднородного тела в данной точке М, поступают так: внутри тела выделяют ограниченный какой-либо замкнутой поверхностью объем, внутри которого лежала бы точка М. Назовем этот объем через ДУ, а через 
АР назовем вес материи, заключающейся во взятом объеме; тогда отно_ 

АРшение и принимается за среднюю плотность для рассматриваемого объема 4V. Переходя к пределу, т.-е. предполагая, что объем ДУ прибли­жается к нулю, а точка М постоянно остается внутри ограничивающей его
ДР поверхности, получим некоторую определенную величину lim -д v > которую мы называем плотностью тела в данной точке М и обозначим ylf Отсюда следует, что вес малой части тела у точки М есть:

В дальнейшем мы будем, главным образом, определять центры тяжести тел, имеющих постоянную плотность, т.-е. тел однородных.Перейдем теперь к вопро» у об определении координат центра тяжести сплошного тела. Для этого разбиваем тело на весьма малые элементы, в виде весьма небольших прямоугольных параллелепипедов со сторонами, параллельными осям координат. Назовем объем каждою параллелепипеда через ДУ, а плотность его через у. Обозначим, далее, через (х, х' х",..), 
(у, У'■> У"г-\ (z, z'-> z'\-) координаты, соответствующие точкам приложения сил тяжести каждого параллелепипеда, и предположим, что вес каждого параллелепипеда сосредоточен в его центре; тогда тело можно будет рассма­тривать, как собрание бесчисленного множества материальных точек, при чем вес каждой выразится так:

Р = 7 АУ.Подставляя это значение ных сил:
Х— 2Р ’

Р в формулы для координат центра параллель-
— 2Р— 2Рполучим новые формулы, выражающие координаты центра тяжести тела:

— 2(х . AV. у)
Х — ~2(AV.yY

-_2(у.37.у)
2(37.?)’

- _2(г.3 7у)
2 (37. у) •Если тело однородно, то для всех бесконечно малых элементов ДУ плот­ность у буд()т одинакова; в таком случае у можно вынести за знак суммы как в числителе, так и в знаменателе и сократить; тогда получим:

2(x.AV) - 2(у.ДУ) ~ 2(z.AV)
~ 2(37) ’ У—" 2(37) ‘ 2(37) ’Но 2 (АУ) представляет собою объем данного тела, который мы обозна­чили через V: тогда получим формулы в окончательном виде:

2(ж. 37) -___ 2 (у. 3 7) 2(* ,37)
$ — р. . у — у г з — у.

Жуковский И. Е. Теоретическая механика. 4



— 50 —Центр тяжести такого однородного тела называется центром тяжести 
объема.Кроме центра тяжести объема рассматривают еще центр тяжести поверх­
ности и линии. Принтом принимают, что эти поверхности и линии непре­рывно и равномерно покрыты материальными точками. Положим, что мы определяем центр тяжести поверхности. Разделим ее на бесконечно малые элементы площади AS. Пусть поверхностная плотность, т.-е. отношение веса АР такого элемента к самому элементу площади Д5, будет:

у' — ЛР
~ AS ' отсюда

АР = / AS.Тогда координаты центра тяжести поверхности выразятся так:
‘2(x.AS.y') 3(у. 2k?- ?') ~ . Jfr.zlS.y')

2(AS.y') ' У~ 2’ (AS. у') ’ * ~ 2(AS. у") 'Пусть''/ для всех элементов одинаково, а —площадь всей поверх­ности—пусть равняется S: тогда:
_ 2(x.AS) - 2(y.AS) - 2(z.AS)

Х- S ’ У—— s,—-> 2-= -s ,где x, у, z представляют координаты элементов площадейСовершенно так же определяется и центр тяжести линии.' Положим, что 
линейная плотность, т.-е. отношение веса АР бесконечно малого эле­мента линии к длине этого элемента AL, есть тогда вес элемента будет 
&Р = у". AL. . Координаты центра тяжести линии выразятся так:

2 (х. AL . у") - __ 2(y.AL.y") 2(z.AL.y")
2(AL.у")-.’ У— 2 (AL.у") ’ 2(AL.y',y)В этих формулах у" сократится, если материальная линия однородна; что же касается Д' AL, то это есть длина всей линии, которую мы обозна­чим через L. Вследствие этого вышенаписанные формулы примут вид:
2(x.AL) - 2(y.AL)^ 2(z.AL)

L ’ У ~~ L ’ * ~ ■ LДля определения центра тяжести служат следующие вспомогательные теоремы:
I. Если тело имеет плоскость симметрии, то центр тяжести 

лежит на этой плоскости.Когда говорится, что тело имеет плоскость симметрии, то под этим подразумевают, что оно расположено относительно этой плоскости таким образом, что каждой материальной точке по одну сторону плоскости симме­трии соответствует равная ей по весу точка, помещенная по другую сторону и притом так, что линия/ соединяющая эти две точки, перпендикулярна к плоскости симметрии и делится ею пополам. Если возьмем точку М



— 51(фйг. 55) и найдем соответствующую ей симметричную точку М', то на них будут действовать равные силы тяжести; если их сложить, то в силу их равенства равнодействующая окажется приложенной, в середине линии ММ', и, значит, точка приложения равнодействующей будет лежать в плоскости симметрии. То же самое получим и для всех остальных точек такого сим­метричного тела. Отыскивая теперь центр всех этих параллельных сил, видим, что он так же будет лежать опять в плоскости симметрии,—в какой нибудь точке ее С; следовательно, это и будет центр тяжести, который, 1-аким образом, и лежит в плоскости симметрии.

II. Если тело симметрично относительно оси, то центр тяжести 
лежит на этой оси.Осью симметрии называется прямая линия, обладающая тем свой­ством, что каждой точке тела по одну сторону ее соответствует другая, рав­ная ей по весу, расположенная по другую сторону так, что линия, соеди­няющая эти точки, проходит через ось, перпендикулярна к ней и делится ею пополам. Возьмем две такие симметричные точки (фиг. 56); складывая силы тяжести, действующие на них, заменяем их одной, равной их сумме; сила эта будет приложена к середине линии, соединяющей две данные точки, а следовательно, пройдет через ось симметрии. Понятно, что, заменяя силы, действующие на каждые две симметричные точки, мы получим ряд равно­действующих. которые окажутся приложенными в точках, расположенных по оси симметрии. Складывая эти силы, получим общую равнодействующую, приложенную в какой-нибудь точке С этой же оси. Тогда эта точка С, будучи центром параллельных сил, действующих на тело, й будет его цен­тром тяжести.

Ш. Если тело симметрично относительно точки, то центр тяже­
сти лежит в центре симметрии.Центр симметрии есть такая точка в теле, что всякой материаль­ной точке М (фиг. 57) соответствует другая точка М’, равная ей по весу и расположенная так, что линия, соединяющая эти точки, проходит через центр симметрий и делится им пополам. Равнодействующая двух сил тяже­сти этих точек пройдет, очевидно, через середину линий, соединяющей этц. точки, т.-е. через центр симметрий. Так как это рассуждение мы можем 4*  



— 52 —применить к каждой паре точек, получая каждый раз равнодействующую, проходящую через центр симметрии, то равнодействующая проходит через центр симметрии О, а потому центр тяжести лежит в центре симметрии О.Основываясь на этих трех теоремах, можно определить центр тяжести некоторых тел.Центр тяжести материальной прямой лежит в ее середине.Центр тяжести параллелограмма лежит в точке пересечения его диагоналей, которая будет в то же- время центром симметрии парал­лелограмма. Последнее следует из того, что в параллелограмме каждому элементу площади найдется другой, ему соответствующий и рав­ный ему по весу, а линия, соединяющая такие два элемента, делится пополам как-раз в точке пересечения диагоналей.
Фиг. 57. Центр тяжести шара лежит в его гео­метрическом центре.

Кольцо, т.-е. тело, полученное от вращения фигуры около оси, лежа­щей в плоскости фигуры и не пересекающей эту последнюю, будет иметь центр тяжести на оси кольцаВ конусе центр тяжести лежит на линии, соединяющей середину осно­вания конуса с его вершиной, и т. п.
IV. Если тело состоит из нескольких частей, то центр тяжести 

его может быть определен, как центр тяжести нескольких материальных 
точек, которые мы получаем, сосредоточивая вес каждой отдельной части 
данного тела в ее центре тяжести.Для доказательства возьмем тело АВС (фиг. 58), состоящее, положим,из шара, цилиндра со сферическими выем­ками . на концах и еще другого шара, меньшего, чем пер­вый. Отыщем центр тяжести всей этой системы. Притяжение земли на первый шар сведется к одной силе 
Р, которая действует на центр тяжести его А. Тично так же все действие земного при­ Фиг. 58.тяжения на цилиндрприведется к одной силе Р", действующей на центр тяжести цилиндра,— в точке В. Наконец, на меньший шар будет действовать сила Р'", прило­женная в центре его С. Очевидно, что отыскание центра тяжести этих трех тел сводится к отысканию равнодействующей трех сил Р', Р" и Р"'.Пользуясь изложенными- четырьмя теоремами, можно отыскивать центры тяжести различных фигур.
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I. Центр тяжести линий.
§ 19. Центр тяжести периметра треугольника. Дан треугольник АВС (фиг. 59). Разделим стороны его АВ, ВС и АС пополам. Очевидно, что центр тяжести каждой из них лежит на ее середине, так что можно принять, что веса сторон треугольника будут приложены в точках а, b и с,—серединах его сторон. Эти силы Р, Р' и Р" будут по величине пропорциональны длинам сторон. Соединим точки а, b и с между собою и сложим силы 

Р и Р"; равнодействующую их на­зовем через R'. Она пройдет через точку М. Эта точка находится на том месте линии ас, которое удо­влетворяет пропорцииР":Р = аМ:Мс.Из подобия треугольников АВС и abc имеем:АВ : ВС = ab: Ьс, но АВ: ВС = Р": Р, следовательно:аМ : Me = ab: Ьс.Последняя пропорция показывает, что, если соединим точку М с Ь, то линия Mb разделит угол abc. пополам. Действительно, Mb делит сторону ас на части, пропорциональные двум другим сторонам, а это и есть свой­ство биссектрисы. Сложив потом силу R' с Р', получим равнодействующую, точка приложения которой будет лежать где-нибудь на линии ЬМ. Отсюда заключаем, что центр тяжести лежит на линии, делящей угол при вершине b пополам.Складывая силы Р' и Р", мы можем применить то же самое рассуждение; тогда увидим, что центр- тяжести лежит на линии ad, делящей угол cab пополам. Если это так, то центр тяжести должен лежать на пересечении биссектрис Mb и ad, — в точке О, представляющей собою, очевидно, центр круга, вписанного в треугольник abc.Итак, центр тяжести периметра треугольника лежит в центре 
круга, вписанного в треугольник, вершины которого лежат на серединах сто­
рон данного треугольника.

§ 20. Центр тяжести части периметра правильного многоугольника. Возьмем часть периметра ABODE (фиг. 60) правильного многоугольника и проведем прямую МО, которая бы разделила эту часть периметра на две симметричные части. Пусть М будет центр круга, вписанного в многоуголь­ник. Так как МО есть ось симметрии, то искомый центр тяжести будет лежать на ней,—где-нибудь в точке О. Определим расстояние МО,—коорди­



— 54 —нату центра тяжести. Для этого воспользуемся выведенными выше форму­лами, определяющими координаты центра тяжести; при этом оси координат возьмем так. чтобы линия МС была осью х, а ось у была бы к ней пер­пендикулярна; за начало координат примем точку М. Вместо каждой линии АВ, ВС, CD и DE возьмем материальные точки, равные этим линиям по весу и помещенные в серединах сторон. Такие точки будут: а, Ь, с и d. Соединив а с d й Ъ с с, найдем, что линии ad и Ьс пересекают ось симметрии МС в точках тип. Теперь определим координату центра тяжести О. Положим, что она равняется 
х\ тогда:

Назовем через у" линейную плотность, т.-е. количество веса, приходящегося на единицу длины. Тогда будем иметь, что
Р= АВ./', _Р'=ВС./', Г = CD. /', P"'=DE.Z";следовательно:

А (Р. ®) _ АВ . у" . Мт ч- ВС . у". Мп ч- CD . у" . Мп ч- DE. у". Мт .
УР — " (АВ ч-ВС ч-CD-ь DE). у"

АВ . Мт + ВС . Мп 4- CD . Мп 4- DE . Мт
Х~~ АВ 4- ВС4-CD-]- DE ...............................Соединив Меди опустив из В перпендикуляр Bq на АЕ, получим, что треугольник qAB подобен треугольнику Маш, так как стороны их взаимно перпендикулярны. Из подобия их следует, что

АВ _ г 
Aq Mm ’где г = Ма есть радиус вписанного в данный многоугольник круга. Взяв произведение крайних и средних, имеемAB.Mm = r.Aq.Так же найдем: ВС, Мп = Mb . Bk = г. qp, и т. д. Подставляя эти выражения в формулу (а), находим

r.(Aq 4-qp4-ps4-sE)
, х ~ АВ 4- ВС 4- CD 4- DE *Называя данный периметр через Д а хорду АЕ через d, получим:

г. d
х = -г.



55 -Отсюда следует, что расстояние центра тяжести части периметра 
правильною многоугольника от центра вписанной окружности есть чет­
вертая пропорциональная к радиусу этой окружности, хорде части пери­
метра и величине периметра. Это и есть формула центра тяжести правиль­ного многоугольника.

§ 21. Центр тяжести дуги круга. Возьмем часть круга с центром в точке М (фиг. 61) и радиусом МА = г. Назовем угол АМО через а. Дугу круга можно рассматривать, как предел части периметра правильного много­угольника при возрастании числа сторон его до бесконечности. Обозначив центр тяжести буквою О, можем, на осно­вании предыдущей формулы, написать: ’
мо = х = =е, ; \

где х есть искомая координата центра тя- < Iжести, d—хорда АЕ и L—дуга АСЕ. В пре- _______________________< О|деле г не изменится; d есть 2Am, а Ат= ----------$------------г.sin а, поэтому •' | /
d — 2 rsin а; ! /

L в пределе обратится в дугу круга, значит: Е
Z = r.2a, Фиг. 61.при чем а берется не в градусах, а в долях радиуса. Таким образом, в пре­деле

г. 2r sin a sin а
X =-------s---- = Г ------- .г. La аX"В частном случае для полуокружности, когда а= имеем sin а = 1, тогда 1 ____2г 22,

х г ~ й’ и’ п₽иняв — А» имеем
Эта последняя формула дает расстояние центра тяжести полуокруж­ности от центра круга.

II. Центр тяжести площадей.
§ 22. Центр тяжести площади треугольника. Разобьем площадь данного однородного треугольника ЛВС (фиг. 62) на бесконечно тонкие полоски, параллельные стороне АС. Эти полоски мы можем рассматривать, как линии, равномерно покрытые массою; следовательно, силы тяжести, действующие на каждую такую полоску, имеют равнодействующую, прохо­дящую через середину этой полоски, почему точка приложения общей равно­



— 56 —действующей должна лежать где-нибудь на линии ВЬ, проходящей через середины всех полосок, т.-е. соединяющей вершину В с серединой осно­вания Ь.Повторяя то же рассуждение относительно стороны АВ, найдем, что центр тяжести находится где-то на линии Сс, соединяющей вершину С с серединой основания АВ. Следовательно, центр тяжести площади треуголь­ника должен лежать в точке О, на пересечении линий ВЬ и Сс. Определим теперь, где лежит эта точка О. Для этого соединяем b с с, тогда получим два подобных треугольника ВОС и сОЬ. Из подобия их можно вывести про­порцию : ВО : ОЬ = ВС : Ьс.Но так как из подобия треуголь­ника АВС и АсЬ имеем
вс АВ 2
Ьс Ас 1 ’ТО и

ВО_ 2ОЪ 1 ’ или ВО —2ОЬ.Если к обоим частям этого равенства прибавим по ОЬ, то получим: ВО-+-ОЬ = ВЬ=2 ОЬ ч-ОЬ = 3 ОЬ,откуда ОЬ =|вь, от.-е. центр тяжести площади треугольника лежит на одной трети от 
основания на линии, соединяющей середину основания треугольника с противо­
лежащей вершиной.Если на основание АС опустим перпендикуляры из вершины В и из центра тяжести О, то, называя длины их через h и К, получаем

К - ОСледовательно, положение центра тяжести мы можем определить еще следующим образом:
Центр тяжести площади треугольника лежит на линии, соединяющей 

вершину с срединой противоположной стороны, на одной трети высоты 
от основания.

§ 23. Центр тяжести трапеции. Разбивая площадь данной трапеции CEFD (фиг. 63) на бесконечно тонкие полоски, параллельные стороне CD, мы убеждаемся, что центр тяжести должен лежать на линии АВ, соединяющей середины параллельных сторон, ибо центр тяжести каждой отдельной полоски лежит на средине ее. Разобьем затем диагональю CF трапецию на два треугольника CEF и CFD. Центр тяжести первого треугольника лежит 



— 57в точке О", а второго—в точке О'; положение точек О' и О" определяется теоремой § 22. Значит, общий центр тяжести должен лежать одновременнона линии АВ и на линии О'О"; сле­довательно, он лежит в точке их пере­сечения О.Существует еще другой способ нахождения центра тяжести площади трапеции. Обозначим нижнее основание трапеции через а (фиг. 64), а верхнее через Ь. Откладываем потом расстояние 
а от точки D до G, так что DG=a, и расстояние Ъ от точки F до Н, так что FH = Z>; соединим точки G и Н линией GH. Точно так же соединяем средины оснований,—точки А и В. Пере­сечение АВ с GH и дает точку О'— центр тяжести площади трапеции. Чтобы доказать это, назовем через у расстояние центра тяжести О от прямой FEа через у—расстояние центра тяжести О от CD, и назовем высоту трапеции

через А. Пусть центры тяжести треугольника FDE и FCD лежат в О' и 0 . Определим теперь координаты центра тяжести относительно линий FE — (у) и CD — (У) по формулам:
. - 2’(Д^.;У) 2(Д5.т/')

при чем за ось х примем сначала FE, а потом F G, начало же координат отнесем сначала в точку F, а затем в F'. Тогда получим:
Д’(Д<5'. у) площ. FDE . О'К' 4- площ. FCD . О'Ъ"

У 8 площ. FDE-j-площ. FCD ’

—;__2(&S.y') __  площ. FDE .OzКплощ.- FCD . 0"L
У 8 ~~ площ. FDE площ. FCD



— 58 —Но площ. FDE = a.J, площ. FCD = b.^,О'К' = J = О "L, О'К = ~O"L". о оПодставляя эти выражения, получим:
h h h 2.h

У=-----------S~~ >

где под S подразумевается площадь всей трапеции FCDE. Берем отношение 
~ — h2
у к у'; сокращая на и на S, получим:

Л 7
У 2-{~Ь
""Г" ъ
У 2 **“ а

(а)
Вот в каком отношении нужно разделить линию АВ, чтобы получить место центра тяжести. Посмотрим теперь, в каком отношении линия ОН делит АВ. Из подобия треугольников AOG и НОВ имеем:

— А
ОВ _ НВ _ 2 _
О А “AG — ь: " .

2 i-ь аНо из подобия треугольников АОМ и BON имеем:
у : у‘ = ОВ : О А;следовательно:

И 7

У _ НВ _ 2 b
а. ~ AG “ Ъ
У -+- аИтак, точка О есть действительно центр тяжести площади трапеции, так как она удовлетворяет формуле (а).В предельном случае, когда b = Q, трапеция переходит в треугольник, 

° У= 2 У'-

§ 24. Центр тяжести площади произвольного четырехугольника. Для определения центра тяжести площади произвольного четырехугольника посту­пают следующим образом: разбивают данный четырехугольник ABCD (фиг. 65) на два треугольника ABD и DBC диагональю BD и отыскивают их центры тяжести по известным правилам. Положим, центр тяжести треугольника АВГ) лежит в точке О', а треугольника DBC—в точке О". Потом тот же четырех­угольник разбиваем на два треугольника диагональю АС и так же, как 



— 59 —и прежде, определяем центры тяжести новых треугольников Ои О1.! . Значит, общий центр тяжести должен лежать одновременно на линиях О'О" и О'"О1Г; следовательно, он лежит в точке их пересечения О.Если бы был дан какой-нибудь многоугольник ABCDEF (фиг. 66) и требовалось бы определить центр тяжести его площади, то для этого его

пришлось бы разбить на треугольники, определить центры тяжести каждого из них и сосредоточить в найденных центрах веса, которые будут пропор­циональны площадям треугольников. Получим точки О', О", О'", 01г и т. д., и задача сведется к отысканию центра тяжести нескольких материальных точек.
§ 25. Центр тяжести кругового сектора. Дан сектор АОВ (фиг. 67), и требуется определить его центр тяжести. Проводим радиус, перпендикулярный к хорде АВ; он будет осью симметрии для площади сектора; следовательно, искомый центр тяжести будет лежать где-нибудь на нем. Разобьем дугу АВ на очень малые равные части mn, пр, pq,... и соединим все полученные точки деления дуги АВ с цен­тром О; тогда наш сектор разобьется на весьма .малые секторы, которые в пределе, при бесконечном возрастании числа делений, можно рассматривать, как прямолинейные равнобедренные треугольники. Центры тя­жести всех этих треугольников, как легко видеть, расположены равномерно по дуге круга, описанного из центра О радиусом, рав­ным 2/3 -К; полученная таким образом дуга аЬ будет покрыта равномерноточками, равными по весу, потому что площади малых секторов равны, и вопрос теперь сводится к отысканию центра тяжести материальной дуги ab.



— 60 —Но расстояние центра тяжести дуги от центра круга определяется по изве­стной формуле
sin а

• X — Г- агде для нашего случая г Оа = 2/3 В, и потому искомый центр тяжести отстоит от центра круга на расстоянии ж = 73 В . а. /з a

2 R? sin а (1 —cos’a)__2ИЛ sin3 а
3 6'Но 2 2? sin я = АВ = d, так что

В sin я — г.Подставляя вместо В sin а его выражение по d, найдем окончательно, что 
d3 

■ Х — 12 S’Это и есть искомая формула, определяющая центр тяжести площади сегмента.

Это и есть искомая формула. В частном случае., когда я — щается в полукруг, и центр тяжести его определяется по
х = 2/3 В. г-1 R 

3 п'

2, сектор обра- формуле:
или, полагая iz22/7, получим:

4
Х = 3

R. 7 _ 14
22 — 33Значит, центр тяжести полукруга лежит на расстоянии -К от центра круга.

§ 26. Центр тяжести кругового сегмента. Центр тяжести кругового сегмента ЛСВ (фиг. 68) будет лежать на среднем радиусе ОС, а именно, где-нибудь на линии ЕС, — в точке G. Назовем расстояние его от центра круга через х. На основании теоремы IV центр тяжести сектора можно опре­делить по центрам тяжести составляющих этот сектор треугольника АОВ и сегмента АСВ. Для этого сосредоточим вес площадей треугольника и сег­мента в их центрах тяжести D и G. Если площадь сегмента назовем через 8, то можем написать:

в
Фиг. 68.

/Зя^а 
а

Sx + R cos а. 2 R sin а. 3/3 R cos а
г» г» ® 2 К Я .где я выражена в долях радиуса. Преобразовывая последнее равенство, получим:.

2/3 В3 sin а = 8х -+- 2/3 В3 sin я cos’a;отсюда определим х

х = 3 8'
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III. Центр тяжести поверхностей.

§ 27. Центр тяжести боковой поверхности прямой призмы. Определим центр тяжести граней данной призмы (фиг. 69) и сосредоточим вес каждой в ее центре тяжести. Силы, действующие на эти точки, будут пропорциональны площадям граней. Назовем эти силы через Р, Р, Р", Р" и Р1У. Они. относятся между собою, как соответствующие пло­щади граней. Но, так как во всех гранях можно за основание граней принять боковое ребро, то эти площади относятся, как стороны какого-нибудь пер­пендикулярного сечения,—например; среднего, — ибо именно эти стороны и служат высотами граней. Поэтому: P:P:P":P":P^ = a:b:c:d:e,где а, Ъ, с,... суть стороны перпендикулярного среднего сечения. Кроме того, точки приложения сил Р Р' Р"..лежат на сторонах этого сред­него сечения (так как призма прямая); следова­тельно, названные силы можно рассматривать, как веса сторон материального многоугольника abcde.Это показывает, что отыскание центра параллельных сил Р, Р', Р",..(т.-е. центра тяжести боковой понерхности прямой призмы) тождественно с нахо­ждением центра тяжести периметра многоугол1ника abcde. Отсюда видно, что 
центр тяжести боковой поверхности прямой призмы лежит в центре 
тяоюести периметра среднего перпендикулярного сечения.

§ 28. Центр тяжести боковой поверхности пирамиды. Правило, кото­рое мы выведем для определения центра тяжести боковой поверхностипирамиды, приложимо только к пирамиде, основание которой есть много­угольник, описанный около круга, а высота проходит через це нтр этого круга, в частности—к правильной пирамиде.На расстоянии одной трети от осно­вания данной пирамиды (фиг. 70) проведем сечение, перпендикулярное к высоте. Поло­жим, сечение это будет abcdef. На серединах его сторон будут лежать центры тяжести треугольников ASB, BSC, CSD, DSE, и т. д. Так как все треугольники имеют общую апофему, то их площади будут относиться, как основания АВ, ВС, CD, DE, и т. д., или как ab, be, cd, de и т. д. Это показы­вает, что
Центр тяжести всей боковой поверх­

ности пирамиды будет лежать в центре 
тяжести периметра сечения проведенного 
перпендикулярно к высоте на расстоянии 
одной трети высоты от основания.
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§ 29. Центр тяжести полной поверхности трехгранной пирамиды. Дана пирамида ВАС]) (фиг. 71) и требуется определить центр тяжести полной ее поверхности. Определим центр тяжести всех ее граней. Центр тяжести грани ABI) лежит на линии, соединяющей вершину В с серединою осно­вания AD, на расстоянии одной трети ее от основания,— в точке с. Точно так же центр тяжести грани АС1) лежит в точке b, DBC—в точке а и АВС— в точке (I. Сосредоточиваем в каждом центре веса граней,—они будут про­порциональны площадям этих граней; именно, в точке с прилагаем сосре­доточенный вес Р'", в точке b — вес Р", в а—вес Рив точке (I—вес Р'; притом:
Р'"__ площ. ABD z ч
Р" площ. ACD........................................................ ...

Фиг. 71.

Соединим теперь точки а, Ь, с, (I между собою прямыми; полу­чим пирамиду bacd, подобную пирамиде A BCD. Чтобы доказать это подобие, заметим, что ребро ВС параллельно ребру be, АВ || ab, CD || cd, и т. д. Докажем сначала параллельность ВС и Ьс. Мы ви­дим, чтосЕ: сВ = 1 : 2 и ЬЕ : ЬС= 1: 2;следовательно:сЕ: сВ = ЬЕ: ЬС;отсюда заключаем, что Ьс || ВС. Точно так же обнаружим парал­лельность остальных ребер боль­шой и малой пирамиды; следо­вательно, пирамиды составлены из подобных граней. Из подобия следует, что:
площ. ABD 
площ. ACD

площ. abd
площ. a cd ’значит:

Р"' площ. abd
Р" площ. acd ' •Складывая силы Рт и Р", находим равнодействующую (Р'" + Р"), приложенную в некоторой точке ш. Сложим ее с силами Р и Р'. Равно­действующая всех этих сил В, будет действовать на какую-нибудь точку плоскости amd. Докажем, что эта плоскость делит двугранный угол при ребре ad пополам.Посмотрим, в каком отношении должны находиться отрезки bm и тс. Силы Р" и Р"' делят cb на части, обратно пропорциональные величинам этих сил, т.-е.

Р"' : Р" — bm : тс.



— 63 —Но по условию
Р'" : Р" = площ. АВ1): площ. АСО = площ. abd : площ. acd;следовательно: bm: mo = площ. abd: площ. acd.Обнаружим теперь, что именно эта пропорциональность имеет место тогда, когда двугранный угол при ребре ad разделен пополам.Действительно, когда этот угол разделен пополам, то мы получаем две пирамиды: bamd и camd, имеющие равные основания mad. Объемы таких пирамид относятся, как высоты, т.-е.

объем пирамиды camd _ А __тс
объем пирамиды bamd /3 bm .............................................(&)С другой стороны, эти пирамиды могут быть рассматриваемы, как имеющие общую вершину т, но разные основания: acd и abd. При рассма-триваемом положении вершины ш, высоты пирамид будут угол при ребре ad, по допущению, разделен пополам.В самом деле, положим, что нам дан дву­гранный угол, разделенный плоскостью N попо­лам (фиг. 72). Возьмем какую-нибудь точку М на плоскости N и опустим из нее перпендику­ляры ' h и h' на стороны двугранного угла. Проведя через 1ь и h' плоскость,, найдем, что она будет перпендикулярна к ad и пересечет грани двугранного угла по линиям рК и gK, и угол gKp будет линейным углом двугранного. Так как двугранный угол разделен пополам, то угол gKM равен углу МКр; поэтому прямоугольные тре­угольники MgK и МрК равны, а следовательно

равны, так как

Фиг. 72.Mg = Мр или 1ь=.Р. Пирамиды camd и bamd, как имеющие равные высоты, будут относиться, как площади оснований, т.-е.:
объем пирамиды camd__площ. cad
объем пирамиды bamd площ. badСравнивая эту пропорцию с пропорцией (6), видим, что:

mb __площ. abd
me площ. cadТаким образом мы убеждаемся, что если плоскость mad делит двугранный угол при ребре ad пополам, то mb и тс будут относиться, как площадь bad к площади cad, что на самом деле мы и имеем. Поэтому заключаем, что плоскость amd действительно делит этот двугранный угол пополам и что на ней в каком-нибудь месте лежит точка приложения общей равнодействующей Р. а следовательно, и центр тяжести. Но то же самое можно сказать и отно­сительно плоскостей, делящих пополам другие двугранные углы при ребрах малой пирамиды. Так как центр тяжести есть одна точка и так как, с другой стороны, он должен, как мы доказали, находиться па каждой из этих шести плоскостей, то эти шесть плоскостей должны, в свою очередь, пере­секаться в одной точке, которая и будет центром тяжести. Известно, что 



64центр шара, вписанного в пирамиду, лежит в точке пересечения плоскостей, делящих двугранные углы при ребрах пирамиды пополам. Отсюда получаем теорему:
Центр тяжести полной поверхности трехгранной пирамиды лежит 

в центре шара, вписанного в малую трехгранную пирамиду, вершины 
которой лежат в центрах тяжести площадей граней данной пирамиды.

§ 30. Центр тяжести поверхностей шарового сегмента и шарового 
пояса. Разделим стрелку сегмента BD (фиг. 73), равную h, на бесконечно большое число равных частей

Фиг. 73.

Ah, и через точки деления про­ведем плоскости, параллельные основаниям сегмента. Поверх­ность сегмента разделится, та­ким образом, на бесконечно тонкие пояса, при чем поверх­ности этих поясов будут равны, потому что поверхность всякого такого пояса, например, шп, выражается так:шп = 2тсВ . Ah', но так как И есть радиус большого круга, то для всех поясов он один и тот же, a Ah—высоту пояса—мы брали равною для всех поясов (так как стрелку BD мы разделили на равные части); поэтому поверхности всех этих элементарных поясов равны. При весьма малом Ah мы можем каждый пояс mn заменить материальною окружностью, при чем центр тяжести каждой такой окружности будет в ее геометрическом центре. Поэтому отыскание центра тяжести поверхности сегмента приведется к отысканию центра тяжести стрелки BD, равномерно покрытой материальными точками. Этот цевтр тяжести, очевидно, будет лежать на середине стрелки BD,—в точке G. Называя рас­стояние центра тяжести от центра круга через х, имеем:i = OB — BG = R — 4- 
LiЭтот же вывод справедлив и для поверхности шарового пояса, вырезан­ного двумя параллельными плоскостями.В частном случае, когда h = R, то

т, 22 22Ж = А-2=2-

IV. Центр тяжести объемов.
§ 31. Центр тяжести объема призмы. Пусть мы имеем призму (фиг. 74). Плоскостями, параллельными основанию, ее можно разбить на несколько весьма тонких призмочек ш, п, р,..., равных по высоте. При увеличении числа делений до бесконечности центр тяжести каждой такой призмочки 



— 65 —можно рассматривать, как центр тяжести площади этого многоугольника. Сосредоточим веса всех этих многоугольных пластинок в их центрах тяжести;так как центры тяжести верхнего и нижнего оснований лежат на той же прямой, на которой лежат центры тяжести всех пластинок, то заклю­чаем, что центр тяжести призмы лежит на линии, соединяющей центры тяжести верхнего и ниж­него оснований. Эту прямую можно рассматри­вать, как материальную линию, равномерно покрытую материальными точками, а потому центр 
тяжести объема всякой призмы лежит на 
средине линии, соединяющей центры тяжести 
площадей верхнего и нижнего оснований.

§ 32. Центр тяжести объема пирамиды. Разделим данную пирамиду BACD (фиг. 75) на бесконечно тонкие слои плоскостями, параллель­ными основанию ACD. Каждый слой может быть заменен материальной точкой, помещенной в центре его тяжести, так что, как это легко сообразить, искомый центр тяжести надо искать на линии, соединяющей вершину В с центром тяжести площади основания Ь.

Фиг. 75.

Деля данную пирамиду на бес­конечно тонкие слои плоскостями, параллельными грани ABD, найдем, что центр тяжести должен лежать на линии Сс.Значит, искомый центр тяжести должен одновременно лежать на линиях ВЬ и Сс, т.-е. он лежит на их Пересечении, — в точке G.Опретелим теперь положение точки G Из подобия треугольников Gcb и GCB имеем пропорцию:BG __ вс _ ввGb ~ cb — сЕ ~ 1 ’Отсюда BGGb “ или BG=3Gb.Прибавляя к обеим частям по Gb, имеем:BG ч- Gb = 3Gb Gb = 4 Gb;следовательно
Gb=4b

Жукввскпй H. К. Теоретическая механика. 5



— 66 —т.-е. центр тяжести объема пирамиды лежит на линии, соединяющей 
центр тяжести площади ее основания с вершиною, на ± длины ее, считая 
от основания.Если всю высоту пирамиды назовем через 7г, а через Л' расстояние точки G от основания, то h' = ~.Таким образом определяется центр тяжести объема трехгранной пирамиды. Если бы была дана многогранная пирамида SABCDE (фиг. 76), то надо было бы ее разделить на трехгранные и у каждой из них

Фиг. 76.

определить ее центр тяжести. Очевидно, что все эти центры будут лежать в одной плоскости, проведенной параллельно основа­нию на одной четверти высоты, считая от основания, при чем каждый из них совпадает с цент­ром тяжести соответствующего треугольника. Так. например, ^центр тяжести первой пирамиды лежит в центре тяжести тре­угольника aeb, центр тяжести второй пирамиды находится d в центре тяжести треугольника bed, а третьей—треугольника bdc. В этих центрах можно считать прило- женными веса соответствующих пирамид, т.-е. силы Р, Р', Р", и т. д., и центр тяжести всей пирамиды найдется, как точка приложения равнодействующей всех этих сил Р. Для нахождения ее придется силы Р сложить. Заметим, что силы Р пропорциональны объемам пирамид, а при одинаковой высоте этих последних—их основаниям, т.-е.
Р: Р': Р" = bae: bed: bdc.Решение последнего вопроса сводится таким образом к определению центра тяжести площади многоугольника abcde. Значит, центр тяжести 

всей пирамиды лежит в центре тяжести площади сечения, проведенного 
параллельно основанию на расстоянии х/4 высоты пирамиды, считая от 
основания.Легко видеть, что центр тяжести объема всякого конуса лежит на 
линии, соединяющей центр тяжести площади основания с вершиною, 
на расстоянии одной четверти ее от основания.

§ 33. Центр тяжести объема параллельно усеченной пирамиды. Положим, что мы имеем трехгранную пирамиду, усеченную параллельно основанию (фиг. 77). Назовем нижнее основание пирамиды через А, верхнее — через В, а высоту — через h. Плоскостями SLQ и SMQ разбиваем пару пирамиду на три трехгранные пирамиды так, что при одной и той же 



— ,67 —высоте, равной высоте пирамиды, первая имеет своим основанием нижнее основание пирамиды А, вторая — верхнее основание В, а третья, как этоизвестно из элементарной геоме­трии, среднее пропорциональное между А и В. Посмотрим, где лежат центры тяжести каждой пирамиды. Центр тяжести первой пирамиды лежит на одной чет­верти высоты от основания А; центр тяжести второй пирамиды лежит на одной .четверти высоты от основания В, или на трек четвертях высоты от основания А. Докажем, что центр тяжести третьей пирамиды лежит на п о л о- вине высоты усеченной пира­миды.Для этого находим центр тяжести пирамиды SLMQ пообщим правилам, а именно: Jнаходим центр тяжести площади треугольника LMQ, — он лежит на медиане его MN, в точке К ее, где KN = 4 MN.....................................................................(А)
ОСоединяем эту точку К с вершиною S; тогда точка G прямой KS, где 

kg=|ks.(В)и будет, как известно, центром тяжести пирамиды SLMQ. Пусть середина линии MN есть точка R, так чтоMR = RN = j MN..........................................................(QТогда KR = RN —NK = yMN................................. ..... . . (В)

Теперь, пользуясь формулами (В), (С) и (D), находим:
так что

KG: GS = 1 : 3, KR : RM =1:3,KG: GS = KR:RM,откуда следует, что линия RG параллельна линии SM, а, следовательно, и всей плоскости А. . ,Если теперь из точек N и R опустим перпендикуляры NC и RI) на плоскость А и заметим, что NC есть высота пирамиды Л, а RD = « — искомое 
5*



— 68 —расстояние центра G от плоскости А (точки G и R лежат на линии GR. параллельной плоскости А), то можем написать:Л : я: = NM : RM= 2 : 1; следовательно:
* x = y h.- Таким образом, центр тяжести третьей пирамиды лежит на высоте ’/2 k над основанием А.Заметив, это, обратимся теперь к определению центра тяжести усечен­ной пирамиды. Назовем через z расстояние искомого центра тяжести от плоскости А; тогда, на основании предыдущих формул, можем написать:

_ 2(Р. z)
z = ~^Р~>где z есть расстояние каждой весомой частицы от площади А. Разделим нашу пирамиду попрежнем'у на три и в их центрах тяжести сосредоточим веса соответственных пирамид. Припоминая, что веса пропорциональны объемам, можем написать:

. h h h 3 h /тт; *_ А.у.т.ч-В.у.т-4- /АВ . 3- . 2г =----------------------------- ---------------------------------- ,где V — объем всей пирамиды.Назовем расстояние центра тяжести всей пирамиды от верхнего основания через z'-, определить эту величину можно по формуле, нам уже известной:
_ ~ SP •где через z1 обозначены расстояния частиц от площади В. После соответ­ствующих подстановок найдем:А . 3- . 4-ч- В 3- . тч-/АВ . у . -2- 

* =-------------------------------V--------------------------------- ■Заметим, что величину z можно получить еще из уравнения 
z'=h — z.Взяв отношение z к z' и сократив на имеем:

7 А + ЗВ 4- 2 J/AB
z' ~ В 4- ЗА + 2 УАВРазбивая пирамиду на слои, параллельно основаниям, убеждаемся что ее центр тяжести лежит на прямой, соединяющей центры тяжести площадей верхнего и нижнего оснований; место же его на этой прямой определяется из полученного отношения z к z'. .



— 69 —Для определения центра тяжести многоугольной пирамиды, усеченной параллельно основанию (фиг. 78), разбиваем ее на треугольные усеченные пирамиды. Затем, подобно предыдущему, каж­дую усеченную треугольную пирамиду разби­ваем на три полные треугольные пирамиды. Тогда, называя площади верхних оснований треугольных усеченных пирамид через b с соотсгвующим индексом, а нижних — через а, найдем вообще:
— а, 4-ЗЬ, + 2 У а?Ь₽

z't ~~ Ъ, + Заг + 2 Уа,Ь, .......................1 'Разделим числителя и знаменателя вто­рой части равенства (Е) на а, получим:

Из геометрии известно, что
Ь, _ Ь£ _ _ Ь3 _ —
as а, а2 а3 • • • JZ2 ’ ............................. (G)где Л и Н суть расстояния сечения Ь8 и а, от вершины нашей же. но дополненной пирамиды (т.-е это высоты соответственных полных пира­мид). Из уравнения ((т) имеем:
К   ь, + ь24-ъ34-.... + __ в (Ну
аг а, 4- а2 Ч- а3 . -|- as Агде В и А суть площади верхнего и нижнего оснований всей усеченной пирамиды. Кроме того, из уравнений (F) и (6г) мы замечаем, что отно­шение ~ координат центра тяжести для любой пирамиды будет совершенно Zтакое же, как и для первой усеченной треугольной пирамиды. Это обстоя­тельство показывает, что центры тяжести данных треугольных пирамид лежат в одной и той же плоскости, параллельной основанию многоугольной пира­миды и отстоящей от нижнего основания на расстоянии z. Кроме того, легко видеть, что центр тяжести всей многоугольной усеченной пирамиды будет лежать также в этой плоскости. Если в формуле (F) заменим отно- 

ъ . вшение — равным ему. по уравнению (±t), отношением -у, то получим
_ Ач-3 B-t-2/AB

У ~ 1 + 3 21/Х“ В-ьЗАн- 2)/АВ
А ,г АОтсюда видим, что формула, выражающая отношение расстояний центра тяжести от верхнего и нижнего оснований, для многогранной пирамиды 



— 70 —такая же, как и для трехгранной пирамиды. Этим обстоятельством, а также и тем, что центр тяжести, конечно, опять лежить на прямой, соединяющей центры тяжести верхнего и нижнего основании, место его внутри пирамиды определяется вполне.
§ 34. Нахождение центра тяжести полной трехгранной пирамиды

ПО способу Пуансо. Пусть дана полная трехгранная пирамида ABCD (фиг. 79). Найдем ее центр тяжести

Если бы мы сложили сначала

по способу, предложенному Пуансо.Приложим к каждой из вершин пирамиды по шарику, весом в J/4 веса всей пирамиды, т.-е. в ’/4 Р, где 
Р есть вес пирамиды, и найдем равно­действующую сил тяжести этих шари­ков. Находим сначала равнодействую­щую сил, приложенных к вершинам основания,—она равна 3/4 Р, и точка ее приложения есть точка а плоскости BCD — центр тяжести площади тре­угольника BCD. Складывая силу х/4 Д приложенную к точке А, с полученной равнодействующей 3/4 Р, приложенной к точке а, получим равнодействующую всех сил, приложенных к вершинам пирамиды, при чем точка ее прило­жения будет лежать на прямой Аа. силы, приложенные к грани ABD, то нашли бы, что 'та же равнодействующая имеет точку приложения на линии Сс, лежащей в той же плоскости АМС, что и Аа. Следовательно, искомая точка приложения равнодействующей силы лежит в пересечении прямых Аа и Сс, согласно сказанному в § 32. Точка эта, на чертеже точка О, и будет центром тяжести. Найдем теперь ее место. Из пропорции

имеем: ОА:Оа=3/4Р:74Р=3:1ОА = 3 Оа.Прибавляя к обеим частям этого равенства по Оа, получим:Аа = 4 Оа, откуда Оа = ~ Аа.Мы получили, таким образом, результат тот же, что и раньше, когда определяли центр тяжести объема трехгранной пирамиды другим способом.
§ 35. Центр тяжести объема шарового сектора. Возьмем шаровой сектор ОАСВ (фиг. 80). Очевидно, что центр тяжеста его будет лежать на среднем радиусе ОС, так как этот радиус является для сектора осью сим­метрии, и, следовательно, остается определить только место его на этом радиусе. Разобьем площадь сегмента данного сектора на бесконечно малые 



71треугольные, равные по площадям, элементы, 'которые переделе можно считать плоскими. Тогда вместо поверхности сегмента получим многогранную поверх­ность с бесконечно большим числом граней s. Соединив все вершинылэтоймногогранной поверхности с центром шара О, получим бесчисленное множе­ство пирамид, имеющих равновеликие основания и общую вершину в центре шара О. Если число этих пирамид будет увеличиваться до бесконечности, то в пределе объем сектора можно будет рассматривать, как сумму объемов всех этих пирамид. Центр тяжести каждой пирамиды, как легко видеть, лежит на s/4 В от общей вершины, а потому центры тяжести всех пирамид будут расположены на поверхности сег­мента, радиус которого равен */ 4 В, а вершина находится в точке О. Таким образом, задача нахождения общего центра тяжести сводится к определению центра 
Фиг. 80.тяжестй поверхности сегментаравномерно покрытого равными по весу материальными точками. Но поло­жение центра тяжести поверхности сегмента нами уже определено, — он лежит в середине стрелки cd, и, если длину стрелки обозначить через Л, то ока­жется, что центр тяжести лежит на среднем радиусе на расстоянии от центра О, равном:

— 3 -г, 1 7
х = к — у л.

Величину h легко определить по CD = Я, — стоит только обратить внимание на подобие треугольников OAD и Oad. Из подобия их находим, что
О А _ OD _ 4 _ ОА — OD 
Оа Od 3 Оа — Od ’Заменяя ОА—OD через Н и Оа—Od через Ь, получим:

Н : h = 4 : 3, откуда Л = 1 Я;следовательно: 3 г» з з / п н\X — В -g II — 4 ( 2 ) ’

Это и есть формула для определения центра тяжести объема шаро­
вою сектора.В частном случае, когда шаровой сектор обращается в полушар, то Н — В, и
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§ 36. Центр тяжести объема шарового сегмента. Эта задача решается подобно задаче об отыскании центра тяжести кругового сегмента. Очевидно, центр тяжести шарового сегмента (фиг. 81) лежит на стрелке сегмента, где-нибудь в точке G. Назовем расстояние OG через х и напи­шем, на основании вспомогательной теоремы (§ 35), формулу для опреде­ления центра тяжести сектора ОАВ:
V х -+- (у тса2 . R cos а ). ~ (R cos а

Огде V—объем сегмента, а Н — высота стрелки. Упростим это выражение:у - R2H (R- ~}=:V х теа2 R2 cos2 a.Ho
R =R—JRcosa = jR(l—cos a); значит:

R — ~2 =R — у -ь 2 cos a = у (1 -+- cosa), и потому у ~Rl . В(1 — cosa) .у (1 H-cosa).= V x -+■ ^tc«2jR2cos2 a, или утсУ?4(1 — cos2a) = F$ -ь у тса2 jR2 cos2a ; или 4 те -R4 sin2a = V х -+- у «2-R2 cos2a.
4 4

Фиг. 81. Х — 4 У ’Это и есть формула, определяющая центр тяжести объема шарового 
сегмента. Если в нее вместо а прдставить у , где I есть длина всей хорды АВ, то получим:

(I V
Х ~ 4 У — 64 V •



— 73 —В частном случае полушара имеем
а = В, У = 4 тс-й’О

И

ж =-|я.
§ 37. Теоремы Гульдена. Гульден дал доказательство двух аналогич­ных между собою теорем, дающих возможность легко определить поверхность и объем тела, полученного отвращения плоской фигуры около оси, лежа­щей в ее плоскости и ее (этой фигуры) не пересекающей.Теорема I. Поверхность, полученная от вращения плоской линии 

около оси, лежащей в плоскости линии и не пересекающей ее, равна длине 
линии, помноженной на длину окружности, которую описывает центр 
тяжести этой линии:и - Положим, что нам дана линия АВ (фиг. 82), вращающаяся около оси zz', и требуется определить поверхность, описываемую при вращении этой линией. Положим, что центр тяжести линии АВ помещается в точке G и расстояние его от оси zz' есть х. Разбиваем линию АВ, длину которой обозначим через L, на бесконечно малые элементы AL; тогда очевидно, во-первых, что вся поверхность, полученная от вращения линии АВ, равна сумме поверх­ностей— поясков, описанных элементами AL, во-вторых, что поверхность, описанная каждым таким элементом AL, может быть рассматриваема, как поверхность усеченного конуса; выразится же каждая такая поверхностьпроизведением окружности среднего сечения на среднего сечения обозначим через х, то найдем, что поверхность, описанная таким элементом, равна 2 itx. AL, а вся поверх­ность S, описанная линией АВг равна

8 = £ (2 та;. AL ).Вынося 2тс, как постоянное, из-под-знака суммы Е, имеем:8 = 2- S (х. AL ).Замечая, что расстояние центра тяжести линии АВ от zz' выражается формулой:
—  2(AL. х . у")   2 (AL . х)
® — 2(AL.y'Y ~ L ’где у" — плотность, х — расстояние центра 

длину AL. Если радиус

Фиг. 82.
тяжести каждого элемента линии от оси и L — длина всей линии, находим:

xL—2(AL. х).Подставляя в выражение 8 вместо S (ДЬ • х) его значение, имеем только что полученное8 = 2та; . L,что и требовалась доказать.
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Теорема II. Объем, полученный от вращения плоской фигуры около оси, 
лежащей в ее плоскости и не пересекающей ее, равен площади фигуры, 
помноженной на окружность, описанную центром тяжести площади 
фпгуры.Положим, что нам дана плоская фигура АВ (фиг. 83) с площадью S и осью вращения zz', и требуется определить объем полученного тела вра­щения,—в данном случае кольца. Раз­

тяжести прямоугольника mnpq от описанного им, через ДР, тогда

биваем площадь фигуры на бесконечное множество бесконечно малых прямоуголь­ников mnpq, со сторонами Дж и Дя и площадями Де. По краям фигуры обра­зуются при этом незакрытые прямоуголь­никами бороздки, но в пределе, при увеличении числа прямоугольников до бесконечности, они исчезнут, так что в пределе объем V всего тела выразится, как предел суммы объемов, полученных от вращения всех таких прямоугольников mnpq. Но объем каждого такого отдель­ного кольца, образованного прямоуголь­ником mnpq, равен разности объемов цилиндров, описанных прямоугольниками aqpb и amnb. Назовем расстояние центра оси вращения zzf через ж, а объем тела.
по Д7 = тс . aq2. pq — тс . am2 . pq: 

aq = ж-ч- , am = ж - ;следовательно, мы имеем:Д V = Т. “"f pq - К - 7)2. pq =
[2 - /mq\2 , /Bi(i\2l Лж ч- ж . mq ч- (-—) — ж ч- ж. mq — (. = тс . pq . 2ж . mq,или Д7 = 2тсж . Дг . Дж.Но Д<. Дж есть площадь бесконечно малого элемента, которую мы обозначили через Д5; подставив это обозначение, получим:ДУ = 2-х. Д8.Объем же всего тела V выразится формулой:7 = 2 (2тсж . Д£) = 2тс . 2 (ж . AS).Определяя центр тяжести фигуры АВ, находим:

Д (4S. х. у') Д (AS. х)
Х — S-/ ~ ~ S ’
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откудаа в таком случае S(AS.z) = S .х,

V= 2itx.S.Выведем для примера поверхность и объем тора, — тором называется кольцо, происшедшее от вращения круга около оси, лежащей в его плос­кости и его не пересекающей. Поверхность тора, по первой теореме Гуль­дена, выразится через £ = 2- R . 2тсг = 4тс2 Rr, где г—радиус круга и R — радиус окружности, описанной центром тяжести круга. Объем же тора, по второй теореме Гульдена, выразится через7= 2тс R. кг2 = V R.

Теория пар.
§ 38. Равнодействующая и момент пары. Учение о парах сил было выведено французским ученым Пуансо (1777 — 1859), издавшим в 1803 г. сочинение «Trade elementaire de Statique», в котором с удивительной ясностью и изяществом изложена полная теория пар. Эта теория дала впоследствии (1834 г.) Пуансо возможность ясно и просто решить геоме­трически вопрос об обстоятельствах вращательного движения твердых тел, который аналитически был решен гораздо раньше (1765 г.) Эйлером.
Парою сил называются две равные и параллельные силы, направлен­

ные в противоположные стороны.Так как за точку приложения каждой из сил, составляющих пару, можно принять какую угодно точку, лежащую на направлении силы, то две точки приложения, А и В (фиг. 84), обыкновенно берут так, чтобы соединяющая р вих прямая АВ была перпендикулярна к на- V-----------------правлению сил. Длину перпендикуляра АВ \ называют плечом пары. Плоскость, в которой \ находится папа, называется плоскостью дей- к 
ствия пары. Для краткости пару обыкновенно обозначают или символом (Р, Р'), или же 
(Р — Р), как это делал Пуансо.

Моментом пары сил относительно какой-либо точки ее плоскости назы­
вается произведение какой либо из сил, составляющих пару, на плечо пары, так что момент М пары (Р, Р') выражается через Р . d, где d = АВ есть плечо пары. Моменту пары приписывают знак положительный или отрицательныйг), смотря по тому, в какую сторону пара стремится вращать свое плечо. Если она стремится вращать его по направлению движения часовой стрелки, то момент считается положительным; если в обратном направлении, то отрицательнымЕсли мы соединим точку В с Р, то нетрудно видеть, что момент пары равен двойной площади треугольника АВР, т.-е. треугольника, имею­щего своей вершиной точку приложения одной силы, а основанием другую силу.

\ 

р

Фиг. 84.

’) Подстрочное примечание к § 10 имеет силу и относительно момента пары.



76 —Обратимся теперь к геометрическому представлению момента пары. Положим, что пара находится где - нибудь в пространстве; для получения вектора, изображающего момент пары СР, Р'), условились восставлять к плоскости пары перпендикуляр, называемый осью пары, и откладывать на нем в каких-нибудь единицах абсолютную величину момента М пары (как известно, ЛГ = Pd). При этом поступают так: берут плоскость пары, проводят ось ее обыкновенно через середину плеча и на этой оси откладывают величину момента, но в такую сторону от плоскости, чтобы наблю­датель, смотря с конца вектора на основание оси, видел пару вращающейся по направлению видимого движения солнца. Поэтому на первом ' чертеже (фиг. 85) 

Фиг. 85.

момент надо отло­жить на оси над плос­костью, а навтором— под плоскостью. Итак, момент пары изображают векто­ром, представляющим абсолютную величину пары, т.-е. отрезком 
L = Р .d, отложен­ным на оси пары, и притом в известном, для каждого данного случая определенном,, / направлении.Пары не могут быть заменены одной силой. Это свойство их может быть доказано вполне строго, и существует несколько доказательств этого предложения, из которых мы рассмотрим два ниже приводимых.Между прочим, наглядным примером того, что пара не имеет равнодей­ствующей, может служить следующее наблюдение:

Положим, что мы имеем стол А (фиг. 86). Приложим в точках С и D его равные силы f и Д направленные по параллельным ребрам стола ЕС и BD, но в прямо-противоположные стороны. Если теперь поставить стол 



— 77 —на гладкую поверхность, то на столе невозможно найти ни одной точки, прилагая к которой любую горизонтальную силу F (например, силу действия руки), мы могли бы уравновесить действие двух наших сил /’и f,— как бы ни была велика приложенная нами сила F, стол будет попрежнему вращаться под действием сил f и f'.Теорема. Пара не имеет равнодействующей.Доказательство I. Предположим, что силы Р и Р' (фиг. 87) неравны между собою, и пусть Р'>Р; тогда, слагая их, получим некоторую равно­действующую й, равную Р7 — Р, точка приложения, которой определяется из пропорции:
R : Р = d : ж,. где х обозначает расстояние ВС точки приложения равнодействующей от точки приложения силы Р'. Из этой пропорции получаем:
_ Р-_А — р-d

х — R ~ Р'~РПоложим теперь, что силы Р7 и Р стре­мятся к равенству; тогда в пределе:
R= Р — Р = 0и

Р. d
X = = GO.

Р'

Фиг. 87.Таким образом, мы видим что, когда силы Р и Р' обращаются в пару, то точка приложения равнодействующей удаляется в бесконечность, а следо­вательно, пара равнодействующей не. имеет.

сил R' и Р', — силу F. Эта сила F пары Р, так как, в случае пересечения

Доказательство II. Положим, имеем пару (Р, Р') (фиг. 88) и допустим, что она имеет равно­действующую R. лежащую в пло­скости пары. Если возьмем эту равнодействующую в прямо-про­тивоположную сторону, то, на основании начал статики, получим уравновешивающую R7. Эта сила или будет пересекать направление сил пары (фиг. 88) или же будет ему параллельна (фиг. 89). В том и в другом случае силу R' можно сложить с одной из сил пары, например, с Р'. Получим, таким образом, равнодействующую не будет уничтожать друюй силы силы R1 с Р', сила F должна также



— 78 —пересечь направление сила _Р; если же R' параллельна первой силе пары Р', 
то F не равна второй силе пары Р (для уничтожения же силы Р сила 

F должна быть ей равна А 7 и прямо-противоположно напра­влена). Далее, слагая F со второй силой пары, мы получим некоторую общую равнодей­ствующую силу 7', действую­щую на тело и ничем не уравно­вешиваемую, а в таком случае существование этой равнодей-• ствующей исключает возмож- | R ность существования равновесия.Следовательно, пара равнодей- 
р ствующей не Ймеет.Если теперь допустим, что 

Фиг. 89. равнодействующая R лежит нев плоскости пары, а где-либо в пространстве (фиг. 90) то, сделав две точки этой системы (одну — С, на уравновешивающей R', другую — В, на одной из сил пары) неподвижными, увидим, что две силы, 
R и Р', проходящие через эту неподвиж­ную ось хСВх', будут уничтожаться, а третья сила.? всегда будет вращать это тело около оси хСВх', чего в случае суще­ствования равнодей­ствующей быть не должно и не может. Таким образом, пара не имеет уравнове­шивающей, а следо­вательно, не имеет и равнодействующей.Теорема. Сумма 

моментов сил, соста­
вляющих пару, отно­
сительно всякого центра моментов равняется моменту пары J).Положим, имеем пару (Р, Р') (фиг. 91), действующую на точки А и В, и центр моментов О. Если из центра моментов О проведем перпенди­куляр к направлению сил пары (пересечение будет, положим, в точках А' и В')

9 Теорема доказана здесь для центра моментов, лежащего в плоскости пары, по 
она имеет силу и для как угодно расположенного центра моментов. В последнем случае 
сумму нужно взять геометрическую.
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I — 79 — •и обозначим расстояние ОВ' через b и ОА' через а, то, взяв моменты сил 
Р и Р' относительно центра О,II' ‘

т (Р) = Р. а,

т (Р) = — Р . Ь\

Р

А'

6—

Фиг. 91.

--и —

на какую-либо ось равняется

следовательно, ! w (Р) ч- т (Р) = Р . а — Р .Ъ = 
। — — Р (Ь — а) = — Р . d. ОЗнак момента сил получился/ здесь отрицательный потому, что £ 9 пара (Р,Р') производит вращение против часовой стрелки.Теорема. Проекция момента п

алгебраической сумме, моментов сил, составляющих пару, относительно 
той-же оси.Положим, что дана расположенная как-нибудь в пространстве пара сил (Р, Р') (фиг. 92) z и некоторая ось моментов Oz. Проведем какую-нибудь плоскость N, перпендику­лярную к этой оси Oz. Теперь строим момент дан­ной пары, для чего опре­деляем двойную пло­щадь треугольника АВС и полученную величину в каких нибудь единицах откладываем на перпенди­куляре к плоскости пары (Р, Р'), восстановленном из середины G плеча АВ. Пусть этот момент изобра­зится вектором GL, — назовем его через т. Обо­значив угол вектора GL с осью Oz через у, получим, что проекция момента т на ось Oz выра­зится через т . cos у, и нам нужно доказать, что эта проекция момента т, т.-е4 «г. cos у, равняется моменту силы Р, взятомуотносительно оси Oz, плюс момент силы Р', взятый относительно той же оси. Чтобы найти эти моменты, спроектируем силы Р и Р' на плоскость N



— 80 —и обозначим через р проекцию силы Р, а через р' — проекцию силы 7''; тогда эти моменты выразятся так:
mt (Р) = — р . Ое, 

mt (Р) = р . Of = р . Of.Складывая эти выражения, получим:
mz (Р) -+- mt (Р1) — р (Of — Ое) = р . ef.Но р . ef есть двойная площадь треугольника abc, который, вообще говоря, не прямоуголен; таким образом:

mz (Р) -+- (Р'у = 2 площ. A abc.Но площадь треугольника abc равняется площади треугольника АВС, помноженной на косинус угла между плоскостью пары и плоскостью N , а этот угол равен углу между перпендикулярами к этим плоскостям, т. е. нашему углу у; кроме того, двойная площадь треугольника АВС равна т, а потому
mt (Р) -ь (Р') — m . cos у, что и требовалось доказать.Если бы ось Oz была перпендикулярна к плоскости пары, то мы имели бы cos J = 1 и mz (Р) -ь mt (Р') = т,что дало бы нам предыдущую теорему о сумме моментов сил пары отно­сительно центра, лежащего в плоскости пары (стр. 7б).

§ 39. Эквивалентность пар. Две пары, производящие одинаковое действие, называются эквивалентными.
Теорема I. Пару сил, 

не изменяя ее действия 
на тело, можно переме­
щать параллельно самой 
себе.Для доказательства возьмем прямую А'В' (фаг. 93), равную и параллель­ную плечу АВ данной пары, и приложим в точ­ках А' и В' ее по две взаимно уравновешенных силы Р" и Р'", Plv и Pv , которые равны и парал­лельны силам Р и Р'. Ясно, что от прибавления этих четырех сил в дей­ствии данной пары ника­кого изменения не произой­дет. Построим на плечах



— 81 —АВ и A'B' параллелограм и проведем диагонали его АВ' и А'В. Складывая силы Р' и Р"', получаем их равнодействующую (Р' -+- Р'"), равную 2Р и приложенную к точке О пересечения диагоналей А’В и АВ'. Потом, скла­дывая силы Р и Plv, получаем опять равнодействующую, равную 2Р, при­ложенную в той же точке О, но направленную в противоположную сторону. Таким образом, получим две равные силы, действующие на одну точку и направленные в противоположные стороны; очевидно, что эти силы взаимно уничтожаются, и от всей системы сил остаются две силы, Р" и Рг, соста­вляющие пару (Р", Рг), равную паре (Р, Р'), по перенесенную в другое Шесто, параллельно самой себе.Теорема II. Пару сил, не изменяя ее действия, можно повернуть 
в ее плоскости около любой точки плоскости.Пусть дана пара (Р, Р') (фиг. 94) с плечом АВ — d, которую желают поместить так, чтобы плечо АВ заняло поло­жение DC. Прилагаем к точкам D и С силы Р2, Р3, Р4, Р5, равные Р и направленные, как указано на чертеже. Так как эти силы попарно взаимно уничтожаются, то прибавление их действия пары (Р, Pz) не изменит. Продолжаем направле­ние сил Р, Р' и Р3, Р*  до пересечения их между собою. Получим параллелограм EFHG, который будет ромбом, потому что A. EFN = A EMG, — оба имеют равные катеты: EN = = ЕМ = d, и равные углы: ^EFN =^EGM.Следовательно,EG = EF = GH = FII,и фигура EFIIG есть ромб. Переносим теперь точки приложения сил Р и Р4 в точку Н, и точки приложения сил Р и Р3 в точку Е. Складывая перенесенные силы, получим равнодействующие R' и Р, которые будут, прежде всего, равны и параллельны, ибо получились от сложения равных и параллельных сил. Кроме того, как это легко видеть, направления сил R и R' будут делить углы при вершинах Е и II ромба пополам, потому что они получаются от сложения равных сил Р, Р.3 и Р', Рк\ а так как диагональ ромба делит углы при его вершинах пополам, то силы R и R', как делящие углы Е и II пополам, будут направлены по диагонали ЕН и, значит, вза­имно уничтожаются. У нас остались, таким образом, силы Р2 и Р5, которые составляют пару (Р2, Р5), эквивалентную данной паре (Р, Р"), что и тре­бовалось доказать.

Жуковский И. К. Теоретическая механика. 6



— 82 —Теорема III. Пару, не изменяя ее действия, можно заменить другой 
парой с другим плечом и другими силами, но с тем. же моментом.V' т

Фиг. 95.

Возьмем пару (Р, Р') (фиг. 95) и изменим ее так, чтобы она состояла из сил Q, меньших Р. Разлагаем силу Р' на две силы: одну Q, а другую (Р1 — Q), при чем силу (Р' — Q) прикладываем с к точке А. При этом разложении будет иметь место пропорция:
’ Q Q _ P'-Q _ Р

АВ ~’ ВС — АС’Силы Р и (Р' —.0, дей­ствующие на одну7 точку А, скла­дываем и находим их равнодей­ствующую, равную:
Р - (7х - Q) = Р - Р’ -+- Q = Q = Q'; ч»у нас получится сила Q', направленная кверху. Значит, вместо прежней пары (Р, Р') останется теперь новая пара (Q, Q'). Если обратимся к пред- идущей пропорции, то увидим, чтоР’ . АВ = Q . АС;но Р'. АВ есть момент пары (Р, Р'), a Q. АС есть момент пары (Q, Q’). Таким образом мы изменили величину плеча и сил, но момент пары оста­вили тем же, и действие пары от этого не изменилось.Теорема IV. Две пары эквивалентны, если моменты их геометри­

чески равны, параллельны и направлены в одну сторону.Так как моменты пар, по усло­вию, параллельны, то плоскости пар также должны быть параллельны. Поло­жим, таким образом, что в парал­лельных плоскостях М и N (фиг. 96) находятся две пары (Р, Р') с плечом АВ и (Q, Q') с плечом CD. Так как моменты этих пар по условию равны, то АВ = Q . CD.Поворачиваем пару ((>, Q') около точки О, лежащей на плече CD. так, чтобы C'D', — новое положение плеча CD, — сделалось параллельным АВ. Полученную пару (Q", Q'") изменим Фиг. 96.так, чтобы плечо новой пары былоравно плечу АВ, но момент пары при этом пе изменился бы. Сделав это, получим новую пару (R, R') с плечом EF = АВ. Так как моменты пар



— 83 --R, R') и (P, P') равны, то R . EF = P . AB, откуда P = R-, следова­тельно, пара (R, R') равна и параллельна паре (Р, Р'). На основании первой ,теоремы об эквивалентности пар, пару (R, R') мы можем теперь перенести в положение (Р, Р'), в котором эквивалентность пар (R, R') и (Р, Р') очевидна, а следовательно, пары (Р. Р') и (Q, Q') также эквива­лентны.Из изложенных теорем следует, что действие пары вполне характери­
зуется ее моментом.,

§ 40. Сложение пар. Сложить несколько пар значит заменить их одною равнодействующею парой, а разложить пару значит одну пару заменить несколькими парами, производящими то же самое действие.Рассмотрим сначала простейший случай, когда плоскости пар параллельны. Если плоскости пар параллельны, то все пары можно пере­нести в одну плоскость (на основании первой теоремы об эквивалентности пар). Положим, что плоскость, в которую переносим все пары, будет пло­скостью чертежа. Далее, все пары можно изменить так, что все они будут иметь одно плечо.Положим, что нам даны три некоторые пары, которые, после изменения их, обратились в пары (Р, Р'), (Q, Q') и (8, S'), имеющие общее плечо АВ (фиг. 97). Сложим силы, дей­ствующие на точку А; получаем равнодей- ( р ствующую R, равную Р -t- Q — 8. Складывая точно так же силы, действующие на точку В, полу­чим равнодействующую R', равную Р' -+- Q' — S'. А' ~ Очевидно, что R = R', и потому мы полу­чаем пару (R, R'), которая и будет равнодей­ствующей парой. Определим ее момент. Он будет равен R . d> где d есть плечо пары АВ. Имеем: 
т (R, R') =-- R . d = (Р г Q—S).d=P.d-\- 
-i-Q .d — S.d = m(P, Р')+т (Q, Q') — т (8, S'). Фиг. 97.Это показывает, что момент равнодействующей пары равняется алгебраи­ческой сумме моментов слагаемых пар; отсюда:Теорема. Несколько пар, лежащих в параллельных плоскостях, можно 
заменить одной парой, момент которой равен алгебраической сумме момен­
тов этих пар.Слова «алгебраической сумме» показывают, что моменты надо брать с соответствующими знаками.Чтобы представить пример на сложение пар, когда плоскости их парал­лельны или когда пары находятся в одной плоскости, решим следующую задачу (фиг. 98). , Даны пары: плечо первой = 2 т, а сила = 5 ку, плечо второй пары == 4 т, а сила = 2 ку, плечо третьей = 3 т, а сила = 3 ку, у четвертой плечо 5 т, сила = 20 ку, притом первая, вторая и третья пары врашают тело по направлению, обратному часовой стрелке, а чет­вертая — по' часовой стрелке. Определить равнодействующую пару.

б*



— 84 —На основании предыдущей теоремы имеем: момент равнодействующей пары равен алгебраической сумме моментов слагаемых пар; так что, принимая во внимание, что моменты первых трех пар отрицательны, можно написать: ш (7?,R') = — (5 . 2) — (2 . 4) — (3 . 3) ч- (20 . 5) = — 27 ч- 100 = 73 kgvi.Самую же пару (R, 7?') можно представить себе составленной как угодно разнообразно: можно поло­жить плечо равным, например, 1 т, а силу = 73 кд, или так.: плечо = = 4 т, а силу = 18,25 кд, и т. д.Итак, момент пары определяется двумя факторами: длиной плеча и величиной силы, на этом плече дей­ствующей, так что моменты пар приходится измерять особыми слож­ными единицами, составляемыми из тех или других единиц длины и веса. Таким образом, если силы выражены в кд, а плечи — в т, то моменты будут выражены в кдт — килограм­мометрах. Подобно этому, встре­чаются пудофуты и др. Понятно, что численно один и тот же момент может выразиться различно, в зави­симости от того, какие единицы длины и веса выбраны нами.Если плоскости пар пересекаются, то для сложения пар их изме­няют так, чтобы плечи их были равны и совпали бы между собою на линии пересечения плоскостей. После такого изменения данных пар их можно представить, как ука­зано на фиг. 99. Здесь N есть плоскость пары (Р, Р"), и М—пло­скость пары (Q, Q'), а АВ есть общее плечо обоих пар. Мы видим, что в точке А действуют силы Р и Q, а в В — силы Р' и Q'. Складывая эти две пары сил, получим две равнодей­ствующие R и R', КОТО- фиг. 99.рые будут равны, парал­лельны и прямопротивоположны, так как произошли от сложения равных и прямопротивоположных сил. Это показывает, что результатом сложения двух данных пар явилась третья новая пара (R. R').Посмотрим, какая связь существует между моментом этой новой равно­действующей пары (К, R") и моментами составляющих пцр (Р, Р') и (Q, Q').



— 85 —Построим для этого моменты всех этих пар. Момент пары (Р, Р') получится, когда мы в произвольной точке О плеча АВ восставим перпен­дикуляр к. плоскости N пары и отложим на нем в некоторых единицах момейт пары (.Р, Р'), т.-е. Р . АВ, — иначе Р . с/, где через d обозначено АВ. Сделав это, получим вектор OD, равный Р . d. Моменты пар (Q, Q1) и (В, R') выразятся векторами
т (Q, Q>) = ОС = Q . АВ = Q . d, 
т (R, R') — ОЕ = R . АВ = R .d.Соединим точку Е с С и I) и докажем, что четыреугольнпк ОСЕВ есть параллелограм.Прежде всего замечаем, что в треугольниках EOI) и RAP углы ЕО1) и RAP между собою равны, как линейные углы одного и того же двугранного угла, образованного плоскостью N и плоскостью пары (Р, Р') (угол RAP будет линейным потому, что направления сил Р и Р перпендикулярны к линии пересечения плоскостей АВ). Кроме того, имеем соотношения:OD : ОЕ = (Р . d) : (Р . d) = Р : Р = АР : AR.Следовательно, треугольники EOD и RAP имеют по равному углу, заключенному между пропорциональными сторонами. Такие треугольники, как это известно из геометрии, подобны.Совершенно такими же рассуждениями можно установить далее подобие треугольников ЕОС и AQR.Из геометрии известно, что два четырехугольника, составленные из подобных треугольников, подобны, и потому четырехугольник OCED подобен четырехугольнику AQRP, а так как AQRP — параллелограм, то и четырех­угольник OCED также параллелограм, а вектор ОЕ будет в нем диаго­налью.Таким образом, мы доказали, что момент равнодействующей пары 

выражается диагональю параллелограма, построенного на моментах слагае­
мых пар.В частном случае, когда плоскости пар параллельны, диагональ равна сумме или разности моментов слагаемых пар. Если имеем несколько пар,плоскости которых пересекаются, и желаем их сложить, то сначала склады­ваем первые две пары, полученную равнодействующую пару складываем с третьей парой и т. д., и, наконец, получим общую равнодействующую, момент которой будет замыкающей стороной многоугольника, остальные стороны которого равны и параллельны моментам слагаемых пар. Если имеем три пары, то сложение их моментов может производиться по правилу парал­лелепипеда.Все сказанное о разложении одной силы на несколько сил, относится и к разложению одного момента пары на несколько. Например, имеем пару Фиг. 100.



— 86 —с моментом OL (фиг. 100). Построив параллелепипед на осях координат, в котором OL была бы диагональю, увидим, что пара, момент которой есть OL, разложится на три пары с моментами OL*,  OLy и OL,. Понятно, что в прямоугольных координатах пара, момент которой есть OLX, лежит в пло­скости yz; пара, момент которой есть OLy, лежит в плоскости zx: и, наконец, пара с моментом OL. лежит в плоскости ху.
§ 41. Общие теоремы о сложении сил. Эти теоремы мы изложим, основываясь на следующей лемме:
Не меняя ничего в отношении данного тела к другим, его окружаю­

щим, точку приложения силы, действующей на;' данное тело, можно 
перенести во всякое другое место тела, прибавляя лишь приятом к телу
еще некоторую пару.

Фиг. 101.

Положим, что на тело действует некоторая сила Р (фиг. 101), при­ложенная к точке А. Требуется, не меняя ничего в отношении данного тела к другим, его окружающим, перенести эту силу таким образом, чтобы точка приложения ее оказалась в В. Прикладываем в точке В две силы, Р' и Р", равные и параллель ­ные силе Р и направленные в прямо­противоположные стороны. Тогда увидим, что силы Р и Р" составят , пару (Р, Р"), и, кроме нее, на тело 
\ Рп будет действовать еще сила Р', рав­ная прежней силе Р.Итак, точку приложения силыР можно перенести в любую другуюточку В, присоединяя еще пару, момент которой равен двойной площади треугольника АВР, т.-е. треугольника, имеющего вершину в новой точке приложения силы, а основанием — самую силу Р,— и тело после этого переноса будет вести себя совершенно так же, как оно вело себя до переноса.Теорема I. Всякую систему 

сил можно заменить одной силой, 
проходящей через данную точку 
приложения, и одной парой.Положим, что мы имеем в про­странстве несколько сил: Р, Q и S, точки приложения которых пусть лежат в А, В и С (фиг. 102). Возьмем произвольную точку О, перенесем в нее все силы (на основании предыдущей леммы) и сложим все эти силы по правилу многоугольника; получим равнодей­ствующую Pi. Но при перенесении силы Р в точку О, мы должны 



— 87 —прибавить пару (Р. Р'); вектор, изображающий момент ее Z15 получим, вос­ставив перпендикуляр в произвольной точке плоскости АРО и отложив на нем длину, пропорциональную площади треугольника АОР, так, чтобы наблю­датель,'смотрящий с конца полученного вектора на его основание, видел пару вращающеюся по солнцу. Таким же образом получим векторы, изображающие моменты Z2 и Z3 пар, которые получаются от перенесения сил 
Q и 5 в точку О. Слагая эти векторы, получим вектор, дающий момент L равнодействующей пары. Проведя плоскость, перпендикулярную к этому вектору Д получим возможность построить в этой плоскости самую равно­действующую пару. Таким образом, оказывается, что всякую систему сил можно заменить одной силой, приложенной в данной точке, и одной парой.Теорема II. Всякую систему сил можно заменить двумя силами, из 
которых одна имеет данную точку приложения и данное направление.Положим, что мы желаем заменить данную систему сил двумя силами, из которых одна имеет точку приложения О (фиг. 103) и направление Ох. Заменяем всю систему сил силою В, проходящею через данную точку О и парой (Р, Р'), плоскость которой N можно принять проходящею через ту же точку. Проводим через направление R и Ох плоскость, которая пересечет плоскость N, положим, по линии уу. Повертывая пару (Р, Р') в плоскости N так, чтобы сила Р приняла напра­вление Оу, получим пару (<2,<29- Затем, проведя из А линию АВ парал­лельно Оу и, далее, ВС параллельно ОА, полу­чим на Оу отрезок ОС. Наконец, изменяем па- РУ Q') так, чтобы сила Q переменилась в получили, что на точку что фигура О АВС есть параллелограм, получим равнодействующую 5 и. кроме того, у нас остается еще сила Q"'. Таким образом, всю систему сил мы заменили двумя силами, из которых одна, S, имеет данное направление и данную точку приложения.Доказанное справедливо для какой-угодно системы сил.Теорема III. Всякую систему сил можно заменить силой и парой, 
момент которой направлен по силе; призтом момент пары будет иметь 
наименьшую величину.Положим, что на основании предыдущих теорем мы привели всю данную систему к одной силе R (фиг. 104), проходящей через точку А, и к паре, момент которой изображается вектором L = АМ. Разлагаем этот вектор на два так, чтобы один из них, АК, был направлен по силе R, а другой, AN,—перпендикулярно к силе R. Поворачиваем теперь пару с моментом 

Фиг. юз.

Q"\ тогда получим новую пару (()," Q'"). Теперь мы О действуют силы R и Q". Складывая их и помня,



— 88 —AN так, чтобы одна из сил этой пары имела направление, прямопротиво­положное JR. Изменив затем плечо полученной пары так, чтобы силы, соста­вляющие эту пару, были равны R, получим новую пару (R, R") с плечомАВ. Равные силы R и 
R', действующие на точку А в прямопротивополож­ные стороны, уничтожа­ются, и у нас остается сила R", равная R, и пара, момент которой, АК, можно перенести в R"B; точку же приложения силы 
R" можно переносить в лю­бое место оси zz', — она называется осью данной системы сил. Таким образом, первая часть тео­ремы о замене системы силоюи парою, момент которой направлен по силе, доказана.Теперь докажем, что полученная таким образом пара будет иметь наи­меньший момент. Положим, что вся система сил приведена к одной силе R". (фиг. 105) и к паре момент который, равный ВК', направлен по этой же силе R". Перенесем точку приложения силы R" из В в А, руководствуясь при этом ранее изложен­ными правилами. Получим тогда силу R п пару 

(R', R"), при чем все эти силы будут лежать в одной плоскости S; вектор, изо­бражающий момент пары 
R"), пусть будет AN, при чем он будет пер­пендикулярен к плоскости S. Но. кроме этого век­тора AN, у нас есть еще вектор ВК', дающий собою момент заданной уже нам пары. Так как выбор точки, из которой имеет быть восставлен вектор, всецело зависит от нас, то мы и выбираем для этого вектора ВК' новое основание, — точку А.И тогда в точке А окажутся сошедшимися два вектора, AN п АК. Скла­дывая их геометрически, по правилу параллелограма, получим вектор АМ новой, равнодействующей пары. Но из треугольника АМК имеем АМ>АК 



— 89 —(гипотенуза больше катета). Поэтому эта новая равнодействующая пара имеет момент больше первого, и это будет иметь место для всякой точки А.Итак, пара, момент которой направлен по силе, будет иметь наи­меньший момент. Теорема эта принадлежит французскому ученому Пуансо.Вышеприведенные теоремы дают возможность установить признак существования равнодействующей силы, заключающийся в следующем:
Д^я тою, чтобы система сил имела равнодействующую, необходимо 

и достаточно, чтобы, по приведении всей этой системы к силе и паре, мы полу­
чили силу, лежащую в плоскости пары или ей параллельную, — иначе, чтобы 
вектор, изображающий момент пары, и сила были взаимно перпендикулярны.Обнаружим сначала необходимость этого признака, т.-е., докажем, что при существовании равнодействующей условия теоремы всегда удовлетво­ряются. Положим, что система сил имеет равнодействующую R (фиг. 106), проходящую через точку А и лежащую в плоскости чертежа. Перенесем эту силу R в произвольную точку той же плоскости В. Тогда получим силу В!, равную и параллельную силе В и пару (В, В"), при нем вся эта система сил лежит в одной и той же плоскости. Заменяя пару (В, В"), какой- либо другой парой (Q, Q') с тем же самым моментом, мы должны будем плоскость последней непременно сохранять параллельной плоскости первоначальной пары (В, В"), а, следовательно, параллельной равнодействующей силе В: отсюда приходим к заключению, что полученная система сил всегда будет удовлетворять указанному признаку.

Фиг. гос. 'Риг. 107.Докажем теперь достаточность признака, т.-е., что при существовании его равнодействующая • будет существовать всегда. Пусть вся система сил привелась к силе В (фиг. 107) и к паре (Р, Р'\ плоскость N которой проходит*  через силу В. (Если бы плоскость пары была параллельна силе, то ее можно было бы перенести так, чтобы она проходила через силу В). Изменяем плечо пары (В, В') так, чтобы силы ее стали равны В. Получим, таким образом, пару (В', В"): затем, соответственно ее поворачивая, поместим ее так, чтобы сила В' прошла через точку А и направилась в сторону, обратную силе В. Тогда силы В и В’, как равные и взаимпопротивопо-



• — 90 —ложные, уничтожаются и у нас остается только одна сила В", равная и параллельная прежней, В,—она и будет равнодействующей. Следовательно,предложение доказано.

Фиг. 108.

Выразим, наконец, в аналитической форме условие существования равнодей­ствующей. Известно, что условие это есть перпендикурярность В и L (фиг. 108), т.-е. косинус угла между В и L должен рав­няться нулю. Выразится это уравнением:cos (й, L) = 0.Заменяя cos (й, Z) через косинусы углов направлений В и L с осями коорди­нат, получим: cos (2?, Z) = cos (В, х) cos (Z. х) ч cos (й, у) cos (Z, у) ч cos (й, z) cos (Z. z) —
_ R*  , R- L~- _B.ae.Ll.-t-Rv.L^-Ri_._L, o

R ' L R ' L R ' L ~ R.LИо по свойствам вопроса В и L конечны; следовательно, условие сво­дится к уравнению:
Вх . Lx-t~ В,. L, ч- й: . Z. = 0.или после подстановок:SX . Z (уУ — гУ) ч- ЕУ. S (zX — xZ) ч- S Z. S (х Y — уХ) 0.Это и есть признак существования равнодействующей силы. Легко заметить, что этот признак выполняется и тогда, когда
ХХ=0, 1У=0, SZ=0,т.-е. когда вся система сил приводится к одной равнодействующей паре. Таким образом, написанное равенство представляет одновременно и признак существования равнодействующей силы, и признак существования равнодей­ствующей пары, что и следовало ожидать, так как случай пары представляет нам случай бесконечно малой силы, бесконечно удаленной.

О равновесии.
§ 42. Условия равновесия свободного тела, когда силы лежат 

в одной плоскости. Примем за плоскость сил плоскость ху (фиг. 109.) Положим, что даны силы Р, Pv Р„.... и точки их приложения A, BJC, ... ... Спрашивается, в каком случае свободное тело, на которое действуют эти силы, будет в равновесии?На основании теорем об эквивалентности сил всю систему заменяем одной силой, проходящей через точку О, и парой. Перенося для этого все силы в точку О и прибавляя соответствующие пары, получим ряд сил Р1, 
Р\, Р'2...., и ряд пар (Р, Р"), (Рг, Р\), (Р„ Р"2),... Складывая все силы 



91 —по правилу многоугольника, получим равнодействующую силу R. Сложив затем алгебраически моменты всех данных пар, получим момент М равно­действующей пары. Но равнодействующая сил, ле­жащих в одной плоскости, равна, как известно, корню квадратному из суммы квадратов проекций всех сил на ось Ох плюс сумма квадратов всех сил на ось Оу, т.-е.
R — -/(^пр*  Р)2 (2пру Р)2Потом складываем все пары. Тогда получим рав­нодействующую пару, мо­мент которой равен Л/,при чем:

М = т (Р, Р") ч- т (Р1? Р"2) ч- т (Р2, Р"2) ч-...Но момент пары (Р, Р") равен двойной площади треугольника AOD. значит, он равен моменту силы Р относительно центра моментов О, т.-е.?n(P, Р")=т(Р), Так же точно находим, что
т Р'\} = т (PJ; т (Р2, Р"2) = т (Р2);...........:следовательно:короче: М — т (Р) ч- т (PJ ч- т (Р2)

М = Ът (JP).Таким образом, все силы приводятся к одной равнодействующей силе
R = ]/(- пр*  Р)2 4- (2’ пру Р)2и к одной равнодействующей паре, момент которой есть:

М — Sm(P).Так как сила никогда не может уравновесить пары (ибо в противном случае вышло бы, что пара, имея уравновешивающую, имеет и равнодействующую, чего быть не может), то необходимо, чтобы при равновесии сила и пара уничтожались каждая отдельно. Но сила только тогда не произ­водит никакого действия на свободное тело, когда она равна нулю. Что касается пары, то она может уничтожаться тогда, когда или плечо ее равно нулю, или когда составляющие ее силы равны нулю. Но и в том и в другом случае, очевидно, момент пары должен быть равен нули'.



— 92 —Таким образом, для равновесия необходимо, чтобы были удовлетво­рены условия: 
R = = 0.(а)

Хт(Р) = 0 . ........................................'............................(£)Но условие (а) требует, чтобы сумма квадратов двух действительных коли­честв была равна нулю, а это требование может быть удовлетворено только тогда, когда каждое из количеств, возводимых в квадрат, есть нуль, т.-е. когда имеем: ^пргР=0, 2цруР = 0.Условие (&) может быть оставлено в том же виде.Итак, для равновесия свободного тела, находящегося под дей­ствием сил, лежащих в одной плоскости, необходимо:1) чтобы сумма проекций сил на ось х равнялась нулю:
2) чтобы сумма проекций сил на ось у равнялась нулю и
3) чтобы алгебраическая сумма моментов всех сил относительно 

начала координат также равнялась нулю.Уравнения равновесия могут быть представлены в виде:
2’пр^Р = 01 
2пр,Р = о
l’m(/J) = 0

................................................................(17)

Заметим, что выведенные уравнения не зависят от положения начала коор­динат, так что для того, чтобы тело осталось в равновесии, эти уравнения необходимо должны удовлетворяться при как угодно расположенных осях координат.Уравнения равновесия можно написать и в аналитической форме, введя в них проекции сил и координаты точек приложения этих сил. Положим, что на тело действуют силы Р, Pt, Р2............... Обозначим проекции этих силотносительно осей так: проекции сил Р, Р15 Р2,............. па ось х через X.X,, Х2............., а проекции тех же сил на ось у — через У, У15 У2...............Координаты точек приложения обозначим соответственно через (х, у), (х„ у,), 
(х2, у2), и т. д. Тогда, припоминая аналитическое выражение момента силы относительно начала координат

т(Р) = уХ — xYи, заменяя пр^Р через X, пр9Р через У, и т. д., представим формулы (17) в виде:
XX = 0, УУ=0, X(yX — xY) = 0 :..........................(18)Заметим, что в большинстве случаев выгоднее пользоваться уравнениями (17), определяя все требуемые величины геометрически из чертежа.

§ 4-3. Равновесие несвободного тела, когда все силы, действующие 
на тело, и все силы сопротивления лежат в одной плоскости. Несво­бодным телом называется тело, которое не может двигаться по всем направлениям, как, например, тело, имеющее одну неподвижную точку, тело, опирающееся на неподвижную поверхность или линию и т. п.



— 93 —На основании четвертого начала статики препятствия, стесняющие сво­боду движения, могут быть заменены силами, прибавив которые к телу, можем затем рассматривать это тело уже, как свободное, находящееся под действием всех сил как данных, так и добавленных сил реакции связей. Если тело имеет неподвижную точку, то к силам, на него действующим, надо прибавить еще силу, проходящую через эту точку. Если тело опирается одною, точкою на поверхность или линию, то нужно прибавить силу сопро­тивления, перпендикулярную к этой поверхности или линии. Если тело своею поверхностью соприкасается с неподвижной точкой другого тела, то надо прибавить силу, перпендикулярную к поверхности первого тела. При­соединив такие силы сопротивления, можно рассматривать тело, как свободное, и написать для него условия равновесия, уже как бы для тела свободного. Давления тела на препятствия, стесняющие движения, будут прямо противоположны силам воздействия этих препятствий на тело,— по закону действия равного противодействию.Решим для примера несколько задач.Задача I. Дан стержень АО (фиг. ПО), опирающийся на цилиндр и на плоскость пола. Определить давление в точках О и В и силу Т, удер­живающую стержень в равновесии.' Обозначим силу тяжести стержня через 
G, силу сопротивления пола стержню в точке О через 7V, а силу сопро­тивления цилиндра — через N'. Длина стер­жня О А пусть равна 2 а; пусть СВ = г есть ра­диус цилиндра; угол наклонения стержня к полу равен ср, а гори­зонтальная сила, удер­живающая стержень в равновесии, равна Т. Примем точку О за на­чало координат, а лини дикулярную к ОС в точке О.Составим уравнения равновесия сил G, N, N1 и Т. Для этого опре­деляем проекции всех сил на оси Ох и Оу и составляем суммы проекций сил на эти оси. Берем сумму проекций всех сил Р на ось Ох, т.-е. ^прхР. Имеем: прД = 0, npTjV = О,прД' — — 71 и пр JV' = JV' sin ср,где npx2V' получается из Д BML, в котором угол BLM — ср. Сумма проекций этих сил на ось Ох должна быть равна нулю; следовательно, должно суще­ствовать соотношение:

— Т -+- N1 sin ср = 0..................................................................(с)

Фиг. по.СО за ось х\ за ось у примем линию Оу, перпен-



— 94 —Составим сумму проекций всех сил Р на ось Оу, т.-е. 2 пр, Р, имеем: пру(т == — G, upyN = N, пр,Г = 0 и пр,А^' = N' coscp.Уравнение 2пр, Р = 0 представится в следующем виде:
— G ч- N ч- N' cos ср — 0...........................................................(d)Далее, сумма моментов относительно точки О должна быть равна нулю, т.-е. должно удовлетворяться условие 2ж(Р) = 0. Так как:

т (G) — G . a cos ср, иг (Л”) = О,
т(Т) = О, = iV'rctgcp,то оно сведется к уравнению:
— G. a cos tp -ь N'. г ctg ср = 0.......................................................(е)Из уравнения (с), (d) и (е) определим N’, N и Т. Из уравнения (е) имеем:

G . a cos (р__  G . а
I- ctg <р г sin ср. 4Подставляя величину Л7 в уравнение (с), найдем выражение для Т:

2 = —- sin2 ср,а N найдем из уравнения (а'):
N = G ГГ sin ср cos ср. '(^

‘Задача II. Пусть дана палочка АВ (фиг. 111), длина которой = 2 а; она опирается одним концом, А, на горизонтальную плоскость, а другим, В,

Фиг. ш.

на вертикальную стену, при чем удерживается в данном положени натяжением нити ОЕ. Определить давления в точках А и В и натя­жение нити.На данную палочку будут действовать: 1) горизонтальная сила 
N1 — сопротивления в точке В;2) сила G — вес палочки, приложен­ный в середине ее (AD = DB — а);3) сила Т — натяжения нити, кото­рою точка Е палочки АВ соединена с точкой О, и 4) N — вертикаль­ная сила реакции в точке А.Углы наклонения палочки и нити, ср и 0, даны.На основании сказанного о несвободном теле, сопротивление N будет перпендикулярно к плоскости пола, точно так же, как сила 2V' будет перпен­



— 95 —дикулярна к стене. Если к силе G прибавить эти силы, т.-е. У и А”, и силу натяжения нити Т, то палочку можно будет разсматривать, как сво­бодное тело, и тогда для него можно будет написать уравнения равновесия:
" 2 пр, Р = О,^пр„ Р — О, 

2 т (Р) = 0.Определим сначала, чему равна сумма проекций всех сил на ось Ох. Имеем: пр, А — 0; wpxG = 0;пр,Т= —TcosO; npxN'= N'.Мы получим, таким образом, уравнение:
N' _ ycosO = 0..................................................................... (/■)Также найдем, что сумма проекций всех сил на ось Оу будет (— G-t-N— TsinO), и соответствующее уравнение напишется в виде:

— G ч- А — Т sin 0 — 0........................'...............................(/7)Теперь определим сумму моментов всех сил, Еж(Р), относительно начала координат. Имеем: ж(А) =. — А. 2а cosср, 
m(N') — У .2а sin ср, 
m(G) = G. a cos ср, ш(.Т) =0.Следовательно, уравнение моментов всех действующих сил выразится так:— JV. 2а cos ср ч- N1. 2а sin.cp ч- G. a cos ср — О, пли — 2N cos ср ч- 2N' sin ср 4- G cos ср = 0............................................. (Л)Определим Л’ и Л’' из уравнений (f) и ^):A' = Zcos8 ........................................................................... (Л)

N =£-4-Psin0.......................................................................(ZВставив полученные величины в уравнение моментов (Л), получим:
— 2G cos ср — 2Tsin 0 cos ср 4- 2Tcos 0 sin ср ч- G cos ср — О, или 2 T(cos 0 sin ср — sin 0 cos <p) = G cos <p, или 2 T sin (cp — 0) = G cos <p, откуда, наконец, 

rp__ G cos v
1 ~ ~~ 2 sin (q - G) ’



— 96После чего для N и N1 получим выражения:
Д7-/   COS <Р COS 9

2 sin ($> — 0) ’
, (?cos®sin0

Составим суммы проекций всех сил на осинулю. Находим:

Задача III. Стержень ОА (фиг. 112) длиною в 2а опи­рается концом О на горизон­тальный пол и поддерживается в равновесии двумя подпор­ками В и С," из которых пер­вая расположена сверху, а вто­рая снизу. Определить давление стержня на пол и подпорки, если вес его равен G, угол наклона стержня к полу равен я, а расстояние между подпор­ками В и С равно Ь.Возьмем начало координат в точке О, ось Оу вертикально, а ось Ох — горизонтально. Ох и Оу и приравняем их
N1 sin а — N" sin а — 0, . .

N — N1 cos а ч- N" cos а — G = О . (ж)• (w)Далее приравниваем динат, т.-е. пишем: нулю сумму всех моментов относительно начала коор-
Находим: -+- ж (АГ) -+- ж(ЛГ') -+- ж (Я) = 0.ж(_У) = 0; ж (АГ) = АГ. ОБ; 

m(N") = —N". ОС; m(G) = G.acos а;следовательно, уравнение с моментами выразится в виде: 
N’. ОВ — N". ОС -+- G. a cos а = 0.(р)Из уравнения (ж), сокращая на sin я, который отличен от нуля, получим: 

N' = N".Зная это, находим из уравнения (w):
N = G.Вынося в уравнении Q?) N' за скобку, получим:АТ'(ОВ — ОС) -+■ G. a cos я = О, или — Л’'. Ъ -+- G. a cos я — 0, откуда = Аг// = & • а cos а .



— 97 —Задача IF. Имеется плоскость ОВ (фиг. ИЗ), наклоненная под углом 120° к горизонтальному полу. На эту плоскость и пол опирается стержень АВ, наклоненный под углом 30° к гори­зонту и удерживаемый нитью ОС, накло­ненной тоже под углом 30°. Опреде­лить силу А и . В если вес давления стержня в точках и силу натяжения нити Т, стержня равен G, а длина его 2 а.Пусть в точках А и В силы сопро­тивления пола и стены будут N и N'. Примем точку О за начало координат, линию ОА за направление оси Ох; тогда ось Оу будет перпендикулярна к АО в точке О.Мы имели следующие общие ура­внения равновесия:SX = 0, ГУ = 0, Фиг. 143.

жК) = О,где SX и 2У суть суммы проекций сил па оси Ох и Оу, S(yX — xY) суть сумма моментов действующих сил относительно начала координат. Составим теперь уравнения равновесия для силы G и сил сопротивления N, N' и Т.Для этого сначала определим проекции всех сил на оси Ох и Оу и координаты их точек приложения. Имеем, прежде всего,1) пря(т —^0, npyG^ = — G.Для нахождения координат точки D приложения Силы G, соединяем О с D тогда, принимая во внимание, что треугольник АОВ — равнобедренный, иб; углы А и В оба равны 30°, из прямоугольного треугольника AOD имеемDA = OAcos30°.Ио DA = a, a cos 30° = ;поэтому
Координаты точки I) будут:'жд = 0Е, ^ = Е1).
Координата ОЕ = ОА — ЕА; но ОА отрезок же Е А, как катетпрямоугольного треугольника EAD, равняется гипотенузе, умноженной на косинус прилежащего угла, т.-е.BA=DA.cos 30= = ^-3.

Жуковский И. Е. Теоретическая механика.



— 98 —Заменив ОА и ЕА их выражениями, получим:
ли _ „ _ 2а ау з _ 4«-3« _ а 

D У 3 2 2/3 2 У 3 'Координата yD = ED найдется подобным же образом, как катет треуголь­ника AED: ED = yD = AD . sin 30° = а . = -J-.
2) Проекция силы N на ось Ох, в виду их взаимной перпендикуляр­ности, равна нулю: проекция же ее на ось Оу, в виду их параллельности, равняется самой силе JV, т.-е.прхЛ7 — 0, пруЛг = N.Точка А приложения силы N, как лежащая на оси Ох, будет иметь коор­динату хА, равную ОА, а уА будет равняться нулю. Таким образом, коорди­наты точки А будут:

»л = о.

3) Проекции силы N' на оси координат найдем из треугольника BKF: проекция на ось Ох будет равняться В К, а на ось Оу — будет KF. Найдем их величины: ВК = Л7 cos 30° =
KF = 2V'sin30° =так что прх 2V'== —, пруА’' = Д .

Координаты точки В будут:/ х = _ ВК', у = ОК'. в ’ J в .Величины их найдутся, как катеты прямоугольника О В К'. Имеем:
х — — ВК' — — OB. sin ВОК'• вно ОВ = О А = х , как стороны равнобедренного треугольника, а потому

Из того же треугольника имеем:
у = О К' = OB. cos ВОК' = ~ cos 30° = . -О- = а.

■ уз } 3 -



— 99 —4) Наконец, проекции силы Т на оси координат будут: пр,Т = — PL = — TeosCPL = — Teos 30° = - Т. ,пру Т = — CL = — Tsin CPL = — Tsin 30° = —.Координаты точки С,—точки приложения силы Т, — будут: sc=OS, ^ = CS.Из ряда прямоугольных треугольников имеем:
Хс =OS = ОС. cos 30° = OD = АО. sin 30° = •Теперь найдем ус. Видим, чтоХс = CS = OS. tg 30° = у- . .Итак, 

а а
Хс = О' ■’ Ус = ~з" *

*) Буквы X и Y, поставленные вверху таблицы, обозначают проекции сил на оси 
координат, а г и у — координаты точек приложения сил.

Найдя проекции всех сил и координаты точек их приложения, можем соста­вить такую таблицу г):
X X Y

G а 
X 0

а 
ъуу

— G

N
■

О 0
2а

Уз
N

’N' а Х'уз
2

а 
“17з

X' 
2

Т
X

3
_ Туз

2
а

Кз
Т
2

Теперь составим уравнения проекций и моментов. Так как суммы проекций всех сил на оси Ох и Оу должны равняться нулю, то пишем:
£'yZ_Z££=o,............................................ (4)

— G ч- N ч- N' — 4- Т = 0. . ......................................... (г)



100Уравнение моментов выразится так:
G —— — V -- -4- а 3 -4- — _ а TVj_ “ J7 —п

■ 2Уз ■ V з 1^3 2 3 2 h^3-2—U-В этом уравнении два последних члена сокращаются так, что оно прини­мает вид:
G — N — -i N1 а^3 -v-N' —ат= = 0 2/3 Л’/3 2 ‘2.у 3 .................................Из уравнения (д) находим, что

N' =-Т.Из уравнения (г) находим:
N = G. 'Подставив в уравнение ($) вместо N равную ему величину G, а вместо Nr величину Т, решим его относительно Т; получим:

Т= X-G- ' 4Итак, мы нашли, что
N = Gi№ = T = 4 G.

4

Замечание. Задачи III и IV можно решить быстрее, если заметить, что силы, действующие на палочки, в обоих задачах приводятся к двум парам.В задаче III имеем Л’# G, а потому уравнение моментовбудет. ’
Ga cos я — Nb = 0.Отсюда найдем сразу

У__  Ga cos а
ЪВ задаче IV будем иметь N#G, N' # Г, и плечи: ЕА = a cos 30°’

ВО = —а^. 'cos 30°Поэтому уравнение моментов представится в виде:
TeOsW~ei,COS30°=0-Отсюда находим:

Т = N1 = G cos2 30° — ~G.Сравнивая эти решения с решениями, приведенными выше, можно видеть, в подтверждение сказанного в конце § 42, насколько удобнее составлять уравнение моментов непосредственно по чертежу, не пользуясь общим урав­нением моментов 2(уХ— xY) = 0 относительно начала координат, для составления которого приходится определять координаты точек приложе­ния сил.



101Докажем теперь одну теорему, которой часто бывает удобно пользо­ваться при решении задач на равновесие./Теорема. Если сумма моментов сил, действующих на тело в одной 
плоскости относительно трех центров в этой плоскости, не лежащих 
на одной прямой, равняется нулю, то тело находится в равновесии.Пусть А, В и С (фиг. 114) будут три данных центра, а Р, Рх, Р2,............. —действующие силы, обладающие тем свойством, что суммы моментов их отно­сительно трех центров А, В,, С равны нулю, т.-е. = О,' 2тв(Р) = О, (Р) — 0.Рассмотрим первое равенство:(Р) = 0.Оно показывает, что равнодействую­щая всех сил, R, или проходит'"через точку А, или равна нулю. Если равнодействующая В равна нулю, то тело в равновесии, и желаемое доказано.Но положим, что В не равна нулю, а проходит через точку А. Обра­тимся тогда к равенству. 2тв(Р) = 0.Из него следует, что равнодействующая В проходит через точку В, следо­вательно, сила В должна быть направлена по линии АВ, соединяющей центры А и В. Но если мы утверждаем, что

2тс(Р) = 0.то, прилагая сюда теорему Вариньона, имеем:ч. S тс (Р) = В . Л — О,где 1ъ — величина перпендикуляра, опущенного из С на АВ. Так как точки А, В и С не л,ежат на одной прямой, то Л ни в каком случае не может равняться нулю, и потому, для удовлетворения условия В. h = О, необходимо, чтобы
В = О, т.-е. чтобы равнодействующая всех действующих сил равнялась нулю, а это возможно только в случае равновесия, что и требовалось доказать.Решим этим способом одну задачу о равновесии.Задача. Однородный брусок АС (фиг. 115), длиною 2а и весом G, опирается в точке А на вертикальную стену Оу, а в точке В — на непо­движную опору, отстоящую от стены на расстоянии КВ = с. Определить 

JV и N'— давления в точках А и В, а также угол у АС.



102Приняв за три центра моментов

— N .с ctg О 't-или
— N. с ctg G -

точки А, В и М, напишем:2жЛ(Р)=0, ■ . • • (t) 
2тв(1>)=0, . . . .(О = О......................... (ж)Условие (0 дает нам:

— N' -ь G. a sin G = 0. • . (?/) sin 0Условие (у) дает:
G (а----- Л sin 0=0,

\ sm 0/н Glasin 6 — е) = 0. . . . • . . . . (z)Наконец, из условия (ж) находим:
тм (#') = 0.Последнее условие показывает, что при равновесии направление силы Л” должно проходить через точку М; вследствие чего можем написать:AD.AB = АМ2, или

а . — = a2 sin2 0.....................................................................(и)sin 0 vИз уравнения (w) находим, чтоsin 0 = j/" ~ /
Далее, из уравнения (t/) получаем:

2V' = G “ - °— 
с
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§ 44. 0 равновесии твердого, тела, на которое действуют силы, 
расположенные как-нибудь в пространстве. Положим, что мы имеем в пространстве тело, на которое действуют произвольные и произвольно ' расположенные силы Р, Р>, Р2(фиг. 116). Требуется определить условия равновесия'такого тела. * Отнесем тело к произвольно расположенным прямоугольным осям координат и перенесем все силы в начало координат. При этом перенесении необходимо, как известно, прибавить некоторые пары. Складывая все эти пары, получим некоторую равнодействующую пару, момент которой пусть будет L, а складывая все перенесенные силы, получим некоторую равнодействую­щую силу Р. Определим эти две величины. Величина равнодействую­щей R выразится через проекции действующих сил да оси координат, как нам это уже известно, так:

Р = У I- прх Р]2 Р' пру Р]2 (2 пр, Р]2.Если обозначим моменты слагаемых пар через I, 11У 12..., то получим, на основании правила сложения моментов пар, что момент равнодействующей пары, L. выразится так:
L = У"|- прг Л2 -+-1- °ps Л2 -Н- пр, г]2 =

= /[ - т, (Р)12 -+- [2 ту (Р)12 -ь [2 т, (Р)]-~Так как сила не может уравновесить пары, то для равновесия необхо­димо, чтобы сила Р и пара L порознь уничтожались. Сила уничтожается только тогда, когда она равна нулю. Пара уничтожается или тогда, когда входящие в ее состав силы равны нулю, или когда плечо пары равно нулю. В последнем случае пара приводится к двум силам, равным и направленным по одной и той же линии в прямопротивоположные стороны. В этих только двух случаях и получим, что L = 0. Таким образом, имеем:
Р'- = [2прхР]2 -+- |ЗпруР]2 -ч- пр, Р]- = О 

и
L2 = [2Х(Р)]2 -ь [Sm,(Р)]2 -ь [2т,(Р)]2 = 0.Не трудно видеть, что эти два уравнения заключают в себе шесть условий равновесия. Так как сумма квадратов действительных количеств может быть равна нулю только тогда, когда равно нулю в отдельности каждое слагаемое, то из этих двух уравнений мы и получим следующие шесть условий равновесия свободного твердого тела:

1. 2пржР = О,
2. 2пр,Р=0,
3. 2>р,Р=0,

4. ^тх(Р)=0, 
5. 2т,(Р) = 0, 
6. 2?иг,(Р) = 0.



104Аналитически эти условия равновесия выразятся так:
1. 2Х=О, 4. Z{yZ — г!7) = О,
2. ЗГ=0, »5. S(»X— xZ) = 0,
3. ZZ = 0, 6. 2(х Y—yX) = 0.Эти условия равновесия могут быть формулированы- так:Теорема. Для равновесия свободного твердого тела необходимо 

и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на прямоугольные оси коорди­
нат равнялись нулю, и чтобы суммы моментов всех сил относительно 
каждой из осей координат также равнялись нулю.Замечание. Выведенные шесть уравнений необходимы и достаточны для существования равновесия свободного твердого тела, т.-е., если они имеют место, то тело находится в равновесии, и обратно. Это рассуждение приложимо для как .угодно расположенных в пространстве систем прямо­угольных осей координат. Отсюда следует, что условия равновесия, удовле­творенные на данных осях, должны удовлетворяться на любых других.Моменты сил относительно осей координат легко определяются по фор­мулам :

S(yZ—zY) = 0, S(?X-xZ) = 0, 2(xY—yX) = 0, хотя в большинстве случаев удобнее употреблять геометрический способ. Так, например, для определения моментов относительно оси Ох проводят плоскость, перпендикулярную к этой оси, и проектируют на нее все силы; потом опускают на эти проекции перпендикуляры из точки пересечения оси Ох с плоскостью и умножают каждую из проекций на длину соответствую­щего перпендикуляра, приписывая этому произведению знак плюс или минус соответственно направлению, по которому силы вращают тело около оси Ох.Частные случаи. Рассмотрим теперь некоторые частные случаи равно­весия, когда всех шести условий не нужно, а достаточно только неко­торых из них, потому что остальные удовлетворяются сами собою.1. Все силы лежат в одной плоскости. Положим, что все силы лежат в плоскости ху: тогда проекции всех сил на ось Oz будут равны нулю, и, кроме того, координата ^ = 0; следовательно, уравнения (3), (4) и (5) удовлетворяются тождественно сами собой, и условиями равновесия окажутся уравнения: ч
2Х=-0, 27=0, £(xY — уХ) =г. 0.Это те же уравнения, которые мы вывели и прежде ддя сил, расположен­ных в одной плоскости. Перемена знака в третьем из полученных урав­нений .произошла от того, что для осей пространства направление вращения считается положительным тогда, когда оно берется от положительной оси х к положительной оси у, а для о^ей плоскостй — наоборот.2. Все силы проходят через одну точку. Примем эту точку за начало координат; тогда ее можно будет рассматривать, как точку при­ложения всех сил, и потому в уравнениях моментов можно положить:

х — у = z — 0.



— 105Приэтом все эти уравнения (4), (5) и (6) удовлетворяются тождественно, и у пас останутся только три первых условия.SX = О, = SZ = 0.3. Все силы параллельны между собою. Направим ось х параллельно данным силам; тогда проекции сил на оси у и z будут равны нулю, т.-е. мы получим: все Y = 0 и все Z =-0, а потому уравнения (2), (3) и (4) удовлетворяются тождественно, и у лас останутся три условия равновесия:SX = 0, SzX = 0, XyX = 0.4. Все силы параллельны одной плоскости, но не лежат в одной плоскости. Положйм, что все силы параллельны плоскости ху: тогда все 
Z = 0, следовательно, третье условие равновесия удовлетворяется тожде­ственно, и останутся только пять условий:EX = 0, SK='O,

SzY = 0, ±zX = 0, 2{xY — yX) = Q.

§ 45. Условия равновесия несвободного тела. Если мы имеем несвободное тело, то, согласно четвертому началу статики, вопрос о его равновесии можно решить, рассматривая тело, как свободное, если только прибавить к. числу действующих сил еще силы сопротивления пре­пятствий, стесняющих свободу тела.Напомним, как определяется по четвертому началу направление сил реакции связей. Если тело имеет одну несвободную точку, то нужно прибавить силу, проходящую через эту точку. Если точка тела должна оставаться постоянно на линии или поверхности, то сила сопроти­вления остается постоянно нормальной к этой линии или поверхности. Если тело соприкасается с некоторой неподвижной поверхностью только в одной точке, то сила, заменяющая сопротивление поверхности, должна быть взята проходящей через точку соприкосновения и направленной по нормали к этой поверхности.После этих общих соображений посмотрим, как решаются различные задачи, сюда относящиеся.
I. Определить условия равновесия тела, имеющего одну неподвижную 

точку.Возьмем начало координат именно в этой неподвижной точке О (фиг. 117). Пусть на тело действует ряд сил Р. Действие неподвижной точки заменим силою ее сопротивления АГ; в нашем случае она проходит через начало координат 0. Назовем проекции силы N на оси координат через Атх, Nv 
и и напишем условия равновесия, прибавляя к силам Р еще силу А’, т.-е. рассматривая тело, как совершенно свободное; тогда будем иметь :1. 21 + А;=0,2. 2Y -+- Nv = О, з. zz а; = О,

4. ?(yZ — яГ) = 0, 5. Z{zX — xZ) = О, 6. 2(xY — yX) = 0.



106Заметим приэтом, что через IX, ЕУ и SZ мы обозначили только суммы проекций всех данных сил Р, проекции же силы сопротивления X пишемотдельно; в условиях же моментов отдельные слагающие силы X отсут­ствуют потому, что сила X проходит через начало координат и, следова­тельно, моменты ее относительно осей координат будут равны нулю. Первые три уравнения определяют величину и направление сйлы сопротивления N, последние же три собственно и выра­жают условия равновесия несвобод­ного тела, имеющего одну непо­движную точку. Таким образом, имеем:Теорема. Для равновесия несво­
бодного тела, имеющего одну неподвиж­

ную точку, необходимо, чтобы сумма моментов относительно осей коорди­
нат равнялась нулю.Необходимость этого условия равновесия очевидна, впрочем, сама собою. Если все силы перенесем в точку О и заменим их одной силой и парой, то силы уничтожаются сопротивлением неподвижной точки, и для равновесия необходимо только одно: чтобы моменты составляющих пар в плоскостях координат равнялись нулю, т.-е.

Lr = 0, Ly = О, Lz О, или
Z(yZ — zY) = 0, 2(гХ — xZ) = О, L(& Y — уХ) = 0.

II. Определить условия равновесия тела, имеющего две неподвижные 
точки.Отнесем данное тело к прямоугольным осям координат, при чем за началокоординат возьмем одну из этих неподвижных точек О (фиг., 118), а ось Ох проведем так, чтобы она прошла через другую непо­движную точку. Мы можем опре­делить условия равновесия взя­того тела, как свободного, если к действующим силам Р прибавим сопротивления X и 

X'. Разложим силу X на составляющие, направленные по осям координат: Хх, Ху и Х^ а силу X' разложим на Х'Г, 



— 107 —2V' и X'_. Уравнения равновесия взятого нами тела напишутся, следо вательно, так: УХ ^Nx-i-N'x=0,УКч-Х -+-N' =0, 
1Z -F X. + Х = О, У(^Х — г Г) -ь wJJV) -ь = О, У(^Х — xZ~) -+- ту(Х) -+- my{N') = О, У(яТ — уХ) -+- тДХ) -ь тпДХ') = О,Заметим теперь, что моменты сил N и N' относительно оси Ох равны нулю, так как силы проходят через эту ось; затем, момент силы N относительно оси Оу также равен нулю; что иге касается момента силы N' относительно оси Оу, то он выразится так:

= Шу^'Д -+- ту^'г1но
т (JV' ) = 0, т (N' ) = О, а

= — N’z. 00'.Если назовем 00' через а, то найдем, что
= — аУг.Далее момент силы jV относительно оси Oz равен нулю, а

Но m/N') = лгг(Х'п) -ь ms(N'y} -+- w.(2V'J.wX-v'x) = 0, m3(N'y) = aN'y), m/N'J = 0.Приняв все это во внимание, найдем, выразятся следующими уравнениями: что условия равновесия данного тела
1. УХ-ьХ^-ыУ^О, 2. УТ-4-^4-^ = О, 3. XZ +У.4-Уг = 0, 4. —гТ) = О,5. ДгХ — xZ) — aN'3 = 0,6. X(xY— уХ)-ь aN'y= 0.Из этих шести уравнений лишь одно четвертое не зависит от сил сопро­тивления, а потому оно и служит выражением условия, стесняющего внешние силы для того, чтобы было равновесие. Остальные же пять уравнений слу­жат для определения сил Nx, Ny, N. и N'x, N'y, N'3, при чем силы 

Nx и N'x не могут быть определены каждая в отдельности; они могут быть определены только в виде их суммы из первого уравнения. Осталь­ные же Силы, перпендикулярные к оси Ох, могут быть определены вполне. Таким образом имеем:Теорема. Для равновесия твердою тела, имеющего две неподвижные 
точки, необходимо, чтобы сумма моментов всех внешних сил относительно 
оси, проходящей через эти точки, равнялась нулю' иначе говоря, требуется, 
чтобы равнодействующая проходила через неподвижную ось.
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UI. Определить условия равновесия тела, две точки которого лежат 
на неподвижной прямой и могут перемещаться, скользя по этой прямой.Расположим оси координат так, чтобы начало оказалось в одной из скользящих точек тела О (фиг. 119), а ось Ох направим так, чтобы она проходила через другую точку О', т.-е. предположим, что тело скользит по оси Ох. В нашем случае, чтобы иметь воз- м можность рассматривать тело, как свобод­ное, мы должны прибавить силы сопро­тивления N и N',перпендикулярные к оси Ох. Разложим силы N и Л7': силу N на Л’у и N'z, а силу N' — на 

N'y и при этом первые, очевидно,

жения моментов неизвестных отдельно. Имеем таким образом:
]. 2Х = О,2. EY-+- Ny-+-N'y = 0.3. 22ч-Л’,-+-АГ, = 0,

будут направлены по осям Оу и Oz, а вторые будут им параллельны.Напишем теперь шесть уравнений равновесия, при чем под знак X введем только проекции и выражения моментов всех данных сил, проекции же и выра- пока сил сопротивления напишем
4. 2(yZ — zY) = 0,5. 2(zX — xZ) — aN'z — 0,6. Y^xY — yX) -+- aN'у = 0, где а обозначает расстояние ОО'между точками О и О'. Уравнения (2), (3), (5) и (6) служат для определения четырех сил сопротивления Ny, Nt, N'z-, первое же и четвертое уравнения суть уравнения, стесняющие внешние силы для того, чтобы могло существовать равновесие. Из этих двух уравнений мы находим: •Теорема. Для равновесия тела, имеющего две неподвижные точки, 

могущие скользить по данной прямой, необходимо, чтобы сумма проекций 
всех внешних сил на эту прямую равнялась нулю, и чтобы сумма момен­
тов тех же сил относительно этой прямой равнялась также нулю.

IV. Определить условия равновесия тела, три точки которого могут 
скользить по данной плоскости.Примем плоскость ху за плоскость, по которой скользят три ножки стола О, А и В (фиг. 120). Точку О возьмем за начало координат, прямую ОА — за ось Ох. Расстояние точки А от начала координат назовем через а расстояние же точки В от осей Ох и Оу обозначим соответственно через с и Ъ. Присоединим теперь к внешним силам Р еще силы сопротивления плоскости ху,—пусть эти силы будут N, N' и N". Они будут приложены в точках О, А, В и, на основании сказанного о силах сопротивления без трения, будут перпендикулярны к плоскости ху.



— 109Напишем теперь шесть уравнений равновесия свободного тела:1. XX = О,2. £Г = 0,3. + У + =0,. 4. X(yZ — zY) -+- ^(JV) -+- wx(iV') -4- mx{N"yt= 0,5. X(zX—xZ) -b my(7V) -+- my(N') -+- my(Nu') = 0,6. 2(xY—yX) -4- mg{N) -ь -4- тг(2У") = 0.Теперь определим моменты сил Лг, N' и N1' относительно осей Ох, Оу и Oz. Моменты силы 1V, как проходящей через начало координат, равны нулю, I так что:
m/N} = 0, my(N) — 0, яг/#) = 0.Моменты силы N’ относительно осей Ох и» Oz равны нулю, так как сила 

У проходит через ось Ох и парал­лельна оси Oz, т.-е.жх(.№') = 0, т,(#') = 0.Моменты же силы N' относительно оси Оу будут:
— — N'a.Моменты силы N" относительно осей Ох и Оу будут:

тДУ) = Ус, my(2V") = — N "6?Моменты относительно оси Oz: mt(N") — ^, так как сила N" параллельна оси Oz.Подставляя полученные величины в вышепаписанные уравнения равно­весия, получим:1. SX = 0,2. SF = 0,3. SZH-JV-bJV' 4-2V"=0, 4. X(yZ — zY) 4- N"c = Q,5. X(zX — xZ) — N'a — N"b = 0,6. S(xK —,yX)=0.Мы в^дим, что уравнения (3), (4) и (5) дают возможность определить силы сопротивления N, N’ и JV"; условия же, стесняющие внешние силы, выра­зятся уравнениями (1), (2) и (6). Таким образом получаем:Теорема. Для равновесия тела, имеющею три точки, могущие сколь­
зить по данной плоскости, необходимо, чтобы сумма проекций всех внеш­
них сил на две оси координат, лежащие в этой плоскости, равнялась нулю 
и чтобы сумма моментов тех же сил относительно оси, перпендикуляр­
ной к этой плоскости, равнялась также нулю.Решая уравнения (3), (4) и (5) относительно N, У и Л7", мы, оче­видно, найдем для этих сил совершенно определенные значения. Однако,. 



110этот же самый вопрос относительно давлении в случае, когда тело имеет четыре точки, могущие скользить по данной плоскости, является уже неопределенным, потому что и в этом случае, как и в предыдущем, число условий, которым для равновесия должны удовлетворять внешние силы, остается то же самое,—три и, следовательно, из остальных трех уравнений придется определять четыре неизвестных давления. То же самое может быть сказано и для того случая, когда тело имеет щесколько точек, могущих скользить ’по данной плоскости. Как пример неопределенности
z

Фиг. 121.

подобной задачи в статике, приведем задачу об определении давлений на четыре ножки стола, когда на нем лежит какой-нибудь груз.Пусть имеем стол (фиг. 121), ножки которого расположены так, что концы их лежат в вершинах прямо­угольника со сторонами а и Ъ. Прибавив в надлежащем месте силы сопротивле­ния, можем рассматривать стол, как тело свободное' и написать для него уравнения равновесия. Оси координат расположим, как показано на чертеже. Уравнения равновесия напишутся так:J. =2. SF = 0,3. SZh-А' + А’'ч-А’' л-A’"' = 0, 4. S(^Z —^У)ч-(Агх,ч-А^/")& = 0, 5. — xZ) — (N1 -+-N")a=0,6. Y(xY — yX)=0.Условиями, стесняющими внешние силы для возможности равновесия, являются уравнения (1), (2) и (6); уравнения же (3), (4) и (5) дают связь между данными силами и силами сопротивления. Система этих трех уравнений неопределенна, потому что приходится из трех уравнений определять четыре неизвестных.Найдя из уравнения (5) сумму (А7' и N"), подставляем полученное значение ее в уравнение (3), после чего сможем определить сумму (2V ч- N"'}. Из уравнения (4) найдем затем (А7" -+- N'"). Положим, мы нашли, что:
N' -F N" = М; N+ N'" = N" -ь N"' = Д12.Будем считать силу N' известной и по ней определим все остальные силы A7, N" и N"'. Находим:

N" = М - А":
N"' = М2 — (Af — А7');А7 = — М2 + (М — А7').Силе АГ' можно давать только положительные значения и притом такие, чтобы силы N, N" и N"' вышли также положительными.На практике наша задача не имеет никакой неопределенности; решая же ее по правилам статики абсолютно твердого тела, мы полу­



Illчаем неопределенный ответ. Происходит это от того, что эта задача не отно­сится к статике абсолютно твердого тела, — она должна быть отне­сена к задачам теории упругости, где она й решается вполне опре­деленно.
Раньше мы рассмотрели несколько задач, относящихся к тому случаю равновесия, когда все силы, действующие на тело, и все силы сопротивления лежат в одной плоскости. Решим теперь задачу на тот случай равновесия, когда на тело действуют силы, не расположенные в одной плоскости.Задача. Однородная треугольная пластинка АВС (фиг. 122), имеющая равные стороны АС = ВС, опи­рается вершиною С на горизонтальный пол, а вершинами А и В на вертикаль­ные стены, пересекающиеся под прямым углом. Точка С привязана к вершине О трехгранного угла, образованного плос­костями пола и стен, нитью СО, которая делит угол хОу пополам. Определить силу натяжения нити Т, и силы сопро­тивления АГ, N' и N", развиваемые сте­нами и полом в точках А, В и С.Дано: вес пластинки G (он приложен к центру тяжести) и координаты точек А, В и С. Координаты эти обозначены на чертеже при каждой из точек.Пишем шесть условий равновесия. Имеем первое:1.Но ' пр^У = N,

npxN nPx^' -+- пРх-^" прх(7 -ь пр//' = 0.
7’прЛ' = 0, прЛ" = °, пРх<? = 0, пр/Г = — .Подставляя эти вие в виде: величины в написанное уравнение, получим первое уело-

л’-уа- = 0- ■............................................................(1)Таким же способом находим, что выражение суммы проекций всех сил на ось Оу, будучи приравнено нулю, дает:
тЛ -/=°.................................................(2)

Рассматривая проекции всех сил на ось Oz, получим:
N" - G = О (3)Теперь перейдем к составлению уравнений моментов. Имеем:

4. м/Л') -ь m/A’") -+- тх(&) -+- mx(T) —- О................... (4)



— 112Определяем моменты каждой отдельной силы:— 0, mx(N') = — N'd, mx(N") = N"a, mx(G) = yZ — zYyгде у. z означают координаты центра тяжести; но
Y = О, Z = — G, следовательно: ^ДСт) = — Gyи. наконец, ^(Т) = 0.Уравнение моментов (4), при этих значениях самих моментов, напишется так;

—N'd N"a — Gy = 0.Для определения координаты у вес пластинки G разложим на три равные веса д — сосредоточенные соответственно в точках А, В и С. Применяя формулу координат центра параллельных сил, находим:
- — — УСУ + У'+У")
У — vp — 3/7где ?/, у' и у" суть координаты точек приложения сил; подставляя их зна­чения, равные соответственно с, 0 и а, получим:

< , — с -+- а

Подставляя это значение в уравнение моментов (4), получим:— Wh-JV"« —i(?(a-»-c) = 0...................................... - (4')Совершенно так же найдем сумму моментов всех сил относительно оси Оу и получим:
Nd — N"a — -^G(a ч- с) = О.................................................(5)

Здесь моменты имеют ооратные знаки по той причине, что все рассматри­ваемые в данной задаче силы относительно оси Оу вращают в сторону обратную той, в которую вращают относительно оси Ох. Наконец, пишем последнее уравнение:6. mz(N) ч— mJN') ч- ч- mg(G) -4- тг(Т) — 0.Но .
m,(N) = — Nc, mr(N') = N'c, m,(N") = 0, mz(G) = 0, mz(T) = 0.Подставив эти значения, получим уравнение (6) в таком виде:

— Nc -4- N'c = 0................................................................. (6)



113Решая полученные шесть уравнений, находим из уравнений (1) и (2):
Из уравнения (3) находим:

N" = G.Вставив в уравненпе (4) вместо 2V' и Л'" равные им величины, получим: / 
— —-v.d -+- —у (« с) G = О,или — ЗТ(? -ь |/2 [з Ga — G(a -ь с)] = О, откуда

3Td = Gy/‘2^a — c), или, окончательно:
Подставив значение Т в выражение для -V и 2V', имеем:

N= N' = G—У-
§ 46. Равновесие тяжелого тела, опирающегося на горизонтальную 

плоскость. Определим условия равновесия тяжелого тела, опирающегося на неподвижную горизонтальную плоскость одной, двумя или тремя точками.Первый случай. Тело имеет одну точку опоры. Положим, что мы имеем тело, опирающееся на горизонтальную плоскость MN (фиг. 123) одной точкой С, и пусть центр тяжести этого тела находится в О, а вся действую­щая на тело система сил приведена к силе веса тела, Р, приложенной в центре тяжести тела. Перенеся силу Р в точку С, получим силу Р' и пару (Р, Р"). Сила Р уничтожается сопротивлением плоскости, и у нас остается только пара (Р, Р"), которая и стремится вра­щать тело по направлению стрелки. Значит, для равновесия этого тела необходимо, чтобы действие пары уничтожилось, а для этого надо, чтобы момепт ее был равен нулю, т.-е. чтобы удовлетворялось условие:Р . СЕ = О,
Фиг. 123.что возможно только при СЕ = 0, а это показывает, что точки С и О должны лежать на одной вертикальной линии, проходящей через точку опоры. 

Жуковский П. Е. Теоретическая механика. $



114 —Итак, для равновесия тяжелою тела, имеющего одну неподвижную точку, 
•необходимо, чтобы центр тяжести его лежал на вертикальной линии, 
проходящей через точку опоры.Равновесие подобного тела представляет три случая, а именно: равно­весие тела может быть устойчивое, неустойчивое и безразличное.Устойчивым равновесием называется такое положение тела, когда при малом отклонении от этого положения тело опять возвращается в прежнее положение.Неустойчивым равновесием называется такое положение тела, когда тело при малом отклонении стремится еще более отклониться от перво­начального положения.Наконец, безразличным называется такое равновесие, когда тело при малом отклонении от положения равновесия остается в том положении, в какое его отклонили.Докажем теперь теорему, что устойчивое равновесие бывает тогда, 
когда центр тяжести занимает самое низкое место; неустойчивое, когда 
центр тяжести занимает самое высокое, место; безразличное, когда при 
малом отклонении тела высота его цеггтра тяжести не меняется.Рассмотрим случай, когда центр тяжести занимает самое низкое место. Допустим, что данное тело есть полушар (фиг. 124), и пусть поло­жение его равновесия есть поло­жение (1). Центр тяжести полу-

Фиг. 124.

шара находится от геометрического центра на расстоянп 3/8 радиуса, положим в точке А; тогда точка А, при качении сегмента по плос­кости, описывает поверхность ху, обращенную выпуклою своей сто­роной к плоскости MN. Когда тело выйдет из положения равно- N весия, то центр тяжести займет место выше прежнего (что ясно из фиг. 124).В кинематике будет доказано,что прямая, соединяющая какую- нибудь точку тела с точкой соприкосновения его с поверхностью, по которой оно катится, будет нормальна к поверхности, описанной рассматриваемой точкой тела. Заметим кстати, что при качении одного тела по другому линия, пред­ставляющая путь, пройденный какой-либо точкой тела при таком движении, называется рулеттой этой точки. Положим, что центр тяжести переме­стился пз А в О; тогда точка опоры будет находиться в С и, соединив С с О, на основании вышесказанного, получим, что СО будет нормалью к поверхности ху в точке О ее.В этом случае нормаль отходит влево от перпендикуляра, восстано­вленного в точке С. Перенесем силу Р, приложенную в центре тяжести, в точку С; тогда получим силу Р', уничтожающуюся сопротивлением пло­скости, и пару (Р, Р"), старающуюся повернуть тело по направлению стрелки, т.-е. привести в прежнее положение. Таким образом, видим, что равновесие будет устойчивое.



115Рассмотрим второй случай, когда центр тяжести занимает самое высокое положение в теле, имеющем неподвижную точку опоры; примером может служить конус, поставленный вершиной на плоскость MN (фиг. 125). Поверхность, описываемая центром тяжести А при поворачи­вании конуса около его вершины, остающейся неподвижной в точке С, т.-е. поверхность рулетт будет поверхностью сферы, проведенной радиусом АС из центра С, находящегося в точке опоры.Положим, что центр тяжести переместился в А'. В центре тяжести А' действует попрежнему вся сила Р— вес нашего конуса; перенесем ее в точку С, тогда получим силу Р', уничтожающуюся сопротивлением пло­скости, и пару (Р, Р"), которая стремится вращать тело все время по напра­влению, указанному стрелкой; поэтому тело упадет. Следовательно, равно­весие в этом случае может быть только неустойчивое.

Рассмотрим еще случай, когда центр тяжести занимает самое высо­кое место, но точка опоры может перемещаться. Дадим нашему телу (фиг. 126) ряд различных положений; тогда увидим, что центр тяжести будет описывать некоторую поверхность, обращенную вогнутою стороною к плоскости MN, и центр тяжести во всяком другом положении тела, кроме данного, А, будет занимать положение ниже А. Выше мы заметили, что, если центр тяжести при его движении соединять с точкою опоры,. то будет получаться прямая, нормальная к поверхности, описываемой центром тяжести. Поэтому, если центр тяжести переместится в новое положение О, то нор­маль к поверхности АВ из точки О в пересечении ее с плоскостью MN и даст как раз точку опоры С. В данном случае нормаль отходит вправо от перпендикуляра, восстановленного к плоскости MN из точки С.В центре тяжести О действует сила Р,— весь вес нашего тела. Пере­несем ее в точку С; тогда получим силу Р', уничтожающуюся сопротивле­нием плоскости, и пару (Р, Р"), которая старается вращать тело все время по направлению стрелки. Поэтому тело упадет, и, следовательно, рассматри­ваемый случай есть случай равновесия неустойчивого. •Наконец, случай безразличного равновесия являет нам шар, лежа­щий на горизонтальной плоскости (фиг. 127), где центр тяжести переме­щается по горизонтальной линии, т.-е. с изменением положения тела высота его центра тяжести над поверхностью MN не изменяется. Линия, соединяю- 8*  



116щая центр тяжести с точкою опоры, будет перпендикулярна к плоскости MN;следовательно, сила Р, действующая в центре тяжести О, будучи перенесенав С, уничтожается, не давая никакой пары. Теорема, таким образом, доказана. *В элементарной физике говорят, что, если центр тяжести находится ниже точки опоры, то равновесие устойчивое; если выше, то неустойчивое; если же центр тяжести совпадает с точ­кою опоры, то безразличное; но эти три случая суть частные случаи предыдущей теоремы,те, именно, случаи, когда пред­полагается, что точка опоры де изменяет своего положения, как это и делают в физике. Вышеизложенная теорема охватывает собою эти случаи, как частные, и, следовательно, должна быть признана общей.Второй случай. Тело имеет две точки опоры. Положим, что мы имеем тело, опирающееся на горизонтальную плоскость MN (фиг. 128) в точках тела находится в точке О. ОпустимА и В, и пусть центр тяжести этс из точки О на плоскость MN пер­пендикуляр ОС, а из точки С пере­сечения его с плоскостью MN опу­стим на линию АВ перпендикуляр CD. Легко видеть, что сила Р, как сила, перпендикулярная к горизон­тальной плоскости MN, лежит в вер­тикальной плоскости, проходящей через точку О и прямую CD. Эту Ьилу • Р можно из О перенести в точку С, а оттуда в точку D посредством пары (Р, Р"). Получен­ная таким образом в точке D сила Р разлагается на силы Q и Q', действую­щие в точках опоры А и В по напра­ Фиг. 128.влению перпендикулярному к плоскости MN и уничтожающиеся сопротивле­нием этой плоскости; таким образом у нас остается только одна пара (Р, Р"). Для равновесия, следовательно, необходимо, чтобы момент этой пары был равен нулю, т.-е. чтобы Р. DC = О, иными словами, чтобы DC равнялось нулю. Таким образом, для равновесия тяжелого тела, имеющего две непо­
движные точки, необходимо, чтобы центр тяжести его лежал в верти­
кальной плоскости, проходящей через прямую, соединяющую две точки опоры.Приэтом заметим, что, если бы точка D попала не между А и В, а вне их, — в какую-нибудь точку С', — то, разлагая силу Р', попрежнему, на две, мы нашли бы, что сила, действующая на точку В, уничтожается сопротивлением плоскости, сила же, действующая на точку А, окажется направленной кверху и будет стараться все время вращать тело около центра В, а потому равновесия в этом случае не будет.



117Третий случай. Тело имеет три точки опоры. Здесь для равновесия необходимо, чтобы проекция центра тяжести на горизонтальную плоскостьпопала оы внутрь треугольника, образуемого линиями, соединяющими точки опоры.Возьмем, например, стол на трех ножках (фиг. 129); тогда треугольник АВС и будет этим опорным треуголь­ником. Точка Е пусть будет проекцией центра тяжести. Силу Р всегда можно разложить на три силы Q, Q' и (/', действующие в точках А, В и С. Эти силы уничтожаются сопротивлением плоскости, и тело будет в равновесии. Определим величины этих сил Q, Q' и Q".Соединим вершины треугольника АВС с проекцией центра тяжести Е и докажем, что
Q _ О’___________________________ _________Q2____

площ. Z1ECB площ. 4ЕАС площ. ЛЕАВ’Из точек А и Е опустим перпендикуляры h и h' на прямую ВС и напишем, что момент равнодействующей Р относительно оси ВС (обозначим ее через z) равен сумме моментов слагаемых сил, т.-е. чтотг(Р) = m,(Q) -ь ч-Посмотрим, чему равняются все эти слагающие моменты. Так как силы Q' и Q" проходят через ось, то моменты их относительно этой оси равняются нулю; что же касается моментов сил Р и Q, то они выразятся так:
= — QK 
= — Ph'.Подставляя эти значения моментов сил Q и Р, получим:

Ph' = Qh, откуда
Р h
О' — h'-Помножив числителя и знаменателя второй части на у ВС, получим:р ~BC.h

но произведения ~ ВС. h и у ВС. Л' представляют собою площади треуголь­ников АВС и ЕВС, так что будем иметь:
Р   площ. △ АВС .
О площ. А ЕВС ’



118отсюда
р площ. Д ЕВС 
"ттлощ. △ АВС *Подобными же формулами выразятся и силы Q' и Q":

_  р площ. А ЕАС 
Ч ~ 1 площ. △ АВС

__ рПлощ. △ ЕАВ 
площ. А АВС

Таким образом, всякая сила, приложенная к вершине, составляет такую же часть силы Р, какую площадь малого треугольника, прилегаю­щего к противоположной стороне, составляет от площади всего тре­угольника.Положим теперь, что Е попадет вне треугольника АВС (фиг. 130). Тогда силу Р можно разложить на две силы, Q и Р, действующие на точки А и Н, при чем сила Q будет напра­влена вверх. Силу F можно разло­жить на Q’ и Q", действующие в точках В и С, направленные вниз и уничто­жающиеся сопротивлением плоскости; сила же Q будет двигать тело, стараясь все время вращать его около оси ВС и, значит, равновесия не будет.Итак, в данном случае для равно­
весия тела, имеющего три точки опоры, 
необходимо, чтобы проекция центра 
тяжести на горизонтальную плоскость 
находилась внутри треугольника, обра­
зуемого линиями, соединяющими точки 
опоры.Выведенное нами условие равновесия тела, имеющего три точки опоры, остается справедливым и для тела, имеющего сколько бы то ни было точек опоры, лишь- бы их было не менее трех.

Момент устойчивости.
§ 47. Определение. Предположим, что мы имеем какой-нибудь парал­лелепипед. Пусть центр тяжести его находится в точке О (фиг. 131); в этой точке можно считать приложенным вес параллелепипеда Р. Пусть далее на это тело действует горизонтальная' сила II, которая стремится опрокинуть его, вращая около ребра Ьс. Спрашивается, как велика должна быть эта сила, чтобы она могла опрокинуть параллелепипед, т.-е. повернуть его около неподвижной оси Ьс.



119 —Для равновесия такого тела необходимо, чтобы сумма моментов всех действующих сил относительно оси Ьс равнялась нулю, т.-е. необхо­димо, чтобы:
-P.d+H.h = 0, или ту— Pd >Н=~Г-

Если сила 11 будет больше, чем —, то она опрокинет тело; если же сила Н будет меньше то она опрокинуть тела не сможет. Таким образом, тело будет тем устойчивее, чем больше произведение Pd и чем меньше h. Произведение Pd называется моментом устойчи­вости. Следовательно: моментом устойчивости называется произведение 
из веса тела на перпендикуляр, опущенный на сторону основания из проек­
ции центра тяжести на плоскость основания.Если проекция центра тяжести отстоит от сторон основания на раз­личных расстояниях, то за расчетный перпендикуляр d следует принять наименьший из перпендикуляров, опущевных из точки С на стороны основания. Например, на фигуре 132 за перпендикуляр надо принять CG = dmin, и тогда

P.dmin P.CG
E = 1)..h h >Из сказанного видно, что горизонтальная сила, которую надо употре­бить, чтобы опрокинуть тело, должна быть пропорциональна моменту устойчивости и обратно пропорциональна высоте точки приложения этой силы от опорной горизонтальной плос­кое т'и.

П Если контур данного тела криволинейный, то надо опустить перпендикуляры 
на касательные к кривой, проведенные в различных ее точках, и выбрать из этих пер­
пендикуляров наименьший.

Если геометрические связи препятствуют опрокидыванию тела в некоторых напра­
влениях (папр., пиянино, приставленное к степе, может опрокинуться лишь внутрь ком­
наты), то плечом момента устойчивости будет служить наименьшее из расстояний d 
до прямых, около которых тело может опрокинуться. Если, напр., тело с основанием 
A.BDEF (фиг. 132) может опрокидываться только около ребер DE и EF, то в момент 
устойчивости нужно вводить не плечо dmin=CG, а плечо СМ.



120Необходимо заметить, что «момент устойчивости» еще не характеризует вполне «устойчивости» тела по отношению к опрокидыванию. Всем известно, что предметы, хотя и тяжелые, но высокие, опрокидываются весьма легко, тогда как предметы низкие опрокинуть довольно трудно, хотя момент устойчи­

Фиг. 132'.он далее сам стал опрокидываться; низкий наклонить для этого значительно больше.

вости у последних может быть и меньше, чем у первых. Дело здесь в том, что тело окончательно опрокидывается лишь тогда, когда проекция центра тяжести его выйдет за пределы периметра осно­вания телЖ Угол же наклона, при котором это делается, зави­сит от высоты центра тяжести. Это ясно видно из фигуры 132': высокий параллелепипед (I) нужно наклонить очень немного, чтобы же параллелепипед (II) следует
§ 48. Признак устойчивости Мебиуса для свободного тела, нахо­

дящегося в равновесии под действием параллельных сил. Вообразим свободное твердое тело (фиг. 133), находящееся под действием постоянных по величине сил, имеющих постоянные точки приложения в теле и направленных в ту иди другую сторону .Параллельно некоторой данной прямой в пространстве. Проведем ось Oz прямоугольной', системы координат параллельно направлению упомянутой пря­мой и условимся называть буквами Z с соответственными значками проекции сил Р на ось Oz, а через z с со&вет- ственными значками —координаты точек приложения этих сил. Прйэтом силы Р, Ри Р2,..., направленные вверх, будут иметь положительные проекции, а силы 
Р', Р'1У Р2,.. . , направленные вниз,— отрицательные.Признак Мебиуса состоит в следующем. 
Если WZz >> О, тс равновесие будет устой­
чивое-, если же ^Zz < 0, то равновесие 
будет неустойчивое1).Чтобы доказать высказанное положение, заметим, что при равновесии тела силы Р, Р,, Р2,..., действующие вверх, параллельно оси Oz, должны приводиться к равнодействующей Р, которая должна быть равна равнодей­ствующей Pt сил Р, Р',, Р'2,. .., действующих вниз, при чем обе силы 
Р и Rt должны быть направлены в противоположные стороны по пря­мой АВ, соединяющей их точки приложения А и В.

*) Суммирование распространяется здесь на все действующие на тело силы.
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! .Приэтом может быть два случая: 1) точка А находится выше точки В, и силы В и Б, стремятся разъединять точки А и В; 2) точка А лежит ниже точки В, и силы В и Bt стремятся сблизить точки А и В.В первом случае равновесие будет устойчивое, потому что тело при выходе из положениях равновесия, будет находиться под действием пары (R, jRJ, стремящейся вернуть его в положение равновесия,' как это видно на фигуре 134а.Во втором случае равновесие будет неустойчивое, потому что при выходе из положения равновесия тело будет находиться под действием пары 

(В, J?j), стремящейся все более и более удалять тело от положения равно­весия, как это видно на фигуре 134b.

Фиг. 134а. Фиг. 134b.Посмотрим теперь, как выражается аналитически то условие, что точка А занимает более высокое положение, нежели точка В. Назовем через f, z координаты точек А и В и пишем известные формулы координат центра параллельных сил:
—_ г 4~ А • 4~ А • г2
z ~ R ’

---  Рз • г3 • + А • г4 А • *5 
г ~ ' RiЗамечая, что В = Вл, составляем разность:

~__ Р -z 4“ А ■ Z1 Ч~~ А • г2 Рз-г3 — Pj- z4 А ■ ZJ>
2—z ~ R 'Подставляем сюда:

получаем:
p=z- P2 = Z.-

P 3——Pi=—Z^ P6=—Z^

9 __ ^Zzz — z =-----
RЕсли SZ? > 0, to z> z' и равновесие устойчиво; если же EZ2,<0, 

z<z', и равновесие неустойчиво, что и требовалось доказать.



— 122Для несвободного твердого тела признак устойчивости Мебиуса не имеет силы. Напр., для стола с положенными на него грузами будем иметь ^Zz < О, но равновесие будет устойчивое. Причина этого заключается в том, что силы, действующие на ножки стола от земли, нельзя считать за постоянные; при стремлении стола наклониться, положим влево, давление на левые ножки возрастает, а на правые уменьшается. Благодаря этому точка приложения равнодействующей опорных реакций перемещается в теле, и указанные выше соображения относительно неравенств SZ^r^O утрачивают свою силу.Если бы мы сделали стол свободным в пространстве, напр., подвесив его за ножки к 4 нитям, перекинутым через блоки и имеющим на свобод- 
рных концах грузы - (фиг. 135), то положение равновесия стола было бынеустойчивое.

Выбор между устойчивым сделан по признаку Мебиуса.

Примером тела, укрепленного в непо­движной точке, устойчивость равновесия которого может рассматриваться по приз­наку Мебиуса, служит компасная стрелка. В ней вертикальные силы (вес и пара от вертикальной составляющей земного магнетизма) уравновешиваются реакцией шпильки и небольшим эксцентриситетом стрелки, а горизонтальные силы пред­ставляют пару сил, взаимно уравно­вешивающихся в положениях равновесия стрелки.и неустойчивым положением может быть €
Теория весов.Весы обыкновенные.

§ 49. Чувствительность весов. Допустим, что АВ (фиг. 136) есть коро­мысло весов. Пусть затем А и В будут точки привеса, точка О — точка опоры, G- — центр тяжести коромысла, Р — вес каждой чашки, 
Q— вес коромысла, OD—стрелка. MN — шкала с делениями, показывающими уклонения стрелки от вертикального положения OD. Если весы устроены правильно, то коромысло АВ при равных нагрузках примет горизонталь­ное положение. Надо заметить, что точка привеса А и В и точка опоры О должны быть на одной прямой.Если на одну из чашек весов, например, на А, положим какой-нибудь груз р, то вся 



123система выйдет из первоначального положения равновесия, и весы через некоторое время после более или менее долгого качания, придут в равнове­сие, коромысло весов примет некоторое новое положение равновесия А'В'Для этого положения равновесия необходимо, чтобы соблюдалось условие: 
т (Ро) -+- т (Q) -+- т (Р -+-р) = 0.За центр моментов примем точку О. Тогда:т(Рч-^ = —(Р-ь^). ОС,по ОС, из треугольника ОСА', выражается через А'О . cos А'ОС. Обозначим А'0(=А0) через L и угол А'ОС, — угол отклонения коромысла,—через ср; тогда: ОС = Рсосср, 
т (Р -ьу?) — — (Р -+-р). L cos ср, 

т (Ро) = Ро. ОН = Р. L cos ср, 
т (Q) = Q. ОЕ = Q . d sin ср,где о = 0G' = 0G, и, следовательно:Р . L cos ср -н Q. о sin ср — Р. Р cos ср — р . L cos ср = О, или

Q. osincp = р. L cos ср, откуда:
Помножим последнюю формулу на I -длину стрелки 0D—получим:7, р. L . I

? — q. б ;но I tg ср = следовательно:
Это и есть формула, определяющая чувствительность весов. Она дана Эйлером. Из нее видно, что чувствительность весов:1. Прямо пропорциональна длине коромысла.2. Прямо пропорциональна длине стрелки.3. Обратно пропорциональна расстоянию центра тяжестп коромысла 
от точки опоры (близость эта имеет, впрочем, некоторый предел').' 4. Обратно пропорциональна весу коромысла.Было бы ошибочно думать, что, чем длиннее коромысло, тем точнее про­исходит' взвешивание. Слишком длинные коромысла также обладают недо­статком,—они прогибаются.
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Десятичные весы.
§ 50. Определение. Кроме обыкновенных весов, весьма часто употре­бляются десятичные' или мостовые весы. Десятичными они назы­ваются потому, что на них данный груз, положенный на платформу весов, уравновешивают на чашке гирею, в десять раз меньшею по весу, вслед­ствие чего эти весы особенно удобны для взвешивания больших грузов. Мы рассмотрим десятичные весы двух родов.

§ 51. Десятичные весы 
первого рода. К короткому плечу KG- (фиг. 137) подве­шены два стержня Fb и Gc, соединенные шарнирами с рыча­гами Ьа и cd, точки опоры которых лежат в а и d. На рычаг аЬ опирается платформа, на которую кладут взвешивае­мый груз Р. К длинному плечу KS привешена чашка С, на которую кладут гири до тех пор, пока не наступит равновесие. Рычаг SKFG рассчитывается таким образом, чтобы вес гирь, положенных на чашку, равнялся Р, и чтобы равновесие не зависело от положения груза на платформе. Это требование удо­влетворяется, когда SK —10FK, . . .“.(1),и когда KG: KF = de: dm.(2).Докажем теперь, что при существовании указанной пропорции:1) во время колебания коромысла платформа аЬ будет передвигаться параллельно самой себе, т.-е., если она сначала лежала горизонтально, то и при всяком наклонении коромысла она останется горизонтальной, и2) груз, положенный на произвольную точку платформы аЬ, будет про­изводить на коромыс о то же самое действие, как если бы он был приве­шен непосредственно к точке F коромысла, т.-е., что положение груза на платформе не имеет никакого значения.Положим, что KG = п . KF; тогда в силу сделанного нами предположе­ния de = п. dm. Пусть при отклонении коромысла точка F проходит $ дюй­мов; тогда на столько же дюймов и в ту же сторону подвинется и конец b стержня Fb и рычага аЬ. Очевидно, что другая точка коромысла, точка G, пройдет ns дюймов; то же пространство пройдет и конец с стержня cd; точка же т этого рычага пройдет пространство, в п раз меньшее, т.-е. s дюймов. Но вместе с этой точкой передвигается и второй конец а рычага аЬ. Таким образом, выходит, что оба конца этого рычага или платформы пере­двигаются на s дюймов так, что платформа, находящаяся в равновесии в горизонтальном положении, при вращении коромысла SKG около точки К, будет опускаться или подниматься, оставаясь при этом в горизон­тальном положении. В аналитической механике будет показано, что этот



125кинематический признак является признаком одинакового действия груза, где бы он ни был положен на платформу; но теперь мы обнаружим это послед ­нее обстоятельство с помощью элементарной статики.Разложим силу Р на две параллельные силы, Р" и Р', приложенные в точках а и Ь.' Силу Р", действующую наточку Ь, можно перенести в точку F. Силу Р' разлагаем тоже на две силы Р'" и Р1Г, действующие в точках бис. Сила Р'" уничтожается сопротивлением опоры. Силу P1V перенесем в точку G, при чем заметим, что величина силы Plv может быть найдена из пропорции: Pyj:P' = dm:dc.Отсюда
Назовем через х вес гири, положенной на чашку; для [равновесия необхо­димо, чтобы сумма моментов всех сил, взятых относительно оси, проходящей через К, равнялась нулю, т.-е., чтобы

(х)-+-тк (Р") -ь тк (Р1Г) = О, или *
— х. KS ч- Р”. KF . KG = 0.На основанип пропорции (2) KG:KF = dc:dm . . «.....................................................(2)4это уравнение можно переписать в виде:— ж. KS-ь Р" . KF ч-P7V KF -^- = 0,или, в виду уравнения- (3): ,

— X. KS -+- Р". KF -ь Р’ . KF. -5° = о.
de dmОтсюда находим: (P"4-P').KF=a:.KS, 'или P.KF=<r.KS, откуда, принимая во внимание, чтоKF =• Гб • KS« получим:

§ 52. Десятичные весы второго рода. Имеем столбик BN (фиг. 138), опирающийся на подставку; к этому столбику на шарнирах прикреплен рычаг АС, один конец которого в 10 раз более другого. На конце рычага А привешивается чашка, на которую кладут гири. На другом конце рычага, в точке С, прикреплен стержень, соединенный с платформой F11, на которую 



126кладут груз Р. Стержень CF и столбик BN соединены маленьким рычагом DE, посредством шарниров D и Е. Условие правильности этих весов состоит
Р

вим по DE. т.-е. когда:
так что сила

в том, чтобы четыреугольник BCDE представлял собою всегда парал­лелограмм, а при горизонтальности рычага АС — прямоугольник. Так как стержень с платформой составляет одно целое, то силу Р из точки О можно перенести в точку С посредством силы Р', равной Р, и пары (Р, Р").Заменяем пару (Р, Р1') эквива­лентной ей парой (Q, Q") с плечом CD, при чем одну из сия этой пары, Q, приложим в точке С и направим по ВС, а силу Q" — b точке D и напра-Две пары эквивалентны тогда, когда их моменты равны,<2. CD = P.d, 
Q связана с Р условием: 

0-^ 
CDСила Q старается растянуть рычаг АС и уничтожается сопротивлением точки опоры В; равным образом и сила Q", сжимающая рычаг ED, уничто­жается сопротивлением точки опоры Е. Остается только сила Р'. Если вес гири на чашке С обозначим х. то для равновесия необходимо, чтобы сумма моментов сил Р' и х, относительно точки опоры В рычага СА равнялась нулю, т.-е , чтобы я.АВ = Р'.ВС, отсюда

но, так как Р' и Р равны и ВС:АВ=1:10, то получаем, что на этих весах также соблюдается условие:
х =

§ 53. Весы Роберваля. В 1667 году французский ученый Роберваль представил в Парижскую академию наук изобретенные им особого устрой­ства весы, которые долго потом рассматривались, как механический пара­докс, ибо на них, кажущимся образом, равные грузы уравновешивались на неравных плечах. Это кажущееся противоречие было разъяснено лишь в 1803 году знаменитым математиком Пуансо при помощи введенного им в науку учения о парах.Схема весов Роберваля такова: берется параллелограмм ABCD (фиг. 139): составляющие его стороны соединены шарнирами; точки Е и F неподвижны. К параллелограмму АС перпендикулярно к сторонам AD и ВС прикре­
ч*
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получим силу R', равную R.

пляются два стержня GH и KL. Докажем, что, в каком бы месте стержней ни были приложены силы Р и R, в случае равновесия они будут непре­менно равны.Перенесем силу Р в точку В; тогда мы получим силу Р', равную Р, и пару (Р, Рп). Эту пару заменяем эквивалентной ей парой (Q, Q"); тогда имеем:Q.BC = P.GH, откуда
Q=P-^-

Силу R точно также перенесем в точку А;и пару (В, Р"), которую заменим парою (S', S"), эквивалентною первой, и потому: S’. AD = R . KL, откуда
Силы Q и S могут быть перенесены в точку опоры Е, где они и уничтожаются. Точно так же силы S'1 уничтожаются сопротивлением неподвижной точки F. Поэтому для равновесия необходимо только, чтобы

Р' . BE = R1. АЕ или Р .b = R.bт.-е., чтобы
Р' — R' или Р = R.Следовательно, если рычаг находится в равно­весии, то:

Фиг. но. P=R.Описанный прибор представляет, так называемый, парадокс Роберваля.Парадоксальность заключается в том, что этот механизм ошибочно прини­мают за рычаг. Разница между ними состоит в том, что в данном меха­низме пространства h (фиг. 140), проходимые точками приложения грузов,в силу самого устройства механизма одина­ковы при всякой длине плеч, в рычаге же при различных длинах плеч эти пространства различны.Весы Роберваля имеют следующее устрой­ство (фиг. 141): к прямоугольнику, описанному выше, вместо ручек GH и KL приделывают чашки: В точке Е верхний стержень АВ прорезывается призмой, ребро которой покоится на подставке, в точке же F приделывают осо­ Фиг. 141.



128бое приспособление для того, чтобы рычаг мог свободно поворачиваться в плоскости ABCD, но не мог отходить вправо или влево.
§ 54. Весы для взвешивания пряжи. Существенную часть прибора составляет ломаный рычаг АВС (фиг. 142), части которого АВ и ВС соста­вляют прямой угол. Рычаг этот может вращаться около оси В, перпенди­кулярной к плоскости чертежа. На часть ВС рычага насаживается массивная пластинка L, служащая для того, чтобы рычаг под влиянием собственного веса возвращался в первоначальное положение АВС. На конце А рычага имеется крючок, на который и подвешивается пряжа. Кроме рычага, на оси В надето еще ушко N, за которое подвешивается при взвешивании весь прибор, и шкала М, которая под влиянием соб­ственного веса, будучи подвешена за ушко N, всегда сохраняет одно и то же положение. На нижней стороне этой шкалы нанесены деления по прямой линии; деления эти отмечаются стрел­кой С, приделанной к нижней части рычага.Теперь допустим, что к крючку А мы привесили некоторый груз х (пряжа); от действия этой силы х конец А рычага АВ опустится, а стрелка С двинется влево и отметит некоторое деление на циферблате. Пусть это новое положение рычага есть А'ВС'. О1метим точкою D первона­чальное положение центра тяжести рычага и сосредоточим в ней вес "его G. При новом положении равновесия рычага пусть точка D перейдет в D'. Для равновесия рычага в его новом положении необходимо, чтобы;тв(ж)-гжь (&) = 0.Но

тв (х)=х. BF —rracosa, ,zгде а = ВА' = ВА и я — угол отклонения рычага от первоначального поло­жения. Затем:
тв (G) — — G-. ВК = — бг. Ъ sin я,где 5 = BD'=BD;следовательно:

х. a cos я = 6г. 6 sin я, откуда
G-.b, 

x = ~tga.Но из треугольника ВСС' имеем:
tga = СС': ВС = у: Z,где у — СС' представляет число делений, пройденных стрелкою ВС при дви­жении ее от первоначального положения С*до  С', a Z = BC есть расстояние от точки В до шкалы. Итак:
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G-b ± .Ооозначая произведение— const через А получим:
х — А . у.

§ 55. Безмен. Безмен представляет из себя стержень, имеющий на одном конце утолщение М (фиг. 143); вдоль этого стержня передвигаетсямуфта С, с подвешенной к одному ее концу чашкою Е *и  приделаннымк другому ее концу кольцом N, служащим для приподнимания всего прибора. Длина муфты = а. Пусть точка L есть центр тяжести при­бора, вес которого обозначим через 
G. Обозначим через Ъ расстояние центра тяжести от точки опоры.При взвешивании поступают так: груз кладут на чашку Е и пе­редвигают муфту С до тех пор, пока Фиг. 143.прибор не придет в равновесие. Нарычаге LS, по которому движется муфта С, нанесены деления, весия необходимо, чтобы: mv (х) mN (G) = 0; Для равно-
но

mN (х) — — х.а\ ту (бг) = G . Ь, следовательно:
х . а — G . Ь,откуда

О трении.
§ 56. Определение. Трение бывает двух родов. Трение 1-го рода, или трение скольжения, развивается тогда, когда точки соприкосновения одного тела с другим скользят по последнему, а трение 2-го рода, или трение качения, развивается тогда, когда точки соприкосновения одного тела к другому не имеют относительно его скорости, и тела катятся друг по другу. Трение 2-го рода очень мало сравнительно с трением 1-го рода 

и может быть, при первом приближенном решении задач механики, отбра­сываемо.
§ 57. Законы трения. Законы трения 1-го рода установлены опытным путем Кулоном. Их три:
1. Сила трения не зависит от величины поверхности соприкосновения 

трущихся тел.
2. Сила трения пропорциональна нормальному давлению.
3. Сила трения не зависит от скорости, но во время движения она 

менее, нежели в момент приведения тела в движение.
Жуковский И. Е. Теоретическая механика. 9



130Для подтверждения этих законов употребляют приборы, изображенные144 и 145. На деревянный стол А на высоких ножкахна фигурах кладут доску В с грузами N. К доске привязана нить, перекинутая через 

Фпг. 114.

блок С, на конце кото­рою висит чашка с грузом F. Нагрузку увеличивают до тех пор, пока не начнется дви­жение. Тогда вес ее F и даст нам величину силы трения. Для доказательства 1-го за­кона имеется второй стол D (фиг. 145) такой же, как первый, с тою лишь разницей, что верхняя крышка его прорезана в виде рамки, так что поверхность соприкосно­вения доски В со столом оказывается теперь м^нее, чем па первом столе. Ока-зывается, что для движения доски В с прежними грузами N необходимо положить на чашку прежнюю же нагрузку F.Второй закон оправдывается на опытах с обоими столами. Меняя груз на доске В (груз и доска В имеют вместе вес N) и подбирая соответ­ственные нагрузки F, при которых начинается движение мы увидим, что отношение: 
есть величина постоянная, зависящая только от при­роды трущихся тел. Эта постоянная величина назы­вается коэффициентом трения 1-го рода, и есть число отвлеченное.Третий закон подтвер­ждается наблюдением закопа движения доски В при грузеF, большем силы трения. При этом получается равномерно­ускоренное движение, что доказывает независимость си­лы трения от скорости.Все задачи на трение 

F: (1)

Фиг. 145.перво (О рода решаются потем же формулам, что и без трения, прибавляя лишь к имеющимся силам силы трения, определяемые по нормальному давлению, т.-е. полагая:
F=N.f (2)
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§ 58. Угол трения. Углом трения называют угол с горизонтом наклон­ной плоскости, при котором груз, положенный на плоскость, еще удержи­вается на ней силой трения (фиг. 146). Разложим вес тела Q на силу N = Q.cosa, перпендикулярную плоскости и на силу T=Qsna, направленную по плоскости. Для того, чтобы тело осталось в равновесии, надо, чтобы сила трения была более или равна Т, т.-е.
или Qcosoc. f^Qsina.Отсюда следует, что

Угол а = i, при котором 
t& = f,........и называется углом трения. Подробности о трении можно найти в курсах Прикладной Механики.

§ 59. Трение второго рода. Когда колесо или каток катятся по гори­зонтальному пути, то они выдавливают очень малое углубление в теле, по кото­рому катятся (фиг. 147). Вследствие этого точкою опоры колеса является не нижняя точка А. а точка С, отстоя­щая от вертикальней линии, прове­денной через центр ’О, на расстоянии ВС = о Пусть колесо, нагруженное весом N, катится от действия силы F натяжения шнурка, намотанного на шкив радиуса OD так, что DA = .R. Условие равновесия сил F и N при точке опоры в С—даст нам:
Фиг. 147.

F(R — BA) = No.Отсюда, пренебрегая малой величиной ВА перед J? = AD, им*  ем.
N
RF = o (4)Эта формула показывает, что трение 2 го рода прямо пропорционально нагрузке, обратно пропорционально расстоянию DA и зависит от коэффи­циента трения 2-города о. Этот коэффициент есть число именованное и выра­жается в единицах длины.

9*



ГРАФО СТАТИКА.
§ 60. Определение. Графостатика есть отдел механики, в котором указы­ваются способы решения задач помощью чертежа. Способы эти опираются на свойства многоугольников силового и нитяного. Этот отдел механики был исследован в первый раз профессором Цюрихского университета Кульманом. Изложим вкратце основные свойства силового и нитяного многоугольников.
§ 61. Свойства силового многоугольника. Если несколько сил действуют на одну материальную точку, то, как известно, равнодействующая выразится, по величине и направлению, замыкающей стороной разомкнутого много­угольника, стороны которого равны и параллельны слагаемым силам. Много­угольник этот называется силовым. Если все силы будут уравновешиваться сами по‘ себе, то многоугольник будет замкнутым. Поэтому, если имеем несколько сил, и построенный па них многоугольник оказывается замкнутым, то можно заключить, что силы, действующие па точку, уравновешиваются сами по себе.При помощи силового многоугольника решаются задачи, в которых данные силы пересекаются в одной точке. Таковы три ниже приводимые.1. Дано несколько сил, пересекающихся в одной точке: требуется уравновесить их двумя силами,

кости. Заметим, что мы всегда

имеющими данные направления.Пусть даны силы Р, Рх, Р2, Р3 (фиг. 148) и направления искомых сил хх, уу. Для решения задачи строим много­угольник аРР,Р2Р3 (Ь) и через концы его проводим линии ак и Ы, параллельные данным направлениям. Пусть эти линии пересекаются в точке с; тогда Ьс и са и будут искомыми силами, потому что они имеют ту же равно действующтю, что и дан­ные силы, — только равнодействующая эта направлена в противоположную сторону. Задача эта возможна тогда, когда хх и уу пересекаются; мы будем всегда полагать, что данные направления лежат в одной плос- будем взывать начало силового много­угольника через а, а конец через Ь.2. Уравновесить данную систему сил, пересекающихся в одной точке, двумя силами, имеющими данную величину.



— 133 —Построим из данных сил Р15 Ра, Р3, Р4. (фиг. 149) силовой много­угольник аР1РаР8Р4 (Ь). Из концов его, а и Ь, проведем данными силами, какрадиусами, дуги и определим точку их пересечения с; Ьс и са и будут те напра­вления, которые надо дать заданным по величине силам Q и В. Так как дуги кругов разных центров пересекаются вообще в двух точках, то задача имеет два решения.3. Уравновесить систему сил, дей­ствующих на данное тело и пересекаю­щихся в одной точке, двумя силами, из которых одна имеет данное напра­вление, а другая — данную вели­ Фиг. 149.чину. Построив из данных сил'(фиг. 150) силовой многоугольника PiPoP3P4b, проводим из точки а линию, параллельную данному направлению, а из точки b

Фиг. 150.

силою В, как радиусом, описываем дугу, которая пересечет проведен­ную прямую, положим, в точке с. Соединив с и Ьу получим два искомые вектора, Ьс и са. Но так как дуга может пересечь направление ас в двух точ­ках (в точках с и с'), то эта задача имеет вообще два решения.Заметим, что раз мы задаемся положением точки, то в каком бы порядке мы ни пользовались нашими силами для построения многоугольника, начиная с вер­шины а, положение точки b от этого порядка не зависитсовсем, — оно определяется лишь величинами самих сил. Если, например, вместо того, чтобы строить многоугольник аР^Р^Ь в порядке Р,, Ра, Р3, Р4, мы построили бы многоугольник аР4Р,3Р'2Р\Ь в порядке Р4, Р3, Р2, Рп при той же исходной точке а, то конец последней силы непременно упрется опять в ту же точку Ь. Форма многоугольника изменилась, но точки а и b остались те же. -Рассмотрим несколько задач, которые решаются помощью одного силового многоугольника.
Задача 1. Определить силы сопротивления, которые развиваются в под­пятнике и шейке журавля, поддерживающего некоторый груз.Положим, что посредством журавля F (фиг. 151) поднимается груз Р. Сопротивления опрокидыванию журавля развиваются станиной в точках А и В, Сопротивление в точке А будет перпендикулярно к поверхности шейки, направление же сопротивления в подпятнике В пока неизвестно. Пусть вес журавля будет G и пусть он приложен в центре тяжести О. Складываем G и Р по правилу сложения параллельных сил, — получим 



134> —таким образом равнодействующую (Рч-G), приложенную в некоторой точке Е.Перенесем точку приложения силы (? + (?) в точку а. Сопротивление, развиваемое точкой А, может быть перенесено также в точку а. Складывая эти две силы, мы должны получить некоторую равнодействующую, которая

Фиг. 151.

Задача 2. Решить ту

должна уничтожить силу сопротивления, разви­вающуюся в точке В, — в противном случае равновесия не будет. Значит, соединив В с а, мы и получим направление сопротивления, развивающегося в точке А.Теперь задача приводится к следующей: данную силу (P-t-G) нужно уравновесить двумя силами, имеющими данные направления аА и Ва. Чтобы ее вешить, проводим из конца силы (Р -+- G), т.-е. ижточки Ъ, прямую линию, параллельную направлению Ва, до пересе­чения с направлением Аа; тогда получим замкнутый треугольник abc, где Ьс = N' и есть сила сопротивления, развиваемая точкою Ь, а са = АГ — сила сопротивления, развиваемая точкою А.же задачу для журавля другого устройства, где стойкой служит усеченный конус, так что образующее его сходятся в вершине конуса, В.Этот конус опирается на другой конус,,в точке же В (фиг. 152) нахо­дится точка опоры. Означим через G вес’Журавля и через Q — вес под­держиваемого груза. Сопротивления будут развиваться в точке А, где сопротивление будет перпендикулярно конической поверх­ности, и в точке В; направление сопро­тивления в последней пока неизвестно.Для решения задачи поступаем северу шенно так же, как и в предыдущем примера т.-е. складываем силы Q и G; получаем равнодействующую (Q -+- G): продолжаем направление сопротивления N, развйваю- Щегося в точке А, до пересечения в точке а с силою (Q-+-G), и переносим в нее как сопротивление Лг, так и силу (Q ч- G).. Заключаем, что направление в точке В должно пройти и через точку а, а потому задача сводится опять к разложению силы 
(Q+G) па две, имеющие данные направления Аа и аВ. Чтобы определить эти искомые силы, из точки b проводим параллель Аа до пересечения с напра­влением аВ в точке с; из полученного △ abc имеем Ьс = Л' —силе сопро­тивления, развивающейся в точке А, и c& = N'—силе сопротивления, раз­вивающейся в точке В.

Задача 3. Обелиск АВ (фиг. 153) должен быть поставлен на пьедестал силою Pt, (данной по направлению и приложенной к его верхней оконеч­ности) посредством вращения около ребра А основания обелиска. В каком 



135направлении'должна быть приложена сила Р данной величины в точке обелиска А, чтобы пьедестал KL подвергался только одной вертикальной силе давления и, таким образом, не мог бы опрокинуться.Если продолжать направление силы Q — веса обелиска, — проходящей через центр тя­жести G, до пересечения с направлением силы Р, в точке а, то для равновесия необходимо, чтобы направление равнодействующей сил Р1 и Q прошло через точку А; т.-е. совпало бы с а А. Эту равнодействующую легко найти, если пере­несем силу Q в точку пересечения а, а из копца ее s проведем линию sin, параллель­ную Р, или BD, до пересечения с аА в ш; тогда sm и представит пр величине силу Pt, сила же ат будет силой равнодействующей. Теперь задача сводится ^‘следующей: требуется силу ат разложить на две, из которых одна должна иметь данную величину Р, а другая — вертикальное направление. Чтобы решить эту задачу, из точки m проводим вертикальную линию, а из точки а, как из центра, описываем дугу радиусом, равным силе Р; эта дуга пересечет вертикальную линию, вообще говоря, в двух точках с и с'. Соединив эти Фиг. 153.точки с точкой а, получимискомое направление ас (или ас') нашей силы Р. В точке Л мы должны приложив силу, которая уничтожила бы составляющую Р, чтобы пьеде­стал подвергся одной только силе вертикального давления. Эта сила будет иметь направление, противоположное ас или ас', и в точке А будет иметь место одно из двух сочетаний сил ат и Р, представленных на нашей фигуре.
Задача 4. Неоднородная палочка АВ (фиг. 154) опирается своими кон­цами на две плоскости KL и наклоненные к горизонту под углами 

а и ’^.Определить место центра тяжести этой палочки и силы сопротивления плоскостей в точках А и В.Пусть вес палочки равен Р, а силы сопротивления приложены в точках А и В п перпендикулярны к плоскостям. Продолжим направления этих сил до их пересечения в не­которой точке О. Чтобы палочка находилась в равновесии, эти силы должны уравновесить собою вес палочки Р; следовательно, направление вертикальной силы Р должно пройти через точку О. Пересечение палочки с направлением силы Р дает точку G, которая и будет центром тяжести палочки. Чтобы получить давления в точках А и В, силу Р нужно разложить по направлениям ОА и ОВ; тогда получим силы давлений РА и Fв, а также и противоположные им силы сопроти­вления плоскостей Na и Nb.
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§ 62. Свойства нитяного многоугольника. Положим, что нам дано сло­жить две силы, Р' и Р" (фиг. 155), лежащие в одной плоскости и прило­женные в точках ef и е". Эти силы можно было бы сложить по правилу

Фиг. 155.

4
»L

Для этого берем произвольную

параллелограмма, перенеся их в точку их пересечения. Но мы применим новый способ, который приложим одинаково как для сил пересекаю­щихся, так и для сил параллельных.Состоит он в следующем: берем на плоскости точку а, проводим че­рез нее линию са, параллельную силе Р', и откладываем величину ас, равную Р1; из точки с проводим cb параллельно силе Р" и откладываем cb = Р". Соединяя а с Ь, получим равнодействующую Р. Определим теперь точку приложения этой равно­действующей силы.:ку О, которая называется полюсом силового многоугольника, и соединяем ее с вершинами силового треуголь­ника abc. Потом берем в стороне точку А и проводим через нее АК || аО, до пересечения с направлением силы в некоторой точке К'. — Далее, через К' проводим К' К" параллельно сО до пересечения с направлением Р" в точке К", и, наконец, через точку К" проведем К"В параллельно ЬО. Полу­чим некоторый разомкнутый многоугольник АК'К"В, называемый нитяным многоугольником. Для определения точки приложения равнодействующей сил -Р"и Р"— нужно лишь продолжить крайние стороны этого многоугольника, т.-е. АК' п ВК" до пересечения их между собою в точке К. Полученная точка и будет искомою точкою приложения равнодействующей; через нее проводим линию KL, параллельную ab, и отложим KL=ab. Таким образом, получим KL = P, равнодействюющую сил Р1 и Р", приложенную в точке" К.Докажем справедливость вышеуказанного сложения сил. Перенеся точку приложения силы Р' из е' в К', разлагаем эту силу на две слагающие, из которых одна имела бы направление АК', а другая — К"К'. Разложение делается с помощью треугольника аОс; при этом находим, что сила Р' разла­гается на силы аО и Ос, которые будут действовать по направлениям, ука­занным на чертеже стрелками.Потом силу Р", перенеся из точки е" в K"j разлагаем на две, из которых одна была бы направлена по ВК", а другая по К'к"; это достигается посред­ством треугольника сОЬ. Искомые силы сО и ОЪ будут действовать по напра­влениям, указанным па чертеже стрелками.Таким образом, силы Р’ и Р" мы заменили четырьмя силами, из которых две равны между собою, — каждая из них равна Ос и действует по одной и той же прямой К'К" в противоположные стороны; значит, они уничтожаются, и у нас остаются силы, действующие по направлениям AL' и ВК". Перенеся последние в точку их пересечения К, можем сложить их с помощью силового многоугольника аОЬ, из которого видим, что равнодействующая выразится замыкающей стороною этого треугольника, т.-е. длиной ab, что и требовалось доказать.



137Теперь мы можем пояснить, почему многоугольник AK'K'fB назван -нитяным.Если предположим, что силы Р' и Р" действуют не на твердое тело, а на некоторый стержневой многоугольник АК'К"В, закрепленный неподвижно в точках А и В, то увидим, что такой многоугольник будет находился, на основании предыдущего, в равновесии, так как сторона К'К" будет находиться в равновесии, вследствие действия на нее двух равных сил, направленных в противоположные стороны; силы же, действующие по направлениям сторон АК' и ВК", также уничтожаются, благодаря неподвижности точек А и В. Заменив стержневой многоугольник нитяным, увидим, что он также будет в равновесии, при чем можем определить силы действующие по сторонам этого многоугольника, кай силы натяжения соответственных его сторон.Иногда случается, что силы стараются не растянуть тело, а сжать его; тогда следует предположить, что звено представляет материальную линию, кото­рая не может сжиматься. В первом случае, т.-е., когда сила старается разорвать звено, она называется силою растяже­ния, а во втором случае—силою сжатия.Предложенный способ сложения сил будет одинаково удобно приложим, будут ли силы пересекаться, или они будут параллельны.На фигуре 156 даны способы сложения сил параллельных, направлен­ных в одну сторону, а на фигуре 157 — в противоположные стороны. Заметим, что нет надобности доказывать прило­жимость способа нитяного многоуголь­ника для случая сложения параллель­ных сил; наоборот, умея складывать можно доказать, что точка прило­их по способу нитяного многоугольника, жения равнодействующей двух параллельных сил делит расстояние между точками приложения составляющих обратно пропорционально этим последним.В самом деле, из подобия треугольника К'1К (фиг. 157) с треугольником аЬО и треугольника К"1К' с треугольником сОЬ, можно написать:
К'1_ ab _ gR KI _ be__ Q
IK ~ bO bO’ IK" = bO = bO*Из этих равенств следует, что: КТ . bO = R.IK,* К'1 . ЬО=(? . IK",откуда

R . IK= Q . 1К",- или
R _ IK"
2 ~ 1К •Из последнего уравнения полу­чаем:

= 1К"ч-1К
Ч ~ 1К ’’
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или
откуда находим: р _ кк»

Q~ IK *

Р Q Р
КК" IK 1К' ’т.-е. уже известное нам соотношение между силами и расстояниями их точек приложения.Приложим графостатическое правило сложения сил к сложению двух равных параллельных сил, направленных в противоположные стороны. Такие 

Фиг. 158.

силы, Р' и Р" (фиг. 158), соста­вляют пару. Приложив вышеуказан­ное правило, увидим, что крайние стороны нитяного многоугольника будут параллельны, но не будут ле­жать на одной прямой, и потому точки приложения равнодействующей отыскать нельзя, так как она нахо­дится в бесконечности. Кроме того, силовой многоугольник acb — зам­кнут; следовательно, равнодействую­щая равна пулю.Мы привели две наши силы. Р' и Р", к четырем силам, из которых две уничтожаются, как равные, противоположно направленные по К'К". Остаются две силы, наппа- вленпые по АК' и В К". Эти силы будут равны и направ/ены, как указано на чертеже, так как одна из ник есть аО, другая — Оа(Ь). Силы эти составляют пару . ((/, Q"), которая будет эквивалентна паре (Р\ Р"'). Докажем это.Перенесем силу Р' из с в К'; из конца ее Е проведем EG || К'К" и соединим К' с G, а К" с Е; тогда площадь Д ЕК'К" выразит собою половину момента пары (Р', Р"). Покажем теперь, что пдощать треугольника GK'K" выражает собою половину момента пары (()', Q'1). Для этого продолжим направление силы Р" до пересечения с EG в точке F; тогда получим:△ К'ТО = ДасО,так как оба треугольника имеют равные углы (соответственные стороны их параллельны) и K"F = K'E = ac. Из равенства этих треугольников следует, что K"G = aO; но аО = Q и ес;ь сила, входящая в новую пару; поэтому площадь треугольника K'K"G и выражает половину момента пары (Q1 Q"'). Но площадь треугольника K'K"G равна площади треугольника К'К"Е; следовательно, моменты пар (Р', Р") и (()', Q"') между собою равны.Очевидно, что, меняя положение полюса, будем получать различные пары, но моменты их постоянно будут оставаться равными.С помощью нитяного и силового многоугольников можно сложить сколько угодно сил, лежащих в одной плоскости. Положим, даны силы Р'. Р"^ Р"



139(фиг. 159), приложенные в точках L', L", L"',..., и требуется сложить их. Для этого составим сначала силовой многоугольник acdeb; затем возьмем произвольный полюс О и соединим его с вершинами этогомногоугольника. Далее строим нитя­ной многоугольник, для чего, по правилу, берем произвольную точку А и через нее проводим линию, параллельную аО, до пересечения с направлением первой силы. Потом из полученной точки К" проводим К'К" |] Ос до пересечения со второй силою и т. д. Таким образом, найдем точки К1, К", К'",..., и, соединив их между собою, получим нитяной многоугольник AK'K"K"'KIVB.Правило, служащее для опре­деления точки приложения равнодействующей, состоит в том, Фиг. 159.что надо продолжать' крайние стороны нитяного многоугольникадо их пересечения в точке К. Полученная точка и будет искомою;величина же равнодействующей определится, как замыкающая стирона ab силового многоугольника, и направление ее будет параллельно этой последней. Итак, мы определили и величину, и направление равнодей­ствующей силы.Для доказательства верности наших операций перенесем силы Р', Р", 
Р'", PIV в точки К', К", К'", Кл" и разложим каждую из них по направлению соответствующих звешев нитяного многоугольника. Эти разложения уже сде­ланы помощью силового многоугольника, а именно: силу Р' раскладываем на силу аО и Ос; Р" — на силы сО и Od и т. д. Но силы, направленные по звеньям К'К", К"К'", К'"К/Г, будут равны и противоположны, а потому взаимно уничтожаются. Останутся только силы, действующие по звеньям АК'

§ 63. Разложение сил. Помощью

и ВК/У. Точка же приложения и величина равнодействующей этих двух сил находятся именно так, как это мы сказали.В частном случае, когда сило­вой многоугольник будет замкнут, вышесказанный способ приведет пас к равнодействующей паре, которою заменяется система сил. Возьмем для примера силы Р', Р", Р"' и Р1Г (фиг. 160); составим силовой много­угольник, — в данном случае он будет замкнут. Поступая по выше­сказанному, найдем, что вся система сил приведена к одной паре (Q, (/), где Q = аО = Q' — Ob. многоугольников силового и нитя­ного можно одну силу разложить на несколько других совершенно опреде­
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в

Фиг. 161.

ленным способом, если дано необходимое число условий, которым должны удовлетворять искомые силы. Возьмем пример.Задача. Разложить силу Р (фиг. 161) на две параллельные силы Р' и Р . Задача эта в такой формулировке будет неопределенна; если же тре­буется разложить данную силу на 'две так, чтобы эти силы имели данные точки приложения К' и К", то вопрос делается совершенно определенным.Для решения соединим между собою точки К, К' и К" и продолжим стороны КК' и КК"; затем берем произвольную точку а и через нее проводим ab, равную и параллельную силе Р; далее через точку а проводим линию, параллельную АК', а через Ь, — параллельную ВК", и пусть они пересекаются в точке О. Если теперь через О проведем Ос || К'К", то отрезок ас дает одну искомую силу Р', приложенную к точке К', а отрезок cb другую искомую силу Р".Справедливость такого способа можно доказать следующим образом. Разложим силу Р на две силы, направленные по линиям КК' и КК". Это можно сделать а аОЬ; тогда сила, направленная по и направлению линией аО; сила, напра­вленная по К' Ь, будет ОЬ.Разлагаем потом силу аО на силу, направленную по К'К", и на силу, параллельную силе Р. Это делается помощью силового треугольника аОс, из которого видно, что сила, направленная параллельно Р, будет равна ас. Точно так же разлагаем силу ОЬ посредством треугольника сОЬ на силы Ос и cb. Видим, таким образом, что по звену К'К" действуют две равные, но напра­вленные в противоположные стороны силы, которые поэтому уничтожаются, и у нас остаются две силы — ас и сЬ, параллельные Р и приложенные я точках К' и К". Эти силы и будут а искомые.
§ 64. Графические условий 

равновесия. Положим, что имеем не­сколько сил, лежащих в одной плос­кости, и требуется определить условия равновесия тела, на которое эти силы действуют. Как .известно, для этого равнодействующая сила и момент . - разнодействующей пары должны рав­няться нулю. Замечая, что момент пары равен нулю, когда плечо ее равно нулю, заключаем, что для равновесия:1) силовой многоугольник должен быть-замкнут, чютому что только в этом случае равнодействующая равна нулщ, и \ „ у..

помощью силового многоугольник АК' будет выражена по величине



1412) крайние стороны нитяного многоугольника должны быть расположены по одной прямой, так как момент равнодействующей пары только тогда равен нулю, когда плечо равно нулю, т.-е. когда силы расположены по одной прямой. Рассматриваемый случай изображен па фигуре 162.Если тело имеет неподвижную точку, лежащую в плоскости сил, то для равновесия необходимо, чтобы равнодействующая всех сил проходила через данную точку. Графостатически это приводится к тому, чтобы линия, параллельная замыкающей стороне силового многоугольника и проходящая через точку пересечения двух крайних сторон нитяного много­угольника, проходила через неподвижную точку.
§ 65. Приложение графостатики к решению задач. Исследуем вопрос с равновесии покоящегося на двух точках опоры горизонтального бруса с положенными на -него различнымигрузами: найдем равно­действующую всех сил, а также давление на опоры С и D (фиг. 163). Пусть силы, действую­щие на него, будут Р', 

Р", Р'", PIV,PV и пусть они приложены в точках вГ, m", m"', mzr, my. Чтобы найти равнодей­ствующую, складываем эти силы по общему правилу для чего строим силовой многоугольник. Взяв произвольный полюс О, соединяем его с вершинами много­угольника, а затем строим нитяной многоугольник, продолжение крайних сторон которого даст точку К приложения равнодействующей силы Р, равной по величине сумме сил Р(и). Если теперь продолжим силу Р до пересечения с брусом, то получим точку т, к которой и будет приложена сила Р.Для определения давления в опорах С и D, силу Р разлагаем на две силы, приложенные в точках С и 1). Если определим эти силы и возьмем их в противоположные стороны, то, на основании закона: действие равно противодействию, найдем сопротивление опор. Для того, чтобы силу разло­жить на две такие силы, надо через точку О провести линию Ох, парал­лельную EF, до пересечения с прямой ab; тогда ax = 7V есть сила давления на точку С, a bx = JV' есть сила давления на точку I).Определим момент пары, ломающей брусок в данном сечении. Пред­положим, что требуется определить момент ломающей пары относлтельво . сечения G. Для решения заметим, что часть бруска CG находится под дей­ствием сил 2V, Р' и Р". Приложим в точке G силы Nt и N2, Р\ и Р'2, 
Р'\ и Р"2, соответственно равные и параллельные4 силам N, Р' и Р", но обратные между собою; получим, таким образом, три пары (2V, (Р', Р'2),



142(I*',  P"2), равнодействующая которых и будет стремиться изломать брусок в рассматриваемом сечении G; кроме того, в точке G оказывается прило­женной равнодействующая сил 2V2, Р'х и Р"15 которая стремится срезать его в том же сечении.Обозначим момент пары, старающейся изломать брусок, через М, — он будет равен алгебраической сумме моментов пар (2V, JV,), (Р', Р'2) и (Р", Р*,),  т.-е. J/ = 2V.CG — P'.m'G — P".m"G............................................. (1)Постараемся определить, чему равны эти моменты. Для этого проведем через G вертикаль и обозначим через Н пересечение этой вертикали с EF, через L — пересечение с К"К"', ^егез S — пересечение с продолжением К'К" и через Т — пересечение с ЕК'К. Для определения момента N. CG заметим, чтоА ТЕН подобен А хОа.Из подобия этих треугольников мы можем написать, что отношение осно­ваний к высотам будут равны, и, если высоту треугольника хОа обозначим через h, то: ax:A = 2V:^ = HT:CG,где CG есть высота Д ЕНТ, отсюда। Л”. CG = 7i.HT.Для определения момента P'.m'G, заметим, что:A K'TS подобен А аОс, .откуда: P'.m'G = Л. TS.Наконец, момент Р". m"G определится из подобия треугольников K"LS и cOd, откуда P".m"G = A.SL.Подставляя полученные величины в уравнение (1), находим:
М = h. (НТ - TS — SL) = h. HL.Из полученного' выражения заключаем, что момент ломающей пары для какою-либо сечения измеряется вертикальной хордой нитяного много­угольника, соответств)Ю1пей этому сечению, а, следовательно, — самое опасное место будет то, которому соответствует наибольшее значе­ние хорды HL.

§ 66. Отыскание центра тяжести плоских фигур. При помощи графо­статики легко отыскивать центры тяжести площадей плоских фигур; при этом данная фигура может иметь ось симметрии, но может и не иметь ее. Рас­смотрим первый случай.Для’ отыскания центра тяжести площади такого многоугольника, который имеет ось симметрии, надо разбить его на такие площади, положение центров тяжести которых известно, и сосредоточить' в них соответствующие



143веса. Потом сложить эти силы помощью нитяного многоугольника; продол­жить крайние стороны его и через точку пересечения их провести линию, параллельную силам. Точка пересечения ее с осью симметрии и будетцентром тяжести. Для примера опре­делим центр тяжести поперечного сечения двутавровой балки.Пусть ось симметрии этой фи­гуры (фиг. 164) будет LM. Опре­делим центры тяжести всех прямо­угольников, составляющих фигуру; очевидно, что они будут лежать на оси симметрии. Сосредоточим в этих центрах тяжести р, q и г веса их Р, Р", Р'" и сложим их по правилу нитяного многоугольника. Пусть,, точка пересечения крайних сторон нитяного многоугольника есть точка К. Если проведем через точку К параллель направлению сил Р,и продолжим ее до пересечения с осью симметрии, то полученнаяи будет центром тяжести. *Когда фигура не имеет оси симметрии (фиг. 165), бивают данную площадь так же, как и прежде, на несколько
Р", Р"' точка Сто раз- площа-дей, положение центров тяжести которых можно легко найти, сосредото­чивают в них соответствующие веса, и, дав им сначала одно какое-нибудь направление, строят нитяной многоугольник, продолжив крайние стороны

Фиг. 165.которого, определяют точку приложения равнодействующей. На этой равнодействующей или на ее продолжении и лежит центр тяжести дан­ной фигуры.Если силам дадим какое-нибудь другое направление, то, повторив преды­дущие рассуждения, придем к заключению, что центр тяжести должен лежать на линии, параллельной данным силам и проходящей через точку пересечения



144крайних сторон ' нового нитяного многоугольника. Значит, центр тяжести должен лежать в точке пересечения этих двух линий, — в некоторой точке С.
§ 67. О равновесии ферм. Фермой называется сооружение, со­ставленное из брусьев, соединенных с помощью шарниров. Точки соеди­нения брусьев называются узлами. Количество шарниров в одном брусе может быть различно, но не менее двух. На фигуре 166 мы имеем ферму, каждый брус которой несет только два шарнира. Фигура 167 представляет 

собою ферму, число шарниров которой на некоторых брусьях более двух, — как, например, на АВ равно трем. В дальнейшем мы ограничимся рассмо­трением только того случая, когда на каждом брусе фермы имеется только два шарнира. 'Если внешние силы (включая и опорные сопротивления) приложены только в шарнирах фермы, то все брусья фермы называются стерж­нями. Если же на некоторые брусья действуют силы, точки приложения которых находятся не в шарнирах фермы, то эти брусья мы будем назы­вать балками; точно также балками называются брусья фермы, на которых три и болез шарниров, как представлено на фигуре 167.Так как твердое тело под эффектом двух сил может быть в равновесии только тогда, когда силы равны, противоположны и действуют по прямой, 
соединяющей их точки приложения, то стержень, имея лишь две точки приложения сил (в двух шарнирах), может быть только растянут или сжат. Для балки это заключение не имеет силы, так как балка находится в равновесии под действием сил, приложенных уже не менее, чем в трех точках. Реакции шарниров, вообще говоря, не будут направлены по прямой, соединяющей • шарниры. Если на балку действуют, считая и реакции шарниров, только три силы, то можно лишь утверждать, что они пересекаются все три в одной точке. Силы, действующие на балку (включая и реакции шарниров), можно разложить на слагающие, направленные по ее оси, и на слагающие, к ней перпендикулярные. Первые вызывают растяжение или сжатие балки, вторые сдвиг и изгиб балки. 4Мы будем рассматривать только плоские фермы, т.-е. такие, у кото­рых узлы, а следовательно, и все 'брусья находятся в одной плоскости; вместе с тем, будем принимать, что все силы, действующие па ферму, нахо­дятся в плоскости фермы.Фермы бывают статически определенные и статически не­определенные.



145Ферма называется статически определенною, если от нее нельзя отнять ни одного бруска, не лишив ее жесткости (вообще, если от нее нельзя отнять ни одной связи, не лишив ее жесткости).Например, если ферма имеет жесткий узел, и мы, заменяя его шарниром, нарушаем жесткость фермы, то ферма статически опре­деленна.Когда ферма имеет лишние связи, которые можно отнять, не нару­шая ее жесткости, то она называется статически неопределен­ной. Например, шарнирный четыреугольник, перетянутый двумя диаго­налями.Оставляя в стороне рассмотрение статически неопределенных ферм, мы займемся выводом условий равновесия плоских статически опреде­ленных ферм.Посмотрим, каково должно быть число брусьев статически определенной фермы, если число шарниров ее равно п. Представим себе, что из имею­щегося у нас числа шарниров п взяты два и прикреплены на концах одного бруса. Таким образом, у нас остаются свободными п — 2 шарнира. При­бавление каждого нового шарнира к имеющейся у нас системе повлечет за собой прибавление двух новых брусьев. Таким образом, прибавление п — 2 шарниров вызовет необходимость прибавления 2(% — 2) брусьев, что с имею­щимся у нас ранее одним брусом составит:2 . (п — 2) ч- 1 = 2п — 3.Если свободная статически определенная ферма находится под действием каких-либо сил, удовлетворяющих трем условиям равновесия вплоскости, то внутренние силы, действующие в ферме (силы растягивающие, сжимающие и силы сгибающие брусья), вполне определенны.Если статически определенная ферма- не свободна, то для опреде­ленности всех ее внутренних сил и опорных усилии надо, чтобы связи, стесняющие свободу ее перемещений, определялись условиями числом н е более трех (трех данных параметров). Связями, стесняющими свободу движения фермы, могут быть подвижные шарниры, ролики, катящиеся по поверхности, и т. д. Например, один неподвижный шарнир и один ролик, катящийся по плоскости, или три ролика, могущие катиться по дан­ным плоскостям.Если условий будет три, то три условия равновесия фермы, рассматри­ваемой как одно твердое тело, вполне определят три силы опорных реакций. Если внешние связи делают ферму не вполне несвободной, и число пара­метров, их Характеризующих, один или два, то между внешними силами должно быть два или одно соотношение, чтобы.было равновесие. При этом, из общих условий равновесия определится одна или две силы реакций связей. Существуют обшие приемы определять все силы растяжения или сжатия в стержневых статически определенных фермах. Мы дадим здесь три таких общих приема: I. Способ Риттера;II. Способ Кульмана;III. Способ Кремона.
Жуковский Н. Е. Теоретическая механика. 10
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Но покажем прежде, как расчет фермы, составленной из стержней 
гг балок, может быть сведен к расчету стержневой (фермы.До сих пор мы рассматривали эквивалентность сил, приложенных к твердому телу, с точки зрения покоя или движения всего тела, как одного 
целого; распределения же сил внутри тела мы совершенно не касались. Между тем силы,'эквивалентные с первой точки зрения, могут быть неэквивалентны относительно распределения внутренних усилий.Пусть дается (фиг. 168) ферма ABODE с балкой АВС и неподвижным звеном ED, нагруженная силою В, приложенной к концу С балки. Если бы

как и выше, Р и Q эквивалентны В.

мы разложили силу В па параллельные силы В и Q, приложенные к точкам 
А и В балки, то такая простая замена силы В эквивалентными ей силами 
Р и Q, не вызывая изменения реакций опор, вызвала бы изменение усилий в балке; например, при силе В, при­ложенной в точке С, часть ВС балки подвергается сжатию, сдвигу и изгибу, а при силах Р и Q не подвергается никакому усилию.Поэтому нужно поступить иначе. Приложим в точках А и В балки по две равных и противоположных силы 
Р и Р, Q и Q’ (фиг. 168), при чем, Добавление этих сил, попарно урав­новешенных в своих точках приложения, перераспределения усилий внутри тела, конечно, не вызовет. Таким образом, вместо одной силы В, в действи­тельности приложенной к нашей ферме, мы имеем право рассматривать вполне заменяющую ее систему из пяти сил В, Р', Q1, Р и Q.На основании принципа независимости действия сил, усилие во всякой части тела от нескольких сил, приложенных 'К нему, слагается из усилий, вызываемых каждой силой в отдельности. Принимая это во внимание, разобьем эту систему из указанных пяти сил на две группы сил, выделив в первую группу силы В, Р' и Q', уравновешивающие друг друга на балке, а во вторую—силы Р и Q,—обе приложенные в узлах фермы, и вычислим усилия в брусьях фермы от каждой группы в отдельности.Силы В, Р и Q' (фиг. 169), будучи уравновешены на балке АВС, в случае фермы статистически определимой, не вызовут ни каких усилий в остальных частях фермы и не окажут давления на опоры: они вызовут усилия лишь в частях топ балки АВС, на которой они уравновешены. Силы второй группы—Р и Q уравновешиваются реакциями опор и вызывают усилия во всех частях фермы (фиг. 170), кроме конца ВС балки, который этими силами не нагружается. Так как силы Р и Q приложены в узлах фермы, то усилия эти будут продольными—усилиями растяжения или сжатия, и определение их ведется по правилам расчета стержневых ферм.Для отыскания усилий в брусьях фермы от заданной нагрузки В, приложенной в точке С балки, нужно сложить усилия, вызванные каждой группой сил в отдельности. Тогда получим, что усилия в стержнях фермы т.-е., в нашем случае, во всех брусьях, кроме балки АВС, зависят лишь



147ют сил Р и Q, приложенных в узлах; усилия в части ВС балки зависят лишь от уравновешенной на балке системы трех сил В, Р', Q', и только усилия в части АВ балки слагаются из усилий, вызываемых обоими груп­пами сил вместе.

Фиг. 169; 'Фиг. 170.Обозначим угол между осью балки (фиг. 171) и силой Q', а следова­тельно, и силами Р' и В, через а и разложим силу Р' на две силы,—одну, направленную по оси балки и равную AG, другую, ей перпендикулярную и равную АН. Тогда найдем, что сила AG = Р1 cos а производит в части АВ балки растяжение, а сила АН = Р' sin а ломает балку в каждом ее сечении М моментом, равным P'sina. АМ в направлении, обратном движению стрелкичасов. Раскладывая таким же и CL, ей перпендикулярную, в части балки ВС сжатие, а

стрелки часов.

образом силу В на две: СК — по оси балки получим, что сила СК = В cos а производит сила CL = В sin а отламывает часть балки CF в сечении F моментом, равным 
В sin а . CF в направлении движения

Е

А в
Фиг. 172.

с

стрелки часов. Графическибалки представятся ординатами треугольника АВСЕ (фиг. 172), при чемломающие моменты в различных сеченияхBE = Р' sin а. АВ = В sin а. ВС.Решив подобные задачи для всех балок, входящих в ферму (в нашей ферме имеется только одна балка), переходим затем к определению сил растяжения или сжатия стержневой фермы, в которой, кроме заданных сил, приложенных в шарнирах (таких сил в нашем примере не имеется), прибавлены ко всем шарнирам, принадлежащим балкам, указанные добавочные силы Р, 
Q,... и т. д. Определив все силы растяжения или сжатия в стержневой ферме, нужно в тех брусьях, которые представляли из себя балки, прибавить ю*



148добавочные растяжения или сжатия от сил уравновешенных на балке, а также присоединить соответственные ломающие моменты.
Примечание. Нужно заметить, что указанный выше прием расчета фермы с балками не является единственно возможным. Можно было бы 

ниры, остаются одними и теми же,

прибавлять в шарнирах балки силы Р 
л Р', Q и. Q', не параллельные R, а как угодно направленные, лишь бы 
Q', Р' и R уравновешивались на балке, необходимым условием чего является пересечение их в одной точке (фиг. 173).Действие силы R на ферму сло­жится из действия сил Р и Q, прило­женных в узлах фермы, и действия сил 
Р', Q' и R, уравновешенных на балке, а потому оказывающих действие только на нее одну. Тот или другой способ раздачи силы R на шарниры, конечно, не может оказать влияния на резуль­таты расчета. Это можно пояснить следующими соображениями»Как бы мы ни направляли силы 
Р и Р', Q и Q', вся разница в них сводится лишь к разнице между про­дольными их слагающими, направлен­ными по линии шарниров АВ, попереч­ные же слагающие их, при всех указанных раздачах силы R на шар- определяясь однозначно при помощи уравнений моментов. Продольные же слагающие, хотя и меняют свою вели­чину при различных разложениях, но геометрическая (алгебраическая) сумма их остается постоянной. Но распределение продольных слагающих реакций балочных шарниров при последнем условии не может оказывать никакого влияния на величину и направление опорных реакции, а следовательно и па величину усилий во всех брусьях, кроме балки. Отсюда вытекает, что при расчете стержней фермы, мы можем продольную слагающую силы R, дей­ствующую на балку, распределять между шарнирами балки, как нам удобней. В предельном случае можно было бы продольную слагающую силы R cos а всю передать на любой пз шарниров балки, напр. В, (фиг. 174), добавивши в нем, конечно, равную и противоположную сплу. Поперечные слагающие сил, при­ложенных в шарнирах А и В, определяются единственным образом по правилу разложения параллельных сил и недопускают никакого произвола в раздаче.

Пример 1. Пусть дана форма (фиг. 175), брусья которой связаны шарнирами в квадрат ABDE со сторонами АВ, BD, DE, ЕА, равными а. Точка D может перемещаться по горизонтальной плоскости ММ' па катке I), а шарнир точки А связан с вертикальной плоскостью. На балки фермы действуют две силы, равные R и приложенные к балке АВС в точке С 
и к балке ВЕЕ в точке F, при чем:АВ = ВС = а, ВЕ= 2EF = aV 2.



149Сначала определяем опорные сопротивления.Опорная реакция W, развивающаяся на катке I), найдется из условия равновесия всей фермы, как рычага с точкой опоры А. Для этого напишем уравнение моментов относительно точки А:
, тл (2V) ч- тА (Rc) ч- mA(Rp) = О, или

— N. а Vх 2' ч- R. а /2Гч- R. а V2 = О, откуда:
N = 2 R.

Фиг. 174.

Опорную реакцию в шарнире А найдем, приравнявши пулю суммы проекций всех сил, действующих на ферму (в том числе и реакций опор), на вертикальную и горизонтальную оси. Из этих уравнений находим, что горп- 

Фиг. 175.зонтальная составляющая опорной реакции . в шарнире А равна W = R и направлена вправо, а вертикальная составляющая Н = А’ — R = 2R — R=R и направлена вниз.Добавим в точке В фермы четыре попарно равных и противоположных силы: <2=<2' = 2В и p = p'=f,а в точке Е две равные и противоположные силы:
Т = Г = I R.
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Тогда получим, что силы Н = R, Вс и Q' = 2R уравновешены на балке АВС, а силы Rp, Т' = у R и Р' = ~ на балке BEF (фиг. 176), и действуют только на части своих балок. Остальные же пять сил:
N=2R, W =. R,

Q = 2R, р=®, т=-|тг.приложены в узлах фермы и позволяют рассчитывать ферму, как стержневую (фиг. 177).

Фиг. 176.Решим сначала задачу о распределении усилий в ферме под действиемтолько-что указанных пяти

Фиг. 178.

С
сил, приложенных в узлах.Для нахождения усилий в стержнях RD и ED разлагаем (фиг. 178) силу N = 2R по их направлениям; получаем:

St = RV2, S2 = RV2.Первая сила будет сжимать стержень BD, вто­рая растягивать стержень ED.Для нахождения усилий в стержне АЕ и части АВ балки АВС разлагаем по их направлениям силу TF— R; получаем:
о _
'-3“К2 S' ^4-^/2'-

Обе силы 83 и S'4 будут сжимающие.Наконец, чтобы найти усилие в брусе 
BE фермы, переносим силы S2 и 83 в точку Е, 



151и проектируем все силы, действующие в узле Е, на направление ЕВ', находим: 8 = S, cos 45° — 83 cos 45° = R = f = f.
Сила S будет сжимать брус БЕ.Для частей ВС и ЕЕ балок от рассматриваемых сил, приложенных в узлах, усилий не получится.Для стержней заданной фермы, каковыми являются здесь брусья ЛЕ, 
ЕВ и ВВ, найденные усилия (S\, S2 и S3) являются окончательными. Для балок же АВС и ВЕЕ нужно подсчитать еще усилия от уравнове­шенных на них сил и добавить их к усилиям стержневой фермы.Обращаемся к балке АВС (фиг. 179).Вертикальная сила Н дает растяжение отрезка АВ балки силоюS,"= J?cos45° = -^.

V 2Сложим эту растягивающую силу S4" с най­денной выше силой сжатия S4r; получим: 
т.-е. часть АВ балки под действием данных в задаче сил не испытывает ни растяжения, ни сжатия.Разлагая силу R, приложенную в точке С, находим, что часть ВС балкиподвергается сжатию силой S5 = .Кроме того, балка АВС подвергается также действию поперечных срезывающих усилий, рав­ных и ломающих моментов, графически пред- г 2ставленных ломаной пунктирной линией на фиг. 179, при чем наибольший ломающий момент (в узле В фермы) равен:

- Фиг. 180.

-Л* Переходим к . балке ВЕЕ (фиг. 180). Так как силы RF, Т’ и Р’, действующие на балку, пер­пендикулярны к оси балки, то они будут вызывать в ней лишь срезывающие усилия и ломающие
силах R., и R„ части V _Г моменты; растяжения же или сжатия в балке от них получаться не будет. Поэтому, и при заданных балки ВЕЕ будут подвергаться действию лишь тех продольных сил, которые получились от сил Р и Q, приложенных в узлах, т.-е. часть ЕЕ балки не будет испытывать ни сжатия, ни растяжения, ' 
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а часть BE будет сжиматься силою S = у. Величина срезывающего усилия для части EF будет равна Л, для части BE равна ~. Моменты, ломающие балку ВЕЕ, графически представлены на фиг. 180, при чем наибольший ломающий момент (в узле Е) равен:
ЕЕ'=.^.

J/2

§ 68. Способ Риттера. Способ Риттера называется также способом 
трех моментов. Он приложим к таким фермам, которые можно разрезать контуром, пересекающим только три звена.Пусть контур шн (фиг. 181) пересекает звенья х, у, z в точках а, b и с. Считаем эти стержни в точках а, с перерезанными и отнимаем 

Фиг. 181.правую часть фермы. При этом, рассматривая левую часть фермы, как неизменное твердое тело, можем написать условия равновесия этого тела под эффектом всех сил, действующих на левую часть фермы, т.-е. сил X, Р2, а также и сил X, Y, Z, приложенных в точках а, b и с по направлению стержпей.Вначале будем считать стержни х, у и z растянутыми, полагая, что все силы идут от сечения в сторону отброшенной фермы, и в этом предполо­жении будем придавать силам X, Y и Z знак (-ь). При этом эффект действия отрезанной части звена направлен от контура шп вправо. Если из уравнения для какой-либо из сил X, Y и Z получится знак (—), то эффект действия отброшенной части звена направлен от контура шп влево, и звено будет тогда сжато.Условия равновесия в приеме Риттера выражаются тем, что сумма моментов всех сид относительно трех центров равна нулю. За эти центры принимают так называемые «точки Риттера», которые представляют точки пересечения попарно трех рассматриваемых стержней. Первая точка Риттера R получается от пересечения стержней у л z (не входит х), вторая — Rt— в которую не входит у. т.-е. пересекаются х и z, третья—К2—в которую не входит z, а пересекаются х и у.Пишем, что сумма моментов всех сил относительно точки Риттера R равна пулю:
т^ (Х) + тв О’) h-Wr (Р,) ч- mR(P2) = 0.



153Сила Р2 в нашем примере проходит через точку R, и потому момент ее равен нулю. Если из точки R опустить перпендикуляр на силу X (обо­значим длину его через о), то будем иметь:
откуда тпл(Х) = Хо,

mR (У) + mR (Р,) 4- т R (Р2)

Если вторая часть в окончательном результате будет со знаком -+-, то X представляет растяжение, в противном случае X представляет сжатие.Точно так же, обращаясь к точкам Риттера и R2 и обозначая рас­стояние их от стержней у и z через о, и 62, будем иметь:
-Г8.-ьгть,(Д) = О,

— Z62 -+- ^(-У) -ь ч- шВз(Р2) = 0.Здесь
Y) = ~ ™д3 (Z) = — Z62,так как положительные силы Y и Z вращают около точек Риттера R, и R2 против часовой стрелки. Из этих уравнений находим:

у __ + 7ил,(р) + ™д,(р2)

. »»Д.. (-Ю 4- тЦ.. (Р1) + т В.(.Р2>

Сила X несомненно отрицательна, так как силы N и Рх имеют отно­сительно точки Риттера R положительный момент; следовательно, звено х сжато. Ясно также, что сила Z положительна и звено z растянуто.Обыкновенно тот стержень, который сжат, отмечается на ферме двойной линией.
Примечание. Если из трех пересеченных стержней два стержня парал­лельны, то соответствующая им точка Риттера удаляется в бесконечность. В этом случае вместо приравни­вания нулю суммы моментов, сле­дует приравнять нулю сумму проекций всех сил фермы на прямую, перпендику­лярную рассматриваемым (параллельным) звеньям.Возьмем следующий пример.Дана ферма, представленная по фигуре 182. Все совершенно симметрично; налево и направо точки опоры, и здесь развиваются силы реакций N и N'. Склады­ваем графостатическим способом силы Р2, Р3, и т. д.; вычерчиваем силовой многоуголь-



154ник ab (фиг. 183) при полюсе О, который возьмем на перпендикуляре, вос­становленном из точки с, средины прямой ab. Потом, проведя диаюнали 1, 2, 3, 4, 5, 6, вычеркиваем нитяной многоугольник АВ, при чем линия АВбудет горизонтальна; поэтому прямая ab точкой с раз­делится на две равные силы N и N', при чем N— са и АГ' = Ьс. Это будут силы реакции опор. Прово­дим теперь контур Риттера mn для определения силы натяжения стержней х, у и z. Первая точка Риттера будет R, вторая в бесконечности, а третья будет В2.Сумма моментов всех сил, лежащих налево от вертикального сечения, проходящего через точку R (в нашем случае сил АГ, 1\ и _Р2), будет, по ска­занному в графостатике о равновесии балки, выра­жаться произведением хорды I веревочного много­угольника на полюсное расстояние h силового многоугольника. Поэтому:
в+г4=о, i=-4, 

о ’где через о обозначена высота фермы. Таким образом, X представит силу сжатия.Обращаемся далее к точке Риттера R2, Сумма моментов всех сил, действующих с левой стороны от вертикали, проходящей через R2, выра­жается произведением хорды 1Х на полюсное расстояние h. Поэтому:— Z5-4-Z,A = O, Z = Q.Так как Z положительно, то стержень z растянут.Для исследования стержня у составляем сумму проекций всех сил, лежащих слева от сечения mn, на вертикаль. Получим:
Y. sin я -ь се = 0,где се есть расстояние на силовом многоугольнике ab от точки с до точки е. Точка же е есть конец сил Pt и Р2, расположенных влево от сечения mn. Отсюда

у _____ се
sina *Так как К получилось отрицательным, то стержень у будет сжат.Все силы на чертеже считаются вначале обыкновенно растянутыми, азатем, по мере решения задачи, сжатые стержни обозначают двойными чер­тами.

Пример 2. (Ферма с балкою).Определить по способу Риттера натя­жение стержней S, S1} S2 кронштейна, представленного на фигуре 184, а также и наибольший ломающий момент для балки S,.



155Проведем сечение mn, пересекающее все три указанные бруса, и будем рассматривать отрезанную правую часть фермы. Силу Р, приложенную к звеау S,, заменим по указанному выше правилу силами 2Р и Р, которые останутся на ферме. Само же звено S,, рассма- 2ртриваемое, как балка, будет сгибаться под эффек- д,том сил, указанных на фигуре 185. На ролдке Iфермы действует сила JV (нормальная реакция), |готорую мы определим, рассматривая ферму как I рычаг с точкой опоры О. Мы имеем: 
г г Фиг. 185.

т0 (N) + тв (Р) = 0.Подставляя, получим:
— N. а]/ 3 ч- Р (2а ч- -~а) = 0,

Отмечаем точки Риттера R, R1} R2. Для точки R пишем урав£ение моментов:
mR (S) ч- mR(2Р) ч mR (Д') = 0.Подставляя, имеем:-в.-“-н-2Лан--^Р.^- = 0, откуда

S=4P-i-~P=~ Р.Переходим далее к точке Риттера R,. Для точки R, уравнение моментов напишется так: ■+■ »Ч(2Р) ч- mRi (N) = 0.Произведя- подстановку, получим:
1 1 4 2 У 3 \ 2 4 / ’откуда:

Что касается до наибольшего ломающего момента для балки то он, как видно из фиг. 184, будет равен Л=Р.а.
§ 69. Способ Кульмана. Способ Кульмана для определения натяжений звеньев шарнирной фермы точно так же, как и способ Риттера, требует проведения сечения, перерезывающего только три звена, но в нем не поль­зуются равенством нулю моментов всех сил относительно точек Риттера. Условия равновесия здесь (фиг. 186) выражаются графостатически таким образом: отыскивается с помощью графостатики равнодействующая всех внешних сил N, Рх, Р2, действующих на отрезанную часть фермы. Пусть эта равнодействующая будет F. Продолжаем одно из рассматриваемых звеньев, напр., звено z, до пересечения в точке К с направлением равнодействующей F.



156Соединяем точку К с точкою Риттера R и рассуждаем так: сила F, слагаясь 
с силой Z, должна дать равнодействующую непременно направленную по KR, потому что эта равнодействующая должна уничтожить равнодействующую

m

Фиг. 186.сил X и Y, проходящую через точку R. Прилагаем к точке К, по напра­влению KR, уравновешивающую сил F и Z; тогда эта уравновешивающая вместе с силами F и Z должна образовать замкнутый силовой треугольник. 
С другой стороны приложим равнодействующую упомянутых сил F и Z и перенесем ее в точку R по направлению KR; так что, собственно, мы приложим в точках К и R по направлению KR две равные и противопо­ложные силы. Перенесенная сила должна в точке R уравновеситься силами 
X и Y и образовать с ними замкнутый силовой треугольник. Оба эти тре­угольника построены при точке К; при этом построение надо начинать 
с треугольника, опирающегося на силу F и на фигуре заштрихованного. На чертеже видно, что звено z будет растянуто, а звенья х и у сжаты.

■ Пример. Возьмем ферму, представленную на фигуре 187, ту самую, которую рассматривали в примере на способ Риттера, и определим в ней
m

Фиг. Т87.

натяжение звеньев х, у и z. Строим для нее силовой и веревочный много­угольники и проводим контур mn, пересекающий звенья х, у и z. Далее, согласно способу Кульмана, надо отыскать равнодействующую сил N, и Р2. Это делается графостатически.



157 —Силовой многоугольник из этих сил будет сае (фиг. 188): начало силы Л' находится в точке С, конец силы Л’ и начало Рх—в точке А и конец силыР2 в точке е; а последовательные диагонали будут 
О, 1, 3,... Равнодействующая сила F будетзамыкающая сторона силового многоугольника: 
F = се, а точка приложения. ее пройдет через точку пересечения крайних сторон нитяного многоугольника АВ и 3 {О и 3). Это будет точка С. Таким образом, найдена сила F по величине, направлению и положению. Продолжаем направление этой силы F до пересечения с си­лой Z в точке К; потом переносим силу F в точку К, соединяем с точкой Риттера R и строим два замкнутых силовых треугольника,из которых первый опирается на силу F и имеет фиг- 188-стороны, параллельные силе Z и линии KR,а второй опирается на силу по линии KR и имеет стороны, параллельныесилам Y и X. Мы видим, что звенья х и у будут сжаты, а звено z растянуто.Для сокращения чертежа можно не обращать внимания па силы, напра- яленные по KR, так как их не спрашивают, а чертить замкнутый четыре- угольник, у которого основанием служит сила F, а остальные сто­роны Z, Y и X соответственно параллельны звеньям z, у и х, при чем пересечение сил Z и Y должно лежать на прямой KR.

§ 70. Способ вырезания 
узлов. Способ вырезания узлов— самый простой способ находить распределение сил в звеньях фермы. Мы пользовались им и раньше при решении задач на простые фермы.Положим, например, что нам дана ферма, представленная на фигуре 189, которая под действием данных сил Р15 Р2, Р3 и опор­ных реакций N и N' находится в равновесии. Требуется опреде­лить натяжение всех ее звеньев 1, £, 3, 4, 5, и т. д.Вырезаем из фермы узел I замкнутым контуром. При этом надо начинать с такого узла, в котором контур пересекает только два звена. Считая узел отнятым от фермы, уравновеши­ваем силу N, на него действую­щую, силами 1 и 2 натяжения перерезанных стержней. Строим 



158 —для этого на силе АГ замкнутый силовой треугольник I и получаем, как видно из чертежа, величины сил 1 и 2. Из него заключаем, что звено 1 
Ьу&ч сжато, а звено 2 'растянуто.Переходим далее к узлу II; проводим замкнутый контур около этого узла, пересекающий три звена, при чем сила сжатия звена 7 известна; надо будет силу 1\ и силу от звена 7 уравновесить силами от звеньев 3 и 4. Это равновесие выражено с помощью замкнутого ситового многоугольника II, в котором силы Pj и 1 известны, а силы 3 я 4 находятся. Мы видим, что звено 4 будет сжато, а звено 3 растянуто.Из следующих двух узлов III и IV мы можем рассматривать в данный момент только узел III, так как для узла IV имеются три неизвестных силы. Построив для узла III замкнутый силовой многоугольник, находим неизвестные силы 5 и 6, при чем, как видно на фигуре 189 III, звено 5 сжато, а звено 
6 растянуто. Если бы при построении силового многоугольника для узла III мы обходили стержни около пего все по часовой стрелке, то вместо многоуголь­ника III получили бы многоугольник III'. Но, по прежнему, звено 5 было бы сжато, а звено 6 растянуто.Строя затем силовые многоугольники для узлов IV, V и VI, мы опре­деляем сжатия или растяжения всех остальных соответственных им стержней фермы. При этом заметим, что в предпоследнем узле (у нас V) известны все силы, кроме одной (9), которая на силовом многоугольнике V прово­дится между совершенно определенными точками: концом силы 7 и началом силы Р3. Поэтому параллельность ее звену 9 служит подтверждением, что предыдущие построения сделаны правильно. Что касается последнего узла (у нас VI), то все входящие в него силы уже найдены; они должны дать замкнутый многоугольник если предыдущие построения правильны.Очевидно, что в способе вырезания узлов никакой трудности нет: всегда легко сообразить на какой узел перейти.

§ 71. Диаграммы Кремона. Способ вырезания узлов, весьма удобный для соображения, неудобен для чертежа. Но можно разрозненные силовые многоугольники, которые получаются в способе вырезания узлов, соединить в одну стройную фигуру, которая является взаимной для фигуры фермы с приложенными к ней силами. Теория взаимных фигур разработана англий­ским физиком Клерком Максвеллем.
Кремона, знаменитый математик и профессор Римского университета, дал новое весьма изящное изложение этой теории. Его сочинение наиболее способствовало распространению учения о взаимных фигурах на континенте Европы, и потому за этими фигурами установилось название: «диаграммы 

Кремона».Для разъяснения их возьмем ту же самую ферму, ’ которую рассматри­вали в способе вырезания узлов (фиг. 190). Все внешние силы будем чер­тить расположенными снаружи фермы и обозначим их цифрами 7, 2, 3, 4, 5. Стержни фермы, по которым также действуют силы растяжения и сжатия, будем обозначать дальнейшими нумерами: 6, 7, 8, 9,... 14 и будем как внешние силы, так и ферму рассматривать как одну общую фигуру.В этой фигуре мы замечаем область А, ограниченную сторонами 5, 6,7, область В, ограниченную сторонами 7, 7,2, и т. д. до области Е, ограниченной сторонами 4, 11, 5. Все эти области, разграничиваясь продолжениями сил 7, 2,..., 5, удаляются в бесконечность. Затем мы имеем внутренние 



159области: F, ограниченную сторонами 6, 7, 12; G {12, 8, 13); Н {13, 14, 11); К {14, 9.10). Все эти области, как внутренние, так и внешние, в дальнейшиходинаковое.построениях имеют значение соверше Будем теперь строить другую фигуру, в состав которой войдут замкнутые силовые многоуголь­ники, выражающие равновесие сил: 1, 7, 6; 7, 2, 8, 12;..., т.-е. 7, всех сил, действующих в узлах фермы. Разумеется, внешние силы 
1 — 5 должны уравновеситься между собой на ферме и, след о- I4'4вательно, должны образовать зам­кнутый силовой многоугольник; поэтому построение диаграммы Кремона всегда надо начинать 
с многоугольника внешних сил. Диаграмму эту надо строить сле­дующим образом: замечая, что сила 1 лежит на границе областей А и В, ставим в ее начале точку А и в ее конце точку В (начало и конец меряются по направлению силы, порядок же областей опре­деляется направлением обхода). Далее через точку В проводим прямую, равную и параллельную внешней силе 2; так как па фигуре фермы сила 2 является границею областей В и С, то в конце е на диаграмме ста­вим точку Сл; Продолжая такое построение для всех остальных внешних многоугольник, при чем последняя сила 5, и А, должна соединять точки диаграммы 

Фиг. 190.сил, получим замкнутый силовой как лежащая между областями Е Е и А. При этом окажется, чтовнешние силы отложены в том порядке, как мы их встречаем, обходя кру­
гом фермы. Обходы эти условимся всегда совершать по часовой стрелке.Когда силовой многоугольник внешних сил вычерчен, следует приступить к вырезанию узлов фермы. Начинать надо с такого узла, в котором пересе­каются лишь два стержня — две неизвестные силы. Мы начнем с узла I. Действующую на него внешнюю силу 1 на диаграмме нужно сомкнуть с силами, параллельными звеньям фермы 7 и 6. При построении диаграммы надо обратить внимание, чрез которую из двух точек — А или В — проводить упомянутые силы. Звено 7 является границею областей В и F; следова­тельно, силу 7 надо проводить на диаграмме от точки В до некоторой новой точки F: точно так же звено 6 является границей области А и F; следовательно, силу 6 нужно проводить от точки А до некоторой точки F. Этим обстоятель­ством место точки F вполне определяется, так как направления сил 7 й 6 нам известны. Таким образом, мы получаем замкнутый силовой треугольник ABF, 



160который соответствует на фигуре фермы узлу I (2, 7, 6). Направление сил 7 и 6 определяется условием, чтобы все три силы (1, 7, 6), из которых сила 1 известна, шли в одном направлении по сторонам треугольника — именно, в направлении ABF. Из этого заключаем, что звено 7 будет сжато, а звено 6 растянуто. Если мы обратимся к узлу I на фигуре фермы, то заметим, что при обходе его в направлении часовой стрелки окружающие узел области встречаются в том же порядке: А, В, F.Далее следует переходить к узлу II (7, 2, 8, 12). Для него сила 7, граничащая между областями F и В и потому отмеченная буквами FB, и сила 2, граничащая между областями В и С и отмеченная буквами ВС, уже имеются на диаграмме; их надо уравновесить силами 8 и 12. Так как сила 8 лежит на границе областей С и G, то провести ее надо через точку С в направлении к G; сила 12, как лежащая на границе областей F и G, должна проходить через точку F в направлении к G. Таким образом опре­деляется точка G диаграммы, соответствующая области G фермы, и нахо­дится величина сила 8 и 12. Что касается до направления этих сил, то оно определяется из обхода соответствующего узлу II силового четыреугольника в направлении известной силы 2, а именно: BCGFB. Обратившись к узлу II на ферме, мы опять замечаем, что при обходе его в направлении часовой стрелки окружающие узел области встречаются в том же порядке: В, С, G, F. Таким образом, направление действующих на узел сил можно определять, 
обходя соответствующий ему силовой многоугольник в гном порядке, в кото­
ром встречаются области при обходе узла в направленгги часовой стрелки. Так, для узла I сила 7 определяется по величине и направлению векто­ром BF, а для узла II — вектором FB, что указано па диаграмме двумя поставленными при силе стрелками. Векторы CG и GF для узла II показы­вают, что звено 8 сжато, а звено 12 растянуто.Далее переходим к узлу III (5 ,6, 12, 13, 11), в котором известные уже силы 5, 6, 12 образуют незамкнутый многоугольник EAFG; замкнуться он должен силами 13 и 11, проходящими, на основании тех же соображе­ний, через точки G и Е и определяющими точку Н диаграммы. Наконец, последняя точка К диаграммы, изображающая область К фермы, йаходится на пересечении сил 14 и 10, проходящих через точки Н и D (это получается из рассмотрения узла IV [4, 11, 14, 10).Далее следует переходить к узлу V [10, 9, 3); но для построения соответствующего ему силового треугольника достаточно соединить точку К с точкой С, так как сила 3 и сила 10 (действующая обратно прежде най­денной силе 10) известны. Третья сила 9, на основании статики, должна быть выражена вектором КС, что является необходимым в том случае, когда внешние силы уравновешиваются, а не приводятся к паре; пара могла бы получиться и при замкнутом силовом многоугольнике.' Задача кончается вырезанием узла VI [9, 14, 13, 8). Силовой много­угольник, соответствующий этому узл^, уже имеется на чертеже; это будет многоугольник CKHGC. Мы видим, что в нем все силы проходят через точки, означенные буквами окружающих узел областей (границами которых служат сходящиеся в узле силы). На чертеже нам важно обратить внимание на направление стрелок; оно является вполне согласным с направлением сил и с последовательностью областей, встречающихся при обходе каж­дого узла.



161Таким образом, ферма с действующи ми на нее силами и диаграмма 
Кремона для этой фермы являются фигурами взаимными', узлу на ферме 
соответствует полигон на диаграмме', сколько лучей (звеньев') сходится 
в узле, столько параллельных лучам сторон (сил) в полигоне. Области 
на ферме соответствует узел на диаграмме, сколькими сторонами ограни­
чена область, столько параллельных сторонам лучей (сил} сходится 
в изображающей область точке.Разберем несколько примеров на построение диаграмм Кремона.

Пример 1. Шарнирная ферма, имеющая форму квадрата, перетянутого диагональю, находится под действием четырех сил (1, 2, 3 и 4), прило­женных к узлам, направленных в противоположные стороны по соответ­ствующим диагоналям и попарно равных между собою, прй чем силы 2 и 
4 растягивают ферму, а силы 1 и 3 ее сжимают (фиг. 191).

Увеличив масштаб сил на диаграмме вдвое против масштаба их на ферме, чертим силовой четыреугольник внешних сил, который должен быть замкнут 
и в нашем случае представит прямоугольник ABCD (сила 1, разделяющая области А и В. начнется в точке А и окончится в точке В диаграммы, и т. 71. до силы 4, изображаемой вектором I А). Затем переходим к выре­занию узлов. Вырезаем узел I (1, 6, 5); ему соответствует замкнутый силовой треугольник, в котором сила 1 уравновешивается силами 6 и 5 по напра­влению звеньев 6 и 5. Сила 6 должна проходить через точку В, потому что она лежит на границе областей В и Е; равным образом, сила 5 должна проходить через точку А, ибо звено 5 разделяет области А и Е. В пересе­чении сил G и 5 найдем точку Е диаграммы, соответствующую области Е фермы. Далее выгодно перейти к узлу II (3, 8, 7), т.-е. уравновесить силу 3 силами 8 и 7. Это условие равновесия выразится силовым треугольником (CDE), при чем сила 8 непременно пройдет через точку D, а сила 7 пройдет через точку С. Рассматривая направление стрелок в этом треугольнике, видим, что звенья 8 и 7 будут сжаты. Остается определить силу, действующую по диагонали 9. Величина этой силы выразится отрезком прямой, соеди­няющей точки F и Е; действительно, если будем вырезать узел III (2, 7, 9, 6), то увидим, что ему соответствует на диаграмме замкнутый силовой четыре-

Жуковский Н. Е. Теоретическая механика. П 



162угольник BCFE, при чем сила 9, соответствующая звену 9 между областями F и Е, соединяет точки диаграммы F и Е. Отметив стрелками направление сил (стрелки расположены по внешнему контуру четыреугольника BCFE), убеждаемся, что звено фермы 9 будет растянуто силою FE.Пример 2. Определить натяжения в ферме ПОЛОНСО (фиг. 192).Отмечая области А, В, С, D, Е и F, при чем область С охватывает все бесконечное пространство между силами 2, 9,7,4 и 3, считая про­странство снизу и в бока. Далее строим многоугольник внешних сил, который вытянется здесь в прямую линию АВСА, и приступаем к вырезанию узлов. Как и в предыдущем примере, на диа­грамме масштаб сил двойной.Вырезаем узел (3, 5, 4); здесь силу 3 надо уравновесить силами 5 и 4, идущими по направлению соответствен­ных тяг. Салы эти отделяют область D от областей А и С; следовательно, они должны проходить через точки А и С и пересечением своим определяют новую точку D диаграммы. Так как напра­вление силы 3 на диаграмме известно, то обходя в этом направлении тре­угольник CAD, найдем направления сил 5 и 4 для вырезанного узла. Мы видим, что звено 5 будет сжато, а 4—растянуто.Переходим к узлу (4, 6, 7); в нем известная уже сила 4 должна уравновеситься силами 6 и 7, которые, проходя через точки D и С, опреде­ляют точку Е диаграммы, изображающую область Е фермы. Выполняя эго построение, получим замкнутый треугольник CDE, из. которого видно, что звенья 6 и 7 растянуты.
Примечание 1. Заметим, что чертить стрелки на диаграмме, изобра­жающей сложную ферму, очень трудно, как это видно уже на простой сравнительно ферме фигуры 190; поэтому лучше их вовсе не чертить; но йа фигуре фермы непременно нужно обозначать сжатые стержни двумя чертами.Направление же действующих на узел сил лучше всего определять, обходя узел в направлении часовой стрелки и обращая внимание на после­довательность встречаемых при обходе областей. При этом нет надобности искать силу, направление которой наперед известно, и от нее итти по соот­ветствующему многоугольнику 'до силы искомой (в сложных фермах это тре­бует большого внимания и ведет иногда к ошибкам).В узле (7, 8, 9) найденную силу 7 нужно уравновесить силами 8 и 9. На основании таких же соображений построится замкнутый треугольник CFE, при чем сила 8 по величине и направлению выразится вектором EF, а сила 9—вектором ЕС; звенья 8 и 9 будут растянуты.



163Теперь остается только замкнуть диаграмму, т.-е. соединить точки F и В. Прямая FB будет непременно параллельна звену 10. Направление сил в треугольнике BCF характеризуется направлением силы 2 (или обхо­дом узла 2, 9, 10), и это показывает нам, что звено 10 сжато.
Пример 3. Мостовая ферма, нагруженная в одном месте (фиг. 193).Воображая, что груз находится на месте силы 1 и увеличив масштаб сил вчетверо, чертим силовой многоугольник внешних сил АВСА, потом приступаем к вырезанию узлов, оты­скивая каждый раз область, гранича-' щую с двумя другими областями, точки которых уже имеются на диаграмме. Так, вырезая узел (5, 5, 4), изображаем ва диаграмме область D, граничащую t с областями С и А, при чем точки С и А уже имеются на диаграмме. Далее мы можем перейти к области Е, так как на диаграмме уже имеются точки 1) ’ и В—изображения соседних с Е обла­стей. Продолжая такое построение, при чем каждый раз прибавляем по одной области на ферме и по одной точке на диаграмме, получаем всю диаграмму, которая замыкается соеди­нением точек Н и В. Сжатые стержни на фигуре фермы обозначены двойными линиями.
Примечание 2. В диаграммах Кремона вполне достаточно обозначить области на фигуре фермы (с действую­щими на нее силими) и точки, изобра­жающие их на диаграмме.Действительно, внешние силы и стержни на ферме определяются двумя областями, между которыми они лежат; силы на диаграмме опреде­ляются двумя областями, изображения которых они соединяют. Узлы на ферме определяются областями, их окру­жающими; многоугольники сил на диаграмме определяются изображениями тех же областей и в той же последовательности.Все остальные обозначения — сил, стержней и узлов, — давая сокра­щение в письме при объяснениях, являются совершенно излишними в дей­ствительных построениях, отнимают время и могут иногда давать- путаницу на диаграмме. Например, на фигуре 193 на одной линии отложено по несколько сил: 1=АВ, 2 = ВС, 3 = СА на линии АВ; 4 — CD, 5 = CF и 13 = СП на линии CD; 7 = BE и 11 — BG на линии BG. На диаграмме фигуры 193 эти цифры пропущены.
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