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— 4 —7) Добавлено выражение работы пары сил.8) Дано выражение работы сил трения внутри системы.9) В качестве примера на теорему живых сил для системы решена, задача на вычисление тормазящей силы в тормазных колодках поезда.Кроме того сделан ряд подстрочных примечаний с целью устранить возможность неправильного толкования основного текста и ряд мелких редакционных исправлений в тексте и чертежах.Все добавления и пояснения, если они были сделаны после смерти Н. Е. (fl7 марта 1921 г.), отмечены либо специальным указанием, либо квадратными скобками (за исключением мелких редакционных поправок, ' строгая отметка которых скобками пестрила бы текст).Делая эти изменения и добавления, редакторы исходили из того положения, что курсы лекций Н. Е. не являются таким научным трудом, в котором всякое слово взвешено автором, и учитывали то обстоятельство, что первоначальный текст лекций был составлен учениками Н. Е. на осно­вании своих записей и иногда был недостаточно отделан для печати.Кто имел счастие слушать Н. Е., тот, конечно, отлично представляет разницу между живой, образной и безыскусственной речью Н. Е., иногда, может быть, не совсем стилистически правильной, и тем строгим и точ­ным изложением, которое считается приличествующим учебнику. Высоко ценя простоту и картинность изложения Н. Е., редакторы позволяли себе делать изменения в первоначальном тексте лишь в тех случаях, когда неточность изложения представляла опасность неправильного его пони­мания, исходя из убеждения, что неудачное изложение какого-либо места лекций всецело объясняется недостаточной обработкой записи лекций его учениками, и сам Н. Е. своею рукою так не написал бы.Кроме того, редакция принимала во внимание, что Н. Е. в своих лекциях не придерживался строго определенного изложения и в разные годы читал по разному (напр., два совершенно различных изложения графостатики в изданиях 1909 и 1915 г.г.).В качестве добавления к курсу „Теоретической механики" проф. Н. Е. Жуковского Гостехиздат выпустил под нашей редакцией отдельным изданием в виде части III курса — „Дополнительные статьи по Теоре­тической механике", не входившие в прежний курс, а разбросанные по различным изданиям. В виду практической важности их для студентов, редакция считала целесообразным соединить эти статьи вместе. Приводим содержание „Дополнительных статей":1. Задачи на изменение единиц мер в формулах, выражающих меха­нические величины.2. Задачи на скорости и ускорения при движении параллельно плоскости.3. О механизме Л. В. Ассура.4. Скоростная диаграмма Мора и диаграмма центростремительных ускорений проф. Н. Е. Жуковского.5. Элементарная теория гироскопов.6. О давлении поршней в моторе „Гном" на стенки цилиндров.7. Определение моментов инерции твердых тел опытным путем.В заключение считаем долгом принести глубокую благодарность Гостехиздату и его заведывающему И. В. Рабчинскому за полное содей­ствие, которое они нам оказывали по тем исправлениям текста и чертежей, которые мы находили необходимым делать во время хода издания.
Москва
12 Мая 1925 г.

В. П. Ветчинкин.
Н. Г. Ченцов.
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КИНЕМАТИКА.
Определение. Часть теоретической механики, в которой рассматри­ваются общие свойства и качества всевозможных движений с геометрической точки зрения, не входя в исследование причин, производящих движение, называется кинематикой; в кинематике, следовательно, исследуются вопросы только о пространстве и времени и устанавливается зависимость между двумя этими элементами движения. С этой точки зрения кинематика является переходной супенью от геометрии к механике; иначе говоря, она есть геометрия четырех измерений, ибо кроме трех измерений, принятых в геометрии, вводится четвертое,—время. Самостоятельное развитие кинематики было положено Ампером только в начале прошлого века; в настоящее же время вопросы кинематики настолько разработаны, что дают возможность видеть все значение ее при изучении довольно сложных задач динамики и в теории механизмов.Тело движется, если с течением времени изменяется его положение в пространстве или его форма, т.-е если изменяются координаты его точек. В том же случае, когда тело не меняет ни своего положения, ни своей формы, говорят, что оно находится в покое. Об изменении положения тела в пространстве мы можем судить, наблюдая положение его по отношению к другим телам; когда этих последних нет, то наблюдать движение мы воз­можности не имеем. Еслп предметы, по отношению к которым мы наблю­даем движение, неподвижны, то мы получаем понятие об абсолютном движении, если же они движутся, то об относительном. Хотя в при­роде все движется, а потому все движения, наблюдаемые нами, суть отно­сительные, тем не менее мы всегда можем представить себе абсолютное дви­жение. То, что сказано о движении, может быть сказано и о покое, который также может быть абсолютный и относительный.Движение тела вполне определено, если мы знаем движение каждой отдельной его точки; поэтому, прежде чем рассматривать вопрос о движении тела, мы займемся рассмотрением движения точки, т.-е. изложением кине­матики точки.Материальность тела не играет роли в кинематике и, вместо того, чтобы рассматривать движение материальной точки, мы можем рассматривать дви­жение математической точки. Эта точка должна быть отмечена каким-нибудь свойством, например, состоянием фазы движущегося вещества, каково дви­жение вершину волны или движение светлого пятнышка (зайчика) по стене, и т. д. Поэтому мы будем прямо говорить: кинематика точки, хотя для ясности удобнее представлять материальную точку.
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Кинематика точки.

Движение точки, его скорость и ускорение.

§ 1. Закон движения. Движение точки есть последовательный и непрерывный переход ее через точки пространства, совершающийся с течением времени.Подвижная точка не может находиться одновременно в различных точках пространства, но может быть в них последовательно в разные моменты времени; переход ее из одной точки пространства в другую, нахо­дящуюся на некотором расстоянии от первой, может совершаться только посредством прохождения ее через промежуточные точки пространства, при чем движущаяся точка вычерчивает в пространстве непрерывную линию, называемую траекторией абсолютного движения точки или просто траекторией точки. Траектория может быть прямою линиею, какою- либо плоскою кривою или какою-либо кривою линиею двоякой кривизны.Когда дана траектория точки, то движение последней определено только до некоторой степени, потому что, кроме этого нам нужно знать еще место точки на траектории во всякий в данный момент, т.-е. определить зависи- мость между пройденным пространством м s' и временем; эта зависимость называетсязаконом движения.Для определения этого закона суще-/ ствует два способа. Посредством первого/ можно, зная траекторию, определить дви-о/ жение точки, а следовательно и положение/ ее в каждый момент времени. Он состоит/ в том, что на данной траектории АВ (фиг. 1)берем произвольную точку О, которая на-Фиг. 1. зывается началом счета, и определяемв функции времени дугу ОМ, пройденную движущейся точкой от начала счета О и сопровождаемую знаком плюс или минус, смотря по тому, откладывается ли дуга от О к В, или наоборот, от В к О. Когда такая функция найдена, т.-е. когда -имеем уравнение:
где s = ОМ, то движение точки вполне определено, ибо, имея это урав­нение, мы можем указать положение точки на траектории во всякий момент времени. Уравнение 
называется уравнением движения.Второй способ не требует знания траектории. Он состоит в следующем. Возьмем прямоугольные оси координат и определим для всякого момента 



9 —времени координаты движущейся точки М (фиг. 2)г т.-е. выразим OQ = а?;$>Q = i/ и МР=з в функциях времени: тогда вообще будем иметь: 
x = f(t),.(1)У=Л(0,....................................................................... (2)
z = ‘............................................................ f3)Если такие уравнения найдены, то для всякого момента времени можно указать место точки, т.-е. движение точки будет вполне опре­делено. Эти уравнения называются тремя уравнениями движения точки. Когда даны три уравнения движения, то нетрудно определить и траекторию, для чего стоит только исключить из уравнений (1), (2) и (3) время /, а для этого нужно из уравнения (1) определить неизвестное t и подставить полу­ченное выражение в уравнение (2) и (3); тогда получим уравнение сле­дующего вида: 

t = ф (ж),.(4)
У = Рх(х),.......................(5)
z = F2(x)................................. (6)Уравнения (5) и (6) суть не Фиг. 2.что иное, как уравнения проекций траектории на плоскости хОу и xOz (фиг. 2), сама же траектория АВ выразится пересечением цилиндрических поверхностей, образующие которых парал­лельны осям Оу и Oz, а направляющие A,Bjи А'В' суть проекции траектории на плоскости хОу и xOz.

§ 2. Равномерное движение. Самое простое движение есть равномерное. Так называют движение, при котором пройденные простран­ства пропорциональны временам. Иначе: 
равномерным движением называется такое, 
у которого отношение пройденного пути к соогп- 
ветствующему времени есть величина постоян­
ная-, эта величина называется скоростью равно­мерного движения.Положим, что материальная точка движется по некоторой траектории АВ (фиг. 3). Если s0 будет расстояние этой точки от начала счета Ов данный момент, as—расстояние от О спустя время t, то путь пройден­ный за время t, будет равен s—s0. Отношение s— s0 к соответствующему проме­жутку времени t и есть скорость равномерного движения; обозначая ее v, имеем:

(7)



10 —Из самого определения равномерного движения следует, что количество 
v—есть величина постоянная. Из формулы (7) получается выражение для s, а именно:

s = s0-[-vt;..........................................................................(8)

ног о движения есть

последняя формула называется уравнением равномерного движения. Приравнивая в ней t единице, находим:
v = s — s0............................................................................... (9)Пользуясь этим результатом, можно дать другое определение скорости, а именно: скорость равномерною движения есть пространство, проходимое 

в единицу времени. Такое определение скорости не совсем правильно, потому что оно позволяет думать, что будто скорость есть некоторая длина, между тем как она есть кинематическая величина, зависящая в одно и то же время' и от единицы длины, и от единицы времени.Из равенства v = s — s0 вытекает, что скорость будет положительна, когда точка движется в ту сторону от начала счета, которую считают поло­жительной, т.-е. когда s>s0, и отрицательна, когда точка движется по траектории в обратную сторону, т.-е. когда s<s0.Формула (7) дает нам понятие о размере скорости относительно про­странства и времени; именно [»] = [«*■]. [«-*]..............................................................(10)Эта символическая формула выражает, что v относительно пространства первого измерения, относительно же времени минус первого.Все вопросы о равномерном движении точки решаются помощью выше полученной формулы (7), в которой, давая какие-либо значения трем вели­чинам, мы будем получать соответствующие значения для четвертой.
§ 3. Переменное движение и его скорость. Движение, в котором про­странство, пройденное точкой, не пропорционально времени, иначе говоря, движение, в котором отношение пройденного точкою пространства 

к соответствующему временгг есть величина переменная, называется пере­
менным движением. Быстрота переменного движе­ния за определенный промежуток времени опреде­ляется так называемой среднею скоростью, величину которой можно выразить так: если s (фиг. 4) есть расстояние точки от начала счета О во время t, a s' — во время I' то, очевидно, что в промежуток времени V—t точка прошла про­странство s' — s. Если бы при этом движение было равномерным, то скорость его v выразилась бы так:....... (Н)Вот вту величину v и называют среднею скоро­стью. Значит, средняя скорость перемен- рость того равномерного движения, при котором движущаяся точка за один и тот же промежуток времени проходит то же пространство, как и в рассматриваемом переменном движении.



и

Средняя скорость v дает нам только некоторое понятие о быстроте дви­жения за время t' — t, но о скорости в каждой точке траектории судить не позволяет, так как в продолжение времени f — t быстрота движения изме­няется. Чтобы восполнить этот пробел, т.-е. чтобы определить быстроту движения в каждый данный момент времени, будем рассуждать так:Положим, что по траектории АВ(фиг. 5) одновременно двигаются две вточки N и N'; из них одна N движется S'переменным движением; другая же N, начавшая свое движение из той же точки А, что и N, и притом в один и тот же момент, движется равномерным движением только в течение каждого отдельного fпромежутка времени, так что в разные промежутки времени движение ее проис- ходит с различными скоростями.Скорости эти получаются таким образом: a весь промежуток времени V — t делим . на малые равные промежутки At, и Фиг. 5.предполагаем, что точка N, выйдя из А, в конце первого такого промежутка времени находится в а, в конце вто­рого— в Ь, в конце третьего — в с и т. д.; точка же № в течение первого промежутка времени проходит расстояние Аа со среднею скоростью точки N, соответствующею этому первому промежутку времени; в течение второго про­ходит расстояние ab со среднею скоростью точки N, соответствующею этому второму промежутку времени, и т. д., вследствие чего эта точка N, вышедшая из А одновременно с точкою N, будет встречать ее в точках а, Ь, с,..., так что по движению точки N' можно ставить себе понятие о движении точки N. Понятно, что, чем меньше будут промежутки времени At, т.-е. чем больше будет точек а, Ь, с,..., в которых будут встречаться N и N', тем движение точки N', будет ближе к движению точки N. Когда же мы предположим, что At стремится к нулю, и перейдем к пределу, то движение точки N' вполне совпадает с движением точки N. Это показывает, что быстроту движения точки N можно выразить пределом скорости N', т.-е. величиной lim v или limy£?*' Замечая, что в пределе, когда разность I'— t стремится к нулю, разность s' — s также стремится к нулю, и, обозначая s' — s через As и t' — t через At, имеем:
_  Дд lim v = lim = v.............................................................(12)Эта величина v и есть истинная скорость переменного движения в данный момент времени.Таким образом, видим, что истинная скорость переменного движения 

есть пределу к которому стремится средняя скорость, когда промежуток 
времени стремится к нулю.Если бы в выражении (11) средней скорости для промежутка вре­мени f — t мы положили t' = t и s’= s, то получили бы v = у. Таким образом, на первый взгляд кажется, что истинная скорость есть величина неопреде­ленная. На деле, однако, если известен закон, по которому изменяются про-



— 12 —«транства s в зависимости от времени t, то в пределе, когда f совпадает с t, 
s' — b , отношение будет иметь совершенно определенную величину.Представим выражение (12) истинной скорости в другом виде. Согласно сказанному допустим, что пространство s есть некоторая функция времени, т.-е. положим 5 = ..........................................................................(13)Давая t бесконечно-малое приращение получим:

так что
разделив это равенство на Af, найдем среднюю скорость переменного дви­жения за промежуток времени Ы.

- zls t (t + At) ~f(t)
V~At~ AtПереходя к пределу, получаем:

г - 1- Г f(t-[-At)—f(t)lim v=lim-^- = lim --- —.......................................(14')но из уравнения (12) имеем, что limv = v, предел же отношения приращения функции к приращению аргумента, как это известно из дифференциального исчисления, есть первая производная от данной функции, т.-е.
liraffi±W) = m

В силу этого, уравнение (14') перепишется так:*’ = Л(0 = *....................................  (14)
т.-е. истинная скорость переменного движения в данный момент времени 
есть первая производная от пройденного пространства по времени, взятая 
для этого момента.

§ 4. Геометрическое выражение средней и истинной скоростей по 
кривой пространств. Геометрический способ изучения движений состоит в том, что законы движения определяются не путем исследования уравнений, их выражающих, а графически. Дело в том, что уравнение движения:

r s = f(t) ..............(13)может быть представлено геометрически так: возьмем (фиг. 6) прямоугольные оси координат и будем откладывать по оси абсцисс в некотором условном масштабе—времена, а по оси ординат—пространства, этим временам соот­ветствующие. В уравнении (13) можно заменить теперь t через х и s через у\ тогда в этой системе координат мы получим некоторую кривую линию, опре­деляемую уравнением:
У = Ш .........................................(15)



— 13 —Эта кривая называется кривою пространств; изучение свойств ее позволит нам вполне выяснить вс<0 законы данного нам движения. Таким образом: . кривая прост­
ранств есть геометрическое 
место точек, ординаты кото­
рых изображают простран­
ства, соответствующие 
временам, изображаемым 
абсциссами этих же точек.Кривую эту, изображаю­щую закон изменения пространства в зави­симости отвремени, не надо смешивать с траекто­рией данной точки, — этот закон движения на чертеже может изобразиться кривой линией, в то время как дви­жение может быть прямо­линейным и обратно.Посмотрим теперь, как выражаются помощью кривой пространствсредняя и истинная скорости.Положим, что в момент времени t точка находится в А, а в f —в В, так что ОС = t, OD = t'.Определим среднюю скорость, соответствующую промежутку времени (У'-О-Пусть CA = s, DB = s';тогда средняя скорость v представляется так:

s'— s _ВЕ 
V — t'-t ~ АЕ ’Рассматривая отношение видим, что это е^ть не что иное, как тан­генс угла, образованного секущею BS с АЕ, т.-е.

BE , Г.ЛЕ = ₽•Итак, v = tgp..  (16)т.-е. средняя скорость выражается тангенсом угла, образованного секущей, проходящей через две точки кривой пространств, сосьюабсцисс, при чем эти точки соответствуют началу и концу промежутка времени, для которого вычисляется средняя скорость.Положим теперь, что время f приближается к t, т.-е. что точка В стре­мится совпасть с А; в таком случае средняя скорость за время (V— 



14 —в пределе обратится в истинную скорость, соответствующую другой стороны, секущая BS обратится в касательную AFk кривой про­странств в точке А; и угол (3 обратится в угол я, образуемый касатель­ной с осью абсцисс. Таким образом в пределе будем иметь:
v — lim v = l<m tg ,3 = tg я (П)Итак, истинная скорость в какой-либо момент времени выражается тангенсом угла, который образует с осью абсцисс каса­тельная к кривой пространств в точке, соответствующей этому моменту.Таким образом, для определения истинной скорости в данный моментнадо провести ккасательную

Это ясно из того, что

той точке кривой пространств, которая соот­ветствует этому времени; тогда тангенс угла ее с осью абсцисс и определит собою искомую скорость.Движение, в котором скорость с тече­нием времени в о з растает, называется уско­ренным, а движение, в котором скорость со временем убывает, называется замед­ленным. Так как скорость выражается танген­сом угла наклонения касательной к кривой пространств, то нетрудно видеть, что в ускорен­ном движении кривая пространств обращена к оси абсцисс своею выпуклою сторо­ною (фиг. 7); в замедленном же движении, наоборот, вогнутою стороною (фиг. 8).с увеличением времени угол я, образуемыйкасательной к кривой пространств в данной репном движении увеличивается, а в замедленном — уменьшается.В равномерном движении простран­ство, пройденное какой либо точкой во время Y, выражается, как мы видели, формулой:
s = sQ-\-vt (8)Отнесенное к вышеупомянутым осям координат, это уравнение выразит кривую пространств в виде:
3/ = $о+^.................................(8')так как s — ynt—x. Как известно из ана­литической геометрии, это будет прямая линия, отсекающая на оси ординат отрезок 

точке с осью абсцисс, в уско-

ОА —$0 (фиг. 9) и имеющаяугловой коэффициент, равный, очевидно, v Отсюда следует, чтоv = tg р,т.-е. скорость равномерного движения равна тангенсу угла, образуе «ого с осью абсцисс прямою, представляющею линию пространств.



— 15 —Этот результат можно получить прямо из общих соображений, а именно: так как при ускоренном движении кривая пространств обращена своею выпуклою стороною к оси Ох, при замедленном движении—к оси Оу, то из этого можно заключить, что при равномерном движении кривая пространств не должна быть выпукла ни к одной из осей координат, т.-е. должна представлять из себя прямую линпю. На основании же того, что истинная у s'скорость в какой-либо момент времени вы- s'ражается тангенсом угла, который образует. s'касательная к кривой пространств в точке, соответствующей этому моменту, с осью .Xабсцисс, и того, что касательная к прямой есть сама эта прямая, заключаем, что ско- ху Орость этого равномерного движения и вы­разится тангенсом угла этой прямой осью Фиг. 9. •абсцисс.Угол р может быть различной величины: больше или меньше 90°. Отрезок, который будет отсекать наша прямая на оси Оу, как мы указали, будет равнятся s0. Если s0 равно нулю, то уравнение (8) примет вид:
у =. vx, 

и наша прямая пройдет через начало координат.
§ 5. Проекция скорости на какую-нибудь ось. До сих пор мы рассматри­вали величину скорости, не обращая внимания на ее направление в простран­стве; теперь же укажем, что следует считать за направление скорости. Если движение прямолинейно, т.-е. если траектория точки есть прямая линия, то направление скорости есть не что иное, как направление самой траектории. Если же движение криволинейно, т.-е. если траектория точки есть некоторая кривая линия, то это движение (вписав в траекторию многоугольник с беско­нечно большим числом сторон) всегда можно рассматривать, как состоящее из бесконечно-большого ряда прямолинейных движений, и направление каждой бесконечно-малой стороны многоугольника и будет давать собою направление , скорости в каждой точке траектории. Следова-N тельно, в пределе за направление скорости /следует принять, направление касательной к траектории в данной точке.Чтобы представить геометрически величину и направление скорости, поступают так: в рас­сматриваемой точке М (фиг. 10) траектории про­водят касательную к траектории и откладывают на ней длину MN = v в ту сторону, в которую дви­жется точка,—тогда вектор MN и будет предста­влять собою скорость по величине и напра- Фиг- 10- влению. Заметив это, перейдем к изложению доказательства основной теоремы кинематики, глася­щей, что проекция скорости точки на какую-нибудь ось равна скорости 

проекции точки в прямолинейном движении ее по этой оси.Для доказательства этой теоремы возьмем на траектории АВ (фиг. 11), расположенной как-нибудь в пространстве, две точки М и М'. Проведем 



— 16 —в точке М траектории касательную, на которой отложим вектор v, предста­вляющий скорость точки М. Проведем еще хорду ММ' и на ней от точки М

ными плоскостями, пропорциональны междупропорцию:

отложим ML, — величину рас­сматриваемой скорости v, так что ML = v. Проектируем точки М, М' и L на ось Ох. Для проектирования этих точек нужно через них провести плос­кости, перпендикулярные к оси Ох, и точки встречи этих плос­костей с осью и будут проек­циями рассматриваемых точек; пусть это будут точки m, т' и 1. Так как все проведенные плоскости параллельны друг другу, то на основании того, что отрезки прямых линий,заключенные между параллель- собой, можем написать такуюММ': mm' = ML: ml.Разделим члены первого отношения на Ai, — промежуток времени, в продолжение которого данная точка из положения М перешла в поло­жение М'; получим: ^:E2L = ML:ml. 
At AtПереходя к пределу и полагая Ai — 0, т.-е. что точка М' сливается с точкой М, будем иметь:Иш[ :^l = ML:ml,L At At J или:

lim(^) :,im (^) = Mt:lnl.............. <18>Рассмотрим предельное значение первой из дробей, т.-е. величинуПомножим и разделим это отношение на дугу ММ'; получим:
= ...........................(19)В геометрии доказывается, что предел отношения хорды к стягиваемой ею дуге есть единица, т.-е. lim-^ = l.

—ММ'Что же касается второго множителя, lim —37-, то он, как предел отноше­ния пройденного путп к соответствующему времени, есть скорость движущейся точки, т.-е.
—ММ' 



17 —таким образом, соотношение (19) перепишется так:Ит® = »......................................................................(20)Второй член, входящий в пропорцию (18), есть lim™™. Очевидно, что это есть скорость точки m (проекция точки М) при движении ее по оси Ох; обозначим эту скорость через vx. Таким образом:.........................................................................(21)Далее, вектор ML есть v (по условию), a ml есть проекция вектора ML на ось Ох, — обозначим ее через прж v. Вследствие этого, а также в виду уравнений (20) и (21), соотношение (18) принимает вид:
v:vx = v\wpxv,откуда, после очевидных упрощений, находим:пр* V = v (22)что и требовалось доказать.Следствие. Помощью доказанной теоремы можно по скоростямпроекций движущейся точки на осях и направление скорости самой точки • в ее движении по траектории.Пусть движение точки М (фиг. 12) дано тремя уравнениями движения:

z = f2 (t).Очевидно, что первое из них выра­жает закон движения проекции точки М по оси Ох, второе — по оси Оу, третье—по оси Oz. Раз эти уравнения движения даны, то мы можем начертить странств, ио которой, как было указано, ростъ этого движения. Следовательно 

координат определить величину

Фиг. 12.для каждого из них кривую про- всегда можно найти истинную cro­ck орост и проекций точки накаждую из осей могут быть найдены. Назовем скорости проекций точки: по оси Ох—через vx, по оси Оу—через vy, по оси Oz—через vt. На основании предыдущего можем написать:
= f (О, 

^ = Л(0, 
= Л (О-

(23)
Пусть истинная скорость будет v, а углы, делаемые ею с осями коор­динат—а, р, у.Тогда, на основания уравнения (22), имеем:

vr — v cos а, 
Vy = v cos р, 

■v* — vcosy..
Жуковский. Теоретическая механика. Ч. И.

(24)
2

МГТУ 
.H. Э.Баумана



18 —Возведем полученные равенства в квадрат и сложим; получим:V2 (cos2 Я + COS2 Р + COS2 у) = v2x + V2 у + v2t.Из аналитической геометрии известно, что сумма квадратов косинусов углов одной и той же прямой с осями прямоугольных координат равняется единице, а поэтому будем иметь:
откуда

X (25)Вместо vx, vy и vt в жения через производные т.-е. (см. уравнение 14.) выражение (24) можно подставить или их выра- (23), или же их выражения через дифференциалы,
(23)

^. = f'2^ = -drПодставив, получим:
V=V [? (< WTW+I7\W (26)или же

v (27)Формулы(25), 26), (27) определяют абсолютную йеличипу скорости, а потому перед корнем надо всегда брать знак плюс ( + ); направление же скорости, вполне определяется углами я, £ и у, образуемыми ею с осями координат.Что касается до величины углов а, ft и у, то они определяются из формул (24), дающих нам: COS а = ~Q ГУ cosl3^ - ,cosT = - • (28')
Подставив сюда вместо получим: vy и vt их значение по уравнениям (23) и (26),

cos а = /’(t)

COS Р = У 1А(*Л’-НЛ М3-НАЛОГ
АЛ)

cos 7 = /1Г(012+[П(012-НАЛ012 

fjt) „ 

• • (28)

у [/’ W+ifi Сон-1/'2 (О2 ’



19 —При обозначениях производных по Лейбницу, по уравнениям (23) и (27), получим:
dx

Пример. Даны следующие уравнения движения точки: 
х — a cos <ot, 
у = asinwt,...............................................................
z = ct.Легко показать, что траектория этого движения будет винтовая линия.Из первых двух уравнений (30), возведя в квадрат и скла­дывая, имеем:

х2-\-у2 = а'2.Это показывает, что точка движется по поверхности круг­лого цилиндра, имеющего своей осью ось Oz (фиг. 13) и радиусом основания отрезок Om = «. Пусть проекция этой точки М на плоскость хОу в данный момент будет ш, а угол радиуса а с осью Ох будет ср; тогда:
х = a cos ср | ({Ji)
у = a sin ср |Сравнивая эти формулы с двумя первыми формулами (30), приходим к заключению, что:или ср = О)/,

t=iО)Подставим это значение t в третью формулу (30); получим:
с

z = —Ср(а ~ (32)
2*



— 20 —Формулы (31) и (32) показывают, что траектория движения есть вин- пропорционально дуге ср. Получаем из уравненийтовая линия, потому что величина z изменяется 
„ dx dy dzОпределим первые производные-^’ и(31) и (32):

— —а sin
dy

— ав) cos cot (33)
Подставив в уравнение (27), найдем выражение скоростей точки М:

v = Va2w2-\-c2.Для определения углов можем воспользоваться формулами (29), под- 
dx dy dz yставив в них вместо их значения из формул (33).

§ 6. Равномерно-переменное движение. Равномерно-переменным дви­
жением называется такое, в котором отношение приращения скорости 
к соответствующему времени есть величина постоянная.Если скорость точки в начале счета времени назовем через v0, а по прошествии времени t через v, то для равномерно-переменного движения имеем: -V" = .........................................................................(34)где у есть величина постоянная. Из уравнения (34) имеем:

'V = v(i-\-gt\ ........... (35) ето есть формула скорости равномерно-переменного движения; величина^ есть ускорение.Полагая в формуле (34) t — 1, получим:
v~v. = g..........................................................................(36)Рассматривая это выражение ускорения, можно сказать, что ускорение 

равно мерно-переменного движения есть приращение скорости в единицу 
времени. Но это определение неполно, потому что ускорение не есть линейное число в собственном смысле, а представляет частное от деления разности скоростей на соответствующее время; а так как скорость относительно пространства есть величина первого измерения, а относи­тельно времени минус первого:

[«]=[«]’. и-1,то ускорение относительно пространства будет также первого измерения, но относительно времени оно будет уже минус второго,
Ы = Ы1, И-1.Из рассмотрения формул (34) и (36) имеем два определения ускорения равномерно-переменного движения.



— 211) Ускорение равномерно-переменного движения есть постоянное по величине отношение приращения скорости к соответствующему времени, или —2) ускорение равномерно-переменного движения есть постоянное по величине приращение скорости в единицу времени.Мм нашли формулу (35) скорости такого движения для любого момента t. Для того, чтобы вывести формулу для выражения простран­ства, проходимого при этом движении, воспользуемся так называемою кривою скоростей. Эта кривая выражает изменение скоростей со временем.Если известно, что
то, взяв прямоугольные оси координат и полагая, что v есть ордината у, a t— абсцисса ж, получим некоторую кривую, выражаемую уравнением:У =/’(«)•Эта кривая и будет кривою скоростей. Таким образом, кривою ско­
ростей называется геометрическое место точек, ординаты которых изобра­
жают скорости, соответствующие промежуткам времени, изображаемым 
абсциссами этих же точек.Кривая эта обладает следующим важным свойством.Теорема. Пространство, проходимое по траектории за время t, 
выражается на диаграмме кривой скоростей (фиг. 14) некоторой опреде­
ленной площадью (О АЪСО'),огра­
ниченной дугой кривой (АВ), 
осью абсцисс (Ох) и двумя 
крайними ординатами (ОА 
и СВ), соответствующими 
началу и концу рассматривае­
мого промежутка времени.Пусть скорость некоторой материальной точки изменяется по закону;

^ = /’(0-Строим кривую скоростей, для чего по оси Ох отклады­ваем времена, а по оси Оу — соответствующие скорости. По- к лучим таким образом кривую скоростей АВ с уравнением:
y=f(x).

--

Фйг. 14.Пусть точка М движется по прямой KL и в данный момент находится на расстоянии s от начала К. Пусть скорость ее в этот момент равна v0 и выражается ординатой ОА. Чтобы установить теперь связь между ско­ростью и проходимым пространством, поступим так: разделим время £=ОС на весьма малые промежутки At и рядом с действительным движением будем рассматривать некоторое другое, фиктивное, при котором точка в продол­



— 22 —жение каждого промежутка Af двигалась бы равномерно, имея ско­рость, соответствующую началу этого промежутка времени, т.-е. чтобы в продолжение первого промежутка времени скорость точки остава­лась все время равной скорости в начале первого промежутка Д£, т.-е. vQ, в продолжение второго промежутка времени оставалась равной vlr третьего—и т. д. (на деле эти скорости пусть постоянно возра­стают).Пространства, проходимые при таких условиях, выразятся оче­видно так: пространство, пройденное в первый промежуток At со скоро­стью v0, будет равно vQAt\ пространство, пройденное во второй проме­жуток времени, будет равно vxAt, и т. д. Составив таким образом выра­жение для пространств, пройденных в соответствующие промежутки, и сложив их, получим путь пройденный точкою за t\ обозначим его через Р, тогда имеем:
Р — -ь vrAt -1- v2At ч-...............Не трудно заметить, что путь Р графически представится суммою пло­щадей прямоугольников, построенных на основаниях At и имеющих своими высотами каждый свою, ему соответствующую, скорость. Эта сумма све­дется к площади, ограниченной зубчатым контуром Аа1Ь2с..............В, впи­санным в кривую АВ. Так как, по предположению, скорость точки все время возрастает, то Р будет меньше действительного пути S, т.-е.:

8>Р.Теперь предположим, что рядом с действительным движением мате­риальной точки совершается другое так, что точка движется в продолжение каждого промежутка времени At опять равномерно, но на этот раз со скоростью, соответствующей концу каждого промежутка At, т.-е. в продол­жение первого промежутка At —со скоростью соответствующей концу первого промежутка, в течение второго промежутка со скоростью v2 и т. д.Составим пути, пройденные в каждый отдельный момент; получим vtAt; 
v2At; vsAt; и т. д. Сложив их, найдем путь Q, пройденный таким образом во все время t: •у, At -+- v2At -\-v2At Q.Этот путь равен площади, ограниченной на фигуре 14 описанным зубчатым контуром Aki 12m ... В. Так как в этом движении скорость в каждый промежуток At остается все время больше действительной и равна ей только в конце промежутка, то, очевидно, путь, пройденный в этом движении, будет больше действительного, т.-е.

Q>S.Итак, получим, что
Q>S>P.Переходим к пределу, предполагая, что At стремится к нулю. Тогда площади Р и Q будут стремиться к совпадению, и в пределе, при At равном нулю, совпадут и сольются с своим пределом — площадью S, так что в результате и получим: 8 = ОАВСО.



— 23 —Приложим теперь эту общую формулу к равномерно - переменному движению. Кривая скоростей в этом движении будет представлена урав­нением :
v = vQ-+- gt.При v = y и t = x, получим:
y = v0-t-gx...........................................................................(37)Это—уравнение прямой, отсекающей на оси Оу отрезок, равный, очевидног ОА. Пусть такою прямою будет АВ (фиг. 15). По изложенной теореме, дляопределения пути, пройденного точкою за время t (пусть t в данном случае равно ОС), нужно только определить площадь ОАВС. Фигура ОАВС есть трапеция; так что путь, пройденный точкою за время t, выразится пло­щадью этой трапеции; таким образом, имеем: 8 = 4- (ОАч-СВ) t,где ОА и СВ представляют собою, Фиг. 15.очевидно, скорости движущейся точкив начале и конце рассматриваемого промежутка. Обозначив эти ско­рости v0 и v, получаем:

8 = -^- (v0-+-v)t......... (38)Из этой формулы видим, что средняя скорость в равномерно-пере­менном движении всегда представляется полусуммою скоростей, соответ­ствующих началу и концу движения; т.-е.
Вставив в уравнение (38) вместо скорости v ее выражение по уравне­нию (35), получим: S=—f =г>0/ч-4-^!........................................................(39)Это и есть основная формула равномерно-переменного движения, определяющая пространство, пройденное во время t.Полагая в формуле (39) v0 = 0, т.-е. предполагая, что скорость в начале времени t равна нулю, получим;

v — gt............................................................................(40)
8 = 4^’......................... HDИз уравнения (41) определяем время; получаем:

<=Zy............................(«)



— 24 —Подставив это значение t в уравнение (40), получим: 
v = y 2gS,........ (43)где скорость, как и время в уравнении (42), выражена в зависимости от пройденного пути. Формулы (40) и (41) показывают, что в этом случае 

скорости пропорциональны временам, а пространства пропорциональны 
квадратам времен.Из формулы (38) усматриваем, что равномерно-переменное дви­жение за время t можно заменить равномерным со скоростью, равной среднему арифметическому из начальной и конечной ско­ростей.Выражение «пространство, пройденное точкой, равно пло­щади» должно принимать не в буквальном смысле, т.-е. не должно счи­тать, что пространство выражается в квадратных единицах. В этом условном выражении надо видеть только то, что число квадратных единиц, выражающих площадь, равно числу линейных единиц, измеряющих пространство, пройденное точкою.Если g в формуле (35) положительно, т.-е. если скорость со вре­менем возрастает, то движение называется равномерно-ускорен­ным, и кривая скоростей, будучи прямою линией, имеет направление, ука­занное на чертеже; если же g отрицательно, то движение называется равномерно-замедленным, и линия скоростей образует с осью Ох тупой угол.Покажем графически, что в равномерно-ускоренном движении без начальной скорости:скорости возрастают пропорционально временам;пространства, считая от начала движения, — квадратам времен;пространства же, взятые в каждую отдельную секунду,— нечетным числам.I) . Покажем, что скорости возрастают пропорционально време­нам, т.-е. по прошествии двойного, тройного и т. д. времени приобретается скорость также в два, три и т. д. раз больше.Так как, но условию, начальная скорость равна нулю, то в уравне­ниях (35) и (37) для этого случая нужно положить vQ — 0, так что урав­нение прямой скоростей (37) перепишется теперь так:

У = 9Ъ....................................................  (40)а самая прямая будет проходить через начало координат (фиг. 16).Отложим на оси абсцисс принятые нами единицы времени, — положим секунды; так что Ош = пт = пр = ... = Isec; отрезки ординат, восстано­вленных из точек деления между осью абсцисс и прямою скоростей АВ, например, отрезки ma, nb, рс, и т. д.—очевидно, выражают собою скорости, соответствующие моментам m, n, р, q и т. д., т. е. это будет vm, vn , vv: из подобия прямоугольных треугольников Oam, Obn, и т. д. имеем:
vm: vn: vp : . . . = 1 : 2 : 3 :.. . ;что и требовалось доказать:II) . Проходимые от начала движения пространства пропор­циональны квадратам времен, употребленных на это прохождение.



— 25 —Через точки а, Ь, с,. ... встречи ординат с прямой АВ проведем линии, параллельные оси. Ох, а через точки деления на оси Ох (ш, п, р,...) — параллели самой прямой; тогда все площади, выражающие пройденные про­странства в соответствующие времена, выразятся соответственно площадями треугольников: 0am, ОЬп, Оср,............. и т. д. Обозначим их через
*$2» ^3’................Рассматривая отношение этих площадей в зависимости от числа соста­вляющих их равных треугольников типа 0am, найдем, что:

: S2: S3: . ... - 1 : 4: 9 : 16 : ... . = l2 : 22 : З2 : 42:. . .,что и требовалось доказать.III). Обозначим через S', S", nbcp,..., проходймые в последо­вательные единицы времени; из чертежа найдем, что:
S' ; S"; S'" :.. . = 1 : 3 : 5 : . . .Отсюда видно, что: простран­ства, проходимые в каждую отдельную единицу времени, относятся между собою, как ряд нечетных чисел.

§ 7. Ускорение во всяком 
движении. Выше (стр. 16) было указано, что называется ускоре­нием равномерно - переменного движения. Теперь, чтобы выразить быстроту изменения скорости во всяком движении, воспользу­

S'" и т. д. пространства Oam, matin.

Фиг. 16.емся выражением ускорения этогодвижения в данный момент времени. Для упрощения задачи выясним сначала, что называется средним ускорением за данный промежуток времени.Пусть v будет скорость в конце времени t, a v' — скорость в конце времени t'. Если бы движение, имеющее место за время V — t, было равномерно-переменным, что ускорение его, по предыдущему, выра- зйлось бы величиной:
— v' — V
9 = ~f=i (44)Эту-то величину и называют средним ускорением за промежуток времени t'—t. Таким образом можем сказать, что среднее ускорение любого движения за данное время есть ускорение того равномерно-переменного движения, при котором, в про­должение данного промежутка времени, скорость возра­стает на ту же величину, что и в рассматриваемом дви­жении.Среднее ускорение дает нам представление о среднем изменении скорости в промежуток времени f — t. Для того лее, чтобы получить понятие о быстроте изменения скорости в данный момент времени, рассуждаем так же, как это мы делали при определении истинной скорости.



— 26 —Разделим все время движенйя на малые равные между собою проме­жутки времени Ai и определим для каждого промежутка соответствующее среднее ускорение,— его можно выразить, очевидно, в виде . Вообразим, что кроме рассматриваемой точки М по той же траектории движется другая, воображаемая точка N, которая в начале каждого промежутка времени имеет ту же самую скорость, что и точка М. Движется эта точка не равно­мерно, а так: в продолжение первого промежутка времени Ai точка N движется равномерно-переменным движением с ускорением, равным среднему ускорению точки М за первый же промежуток времени; в про­должение второго, третьего,... промежутков времени Ai точка N движется опять равномерно - переменным движением, но уже с ускорением, каждый раз равным среднему ускорению точки М для второго, третьего и т. д. промежутков времени.Очевидно, что в конце каждого промежутка времени Ai скорости точек М и N будут одинаковы 1). Вследствие этого, движения точки N будут несколько походить на движения точки М; совершенно же одинаковы они будут тогда, когда промежуток времени Ai будет бесконечно близок к своему пределу — нулю, потому что тогда во всякое время скорости этих двух точек будут одинаковы.Поэтому за действительное ускорение точки М в данный момент времени можно принять предел, к которому стремится среднее ускоренйе точки N; так что, называя истинное ускорение точки М в дан­ный момент времени через д, получим:
9 = lim 9 = lim уЕ? = lim ..........................................(45В пределе, когда i' — i стремится к нулю, v' — v также стремится к нулю. Итак, истинное ускорение во всяком движении в данный момент 

времени есть предел среднего ускорения.Если в выражений истинного ускорения (45) положим:ч i' — i = 0,
v'— v— О, то получим величину, на первый взгляд кажущуюся неопределенной; но если закон изменения разности скоростей (г?' — v) и закон изменения раз­ности времени (1Г — t) известны, то всегда можем раскрыть полученную неопределенность, рассматривая ее, как предел отношения этих разностей.На самом деле, пусть закон пространств нам дан:s = /W

Фиг. 16а.

*) Пути, проходимые точками М и Лт за один и тот 
же промежуток времени, будут несколько отличаться 
друг от друга. На диаграмме скоростей (см. фигуру 16-а) 
пути, пройденные точкой М будут выражаться пло­
щадями, ограниченными кривой, как, например, пло­
щадь ЬВС'с, а пути, пройденные точкой N,—площадями, 
ограниченными хордой кривой, как например, пло­
щадью аАВЪ.

Прии. рев.



27 —Закон скоростей, как это уже известно, выразится в таком случае так?
« = 1 =

Дадим теперь t бесконечно малое приращение Д£; — за этот проме­жуток времени точка из положения М переходит в смежное поло­жение N; тогда, как известно, истинное ускорение по уравнению (45) выразится так:
.. V—V .. /1И5 = 11П)^ =lim -JJ, но

v +- &v = f (t-+- Д/), откуда
&v = f' — f (О-Взяв отношение этого приращения скорости к соответствующему при­ращению времени At и переходя к пределу, получим:5 = . ... . . . (46-)На основании основных теорем дифференциального исчисления утверждаем, что вторая часть полученного уравнения (46') представляет собою не что иное, как вторую производную от функции / (£) или от функции s (ибо 8 = /(<))•Поэтому:

д = lim -- = f" (t ■ ...... (46)с другой стороны, принимая во внимание, что по уравнению (14)®=Г(0==|,...................................... • . . (13)и дифференцируя полученные выражения по t, находим:
dv — fii (f\ _ £s
dt — / W — d& ’так что уравнение (46) перепишется так:

g = = ........................................■ (47)т.-е. истинное ускорение всякого переменного движения равняется второй 
производной от пространства по времени или первой производной от ско­
рости по времени.

§ 8. Геометрическое представление среднего и истинного ускорения 
помощью кривой скоростей. Пусть кривая скоростей данного движения будет АВ (фиг. 17). О построении этой кривой уже было сказано выше при графическом определении пространства s, пройденного по траектории. Положим, что точка движется по своей траектории так, что путь, прой­денный ею за время (if — t), оказывается выраженным площадью mMNn. Пусть уравнение скорости есть:

= f (0



— 28 —или, в координатах (ж, у):
y = f ($)•Посмотрим теперь, как выражается помощью кривой скоростей как среднее, так и истинное ускорение. Отложим по оси х от начала О величины Ош = t и On = тогда ординаты Мт и Nn выразят собою соот­ветствующие этим моментам времени скорости v и v‘. Среднее ускоре­ние для промежутка времени (/' — t), как известно, выражается по ура­внению (44) так:

Проведем через точку М линию ML, параллельную оси Ох; тогда катет NL будет представлять собою разность (у' — v), разность же (f — £) представится вторым катетом ML того же прямоугольного треугольника MNL, так что:
—__ v1 — v NL
# “ t' — t — ML •Рассматривая отношение , видим, что это есть не что иное, как тангенс угла, образованного секущей NS с осью абсцисс; обозначая этот угол через р, получаем:

9 = tgт.-е. среднее ускорение выражается по кривой скоростей тангенсом угла 
наклонения секущей, проходящей через две точки кривой скоростей, к оси абсцисс.Положим теперь, что время t' приближается к t, т.-е, что точка N стре­мится совпасть с точкой М; в таком случае среднее ускорение в пределе обратится в истинное, секущая NS обратится в касательную МТ к кривой скоростей в точке М, а угол р обратится в угол а, образуемый касательной с осью Ох. Таким образом, в пределе будем иметь:

g — lim# = lim tg/? = tg a,..........................................(48)т.-е. истинное ускорение в какой-либо момент времени выражается тан­
генсом угла, который образует с осью абсцисс касательная к кривой ско­
ростей в точке, соответствующей этому моменту.Поэтому для определения истинного ускорения в данный момент надо . только провести касательную в той точке кривой скоростей, которая соог- 



— 29 —ветствует этому времени, и тогда тангенс угла этой касательной с осью абсцисс и даст нам искомое ускорение.Заметим, что отсюда вытекает следующее: если с возрастанием абсцисс кривой возрастают и ее ординаты, т.-е. у увеличивается, как это имеет место на фигуре 18, то движение, для которого закон скоростей характеризуется такою кривою, есть ускоренное (#>0). Если же ординаты кривой А'В'

с возрастанием абсцисс убывают, как это имеет место на фигуре 19, то движение будет замедленное (<?<0).Необходимо принять во внимание, что рассмотренное нами выше истинное ускорение выражает изменение только величины скорости, между тем, в криволинейном движении скорость изменяется также и по направлению; в виду этого обстоятельства рассмотренное ускорение называется тангенциальным ускорением, направлению касательной к траектории.
§ 9. Полное ускорение. Хотя тангенциальное ускорение и дает нам ясное представление о величине скорости во всякий данный момент времени, но оно не дает нам никакого указания на то, каким образом на­правление скорости ме­няется с течением времени. Поэтому понятие об уско­рении необходимо расширить 

и в этом направлении,вводя так называемое полной 

т.-е. изменением скорости по

бы собою не только изменениеускорение, которое характеризовало величины, но и изменение направления скорости во всякий момент времени. Полное ускорение получается следующим образом.Пусть АВ (фиг. 20) будет траектория точки М. Положим, что эта точка, двигаясь по траектории, в продолжение весьма малого промежутка времени А/ 



— 30 —переместилась из положения М в положение М', и пусть скорость ее в точке М есть о, а в М' будет v'. Построим эти скорости, для чего проведем касательные к траектории в точках М и М' ее и отложим на них величины соответствующих скоростей MN == v и M'N' — v1. Затем про­ведем из точки М линию ML, параллельную и равную M'N', так что ML = M'N'. Соединим точки N и L. Тогда линия NL будет представлять собою геометрическую разность скоростей г/ и v, так что NL, будучи сложена с MN по правилу параллелограмма, даст скорость ML = = M'N' = v1. Далее проведем линию МК, параллельную NL, и отложим на ней величину МК = ^, которая и называется средним полным ускорением. Если промежуток времени конечный, то это среднее полное ускорение характеризует изменение скорости за данный промежуток времени At как по величине, так и по направлению. Действительно, если линия МК дана, то по скорости v можно найти величину и направление скорости для чего стоит только помножить МК на Д£ и отложить полученное произ­ведение на линии NL, параллельной МК. Таким образом, мы получим точку L, соединив которую с М, найдем направление и величину скорости v'.Положим теперь, что промежуток времени Ы стремится к нулю, т.-е. что точка М' стремится слиться с точкой М; тогда линия МК получит в пределе, при Д/ = 0, ■ вполне определенную величину и направление, так как закон, по которому приближаются к нулю числитель и знаменатель, вполне определен. Называя предел рассматриваемого вектора через /, получим:
.. NL ’

з =11Ш ~м •Величина/, данная по величине и направлению, называется пол­ным ускорением точки в данный момент времени. Она характеризует изменение величины скорости и ее направления за соответствующее этому изменению безконечно-малое время.

Полное ускорение представляет предел отношения геометри­ческой разности скоростей к соответствующему проме­жутку времени. Поэтому его можно назвать геометрической производ­
ной от скорости по времени. Это будет некоторый вектор.



— 31Установив понятие о полном ускорении, докажем несколько теорем, к нему относящихся.Теорема. Проекция полною ускорения точки на какую-либо ось равна 
тангенциальному ускорению проекции рассматриваемой точки в ее прямо­
линейном движении по этой оси.Положим, некоторая точка (фиг. 21) за промежуток времени М пере­мещается по своей траектории АВ из положения М в положение М7. Пусть MN = v и M'N' = v1 выражают по величине и направлению соответствую­щие этим положениям скорости движущейся точки. Теперь из точки М про­водим линию ML равную и параллельную M'N'. Соединив точки N и L пря­мою NL, отложим на ней отрезок NK, равный j, где j есть полное ускоре­ние для положения М. Проектируем на ось Ох точки М, М', N, N', L и К, для чего проводим ряд параллельных плоскостей, проходящих через проектируемые точки перпендикулярно оси Ох; пересечения этих плоско­стей с осью Ох и дадут на ней нужные нам проекции m, т', n, n', 1 и к.Из курса геометрии известно, что две прямые линии, пересеченные рядом параллельных плоскостей, дают отрезки, пропорциональные между собою. Прилагая эту теорему к прямым NK и Ох, можем написать следующую про­порцию:

N L NK 
nl nk...............................  (49)Разделив числителя и знаменателя первого отношения на Ai, получим:

- ' !£:-£ = ОД: nt. . . ............................. (49')Перейдем к пределу, предполагая Ai стремящимся к нулю, и рассмотрим предел каждого члена пропорции отдельно. Имеем:..................................................................... (а)что следует из определения полного ускорения. Далее:
nl .. ml — mn hm = Inn -3, .Величины ml и mn суть не что иное, как проекции скоростей v' и v на ось Ох, что видно из чертежа; поэтому:

.• nl ,. ini — mn _. np_v' — np_v hm м = hm = hm ...............................(A)Было доказано, что проекция скорости на ось равна скорости проекции точки на этой оси, следовательно:прли == vx, и прУ = v’x,в виду чего уравнение (6) перепишется так: .. пр,!/- np,.V .. v‘ — Vxhm = hm ,•что, в виду уравнения (45), перепишется окончательно так:
I - v'x — Vr 
1™ — 9-
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Дальше NK = jпо построению, а nk = пр/.Подставив найденные величины в пропорцию (49'), найдем:
: 9 =j • пр/,откуда:
Wxj = 9 • •...........................................................(50)Следствие. На основании доказанной теоремы можно определить вели­чину и направление полного ускорения, когда известно движение

проекций движущейся точки по трем осям координат. Положим, что урав­нения движения проекций точки по трем осям координат (фиг. 22) будут:
= Л (О» 

y = ft (О, 
* = Гз (О-

...................................................................(5J)
Проектируем полное ускорение j на оси координат, получим:пр/ = У cos К, пр/ = У COS р., пр J = j COS У, (52)
где X, [л, v суть углы, которые образует полное ускорение j с осями коор­динат. Заметив, что проекция полного ускорения j. изображаемого векто­ром MN, на ось Ох есть ускорение проекций точки М, т.-е точки т, при ее дьижепии по оси Ох, и что закон движения точки m по оси Ох дается 



— 33 —первым из уравнений (51), имеем на основании уравнений (46), (50) 
и (52):

j cos к = f\ (0..............................................  - . (53')Подобным же образом получим:усо8р = Г2(0..................................................................(53'0Jcos. = f'3(O................................................................(53"')или, вводя обозначение производной по Лейбницу:
jcosk=-^7, j cos р- = 7cosv = -^>................................... (54)

Возведя полученные уравнения (54) в квадрат, получаем:^cosSX = (-)\?co^=(g)2,^co^ = (-y.
Складывая правые и левые части, находим:f (cos2X + cosV +- cos2.) = (^’h-

Сумма, стоящая в скобках в левой части уравнения, как известно из аналитической геометрии, равна единице; поэтому полученное уравнение переписывается так: /2 — ( <?х V (&У \2. (d2L\2-J ~ \ dfl ) '+~ ( dt? j -+' \d? ) 'извлекая квадратный корень, имеем:
(55)

Так как по этой формуле определяется лишь абсолютная величина ускорения у, то перед корнем всегда берется знак (ч-), — направление же полного ускорения определяется углами к, р и v при помощи уравнений (54):
<Рх d*y JPzCOS А = —т—,cosp, COS V—-7-................................... (54')

В эти равенства остается подставить значение j из уравнения (55).
Пример. Даны следующие уравнения движения точки:

х = a cos mt, 
у = a sin wt, 
z — ct,

• . (30)
где a, <o и с постоянны. Требуется определить величину и направление полного ускорения.

Жуковский. Теоретическая механика. Ч. II 3



34 —Этот пример разбирался в конце § 5 и там было показано, что траек­тория точки есть винтовая линия. Там же была определена скорость этого движения (фиг. 23).Переходим к определению ускорения j. Берем первые и> вторые про­изводные от формул (30). Получаем:
doc •— — ato-sin ~dt2 ~ — «<o2cos mt-,

(hi , d2y 2 ■ i/ = amcosmt; — — am* sin mt- at ’ at^

Теперь подставим значения получен­ных вторых производных в формулы (55) и (54). После очевидных упро­щений получаем:
= ]/ а3т4 (с< s3mt -+- sin’to/) = am'2cosk — — ccscof; cosp. = — sin mt;cosv = 0. —Первая из этих формул показывает, что j имеет постоянную величину ат2; три последние показывают, что напра­вление j прямо противоположно век­тору Ош, т.-е. /направлено от М к С, где МС параллельно Ош.

§ 10. Проекция полного ускорения на касательную и нормаль 
к траектории. Прежде чем перейти к определению проекции полного уско­рения на касательную и главную нор­маль, приведем некоторые геометрические положения и теоремы, на которые нам придется опираться при дальнейшем изло­жении вопроса.Положим, что мы имеем какую- нибудь кривую, хотя бы и двойной кри­визны. Возьмем на этой кривой (фиг. 24) три точки А, В и С и проведем через них плоскость N и окружность О, — этими тремя точками как плоскость, так и окру­жность определятся вполне. Построение этой окружности возможно всегда, как бы близко ни были взяты эти три точки на данной кривой.Таким образом, мы всегда можем взять сколь угодно малый элемент кривой (хотя бы и двоякой кривизны), который характеризовался бы тремя 



— 35 —бесконечно близкими друг к другу точками, и вообразить через эти три точки плоскость, которая, по замечанию, сделанному ваше, будет иметь вполне определенное положение в пространстве и будет характеризовать собой положение взятого нами бесконечно малого элемента кривой; круг же, проведенный через эти три точки и, очевидно, лежащий в той же плоскости,будет вполне определять собою изгиб кривой (ее кривизну}. Плоскость, определяющая положение рас­сматриваемого элемента кривой (предельное поло­жение плоскости N), называется соприкасающейся 
плоскостью, вышеупомянутый круг— кругом кри­
визны, а центр его—центром кривизны.Если кривая плоская, то соприкасающейся плоскостью будет плоскость самой кривой.Понятно, что чем изгиб кривой больше (чем кривая изогнутее), тем радиус круга кривизны меньше, т.-е. кривизна обратно пропорциональна 
радиусу. Этот радиус называется радиусом 
кривизны и обозначается обыкновенно греческою буквою р.Посмотрим теперь, как измеряется кривизна кривой в данной ее точке, т.-е. выясним, что называется мерою кривизны.Положим, что имеем плоскую кривую АС (фиг. 25). Возьмем на ней две произвольные точки: А и В и проведем через них касательные к кривой: AN и ВР;пусть эти касательные пересекаются в какой-нибудь точке М. Угол NMB, образуемый этими касательными, называется углом смежности и обозна­чается греческой буквой 0. Понятно, что при одной и той же длине отрезка кривой АВ, чем больше кривизна, тем больше угол 0, и обратно; следовательно, кривизна кривой 

прямо пропорциональна углу смежности 
и обратно пропорциональна длине взятого 
элемента АВ. Выражающее эту мысль отношение —, где As = АВ, и может ZJSслужить мерою кривизны, и предел этого отношения, при As = О, называется кри­визной в точке А.Посмотрим теперь, как выражается кривизна окружности. На круге радиуса р (фиг. 26) возьмем сначала дугу АВ конечных размеров; в точках А и В ее проведем касательные AN и ВР; пусть они пересе­каются в точке М; тогда угол NMB и будет углом смежности:ZNMB = 0.Из центра окружности О проводим окружность радиусом, равным единице. Угол 0 = АО В, выраженный в линейных единицах, будет представлен 

з*



— 36 —дугою ab. Так как дуги АВ u ab относятся между собою, как соответствен­ные радиусы, то, обозначив дугу АВ через As, будем иметь:
ab _ о _ 1
АВ 4s Q 'Мы видим, что для круга отношение не зависит от длины дуги АВZ15и есть величина постоянная даже и не в пределе, а потому:

4sKp 4s о ’т.-е. кривизна круга постоянна во всякой точке и обратно про­порциональна его радиусу.Посмотрим теперь, чем измеряется кривизна произвольной кривой. Мы уже знаем, что называется кругом кривизны какого-нибудь элемента произвольной кривой. Заметим, что в пределе часть кривой АВС (фиг. 24) мы можем принять совпадающей с соответственным кругом кривизны и счи­тать, что для кривой: 
где 0 есть угол смежности для элемента кривой АВС (он будет лежать в соприкасающейся плоскости), As—длина элемента АВС и р—радиус соот­ветственного круга кривизны.Вспомним теперь, что называется в геометрии главной нормалью кривой. Нормалью вообще называется перпендикуляр к касательной к кривой, восставленный из точки касания. Так как к прямой в простран­стве, в данной ее точке, можно провести бесконечное множество подобных перпендикуляров, а значит, и нормалей, то нормали,' вообще, могут иметь различные направления; но из всех этих нормалей особенно замечательна одна, — именно та, которая лежит в соприкасающейся плоскости, — она-то и называется главной нормалью. Для плоской кривой это будет, оче­видно, нормаль, лежащая в ее плоскости. Заметив это, изложим одну из главнейших теорем кинематики, а именно теорему:

проекция полного ускорения на главную нормаль, называемая нормаль­
ным ускорением, равна квадрату скорости, деленному на радиус кривизны 
траектории в данной точке, т.-е. -у, а проекция полного ускорения на 
касательную, называемая тангенциальным ускорением, равна, производной 

dvот скорости по времени, т.-е. dt.Для определения величины проекций полного ускорения на касательную и главную нормаль к траектории (эта нормаль, очевидно, будет направлена по радиусу кривизны, идущему в точку касания) примем, для про­стоты рассуждений, что траектория АВ есть плоская кривая (фиг. 27). Положим, что движущаяся материальная точка в промежуток времени А£ переходит из положения М на этой траектории в положение М'. Проведем в точках М и М' касательные МТ и МТ и отложим на них соответствую­щие скорости v и v1, так чтоMC=w, М'С' = <



37 —Затем по векторам МС и М'С' определяем величину и направление полного ускорения, для чего через точку М проводим линию MD, равную и параллельную М'С'; соединив точки С и D, получим направление, которое в пределе и будет направлением полно­го ускорения. Через точку М проводим далее линию, парал­лельную CD, и откла­дываем на ней от­резок.
который в пределе и представит собою ускорение.Проводим теперь в той же точке М главную нормаль MN и проектируем * отрезок <МК на каса­тельную МТ и нор­

т*

Фиг. 27.маль MN. Получим таким образом нужные нам проекции полного ускорения МН и MG. Из точки D опускаем перпендикуляр DF на касательную МТ.[Из чертежа видно, что векторы CD и МК могут быть направлены только в сторону вогнутости треугольника, а потому нормальное ускорение всегда направлено к центру кривизны, и называется центростремительным 
ускорением].

Из подобия треугольников МНК и CFD— имеем:
НК _ МН __ КМ  1FD ~ CF DC “ At ’ (56)отношение приравнено к потому что

Из этого ряда отношений имеем:
НК : Т , МН ',У 'Заметим, что угол TMD равен углу ТСС', а это есть угол смежно­сти, т.-е. ZTCC' = 0=TMD.Обозначим проекцию полного ускорения на нормаль, MG = KH, через jn, а проекцию на касательную МН,—через у,; тогда будем иметь:

fd z,_4Л. = lim -St........................................................................(57). (58).. CF ’■ = lim



38 —Из прямоугольного треугольника MFD имеем:FD = MD sin0 = v' sin 8; поэтому
Представим полученное выражение так:Л —lim'^ = lim : .(59)
Переходя к пределу, будем иметь:Jim v' = v, 

.. sin 0 ,
11П1 —0— = 1, 

0 1
hm

.. Js 
llm Ji =”■Подставляя эти значения пределов в выражение (59), получим:

1 V2
j, = ............................................. (60)Для доказательства второй части теоремы заменим в выражении (58) проекции полного ускорения на касательную CF—разностью двух линий MF и МС. CF = MF — МС.Отрезок MF находится из прямоугольного треугольника MFDMF=MDcos8=v'c(s0, а МС = у.Подставляя найденное значение CF в выражение (58), получим:

* . г/cos 0 — v]. = hm-----j(- - ;но, так как cos 8 = 1 — 2 sin2 -у,то •
v' (1—2 sin2 — v

jt = lim-------------—Д'----- ,Ji cили, раскрывая скобки:i, = lim - 2 " S:''; = lim ^~lim 2^1 . .(61)
At At J At At 4



— 39 —Второй член второй части представим так:
, . 9 0 / -0- \•г/sin2 — / sin— _ \

. 2 .. I о v 2 . 0 0 zls I /пл\11га2 Л - = liml 2-т-у 8т-2-.Л.^...........................(62)
Переходя к пределу, будем иметь:lim v' = v,

. 0 
lim sm = 0,

. 0 
siiij 

lim -0- — 1,
2

As . Итж=®.
0Предел sm-2-равен нулю, потому что при сближении точек М и М' угол 0 обращается в нуль. Так как один множитель произведения (62) обращается в нуль, то, следовательно, и весь второй член уравнения (61), рассмотренный нами отдельно, равен в пределе нулю. Таким образом, урав­нение (61) сводится к уравнению:

.. у' — У dvЛ ==11т-ЛГ-= dt................................ '............................(63)Следовательно, требуемое доказано.Определим теперь самое полное ускорение ;. В прямоугольном тре­угольнике MGK линия МК есть гипотенуза; поэтому имеем:мк = /мёчг№, или '
Подставив сюда значение jt и jn из (60) и (63), получим:............................ ...........................(64)Приложим полученные формулы к частным случаям движения.1) Если полное ускорение j равно нулю, то из формулы (64) следует, 

dv , v2 „ s,что отдельно = 0 и о = 0; это показывает, что скорость v есть величина постоянная, а радиус р равен со, т.-е. точка движется по прямой линии. Следовательно, это — случай равномерного движения по прямой линии.2) Положим, что точка движется равномерно, так что скорость v есть величина постоянная: тогда ау _
Следовательно, в этом случае существует только одно нормальное ускорениеУ2

i = —.” Q ’ 



40направленное по радиусу, — одно центростремительное ускорение. Таким образом, при равномерном движении по всякой кривой, полное ускорение нормально к кривой.3) Если траектория есть прямая линия, то
р = со,и тогда нормального ускорения не будет, а все полное ускорение будет направлено по этой прямой и равно:

Сложение движений точки.
§11. Определения. Движение материальной точки, отнесенное к непо­движным в пространстве, осям координат, называется абсолютным движением.Если же движение точки мы отнесем к осям, которые сами могут перемещаются в пространстве, то движение точки в пространстве по отно­шению к этим подвижным осям называется относительным.Абсолютное движение, происходящее от движения точки относительно осей движущихся и от движения самих этих осей, называется сложным движением.Можно слагать и более, чем два движения. Так, если предположим, что точка движется относительно каких-нибудь осей координат, а эти оси, в свою очередь, движутся относительно других осей координат, которые сами движутся относительно третьих неподвижных осей, то абсолютное дви­жение точки будет слагаться из трех движений, и т^ д. Всякое, вообще, движение, наблюдаемое на земле, есть движение сложное, состоящее, по крайней мере, из трех движений: 1) движения предмета или точки по неко­торой траектории на земле, 2) движения Земли около Солнца и 3) движения всей солнечной системы в мировом пространстве. Первое из этих движений есть движение относительное, второе можно рассматривать, как движение влечения — переносное по отношению к солнцу, а третье — по отношению к неподвижным осям *).Траектория точки может двигаться различно, но мы, для простоты рассуждений, будем рассматривать главным образом лишь случаи, когда траектория движется поступательно, т.-е. когда все ее точки имеют равные и параллельные скорости, а следовательно проходят равные и параллельные пространства.
§ 12. Сложение скоростей. Прежде чем приступить к вопросу о сло­жении скоростей, дадим определения скоростей тех движений, которые при­ходится рассматривать при решении вопросов о сложении движений точки, принимая во внимание вышеуказанные условия, в которых находится точка, при движении ее относительно осей, расположенных в пространстве, — а именно, укажем, что называется скоростью абсолютной, скоростью отно­сительной и скоростью влечения.

С целью упростить изложение, Н. Е. не упоминает здесь о вращательном дви­
жении земли вокруг своей оси. Нри.ч. ред.



— 41 —Абсолютной скоростью называется скорость точки, наблюдаемая относительно неподвижных осей координат.Относительной скоростью называется скорость, которую имеет точка относительно подвижных осей координат.Скоростью влечения точки, находящейся в сложном движении, назы­вается скорость, которую имеет соответствующая точка ее относительной траектории при перемещении последней в пространстве вместе с под­вижными осями координат.Теорема параллелограмма скоростей. Положим, что точка, выходя из положения А (фиг. 28), движется по своей траектории АВ, которая, в своюочередь, перемещается так, что точка А ее описывает путь АА'С, и сама траектория, по прошествии беско­нечно малого промежутка времени △£, перемещается из положения АВ в положение А'МВ'. Если бы тра­ектория АВ оставалась неподвижной, то за этот промежуток времени мате­риальная точка прошла бы по ней некоторую дугу АМ0; но в виду перемещения траектории точка Мо, перемещаясь вместе с траекторией, займет новое положение в простран­стве М, при чем дуги АМоиА'М, очевидно, будут равны (тождест­венны). Теперь ясно, что дуга А'Месть траектория точки в относи- Фиг. 28.тельном движении, AFA' естьтот путь, который принадлежит точке А в движении влечения, и, наконец, AMD есть путь точки в абсолютном движении.Соединив прямыми точки А и А', А' и М, А и М, отложим на продолжении линии АМ величину AN, равную —— .а на хорде А А' — длину AL,
АА' 

равную так что
. АТ АМ . т АА'AN=-zpAL=-zr (65')Соединим далее точки L и N; через N проведем линию NG, парал­лельную AL, и продолжим ее до пересечения с А'М в точке К. Очевидно, что. треугольник ANL и АМА' подобны,—угол при А у них общий, а сто­роны, его заключающие, пропорциональны, ибо из соотношений (65') находим:

. .■ AN _ АМ
AL АА'Заметив это, находим далее:

NL AL _ 1
А'М ~ АА' ~ At • • ,Заметим также, что фигура A'KNL есть, по построению, параллелограмм.Теперь переходим к пределу, полагая, что At стремится к нулю; очевидно, • что в таком случае точки А' и М стремятся слиться с А, а весь



— 42 —треугольник АМА' стремится обратиться в точку А. Назовем скорость точки А по траектории АМ0В через к, скорость по траектории AMD через v и скорость по траектории AFC через го. Все эти скорости будут выражаться в пределе касатель­ными, проведенными в точке А к соответствующим траекториям,— линия А'К обратится в пределе в касательную АК0 (фиг. 29), линия AN обратится в каса­тельную AN0; AL—в AL0. В пре­деле, при Д£ = 0, будем иметь, в виду уравнений (65').*lim AN = lim ............................... (а)Представим это соотноше­ние так: АМ ,. —АМ
,1Ш ГАлм ■ "АП = ,1ш ,v\t |пп ST ■Перейдя к пределу, будем иметь:

11т ~лм =

Следовательно, lim AN — v.Точно так же найдем:
r Ат 1- АА' .. ( АА' — ААЛ АА' .. —АА'limAL = lim .^ = lim J = hm ^7 • hmОтсюда lim AL = 1. lim ~ ■ = w.Наконец,
.. Anr r A'M / A'M —A'M\ .. A'M .. -A'MlimA'K=lim ^- = 11111 = hm .. лм 'П1 3” 'Отсюда: lim A'K = 1. lim —= u. LibЗдесь v есть скорость абсолютного движения, и — относитель­ного и го— скорость переносного движения или движения влечения.Так как фигура A'KNL есть всегда параллелограмм, то' и в пределе, когда точки А' и М сольются с А и линия AN обратится в диагональ, она будет также параллелограммом.Доказанную теорему можно формулировать так: скорость абсолютного 

движения выражается по величине и направлению диагональю параллело­
грамма, построенного на скорости относительного движения гг на скорости 
влечения {переносного движения').



— 43 —Это доказательство принадлежит Сомову, покойному профессору Ленинградского университета.Заметим, что в нашем доказательстве мы не предполагали, что траек­тория движется поступательно, так что теорема о сложении скоростей верна для всякого движения траектории.Зная, как складываются скорости двух движений, мы можем определить скорость того сложного движения, которое составляется из скольких бы то ни было движений. Предположим, что слагаются четыре движения, ско­рости которых выражаются векторами: ОВ, ОС, OD и ОЕ (фиг. 30). Это

значит, что точка О движется по траектории со скоростью ОВ; соответ­ствующая этой точке траектория сама движется со скоростью ОС; кроме этих двух движений имеется еще движение по новой траектории, точка которой имеет скорость влечения OD, и т. д.Складываем сначала первое и второе движения,—получим сложную скорость OF; найденное движение сложим с третьим, — получим новое движение со скоростью ОК; наконец, сложив это движение с последним, получим искомое движение, которое имеет скорость, равную OR. Отсюда следует, что сложная скорость, получающаяся от сложения нескольких скоростей, выражается по величине и направлению замыкающею стороною многоугольника, остальные стороны которого равны и параллельны скоростям слагаемых движений. Скорости слагаются по тем же правилам, как и силы, и все, сказанное относительно сложения сил, имеет место и при сложении скоростей. Так, складывая скорости трех движений, мы вместо правила много­угольника можем пользоваться правилом параллелепипеда, и т. д.
§ 13. Разложение скоростей. Нахождение по данной сложной ско­рости скоростей слагаемых движений называется разложением скоростей.Вопрос этот, говоря вообще, неопределенен. Определенным он стано­вится лишь тогда, когда становятся известными некоторые данные, относя­щиеся к скоростям, на которые желают разложить данную скорость.— Решим задачу об определении относительной скорости.



— 44 —Пусть абсолютная скорость точки О есть v и изображается век­тором ОС (фиг. 31), переносная же скорость (скорость влечения) есть w и задается вектором ОА. Чтобы найти и, — скорость относительного движения этой точки, соединяем точки А и С, из точки О проводим ОВ параллельно АС, а из С проведем СВ парал­лельно АО. Тогда получим параллелограмм ОВСА с диагональю ОС, равной и стороной ОА, равной w; другая сторона этого паралле­лограмма, ОВ, и представит собою искомую относительную скорость и.Эту же скорость можно получить иным образом. Отложим скорость w в противопо­ложную сторону, так чтобы вектор OD = — w, и соединим точку D с В; получим BI) фф ОС, как отрезки между равными и параллель­ными линиями. Фигура ODBC будет парал­лелограмм, и по его построению видно, что искомая величина, — относительная скррость г/, — есть его диагональ. Отсюда вытекает следующее правило для определения относительной скорости: Относительную скорость получим, складывая по правилу 
параллелограмма абсолютную скорость и скорость влечения (переносную), 
взятую в прогпивоположную сторону.Рассмотрим примеры. z

Пример I. Определить направление дождя относительно вагона конно- железной дороги, движущегося со скоростью w?Предположим, что скорость падения дождя равна v. Чтобы узнать отно­сительную скорость дождя, надо в точке А (фиг. 32) приложить в обратную сторону скорость w вагона и эту вели­чину сложить с V. диагональ получен­ного такимобразомпа- раллелограмма и даст относительную ско­рость дождя и, а так­же и относительное его направление, по уравнению:
Из этого урав- фиг- 32,нения и получается угол я, образуемый относительною скоростью с абсолютной. Под таким углом, следовательно,' должен наклонить свой зонтик пассажир, сидящий на империале вагона, чтобы лучше всего предохранить себя от дождя.Такова же по существу своему и задача об аберрации света. Явление это, открытое Брадлеем, состоит в том, что лучи света относительно дви­жущейся земли несколько скашивают, наклоняют свое направление, так что луч звезды кажется несколько наклонным в сторону движения земли.



— 45 —Пусть звезда находится в положении S (фиг. 33), с земли она будет казаться наблюдателю в положении S'. Определим угол отклонения а. Для этого обозначим через w скорость движения земли, а через v — скорость- распространения света; тогда, построив, согласно изложенному правилу, скорость (— w) и сложив эту последнюю по правилу параллелограмма со скоростью v, мы и получим относительную ско­рость света и, направление которой мы и наблюдаем в наши зрительные трубы.Очевидно, что тангес угла отклонения а выразится так:
w tg « = -;-■Подставив сюда вместо w и v их значе­ния,— вместо первой скорости — скорость дви­жения земли, а вместо второй — скорость распро­странения света, получим:

4 28 1
7 — 280000 ~ 10000 ’Отсюда найдем, что звезда отклонится в сторону почти на 20". Фиг. 33.

§ 14. Сложение ускорений. Ускорение точки в ее жении называется относительным ускорением.

Фиг. 34.

относительном дви То ускорение, кото­рое получила бы точка относительно неподвижных осей координат, если бы она была прикреплена к движущимся осями стала бы двигаться вместе с ними так, как они движутся на самом деле, называется ускорением влечения.В вопросе об отыскании ускоре­ния в сложном движении мы примем, что траектория движется п о с т у п а- тельно;ибо при рассмотрении общего случая являются некоторые затрудне­ния, которые будут разъяснены лишь впоследствии, в аналитической меха­нике при доказательстве теоремы Кориолиса. Предположив поэтому наличность одного лишь посту­пательного движения траектории, докажем следующую теорему. .Теорема. Полное ускорение слож­
ною движения выражается по вели- 
чинеинаправлению диагональю парал­
лелограмма, построенного на полных 
ускорениях слагаемых движений.Пусть 0/1 будет относительная скорость и (фиг. 34); АВ — скорость самой траектории или скорость влечения w; тогда ОВ будет скоростью v 



— 46 —сложного движения или абсолютною скоростью. Далее положим, что по про­шествии бесконечно малого промежутка времени Дг? эти скорости изменились в ОА', А'В', и OB'.Проводим из точки А' линию А'Н, равную и параллельную АВ. Соединив точку В с точками В' и Н, получим четырехугольник АВНА', — очевидно, параллелограмм, ибо АВ # А'Н. Значит, и ВН равна и параллельна АА'.Теперь через точку О проводим линию ОК, параллельную ВВ', и откла­дываем на ней величину ОК, равную ; на ней затем строим треугольник, подобный треугольнику ВНВ', для чего из точки О проводим линию ОМ параллельно ВН, а из точки К — линию КМ параллельно В'Н. Из подобия трегольников ВНВ' и ОМК будем иметь:
ом _ ок _ 1ВН — ВВ' “ At ' откуда А.. ВН АА' ом= л = л ■Точно так же из подобия тех же треугольников найдем:

мк _ J_НВ'— At ' откуда ■ МК = ■
AtЗаметим, что в пределе вектор ОК представит собою не что иное, как полное ускорение сложного движения, вектор КМ будет полным уско­рением в переносном движении траектории, а вектор ОМ будет полным ускорением в относительном движении.Дополним треугольник ОКМ до параллелограмма;'тогда увидим, что ОК есть диагональ параллелограмма, построенного на полных ускорениях слагае­мых движений. Обозначая полное ускорение сложного движения через /, относительного через д и влечения через Z, получим:

j = д +7,где буквы с черточками представляют векторы и вся операция представляет геометрическое сложение.Доказав вышеизложенную теорему, мы приходим к заключению, что если движение слагается из поступательного равномерно-прямолинейного движения и из .какого-нибудь другого, то полное суммарное ускорение будет равно ускорению второго из слагаемых движений, так как ускорение первого движения равно нулю.Если точка движется по прямолинейной траектории равномерно-уско­ренно, а сама траектория движется поступательно равномерно-прямолинейным движением, то сложное движение будет криволинейным с постоянным по величине и направлению ускорением. Если точка движется по своей траек­тории равномерно, то сложное движение будет прямолинейное и равномерное.Когда слагается несколько движений, то полное ускорение выражается по правилу многоугольника, а именно, — замыкающею стороною его. В частном случае, при сложении трех движений, полное ускорение выра­жается диагональю соответствующего параллелепипеда.



— 47Рассмотрим другой частный случай — когда траектория движущейся точки представляет прямую, которая равномерно вращается около непо­движной оси, к этой прямой перпендикулярной.Пусть на фигуре 35 плоскость чертежа совпадает с плоскостью вра­щения траектории, которое совершается около точки О. В момент t траек­тория точки М занимала положение ОА, в следующий момент t -f- М она занимает положение ОА, повернув­шись около точки О на бесконечно малый угод 0 = w&t. Точка М, дви­жущаяся по своей траектории в мо­мент t со скоростью v, перешла в положение М', точка же траектории, совпадавшая в момент t с точкой М, занимает положение М", при чем отрезок M/zMf = vAt Обозначим ОМ = ОМ" через г и ОМ' = = ОМ" + М"М' через г 4~ Аг и найдем геометрическое приращение скорости v за бесконечно малый промежуток времени Д£.Проекция этого приращения на первоначальное направление траек- Фиг- 35. _тории ОА будет Avr = (у + Av) cos 0 — со (г 4- Ar) sin 0 — v.Угол 0 несьма мал, так что имеемsin 0 = 0 = соМ, cos 0 = 1, и Avr = Av — <о2г Ai — со2 Аг Ai.Составляя отношение этого приращения к промежутку времени Ai и замечая, что Дг обращается в нуль вместе с Д, найдем ускорение точки М в направлении траектории
’ z • 2 //*\1, = м — ш г........................................................................WПрименяя к этим векторам правило геометрического сложения, мы можем, согласно обозначениям предыдущего параграфа, написать:

',Г = 9~\~К

~ Л»где д — представляет относительное ускорение точки М при движении ее по траектории О А, а 1 = — ш‘2г есть ускорение влечения, т.-е. ускорение той точки М траектории, с которой движущаяся точка совпадала в момент t.Скорость точки М' по направлению, перпендикулярному к ОА, равна сумме проекций компонентов ее скорости на то же направление, т.-е.
(у -j- Av) sin 0 -f- со (г Ar)cos 0.



— 48 —Вычитая из этого проекцию скорости точки М на то же направление, т.-е. tor и производя аналогичные только что сделанным подстановки, получим искомую проекцию приращения скорости v:

= v<o St 4- wStSv -J- <i>r 4" a>vSt — <vr ~ 2oivSt 4- <» St Sv.Разделим величину этого приращения на St, при чем член второго порядка малости отбросим, так как Sv обращается в нуль одновременно с St. Тогда получим ускорение точки М по направлению, перпендикуляр­ному к ее траектории:
' = 2v>v = k . . ...................................................(?)Это ускорение, как происходящее исключительно от вращения траек­тории и совершенно не связанное ни с ускорениями ее точек, ни с поло­жением точки О, называется поворотным ускорением.

Величина поворотного ускорения равна 2wv, направление же полу­
чается, повернув вектор у, выражающий относительную скорость, на 
прямой угол в сторону вращения траектории.Например на фигуре 36 поворотные ускорения к и к' движущихся в одну сторону почек М и N будут равны соответственно 2ow и 2<ov' и направлены в одну сторону, хотя точки М и N, принадлежащие траек- тории ОА, движутся Таким образом, линейной траектории в стороны противоположные.мы доказали для случая равномерного вращения прямо- около неподвижной оси, что полное ускорение j точки, 

движущейся по траектории, которая сама 
движется, геометрически слагается из уско­
рения относительного движения g, уско­
рения влечения I и поворотного ускорения к:

j = g + Z 4- к.В аналитической механике будет дано обобщение этой теоремы для всякого движе­ния траектории, представляющей произвольную кривую. Теорема эта называется гпеоремой 
Коргголиса.С помощью поворотного ускорения ре­шаются весьма многие задачи, как например, почему камень, брошенный вертикально в весьма глубокий колодец, непременно ударится о стенку сруба, не долетев до воды; задача о маятникепоршней на стенки цилиндров в ротативномФуко; задача о давлении моторе «Гном», и т. д.

§ 15. Аналитическое определение величины и направления сложной 
скорости и сложного ускорения. Здесь мы рассмотрим только сложение скоростей, так как все относящееся к сложению скоростей, может быть применено и к сложению ускорений без всяких изменений 1),При сложении скоростей сложная скорость и ее направление находятся помощью нижеприведенных формул, выводимых из рассмотрения параллело-

) Если только переносные движения поступательны. При м. ред.



грамма ОАСВ (фиг. 37), построенного на скоростях: относительной и и вле­чения w; от сложения их и получается сложная скорость v, которая по величине и направлению выражается диагональю упомянутого параллело­грамма. Обозначим угол между скоростями и и w через у; а углы между этими скоростями и сложной скоростью v через а и р; тогда сложная скорость v выразится так:
v = V и* 4~ w2 4- 2 uw cos 7 .... (65)Далее будем еще иметь:= = . . (66)smy sinp sina...................................' '(Стороны треугольника, как известно, пропорциональны синусам противолежащих углов). Эти два уравнения вполне характеризуют сложную скорость движения как по величине, определяемой из фор­мулы (65), так и по направлению, определяемому из формулы (66).Если требуется сложитьтри скорости, направленные по осям прямоугольной системы координат, то, по правилу пря­моугольного параллелепипеда (фиг. 38), получим:

V = V» j+V+®.1;. . (67) очевидно, что vx, vy и vt суть не что иное, как проекции скорости v на соответствующие оси координат; поэтому будем иметь:
vx = vcosa,
Vy — VCOSp, 
vt =vcos^,где a, p и 7 суть углы, образуемые скоростью v с осями координат ж, у и z. Из этих формул имеем:

'Vx 1 cosa J <м=7,}.................................................................... (68)cos7 = f; |формулы (67) и (68) дают величину и направление скорости сложного движения.Теперь перейдем к общему случаю.Пусть слагаемые скорости будут:
*>1, «Мз,.....................................

Жуковский. Теоретическая механика. Ч. П. 4



— 50 —и пусть углы, образуемые ими с осями координат, будут:(«ь Pi, 71), (я8, ?2, Та), - • • 3„, 7„)-Называя через v (фиг. 39) сложную скорость, а через а, ? и у углы, образуемые ею с осями координат, получим:vcosa = VjCOS a, +^2COS яг+ • • . ...................+^nCOSan,
v cos 3 = VjCOs ?t -j- «>2cos Pa +....................................+ «>” cos ?”,vcosY = v1cosy1+v2cosY2-j-. . •.......................-j-^cosy^.Возведем полученные равенства в квадрат и сложим. Получаем:

(к — п \ 2 / к = п \ 2 /к ~ п
2vkcosak 2 vAcos?A 4- 2 vfccosYfc 

fc = 1 ' \ к = 1 / \fc = 1но известно, что сумма квадратов косинусов прямой с осями прямоугольных координат равна единице; поэтому, извлекая из обоих частей полученного уравнения квадратный корень, получим:

Фиг. 39.

Из тех же формул имеем.-
к — пS vAcosaACOS a = -------------

V 
к-пS vkcospfc cos? = -------------

V 
к — пS vftcosYfc COS Y = ------------ ,

VПо этим формулам легко найти величину и направление скорости иско­мого сложного движения.. Подобные же формулы получаются и для ускорения.
Кинематика системы.

Движение неизменяемой системы.Кинематика системы обязана своим развитием, главным образом, фран­цузскому инженеру геометру Шалю. Мы будем рассматривать только неиз­меняемую систему, т.-е. такую, расстояния между точками которой не могут изменяться. Положение ее становится вполне определенным, раз дается положение трех ее точек, нележащих на одной прямой. Займемся сначала рас­смотрением простейших движений, которые могут иметь неизменяемые системы.
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§ 16. Поступательное движение. Поступательным движением тела назы­вается такое, при котором всякая прямая линия, произвольно в этом теле взятая, движется параллельно самой себе. Прежде всего заметим, что поступательное движение не следует смешивать с прямолинейным. Тело может двигаться криволинейно и, вместе с тем, поступательно. Кроме того заметим, что термин «поступательное движение» приложим только к движению системы, но никакие к движению одной материальной точки. Докажем, что при подобном движении все точки тела описывают 
равные и параллельные траектории и имеют во всякий произвольный 
момент времени равные и параллельные скорости и ускорения.

'В самом деле, пусть тело W движется поступательно (фиг. 40), так что прямая АВ, произвольно взятая в нем, будет последовательно принимать положения: AjBp А2В2,... и т. д., при чем А1В1, А2В2, и т. д. равны (как одна и та же прямая) и параллельны АВ. Мы будем иметь:АА^ВВ,,как линии, заключенные между линиями равными и параллельными. Много­угольник АА1А2А3.. будет точно покрывать многоугольник BBi'BaB8... В пределе же кривая АА3... будет покрывать кривую ВВ3.., т.-е. будет с нею одинакова.Пусть в положении АВ прямая находится в момент в положении A^Bj — в момент Соединим точки А с А; и В с Bj и отложим на линии AAt вектор = а на линии BBj вектор ВЕ=-^-. Так каклиния AAi равна и параллельна ВВ1} то вектор AD также будет равен и параллелен вектору BE. Это соотношение AD # BE существует во всякий произвольный момент времени, а потому оно существует и в пределе.Вычислим эти пределы. Имеем:lim AD = lim • —тА’);
4*



— 52 —но в пределе отношение хорды к соответствующей дуге, как известно, есть единица; предел же второго множителя, как известно, есть скорость точки А; поэтому, обозначив эту скорость через будем иметь:lim AD = vA.Подобным же образом найдем:lim ВЕ>= lim = vB,где vB есть скорость точки В.Векторы AD и BE, как сказано выше, остаются равными между собою и в пределе, а потому: lim AD — lim BE, т.-е.
vA = vB.Нетрудно доказать то же самое и относительно ускорений. Действи­тельно пусть скорости точек А и В в момент t будут АМ и ВМ15 а в момент когда эти точки находятся в Ах и В1} скорости пусть будут А1М' и В1М,1. Проводя AN # AjM' и BNt # BjM^, -получим отрезки MN и Мх^, деля которые на Af = — t, найдем векторы АК и ВКХ — средние полные ускорения точек А и В за время —£), так чтоАК^, вк, =Так как, по свойству поступательного движения, скорости АМ и BMt между собою равны и параллельны, точно так же, как скорости А,М' и BjM'u то △ AMN = ABM1N1 и MN # MjN,;следовательно, вектор АК всегда равен и параллелен вектору ВК1;- в пре­деле же эти векторы АК и ВКХ обратятся в полные ускорения для точек А и В во время t и, так как они всегда, по доказанному, равны и парал­лельны, то это соотношение между ними сохранится и в пределе.Итак, при поступательном движении все точки тела движутся одина­ково; поэтому скоростью и ускорением поступательного движения системы называется скорость и ускорение какой-нибудь из точек ее, а следовательно поступательное движение тела вполне характеризуется движением одной из его точек.

§ 17. Вращательное движение. Движение неизменяемой системы, при котором две точки ее остаются неподвижными, называется вра­щательным движением. Прямая, соединяющая эти две неподвижные точки, называется осью вращательного движения. Очевидно, что все точки, лежа­щие на этой прямой, остаются также неподвижными, а все остальные вра­щаются около нее в плоскостях, к ней перпендикулярных. Угол, на который перемещается в течение времени плоскость, проходящая через ось вращения 



— 53 —и какую-нибудь точку тела называется угловым перемещением тела. Угол этот мы будем обозначать через ср.Теперь положим, что некоторая точка А (фиг. 41), отстоящая от осивращения у у на расстоянии, равном еди­нице, находилась в момент t в положении А, а во время f — в положении А'; тогда будем иметь: АОА' = Дер,где Дер есть угловое перемещение точки А за время t1 —t= At. Заметив, что, по условию, радиус ОА равен единице, на­ходим, что дуга АА' будет равняться Дер, т.-е. ^АА' = Дер; Фиг- 41‘в таком случае, средняя скорость точки А выразится величиной, а истин- 
„ Да> daн а я, как предел средней, выразится через lim или через .Эту величину и называют угловой скоростью и обыкновенно обозначают греческой буквой о> (омега). Таким образом, угловой скоростью 

называется скорость точки, отстоящей от оси вращения на расстоянии, 
равном единице.Так как угловое перемещение <р есть некоторая функция времени, ср = f (t), то мы можем написать: “> = ^ = |i[fW] = f(0;..............................................(69)поэтому угловая скорость равняется первой производной от углового пере­
мещения по времени.Пусть точка В за время Д« перешла из В в В' и пусть угловое пере­мещение ее при этом есть Дер (фиг. 41). Взяв на радиусе ОВ точку А на расстоянии ОА, равном единице (на радиусе OB' ей будет соответствовать точка А') и замечая, что дуги одного центрального угла относятся между собою, как их радиусы, можем написать:ВВ':^АА' = r: 1.Деля первые два члена этой пропорции на At, находим:

-ВВ' ~АА' 
~аГ'~ИГ= r: LПереходя к пределу при At = 0 и замечая, что — v есть

^АА'скорость точки В, a lim —= ’’Л находим: * Z1C 7
V : о) = г : 1, откуда
v = шг,................................................................................(70)т.-е. скорость какой-либо точки, отстоящей от оси вращения на рас­стоянии г, равна произведению из угловой скорости на это расстояние.



— 54 —Ту же формулу (70) можно получить еще так: замечая, что дуга АА равна ср • 1, т.-е. ср, находим, что дуга ВВ' выразится так:хВВ' = s = ^АА' • г = ср • г.Как известно, скорость равна производной от пути s по времени t. Посему скорость точки В выразится так:
VB —

d(BB') ds   d<p _ 
dt ~ dt~~ r~dt ~ 0)r’т.-е. та же формула (70):

V = (!)Г .Из выражения (70) видим, что если скорость v какой-нибудь точки тела известна, то угловая ее скорость о> найдется, если мы разделим данную скорость точки v на расстояние ее г от оси вращения. Отсюда, между прочим, видно, что угловая скорость не есть линейное число: она нулевого измерения относительно пути и минус первого относительно времени.На самом деле, скорость v минус первого измерения относительно времени, а о> = —: — следовательно, размер угловой скорости представится так: разм. [®] = = [s°, Г‘].Если угловая скорость не изменяется, то система вращается равномерно; если же меняется, то вращение будет переменным. При этом, если прира­щение угловой скорости пропорционально времени, то вращение будет равно­мерно ускоренным илй равномерно замедленным. .Тангенциальное ускорение точки А, отстоящей на единице рас­стояния от оси вращения, называется угловым ускорением. Это угловое ускорение характеризует собою изменение скорости. По величине и знаку углового ускорения можем вполне выяснить характер данного пере­менного движения.Если угловая скорость в момент t есть ш, а в момент V будет <о', то изменение угловой скорости за промежуток времени — t) выражается через (о/ — со), Обозначая угловое ускорение через О, получим:
л ,. со'— со .. zlco do)0 = 1113^^7 = 1™^=^-,..........................................(71)т.-е. угловое, ускорение равно производной от угловой скорости по времени.Из формулы (71) видно, что угловое ускорение нулевого измерения относительно пространства и минус второго относительно времени. Действительно, разм. [0] = = [$°, Г2].Найдем теперь выражение тангенциального ускорения какой-нибудь другой точки, отстоящей от оси вращения на г. Тангенциальное ускорение, как известно, выражается так:

v' — v 



— 55 —где v, есть скорость точки в момент t', a v — в момент t. Для данной точки имеем:
v1 = ш'г, 
v = (or;следовательно

v' — и <а'г— саг . со' —соЛ = hmt,~t = Inn t,_t ■ = rlira, что, в виду (71), дает:
j. = r% = re, ....... .... (72)т.-е. тангенциальное ускорение вращающейся точки выражается произведением пз углового ускорения 6 на соответствующий данной точке радиус вращения. Найдем теперь полное ускорение j. Называя центростремительное уско­рение через ;я, имеем по уравнению (60):

v = <ог;
но, по доказанному, поэтому:

со2?-2г •)= (D Г,..............................................   . (73)т.-е. центростремительное ускорение равно квадрату угловой скорости, 
умноженному на расстояние данной точки от оси вращения-Полное ускорение j выражается формулой: 
но мы получили, что 

)п = «>2Л 
Л = Г0;поэтому ; = |/o>VI+r1e, = r}/o,‘ + 81'=»'}/u>4 + (^a. . . .(74)В частном случае, когда r = 1, получим полное ускорение для точки А. Приведем несколько примеров.

Пример 1. Маховое колесо паровой машины вращается равномерно и делает п оборотов в минуту. Определить его угловую скорость.Если колесо делает п оборотов в минуту, то в одну секунду оно делает оборотов. Точка, находящаяся от оси вращения на расстоянии г, проходит с каждым оборотом путь равный 2-гсг; следовательно, в секунду эта точка проходит путь
поэтому угловая скорость будет:

лгп лп w = 'зо7 “ зо = 0,1047?г............................................ (а)Если бы было дано <о и требовалось определить число оборотов п, то по формуле (а) мы бы нашли:
п = = 9,549(0 ..............................................(Ь)



— 56 —При грубых подсчетах в уме можно приближенно полагать 
п

Пример 2. Определить угловую скорость земли в ее движении вокруг своей оси.В 24 часа земля делает один оборот, в 1 час оборота, в одну минуту 60’ а в одну секунду 60 оборотов. При одном обороте точка, отстоящая от земной оси на расстоянии единицы, проходит путь, равный 2тс: следовательно, в одну секунду она пройдет путь
40 = 24 - во • 60 ~ 12- 60-60 “ 43200 = 0,000072722.

Пример 3. Как будет доказано впоследствии, пара с постоянным моментом сообщает телу равномерно-пвременное движение. Поло­жим, что тело, укрепленное на оси вращения, под действием некоторой постоянной пары приходит во вращательное движение и перемещается так в продолжение 5 секунд, после чего пара перестает действовать, и тело вра­щается дальше уже по инерции, делая 30 оборотов в секунду. Найти угловое ускорение, сообщавшееся этой парой.В конце движения угловая скорость представляется так:
о) = 30 • 2тс = 60 тс.Начальная угловая скорость тела <о0 равна нулю; следовательно, если угловое ускорение рассматриваемого равномерно-переменного движения обо­значим через 0, то по истечении времени t угловая скорость тела достигнет величины со = <оо _|_ Qt = &t.В данном случае о> = 60тс; следовательно, угловое ускорение выразится так:

Рассмотрим теперь несколько подробнее ускорения точек плоской фигуры, вращающейся около оси, перпендикулярной к ее плоскости. Пусть нам дана некоторая плоская фигура N (фиг. 42), совпадающая с плоскостью чертежа и вращающаяся в своей плоскости около неподвижного полюса О, и пусть некоторая точка ее М находится от О на расстоянии 0М = г. Тангенци­альное ускорение jt точки М пусть представляется вектором МР, а нор­мальное jn — вектором MQ. Полное ускорение j представляется, по преды­дущему, диагональю МТ параллелограмма, построенного на векторах МР и MQ. При этом все эти величины выразятся формулами:МР=Л = Г-^-.................................................................. (72)MQ=?, = <»’r,........................................................................(73)МТ = 7= .......(74)г 1 \ at I



— 57Из прямоугольного треугольника QMT, в котором угол QMT полного ускорения с радиусом ОМ обозначим через р., находим:
tgQMT = tgp.= do

QT __jt di __ 1
QM jn a2r <a2 dt • • (75)Формула (75) определяет направление полного ускорения j. Так как в состав фор­мулы радиус г не входит, то заключаем, что tg|i, а следовательно, и угол р., зависит лишь от величин угловой скорости <о и углового cZo ■> гускорения а от положения точки М отно- сительно центра О не зависит совсем.Проведем прямую через точки О и Т и возьмем на радиусе-векторе ОМ какую- нибудь другую точку фигуры М15 находящуюся от точки О на расстоянии ОМХ = г,; про­водим затем через точку М, прямую МХТХ параллельно МТ до пересечения с ОТ в точке ТгТогда легко усмотреть, что отрезок МХТХ представит собою по величине и направлению полное ускорение точки Мх. В самом деле, в виду подобия треугольников ОМТ и ОМ,Т, имеем: ОМ:ОМ1 = МТ:М1Т1; так как ОМ — г. ОМ, = гх,а МТ, по формуле (74), равно г ]/ то из написанной пропорциинаходим: = .... (74)

а это и есть формула полного ускорения точки Мх при ее вращении около того же центра О.Для всякой другой точки L ускорение выразится подобным же образом построенным вектором ЬТ2.Таким образом tgp. для всех точек фигуры, вращающейся около полюса О, сохраняет одно и то же значение, даваемое формулой (75):
, 1 do ,_гч= ............................................................. (75>Если 0, т.-е. вращение ускоряется, то tgp. также больше нуля, и, следовательно, полное ускорение направлено в этом случае от радиуса ОМ в сторону вращения.ЕслиО, т.-е. вращение замедляется, то tgp.<0, и полное ускорение направлено от радиуса в сторону, обратную вращению.



— 58 —Если <» = const., т.-е. вращение происходит равномерно, то
— = ОdtЛ = О, tgji = О,и все ускорение сводится к нормальному (центростремительному), и выра­жается формулой: 7 = jn =. (ifr,т.-е. пропорционально радиусу.

§ 18. Перемещение неизменяемой системы параллельно данной пло­
скости. Если тело движется параллельно некоторой данной плоскости, то положение его в каждый данный момент вполне определяется местом двух его точек, не лежащих на одном перпендикуляре к данной плоскости. Эти точки всего «удобнее брать или на самой данной плоскости, или на пло­скости, ей параллельной. Так как две точки, характеризующие положение системы, вполне определяют собою некоторую прямую линию, то вопрос о движении системы приводится к вопросу о движении прямой линии в данной плоскости.

Теорема. Всякое перемещение неизменяемой системы параллельно дан­
ной плоскости может быть достигнуто одним вращением около оси, пер­
пендикулярной к данной плоскости.Пусть плоскость чертежа (фиг. 43) есть плоскость, параллельно которойперемещается данная неизменяемая

Фиг. 43.к АА' и полюсом получим

система. Начальное положение системы характеризуется прямой АВ, лежащей в этой плоскости. Положим, что при перемещении системы эта прямая из первоначального положения АВ пере­местилась в положение А'В'. Справед­ливость вышеприведенной теоремы будет обнаружена, если мы докажем, что линия АВ может быть перенесена в положение А'В'одним лишь вращатель­ным движением около некоторого полюса вращения, лежащего в плоскости чер­тежа. Для доказательства поступаем так.Соединяем точки А с А', В с В' и, разделив пополам линии АА' и ВВ', восставляем из полученных точек деле­ния М и N (середин) перпендикулярыВВ’. Точка пересечения этих перпендикуляров О и будет искомым вращения. Действительно, соединив с точкой О точку А и А', В и В', треугольники АОВ и А'ОВ', между собою равнь/е, ибо они имеют равные стороны АО и А'О, ВО и В'О, как наклонные, равно удаленные от перпендикуляра, и, затем АВ = А'В', как расстояние между одними и теми же точками неизменяемой системы.Если теперь повернем треугольник АОВ около точки О на угол ср = ВОВ' вправо в плоскости чертежа, то ОВ сольется с ОВ', а затем, вследствие 



— 59 —равенства треугольников АОВ и А'ОВ', сольются и остальные стороны, так что ААОВ, целиком покроет АА'ОВ'. Таким образом мы видим, что прямая АВ может быть перемещена в положение А'В' одним вра­щением около полюса О на угол ср; вся же неизменяемая система из положения, соответствующего положению АВ, в положение, соответству­ющее положению А'В', может быть перемещена одним вращением на угол ср около оси, перпендикулярной к плоскости чертежа и проходящей через полюс О.Если прямая АВ перемещается параллельно самой себе и переходит из положения АВ в параллельное ему положение А'В', как на фигуре 44, т.-е. двигается поступательно, то мы не можем найти центра вращения, ибо он, как лежащий ------------------вна пересечении параллельных линий — перпенди­куляров Мт и Nn, восставленных из середин отрезков АА' и ВВ'—должен находиться в бес­конечности. Направление же, в котором он уда- лился в бесконечность, определяется направлением / " " --.Дперпендикуляров, восставленных из середины хорд / / ""-тАА' и ВВ'. В этом случае можно сказать, что ,тело вращается около оси, удаленной на беско- внечно большое расстояние. Отсюда следует, что Фиг. 44.поступательное движение можно рассматривать как вращательное, при чем тело вращается по кругу бесконечно большого радиуса.Пользуясь вышедоказанной теоремой, легко можно представить себе непрерывное движение неизменяемой системы.Пусть время, в продолжении которого происходит непрерывное движение системы, равно t. Разобьем его на бесконечно малые промежутки At, которым сначала будем давать конечные значения, и будем искать оси вращения, около которых надо повертывать тело, чтобы из положения, соответствующего началу промежутка At, приводить его в положение, соответствующее концу промежутка. Найдя вре эти оси вращения или полюсы вращения и отметив угловые перемещения для каждого промежутка At, станем вращать нашу систему около этих осей с соответствующими каждой из них угловыми скоро­стями, из которых каждая выразится отношением соответствующего углового перемещения Дер к промежуткам времени At и может быть вообще различна для каждого промежутка. Сравнивая полученное воображаемое движение С истинным, найдем, что в начале или конце промежутков положения системы будут одни и те же как в истинном, так и в воображаемом движениях; так что. чем больше будет число промежутков At, т.-е. чем меньше будет вели­чина каждого промежутка, тем больше будет точек совпадения в вообра­жаемом и истинном движениях. Если At в пределе положим равным нулю, то оба движения сольются.Отсюда заключаем, что непрерывное движение системы параллельно некоторой плоскости можно рассматривать, как ряд последовательных вра­щений около ряда некоторых осей, перпендикулярных к данной плоскости. Ось, около которой происходит вращение неизменяемой системы в данный бесконечно малый промежуток времени, называется мгновенной осью вращения; очевидно, что точки мгновенной оси вращения не имеют скорости (для них г? = о).



— 60 —Угловая скорость, с которой происходит вращение около мгновенной оси вращения за бесконечно малый промежуток времени, называется мгно­венной угловой скоростью вращения.Если мы вращаем не тело около оси, а плоскую фигуру в ее плос­кости около некоторого полюса, то в этом случае, по аналогии, мгно­венным полюсом враще­ния называется точка, около которой в данный бесконечно малый промежуток времени про­исходит вращение фигуры, движущейся в своей плоскости. Если на плоскости, по которой движется фигура, отметим места всех мгновенных полюсов вра­щения, то получим некоторую непрерывную кривую, которая называется неподвижной поло- диею; отметив же все мгно­венные полюсы вращения на плоскости самой фигуры, по­лучим на ней также некото­рую непрерывную кривую, которая называется подвижной полодией.Из сказанного следует, что неподвижная полодия есть геометрическое 
место мгновенных полюсов вращения на плоскости, по которой движется 
плоская фигура, а подвижная полодия есть геометрическое место мгно­
венных полюсов вращения на плоскости самой'фигуры.Теорема Пуансо. Всякое непрерывное движение плоской фигуры в ее 
плоскости может быть получено, если мы построим две полодии, соединим 
одну из них неизменяемо с плоской фигурой, другую сделаем неподвижной 
и будем катить без скольжения подвижную полодию по неподвижной.Пусть время в продолжении которого происходило непрерывное дви­жение фигуры, равно t. Разделим его на бесконечно малые промежутки № и будем искать на плоскости полюсы, около которых нужно поворачивать фигуру, чтобы из положения, соответствующего началу промежутка, при­вести ее в положение, соответствующее концу промежутка. Пусть эти полюсы (фиг. 45) суть О, О15 О2,...; соответствующие угловые переме щения пусть будут Дер, △<£>,, Д<р2...Соединив эти полюсы прямыми, получим на плоскости некоторый много­угольник OOiO2O3,...Будем теперь искать места полюсов на самой фигуре. Для этого посту­паем следующим образом: от полюса 0 под углом OjOCi = Дер, где Д ср есть угловое перемещение для первого промежутка времени, откладываем отрезок ОСП равный по длине отрезку ООР Далее при точке Ci строим угол OCi х,, равный, углу OOjO-j, и под углом х,С1С2 = Дер, к линии х,С, проводим отрезок СгС2, равный отрезку О^. Здесь Дер, представляет угловое пере­мещение фигуры для второго промежутка времени. Затем опять при точке С2 строим угол CiCoXj,, равный ^OjO2O3, строим угол х2С2С3 = Д<р2, отклады­ваем С2С3 = О2О3 и продолжаем такое построение до конца. Получим таким 



— 61 —образом ряд точек С15 С2, С3, С4 и т. д.,— эти точки и будут представлять собою соответственные места полюсов вращения на самой фигуре.Действительно, представим себе, что многоугольник OCjCjCg,... неиз­меняемо соединен с фигурой, и повернем фигуру около полюса О на угол Аср с угловою скоростью очевидно, что по прошествии времени At, т.-е. первого промежутка времени, точка С, совпадает с Ot и CjXj пойдет по О,О2. Поворачивая далее фи- / ргуру около (\ (С,) на угол Дер,, / \увидим, что по прошествии про- / \жутка времени At, точка С2 сов- / м \падет с О2 и линия С,х2 пойдет 7 Iпо О2О3. Таким образом убеж- даемся в том, что О, Сь С2,... х. всуть полюсы вращения на самой о / Xфигуре, хРассмотренное воображаемое фцг. 4б.движение, которое только в начале или конце каждого промежутка времени At дает положение фигуры, совпа­дающее с положением в истинном движении может быть получено также, если мы будем катить многоугольник OCjCjCg... по многоугольнику ОО,О2О3..., 
Дер Дер, равномерными вращениями с угловыми скоростями соответствую­щими каждому промежутку Ai, около полюсов, лежащих в вершинах много­угольника 00,02... Если же теперь положим, что промежутки At беско­нечно малы и стремятся к нулю, то рассматриваемое воображаемое движение будет все ближе и ближе подходить к истинному, и в пределе, при At равном нулю, оно станет с ним тождественным. Что касается многоуголь­ников OOjO2O3... и OC^-jC.,..., то они обратятся в две непрерывные кривые О А и О В (фиг. 46), из которых кривая О А, представляющая гео­метрическое место мгновенных полюсов вращения на неподвижной плоскости, будет неподвижной полодией, а О В, представляющая геометрическое место полюсов вращения на плоскости самой фигуры, будет подвижной полодией.Мгновенный же центр вращения в данный момент определяется как точка касания этих двух полодий, М. Из сказанного следует, что истинное непрерывное движение фигуры Р получим, если неизменно соединим ее с подвижной полодией и будем катить подвижную полодию по неподвижной без скольжения, т.-е. так, чтобы путь, пройденный по одной полодии, был бы равен пути, пройденному по другой полодйи.Переходя от движения плоской фигуры в ее плоскости к движению тела параллельно этой плоскости, заметим, что полюсы вращения суть следы мгновенных осей, около которых нужно вращать тело, чтобы получить непре­рывное движение системы. Не трудно видеть, что место мгновенных осей вращения в пространстве представляет собою некоторый цилиндр (I) (фиг. 47), имеющий основанием неподвижную полодию; в самом же теле мгновенные оси расположатся на другой цилиндрической поверхности (II), которая имеет основанием подвижную полодию. Первая цилиндрическая поверхность назы­вается неподвижной аксоидой, а вторая — подвижной аксоидой.



— 62 —Если соединим тело с подвижной аксоидой и будем катить ее по непо­движной, то и получим рассматриваемое непрерывное движение тела парал­лельно плоскости.
§ 19. Определение перемещения мгновенного центра вращения.Мгновенный центр вращения, совпадающий в каждый данный момент с точкой касания обоих полодий, передвигается по обоимполодиям с одинаковой скоростью, при чем, будучи подвижным в пространстве, он перемещается и по отношению к данной фигуре.Перемещение мгновенного центра по поло­диям определяется по угловой скорости вра­щения и по радиусам кривизны полодий.Пусть данное перемещение фигуры опре­деляется двумя полодиями — неподвижной S и подвижной К (фиг. 48), — соприкасающимися выпуклыми сторонами в данный момент в точке С и пусть радиусы кривизны полодий в этой точке равны: у неподвижной R, а у подвиж­ной R/. Пусть по прошествии элемента времени △Z приходят в соприкосновение точки этих полодий А и В, так что мгновенный центр вра­щения через время Д£ перейдет по полодии S из С в В. Так как движение происходит безскольжения, то <-'СВ = — СА. Обозначим ее через As. Проводим теперь в точках А, В и С касательные AT, BF и СМ. Легко усмотреть, что совершившееся перемещение фигуры можно рассматривать, как результат двух перемещений:1) Можно положить, что подвижная полодия К перемести­лась поступательно (параллельно самой себе) так, что точка А сов­пала с точкой В; при этом каса­тельная АТ занимает положение BN, параллельное прежнему; про­ведем еще прямую BE, парал­лельную касательной СМ.2) После указанного пере­мещения подвижная полодия по­ворачивается около точки В так, что касательная BN совпадает с касательной BF-. Пусть угол этого поворота NBF равен у. Замечаем, что угол, составляемый Фиг. 48.смежными касательными АТ и СМ, есть угол смежности для подвижной поло­дии,—обозначим его через 0'. Угол, составленный касательными СМ и BF, есть угол смежности для неподвижной полодии,—обозначим его через 0. Очеви­дно, что ^NBE = 0', ^EBF = 0;
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^NBF = ср = 0-{-0':делим обе части этого равенства на А7, находим:ф 0 । 0' 

~лГ — 17 • 17*Отсюда:
ср _ 0 4s ।17 ~ 1s 17 ’ zls At ’где As есть дуга СВ.Переходим теперь к пределу, приближая Ы к нулю; получаем: 

ср .. & .. zls . ,. 0' As11т1Г = 11т17-11т1г + 11тТ-11П1-1Г * * • *Очевидно, что lim есть — w мгновенная угловая скорость вращения: v 4s т 0шп есть и — искомая скорость мгновенного центра вращения; lim = = и lira = -^7, как это было показано при выводе проекции полногоускорения на нормаль (см. стр. 34 и следующие). Таким образом:
откуда и " W B + В' ■ • (7 ‘)Пусть теперь подвижная полодия АС прикасается своей вогнутой стороной к выпуклой стороне неподвижной полодии ВС (фиг. 49). Перемещение плоской фигуры можно рассмат­ривать, подобно предыдущему, составленным из движений по­ступательного и вращательного. Обозначим, по предыдущему, угол смежности для подвижной полодии через О', а для не­подвижной—через О, найдем, выразится так: 

Фиг. 49.что угол ср поворота подвижной полодии
? = 0— 0',откуда, после повторения предыдущих рассуждений, найдем

RR'
u = *r=r'..........Соединяя формулы (77') и (77") в одну, находим вообще:

RR' м = ........................................
(77")
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§ 20. Теоремы о скоростях и ускорениях при движении параллельно 
плоскости.Теорема. Проекции скоростей концов отрезка прямой, движугцейся по 

плоскости, на направление этой прямой, равны между собою и равны 
угловой скорости, умноженной на расстояние данной прямой от мгновен­
ного центра.Пусть дан отрезок АВ некоторой прямой, движущейся в плоскости чер­тежа (фиг. 50) и пусть в' данный момент скорость точки А этой прямой есть va , а скорость точки В ее — vB. Векторы А' и В' и изо­бражают собою эти скорости. Вос-_в- ставив в точках А и В перпен­дикуляры к этим векторам, полу­чим в пересечении их мгновенный центр вращения С. Пусть АЁ есть отрезок прямой KL. Обозначим углы скоростей с направлением прямой KL через аир, т.-е. положим:^vAAL = a, ^vsBL = ft' Затем обозначимОД = га , СВ = гв.Опустив из С перпендикуляр СП = 1г на линию АВ находим, что

Л — a = Гв cos р............................’. . . . <78)Если мгновенную скорость вращения в рассматриваемый момент назовем через а>, то получим:
Va = о> • СА = (огА, 
vB — ш . СВ — ц)Гв fтак что 

помножая на h, получим:
Л Л 7

VA • — = Vb — = uh,
'A rB ।что, в виду уравнения (78), и даст:

v cos a =«; cos 3 = о) Л. A. D \Гак как доказательство не изменяется от расположения отрезка АВ на данной прямой, то проекция скорости любой точки прямой на ее напра­вление есть постоянная величина <ali.Что же касается до проекций скоростей точек прямой на направление, 
перпендикулярное к прямой, то они равны угловой скорости, умноженной 
на расстояние данной точки от подошвы перпендикуляра, опущенного на 
прямую из мгновенного центра.



— 65 —Действительно ддя точки А эта проекция будет: 
vA sin а = tor sin — «я ■ НА.Из последних двух теорем относительно проекций скорости следует, что 

геометрическая разность скоростей двух точек прямой равна угловой ско­
рости, умноженной на расстояние между ними, и перпендикулярна к прямой.В самом деле, так как проекции скоростей на прямую равны, то гео­метрическая разносиь скоростей равна разности проекций на перпендикуляр и прямой:

vA sin я = vBsin — со • НА — <о • НВ = о> • В А, что и требовалось доказать.Перейдем теперь к рассмотрению ускорений.Теорема. При всяком движении плоской фигуры в ее плоскости, имеется 
одна точка, не имеющая ускорения иЕсли плоская фигура, движу­щаяся в своей плоскости, не имеет постоянной неподвижной точки, то центр вращения меняет свое положе­ние, и в этом случае движение можно рассматривать происходящим следу­ющим образом.Пусть в данный момент система вращается около точки О (фиг. 51). Проводим через эту точку прямоуголь­ные оси координат хх и уу и допустим, что эти оси перемещаются вместе с точкой О поступательно, т.-е. оста­ваясь сами себе параллельны. Тогда дви­жение любой точки А фигуры сложится из движения точки О (движения носного—п оступательного) носительного движения точки отношению к осям хх и уу.

пере- и от-А поУскорение

называемая центром ускорения.

точки А фигуры относи-любойтельно центра О выразится формулой
I ’ /:=V'“‘+(f)2направление же его определяется по формуле . 1 tgp- — ■

(74)

(75)Назовем ускорение движения самой точки О, т.-е. ускорение влечения, через /0. По теореме о сложении ускорений, полное ускорение каждой точки движущейся системы слагается геометрически из ускорения относительного—j и из ускорения переносного (поступательного) движения—у0. Очевидно, что в системе возможно существование целого ряда точек, для которых уско­рение j относительного движения численно равно ускорению влечения Уо, т.-е. точек, для которых остается в силе равенство:
/о — У = г |/ w4 +

5
Жуковский. Теоретическая механика. Ч. II.



— 66 —Очевидно, что таких точек будет не одна, а бесконечное множество: это будут все точки окружности с радиусом
Пусть это будет окружность НМ К (фиг. 51).Ускорения всех точек этой окружности, по формуле (75) будут образо­вывать один и тот же угол р. с своими радиусами-векторами г. Все эти углы будут направлены в одну сторону от радиусов, и очевидно, что где- либо на окружности непременно найдется одна точка М, ускорение которой у.равное у0, будет ему и прямо противоположно. Очевидно, что эта точка лежит на радиусе ОМ, проведенном под углом р. = LOM к ускорению /0 точки О. Таким образом полное ускорение точки М в данный момент факти­чески сведется к нулю, — точка не

Фиг. 52.

будет иметь ускорения, т.-е. в продол­жение рассматриваемого бесконечно малого промежутка времени будет дви­гаться равномерно и прямолинейно.Эта точка М и будет центром 
ускорения.. Перенесем теперь начало коорди­нат в эту точку М (фиг. 52). Рассу­ждая по прежнему, скажем, что и теперь ускорение любой точки системы опре­делим, прибавив к ускорению отно­сительного движения j (форм. 74) еще ускорение влечения, т.-е. ускорение движения самой точки М. Но так как это последнее ускорение, по сказан­ному, равно нулю, то при таком распо­ложении осей полные ускорения будут выражаться прямо формулой (74) (так как при разложении движения на поступательное и вращательное, угловые скорости и угловое ускорение одни и те же, независимо от места точки, принятой за начало координат в указанном рассуждении), как будто бы точка М системы сама оставалась за весь данный промежуток времени непо­движной и вращение происходило вокруг нее. Очевидно, наконец, что все ускорения точек системы образуют постоянный угол с радиусами, проведен­ными из точки М,—величина этого угла определяется формулой (75). Отсюда получаем теорему.Теорема. При всяком движении плоской фигуры в ее плоскости уско­

рения точек ее определяются так, как если бы фигура вращалась около непо­
движной точки, с которой совпадает в данный момент ее центр ускорения.Из этой теоремы вытекает следствие: проекции ускорений всех точек 
прямой, движущейся по плоскости, на направление прямой и на направление, 
к ней перпендикулярное, распределяются по линейному закону.Предположим, что центр ускорения (фиг. 53) находится в точке О на расстоянии Л от данной прямой АС. Возьмем на этой прямой произвольную точку А; пусть ее полное ускорение будет /. Разлагая его на jn по напра­



— 67 —влению радиуса-вектора О А = г и на /е по направлению, -к нему перпенди­кулярному, получим, на основании прежде доказанных теорем:
Проекция полного ускорения на прямую АС, предполагая, что мы имеем ускоренное вращение, совершающееся по часовой стрелке, будет|/i = jn cos а ■— jt sin а = <o2r cos a------ ■ r sin a;замечая, что r cos a =CA, r sin a = CO =; Л, получим

j, = o?. CA — h = «? (CA - h tg (!) = a>> • M A,так как
h tg p. = CM.Отсюда видно, что проекции полного ускорения точек прямой на ее направление равны квадрату угловой скорости, умноженному на расстоянии от точки М, которая находится на пересечении данной прямой с прямою ОМ, проведенной из центра ускорения под углом р. к перпендикуляру ОС.Проекция полного ускорения на перпендикуляр к данной прямой АС будет

= jn sin а cos a — a>2 h -|- CA;вынося за скобки и замечая что, nt a>2: “S’ = ctg Iх’ 1 tg [А = NC,
Cbbполучим: 4“ (CA + feetgHJ = NA.Отсюда заключаем, что проекции ускорений точек прямой на перпендикуляр к ней равны угловому ускорению, умноженному на расстояния их от точки N, при чем прямые ОМ и ON взаимно перпен­дикулярны.На основании ска­занного получается ни­жеследующая теорема: 

разность проекций уско­
рений концов отрезка 
прямой на эту прямую

Фиг. 53.

отрезка.равна квадрату угловой скорости, умноженному на длинуПусть данный отрезок есть ВА. Проекции полного ускорения точек АВи на направление АВ будут:;1 = <л2МА, Д =<о2 МВ.Вычитая, найдем разность проекций:/i — у', о)2 (МА — МВ) = о»2 • ВА.
5*
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концов отрезка на перпендикуляр к нему равна угловому ускорению, умно­
женному на длину отрезка, т.-е. -^-.ВА.Из последних двух .теорем вытекает, что геометрическая разность уско­
рений концов отрезка прямой составляет с отрезком угол р. ftg |i == и равна

ваА*+(-^ГПользуясь этой теоремой, можно по ускорениям двух точек плоской фигуры определить центр ускорения. В самом деле, по направлению геоме­трической разности данных ускорений легко найти, на основании теоремы, угол р.. Проведя же через точки,' ускорения которых даны, прямые под углом р. к направлению ускорений, получим в пересечении их центр уско­рения. Зная его, легко уже найти ускорения.всех точек фигуры.Теорема. Если плоская фигура при движении в ее плоскости имеет 
постоянную угловую скорость, то центр ускорения лежит на нормали, 
проведенной в точке соприкосновения подвижной и неподвижной полодий, 
наf расстоянии от точки ̂ соприкосновениям равном -д х и отложенном 
в сторону подвижной полодии.Пусть данное движение (фиг. 54) определяется качением подвижной полодии Е по неподвижной F, соприкасающихся в данный момент в точке С.

у 
I

В этой же точке возьмем начало подвижных осей хх и уу. Вращение, по условию, равномерно, т.-е.со = const;следовательно, тангенциальные уско рения точек системы в ее вращении около С все равны нулю, согласно формуле:
i........................и полные ускорения сложатся из центро­стремительных, выражаемых формулой:

jn = <о2г......................................(73)и направленных к точке С, и ускорения переносного, — ускорения самой точки С. Посмотрим, как выразится ускорение точки С. В начале рассматриваемого бес­конечно малого промежутку времени Д£ центр вращения находился в точке С. За время он будет перемещаться, и в конце элемента kt окажется в некоторой точке СР так что в конце элемента kt фигура будет вращаться уже около точки С,. В этот момент точка С будет обладать скоростью, направленною перпендикулярно хорде ССг (в пре­деле при Д£ = 0, это будет направление общей нормали уСАу) и выра­жающеюся произведением -СС,. Так как СС, есть расстояние, на которое 



— 69 —переместился мгновенный центр вращения, то его можно выразить, согласно формуле (77'), так:
сс, = »дг=<»^^-дг.Л—j~ ЛТаким образом, скорость точки С в конце элемента Аг!, выражаемая произ­ведением <о.ССх, напишется теперь так:

v . = <0 • СС, = <»('«>- Д«) = Н.
" \ it -J- а / л jkВ виду того, что вначале промежуткаAiскорость точки С была равна нулю, величина v0 представит собою в то же время и геометрическое прира­щение скорости; разделив его на Ai, получим в пределе ускорение точки С (по основному определению ускорения); оно будет направлено по геометри­ческому приращению скорости, т.-е. по нормали АС, и выразится формулой

ш2 ВЛТГ J0 = lim—Д + ■ о RX'
Ш R + R’ (79)Далее, как известно, ускорение каждой точки системы слагается геоме­трически из ускорения при вращении около точки С (движения относитель­ного) и ускорения самой точки С (движения переносного). Ускорения пер­вого движения (относительного), как мы видели, сводятся к одним лишь центростремительным и, следовательно, оказываются направленными все к точке С. Что же касается ускорения самой точки С, при ее вращении около Ct, то это ускорение оказывается направленным от С по направлению, перпендикулярному к ССП в сторону А, а в пределе, что мы и рассматри­ваем, будет направлено по нормали СА. Следовательно, на нормали СА всегда найдется такая точка А, ускорение которой в относительном движении равно ускорению самой точки С, так что в результате ускорение такой точки А будет равно нулю и, следовательно, эта точка в данный момент времени будет двигаться прямолинейно и равномерно.Положение такой точки А определится следующим образом: обозначим длину СА через d. Тогда относительное ускорение точки А выразится через7г = о)2 d.По сказанному, численно оно равно ускорению точки С, т.-е.= ................................................................ (79)Л -f- л

что и требовалось вывести.Точка А называется точкой поворота.Теорема. Если плоская фигура движется в своей плоскости, вращаясь 
неравномерно, то ускорение ее движения слагается из ускорения, направлен­
ного к точке поворота и соответствующего вращению около нее с угловой

так что существует равенство
откуда

d = ........................... (80)
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скоростью to, и из перпендикулярною к радиусу-вектору, проведенному из 
мгновенного центра, соответствующего вращению около него с угловым уско­
рением 0 = ~—Пусть движение данной фигуры (фиг. 55) определяется качением подви­жной полодии СЕ по неподвижной СЕ. Точку касания полодий обозначим буквой С и допустим, что точкой поворота будет А, так что АС есть общаянормаль к полодиям. Посмотрим, как выразится полное ускорение какой-

у

рение, при чем, будет направлен в виду как раз подобия

нибудь точки L фигуры при данном дви­жении.Для получения полного ускорения точки L нужно геометрически сложить ускорение точки L при ее вращении около полюса С и ускорение самой точки С. Если вращение около полюса С в данный момент происходит с угловой скоростью <о, то, следовательно, в данный момент ускорение точки L при вращении ее около С геометрически слагается из центростремительного ускорения у и, рав­ного t»2- CL, и тангенциального j t = • CL.Что же касается ускорения самой точки С, то оно выражается, попреды- дущему, через j е — т2 ■ АС.Сложим теперь геометрически цент­ростремительное ускорение jn, с уско­рением точки С—j с. В сумме полу­чим вектор LM, — некоторое новое уско- треугольников LCA и LNM, этот векторв точку А. Действительно, так как сложение про-изводится геометрически — по правилу параллелограмма — то LP # NM; а как LP#CK, то NM || СА и
^acl = z:mnl..............................

так
Кроме того в виду равенствLN = 7\ = <«2-LC, NM==/c = «)2-CA, находим после деления:

LN  ЬС.............................................................
NM — САНа основании уравнений (а) и ф) заключаем, что треугольники LCA и LNM подобны, а, следовательно, точки L, М и А лежат на одной прямой LA. Далее имеем:

LM _ LN- _ . LC _ 2
LA LC “ LC Ш ’откуда •'LM = о)2 • LA.Итак, ускорение, представляющее сумму ускорений jn и /с, направлено по LA и равно <«2-LA, т.-е. соответствует центростремительному ускорению при вращении около точки А.
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у

точек в одну сторону юно также по АВ. от полюса Очевидно,

С полученным' ускорением надо сложить еще одно оставшееся у нас ускорение j = CL,. соответствующее вращению около точки С с угловым duускорением Таким образом теорема доказана. <Окружность, диаметром которой служит отрезок между мгновенным цент­ром вращения и точкой поворота, назы­вается поворотным кругом.Теорема. При всяком движении пло­
ской фгггуры в ее плоскости центр уско­
рения лежит на поворотном круге.Пусть данное движение (фш$ 56) определяется полодиями СЕ и CF. С есть мгновенный полюс вращения, А — точка поворота. На АС, как на диаметре, строим окружность и берем на ней какую-либо точку В. По преды­дущей теореме ускорение точки В будет слагаться из ускорения, направленного в точку поворота А и равного = <о2 . АВ и тангециального j t = ~. СВ, перпенди­кулярного к СВ и направленного для вс мгновенного вращения С; оно будет нап[ что можно на окружности ABCD всегда найти такую точку D, где бы оба эти ускорения, jA и j,, были численно равны и противоположно напра­влены, т.-е. где о>-- АТ) = -^-CD. 

duОтсюда
AD __ dt
CD — со2

d(DТак как ~ = tg^ ACD, а -Д- = tg fx (согласно ур-ию 75), то получим: 
CU (1)а ^ACD = |x. .Это показывает, что для построения центра ускорения (1)) нужно из 

полюса мгновенного вращения С провести прямую CD под углом ACD = р. 
к нормали С А до пересечения с поворотным кругом в точке D.Таким образом, центр ускорения лежит на окружности, описанной на диаметре. АС, т.-е. на поворотном круге.Теорема. Центр ускорения располагается на поворотном круге в ту 
сторону от общей нормали к полодггям, в какую совершается вращение, 
если оно ускоренное, и в обратную сторону, если оно замедленное.Предположим, что вращение совершается (фиг. 56) по часовой стрелке и ускоряется; тогда центр ускорения лежит вправо от нормали СА, в точке В, потому что в этом предположении ускорение полюса вращения СМ, будет направлено от радиуса ВС, идущего от центра ускорения, в сторону часовой стрелки. Если же вращение замедленное, то центр ускорения должен лежать 



— 72 —слева от нормали С А, в точке D, потому что в этом случае ускорение полюса вращения (СМ) будет отклонено на угол ji от радиуса DC, идущего из центра ускорения, в сторону, обратную часовой стрелке, как и должно быть. Аналогичное рассуждение будет иметь место, когда вращение совер­шается против часовой стрелки.
Теорема. Все точки, лежащие на поворотном круге, имеют ускорение, 

направленное по касательной к их траектории.

Фиг. 57.Таким образом, траектории 
имеют на этом круге свои гпочки

Возьмем на поворотном круге (фиг. 57) какую-нибудь ^очку D, и пусть траекто­рией этой точки служит кривая MN. Ускорение этой точки составится из ускорений и (вообще различных друг от друга), направленных по одной и той же прямой AD. Следовательно, прямая AD должна быть касательна к кривой MN в точке D, ибо скорости точек должны быть перпендикулярны к ра­диусам-векторам, идущим от них к центру мгновенного вращения. Если же уско­рение направлено по касательной к траек­тории, то центростремительное ускорение по отношению к ней, по теореме о проекции полного ускорения на касательную и нор­маль, есть нуль, и траектория имеет в этом месте точку пере гиба, — радиус кри­визны ее в этом месте равен бесконечности. 
точек, лежащих на поворотном круге, 
перегиба.

§ 21. Движение неизменяемой системы, имеющей неподвижную точку. Если неизменяемая система имеет неподвижную точку, то ее положение в пространстве может быть вполне определено местом двух ее точек, не лежащих на одной и той же прямой линии, проходящей через неподвижную точку. Всего удобнее брать эти точки на одной и той же сфере, центр которой лежит в указанной неподвижной точке.Пусть нам даны две такие точки. Если проведем через эти точки дугу большого круга, то она при всяких перемещениях системы будет переме­щаться по поверхности своей сферы, оставаясь дугой большого круга. Харак­теризуя положение системы положением этой дуги, мы сведем вопрос о дви­жении неизменяемой системы с неподвижной точкой к вопросу о движении дуги по поверхности шара.
Теорема д’Аламбера. Всякое перемещение неизменяемой системы, имею­

щей неподвижную точку, из одного положения в другое может быть получено 
одним поворотом около оси, проходящей через неподвижную точку.Пусть дуга АВ (фиг. 58) характеризует положение системы в данный момент и пусть при перемещении последней она переходит в положение А'В', оставаясь дугой большого круга. Соединим точки А с А' и В с В' дугами больших кругов, разделим дуги АА' и ВВ' пополам и через точки деления Е и F проведем дуги большого круга перпендикулярно к ААУ и к BBZ: пусть проведенные дуги пересекаются в точке С. Соединив дугами



— 73 —больших кругов точки А, А', В, В' с С, легко усмотреть равенство сферических треугольников САВ и СА'В',. имеющих все три стороны рав-ними, так как АВ = - А'В',как одна и та же дуга и, кроме того:— СА=^СА', |— СВ = — СВ'. Iчто следует из следующих формул сферической угольных сферических треугольников:
(а)

cos СА = cos АЕ . cos СЕ, cos СА' = cos А'Е • cos СЕ.Так как АЕ — А'Е по построению, то следовательно, cos СА = cos СА';аналогично cos СВ = cos СВ',что и доказывает равенства (а).Если теперь повернуть сферический треугольник АСВ около полюса С или, что одно и то же, около оси ОС на угол ВСВ',

тригонометрии для прямо­

равный ср, то СВ сольется-с СВ' и АС АВ

жение подходит

совпадет с ДСА'В', так что Таким образом, АВ займет положение А'В'. видим справедливость ука-занной теоремы, которая дает возможность предста­вить просто все непрерывное движение системы, имеющей неподвижную точку.Положим, что все непрерывное движение си­стемы происходит в продолжении времени делим его на бесконечно малые промежутки Ы и отыски­ваем оси, около которых нужно вращать систему, чтобы из положения, соответствующего началу каждого такого промежутка, привести ее в поло­жение, соответствующее концу его. Все эти оси вращения будут, очевидно, проходить через непо­движную точку. Построенное таким образом воображаемое движение, очевидно, будет вообще О отличаться от истинного движения системы, но в конце или в начале промежутков Ы оно будет тождественно с истинным. Поэтому, чем меньше промежуток Д2, тем более воображаемое дви- к действительному и, наконец, при Д£ равном нулю,обратится в действительное, которое и представляет собою ряд последова­тельных вращений около осей, проходящих через неподвижную точку,— оси эти называются мгновенными осями вращения. Угловая скорость,



— 74 —с которой надо вращать систему в данный бесконечно малый промежуток времени около соответствующей .мгновенной оси, называется мгновенной угловой скоростью.Если отметить все положения мгновенных осей вращения в пространстве, то получим некоторый конус, с вершиной в неподвижной точке; этот конус называется конусом неподвижной аксоиды и представляет, по сказанному, геометрическое место осей вращения в пространстве. Отмечая же положения мгновенных осей вращения в самом теле, мы получим другой конус, который называется конусом подвижной аксоиды. Когда станем катйть второй конус по первому (фиг. 59), то каждая линия соприкосновения, — например линия ОС, — будет мгновенной осью вращения; все точки, лежащие на этой линии соприкосновения, не должны имёть скорости в рассма­триваемый момент, как точки мгновенной оси вращения; это показывает, что мы должны катить один конус по другому без скольжения (теорема Пуансо).
§ 22. Общий случай движения системы. Рассмотрим теперь движение свободной неизменяемой системы. Положение такой системы вполне опреде­ляется местом трех ее точек, не лежащих на одной прямой.Лемма. Всякое перемещение свободной системы можно получить 

помощью одного поступательного и одного вращательного движения.Положим, что точки, определяющие положение системы (фиг. 60), суть А, В и С и что данная система переместилась из положения АВСв положение А'В'С'. Соединив точку А с А', сообщим всей системе такое поступательное движение, что­бы точка А прошла пространство АА'; точки В и С пройдут при этом пространство В В" и СС", при чемАА'#ВВ"#СС".Новое положение системы опре­делится точками А', В", С" и, так как мы сообщили системе поступа­тельное движение, то стороны тре­угольника А'В"С" будут равны и параллельны сторонам треугольникаАВС. Так как, далее, треуголь­ники А'В'ЧУ' и А'В'С' имеют общую точку А;, то, чтобы переместить систему из положения А'В^С" в положение А'В'С', достаточно сообщить ей вращательное движение около некоторой оси, проходящей через эту точку А' (по теореме д’Аламбера).Итак, действительно, всякая система неизменяемая может быть переме­щена в любое другое положение помощью одного поступательного и одного вращательного движения.Заметим, что можем поступить и йначе: сперва можно сообщить системе вращательное движение, а потом уже поступательное, передвинув ее в ее повернутом положении на определенное пространство.Теорема Шаля. Всякое перемещение свободного тела из одного поло­
жения в другой может быть получено одним винтовым движением.



75 —Эго — самая общая теорема о перемещениии тела. Положим, что системе (фиг. 61) сообщено некоторое перемещение, которое, на основании предыду­щего, может быть заменено одним поступательным движением АВ и враще­нием около оси zz. Разложим поступательное движение АВ на два взаимно перпендикулярные, АС и СВ, при чем АСнаправим по zz. Таким образом, получим три движения:1) вращательное около zz,2) поступательное АС, направленное вверх по оси вращения zz, и3) поступательное СВ, перпендикуляр­ное оси вращения.Проведем плоскость N перпендику­лярно оси zz. Тогда первое и третье дви­жения дадут некоторое движение, парал­лельно плоскости N (потому, что СВ || N), которое, на основании предыдущею, может быть получено одним только вращением тела около некоторой оси z'z', перпендику­лярной плоскости N. Это последнее враща­тельное движение вместе с перемещением А'С' = АС, направленным пер­пендикулярно к плоскости, и даст в результате некоторое винтовое движение.Основываясь на этой теореме, мы можем всегда найти такой винт и соответствующую ему гайку, которые бы позволили осуществить тре­буемое перемещение тела. Для этого делаем гайку неподвижной, скреп­ляем тело неизменно с винтом и даем винту соответствующее угловое перемещение.Пусть zz' (фиг. 62) будет ось такого винта. Примем ее за ось цилиндра с радиусом, равным единице, и развернем этот цилиндр в прямоугольник OFRP.

Фиг. 62.

Отложим по его стороне OF длину ON = ср, где ср есть угловое переме­щение, на которое надо повернуть тело около оси zz', а на стороне ОР отложим OL = Л, где Л = АС (см. предыдущий чертеж) есть поступа­тельное перемещение по оси винта. Построим прямоугольник ONKL и диагональ его ОК продолжим до пересечения с прямой FR в точке G. Навернем теперь прямоугольник OQGF на цилиндр. Тогда диагональ OG и даст нарезку винта. Взяв соответствующую гайку Ro и укрепив ее неподвижно, увидим, что при повороте на угол ср винт и всякое соеди­ненное с ним тело подвинутся вверх на высоту h.Пользуясь теоремой Шаля, можно весьма просто представить себе непрерывное движение свободного тела. Делим время, в продолжение кото­рого происходит перемещение системы,, на бесконечно малые промежутки и отыскиваем соответствующие винтовые осй, около которых должны происходить соответствующие винтовые движения (равномерные, с угловыми
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скоростями ' • • • ’) цля кажД°г0 промежутка, чтобы из положения,соответствующего началу каждого промежутка, приводить тело в положение, соответствующее концу этого промежутка. Ряд таких винтовых движений тем более подходит к действительному движению, чем менее элемент времени Ai, а при Ai бесконечно малом мы и получим действительное движение. Таким образом, всякое движение за бесконечно малый промежуток времени может быть рассматриваемо, как .одновременное скольжение и вращение около некоторой оси, которая называется мгновенной осью вращения и скольжения и обладает тем свойством, что скорость всякой ее точки напра­влена по ней самой. При этом движении мгновенная угловая скорость выражается через:
4 <р dq>

<B = hm7? = Tf’где Аср есть угловое перемещение за промежуток времени Ai; скорость же • поступательного движения, равная 1нп -^. (скорость для поступательного движения берется за тот же промежуток времени Ai) называется мгновенною 
скоростью скольжения. Геометрическое место мгновенных осей вращения- скольжения в пространстве образует некоторую линейчатую поверхность, которая называется неподвижной аксогвдой и имеет соответствующую ей также линейчатую поверхность в теле — подвижную аксоидуСоединив вторую поверхность неизменяемо с данной системой, получим движение всей системы, если заставим вторую поверхность, катиться со сколь­жением по первой. Соприкасаются эти поверх­ности по образующей, служащей мгновенной осью вращения-скольжения.Примером подобных поверхностей может служить однополый гиперболоид (фиг. 63). Налагая один гиперболоид известным образом на другой, увидим, что они соприкасаются по некоторой прямой АВ (образующей), служащей мгновенною осью вращения-скольжения. Чтобы при качении подвижного гиперболоида по не­подвижному происходило соприкосновение по прямой, необходимо вместе с поворотом продви­нуть неподвижный гиперболоид несколько по обра­зующей АВ со скоростью скольжения, так как в противном случае соприкосновение этих по­верхностей сделается соприкосновением в одной
не параллельных и

точке и искомое нами движение не осуще­ствится. Гиперболоидами осуществляется движе­ние, состоящее из двух вращений около осей не пересекающихся (гиперболоидные зубчатые колеса).В частных случаях, при движении, параллельном некоторой плоскости, поверхностями аксоид будут служить поверхности цилиндрические; а при движении системы с неподвижной точкой — поверхности конические, вершины которых лежат в неподвижной точке; и в том, и в другом случае качение аксоид будет происходить без скольжения, как это мы уже видели раньше.



Сложение движений системы.Если движение неизменяемой системы рассматривается относительно осей координат, которые сами перемещаются в пространстве, то получается сложное движение системы, слагающееся из движения относительно осей и из движения самих осей. Подобным же образом можно слагать три и больше движении: нужно только вообразить, что оси координат, относи­тельно которых рассматривается движение, сами движутся в пространстве относительно 'других осей, эти последние в свою очередь перемещаются относительно следующих осей и т. д.
§ 23. Сложение поступательных движений. Если система движется поступательно, и оси координат, относительно которых рассматривается движение, сами перемещаются поступательно, то получается сложное движение;определим его характер.Пусть данная система (фиг. 64) в относительном движении имеет ско­рость и, а в переносном го. Рассмотрим движение каких нибудь двух точекА и В этой системы. Так как в посту­пательном движении движение какой нибудь одной точки совершается с такою же скоростью, с какою перемещается вся система, то каждая из точек А и В будет двигаться, имея в относительном движении ско­рость и, а в переносном движении скорость го. Сложив по правилу па- раллелограма слагающие скорости для каждой точки, получим абсо­лютную скорость сложного движения, при чем абсолютные скорости точек А и В, равно как п всех других, будут равны и параллельны.Действительно, не трудно дока­зать, что скорости точек А и В равны и параллельны между собой, основываясь на том, что при поступательном движении все точки системы имеют равные и параллельные скорости, а от сложения соответственно равных и параллельных векторов всегда получим опять равные и параллельные векторы. Из того, что абсолютные скорости точек А и В равны и параллельны, следует, что абсолютное движение есть также поступательное.Таким образом все выведенное можем формулировать в виде следующей теоремы.Теорема. От сложения двух поступательных движений получается 

движение также поступательное со скоростью, равной геометрической 
сумме скоростей слагаемых поступательных движений.Это рассуждение имеет место и для нескольких движений; только в последнем случае .надо вместо правила параллелограма воспользоваться правилом многоугольника, в котором замыкающая сторона будет выражать скорость абсолютного поступательного движения.

§ 24. Сложение вращательного движения и поступательного, перпен­
дикулярного К ОСИ вращения. — Прежде, чем приступить к выводу правила 



78 —сложения вращательного движения с поступательным, мы должны условиться относительно графического изображения всех факторов вращательного дви­жения. Вращение принято характеризовать вектором, дающим положение и направление оси вращения в пространстве. Для получения этого вектора, по оси вращения от некоторой ее точки в условных единицах откладывается величина угловой скорости, соответствующая рассматриваемому вращательному движению, при чем эта величина откладывается в такую сторону от упомя­нутой точки, чтобы, глядя с конца отложенного вектора на его начало, мы видели вращение совершающимся по направлению часовой стрелки.Совокупность поступательного и вращательного движений можно вос­произвести следующим образом. Вообразим диск О (фиг. 65), могущий 

вращаться около оси, которая укреплена в стойке В, неподвижно стоящей на платформе тележки D. Если диску О сообщим движение вращательное, а тележке — поступательное, потянув за прикрепленную к ней нить Е, то и получим требуемое сложное движение, состоящее из поступательного и вращательного.Пусть О (фиг. 66) будет точка пересечения оси вращения с плоскостью N, проведенной через наш прибор параллельно полу. Движение любой точки диска будет совершаться со скоростью поступательного движения w и со скоростью, соответствующей вращению диска около оси ОК с угловой скоростью w. Для всех точек системы, не лежащих на линии ОС, перпенди­кулярной к направлениям оси ОК и скорости w, поступательная скорость w составляет некоторый угол со скоростью, происходящей от вращения, и только для точек, лежащих на линии ОС, обе эти скорости будут напра­влены по одной прямой.Будем искать в системе такую точку, абсолютная скорость которой равнялась бы нулю. Возьмем на линии ОС какую-нибудь точку М и рассмотрим, под влиянием каких скоростей она перемещается. Точка эта имеет скорость w, направленную на фигуре 66 направо, и скорость равную <о • ОМ, т.-е. угловой скорости вращения около центра О, помно­женной на радиус вращения; эта скорость направлена налево.Подыщем теперь такую точку С, чтобы для нее удовлетворялось условие «о . ОС = w; отсюда имеем:ОС = --О)



— 79 -Тогда такая точка С в данный момент будет оставаться неподвижной, и все движение сведется к вращению около этой неподвижной точки С (которая представляет след мгновенной оси вращения) с некоторой угловой скоростью 2, где й есть мгновенная угловая скорость сложного движения.Для определения Q заметим, что точка О в относительном дви­жении (при вращении диска) ско­рости не имеет, от движения же переносного (перемещения тележ­ки) она получает скорость «у ; но так как, с другой стороны, перемещение точки О можно так­же рассматривать, как следствие вращения около мгновенной оси, след которой есть точка С, с мгно­венной угловой скоростью Q, то можем написать:Q • ОС ~w. но
w = to • ОС, откуда

Q — (о.

При этом угловые скорости w и Q направлены в одну и ту же сторону.Отсюда следует;Теорема. От сложения вращательного движения и поступательного, 
перпендикулярного к оси вращения, получается движение вращательное 
около оси, параллельной прежней и с прежней угловой скоростью’, новая 
ось вращения отстоит от прежней на расстоянии , где w — скорость 
поступагпелъного двгеженггя, а о) — мгновенная угловая скорость.Итак, здесь речь идет о мгновенных осях, которые в каждый момент времени будут иметь различные положения: если поступательное и враща­тельное движения равномерны, то ОС = = const; поэтому геометрическое место мгновенных осей в теле есть цилиндр, радиус г основания которого (фиг. 67) равен ОС = . Если жб, кроме того, поступательное движениепрямолинейно, то геометрическое место мгновенных осей в пространстве есть плоскость, перпендикулярная к плоскости N (потому что все оси перпенди­кулярны kN) и параллельная направлению поступательного движения. Плоскость эта будет находиться на расстоянии ОС=^ от прямолинейной траектории точки О и расположится с той стороны относительно оси вращения- диска, в которой скорость вращения противоположна скорости влечения Это и будет подвижная и неподвижная аксоиды для нашего движения.Сложное движение получится, если прикрепить тело к цилиндру под­вижной аксоиды и катить цилиндр без скольжения по плоскости АВ, по которой будет перемещаться мгновенная ось.



— 80 —В общем случае, когда поступательное движение криволинейно и неравно­мерно, а вращательное также неравномерно, аксоидами будут какие-нибудь две цилиндрические поверхности.Пользуясь теоремою о сложении вращательного движения и поступа­тельного, перпендикулярного к оси вращения, можно рассматривать вообще

Фиг. 68.

всякое вращательное движение, как составное, — вращательное и поступа­тельное, так что некоторое вращатель­ное движение, совершающееся со ско­ростью Q около оси О (фиг. 68), лежащей в плоскости чертежа, можно разложить на вращательное, с тою же угловой скоростью, около некоторой определенной оси С, параллельной прежней, и поступательное со ско­ростью го = ад . ОС, перпендикулярное к плоскости чертежа.Действительно, если мы перенесем ось вращения из точки О в точку С, то в точке О должны будем прибавить скорость го = Q. ОС по напра­влению CD. Это видно из того, что, слагая движение со скоростью го с вращением со скоростью <о около оси С, получим как раз вращение со скоростью Q около оси 0, при чем 2 равняется о>. На этом основании всегда можно переносить ось вращения параллельно самой себе, прибавляя 
соответствующее поступательное движение, скорость которого равна 
скорости во вращательном движении той точки, в которую переносят ось.

§ 25. Сложение двух вращательных движений около двух парал­
лельных осей. Два вращательных движения около параллельных осей можнопроизвести следующим образом: вообразим стойку А (фиг. 69), на оси которой вращается пластинка В, имеющая на другом конце шпиль С, около которого вращается диск D; если привести диск D во вращатель­ное движение и в то же время по­мощью ручки Е вертеть пластинку В, то и получим для диска D тре­буемое сложное движение1).Сначала рассмотрим два враще­ния, совершающиеся в одну сторону. Очевидно, что от совокупности этих двух вращений точки тела D не будут изменять расстояния от плоскости, перпендикулярной к осям вращения, а потому составное движение будетпараллельно этой плоскости. Пусть О и О' (фиг. 70) будут точки пересечения этих осей Oz и О'А с перпендикулярной к ним осью Ох. Назовем через «> ’ _______________ ;•

’) Само собою разумеется, движение пластинки В будет отличаться ’от движения 
диска D, и будет простое вращательное около оси А. В дальнейшем рассматривается 
только движение диска. Прим, редакции.



— 81 —и tn' угловые скорости вращения около этих осей. Очевидно, что все точки тела D, лежащие на оси Ох, будут иметь линейные скорости параллельныеоси Оу. Возьмем одну из таких точек, например, С—и рассмотрим, какие ско­рости она имеет и как эти скорости направлены. Легко видеть, что относи­тельная скорость ее w и переносная ско­рость # направлены в противоположные стороны, при чем каждая из этих скоро­стей увеличивается по мере удаления от соответствующих осей вращения Oz и О'А. Следовательно, на оси Ох всегда можно найти такую точку С, которая, обладая равными и противоположными скоростями, будет находиться в покое.В рассматриваемом случае точка С, удовлетворяющая этим требованиям, может находиться только на оси Охмежду точками О и О', так как только здесь скорости и и w прямо противо­положны друг другу. Во всяком же другом месте плоскости хОу (фиг. 71) они будут итти по одному напра­влению (если рассматриваемая точка будет на оси Ох вне отрезка ОО'), или под углом; но и в том и в другом случае равно­действующая их не будет равна нулю. Очевидно, далее, что все точки тела D, лежащее на линии СМ, проходящей через такую точку С х и параллельной Oz, будут также находиться в покое, ибо они нахо­дятся в тех же условиях, что и точка С. Следовательно, линия СМ будет мгновенной осью вращения.На основании приведенных соображений замечаем, что место точки С, а тем самым и положе­ние мгновенной оси вращения определяется в данном случае урав­нением:<о • ОС = о' • О'С,откуда для точки С находим:
О'С _ й) 

■ ОС ~ о' ’Таким образом, все тело D будет вращаться в данный момент около оси, пересекающей ось Ох, параллельной оси Oz и проходящей через такую точку оси Ох, в которой расстояние между центрами делится обратно пропорцио­нально угловым скоростям.
Жуковский. Теоретическая механика. Ч. И. 6



— 82 —Чтобы определить мгновенную угловую скорость сложного вращения, припомним, что угловая скорость, вообще, равняется линейной скорости любой точки, разделенной на расстояние этой точки от оси вращения. Таким образом, для нашей цели достаточно будет определить скорость какой-либо одной, произвольно выбранной точки. В данном случае удобнее всего определить скорость сложного движения для точек оси О'А. Рассмотрим движение точки О', лежащей на оси вращения О'А.Вращаясь около оси Oz, точка О' имеет линейную скорость
v'o = <о • ОО'.Так как в данный момент вращение происходит около мгновенной оси МС с угловой скоростью Q, то очевидно:

Q v'n ® ОО'__®(ОС СО')__  (и ■ ОС -f- а> • СО'
"" = СО' ~ со7 ~ со7 — со7 ’но так както <п ■ ОС = ч>' • СО',

o' • СО'-г-®’ СО' 
СО7

Ч)' Ч).Так выражается мгновенная угловая скорость Q сложного движения. Заме­чая, что направление вращения Q будет в ту же сторону, что и направле­ния (о и ч)', получим такую теорему: от сложения двух вращений около парал­
лельных осей, направленных в одну сторону, получается мгновенное вращение 
около оси. параллельной данным, лежащей с ггими в одной плоскости, и напра­
вленной в ту же сторону. Угловая скорость этого вращения равна сумме угло­
вых скоростей слагаемых движений', мгновенный центр сложного движения 

делит расстояние между центрами слагаемых 
движений обратно пропорционально их угловым 
скоростям.Если скорости данных вращений <п и со' постоянны, то аксоиды рассматриваемого слож­ного движения представляются двумя круглыми цилиндрами (на фиг. 72 представлены следы их на плоскость, перпендикулярную к осям), потому что точка С всегда находится на одном и том же рас­стоянии как от точки О, так и от точки О', и, сле­довательно, геометрические места точек С в про­странстве и теле суть цилиндры радиусов ОС и О'С, при чем цилиндр, проведенный радиу­сом ОС, представляет место мгновенных осей в пространстве, а цилиндр радиуса О'С — в теле.

Фиг. 72. Предположим теперь, что слагаемые, враще­ния направлены в разные стороны. Пусть О и О' (фиг. 73) будут центры слагаемых вращений с угловыми скоростями оэ и <»', а оси вращения будут Оу и О'А || Оу. Первое вращение (около Оу) совершается по направлению часовой стрелки, а второе — по обратному направлению. Положим, кроме того, что <о' > <о. На отрезке ОО' будут лежать точки, получающие от обоих вращений скорость направленную вниз, а потому в этом промежутке неподвижной точки, т.-е.



— 83 —точки, имеющей две равные в прямо противоположные скорости, быть -не может. Такая точка должна лежать вправо от точки О, потому что там скорость от вращения со будет направлена вниз, а скорость от вращения о>' будет направлена вверх; эти скорости могут быть равны, так как <о' > <*>, а искомая точка С ближе к центру О', нежели к О. Очевидно, что место искомой точки С получится из уравнения:
и — го, или о-ОС = о' О'С, откуда находим:

ОС
о О'С' ’ Фиг. 73.Итак, сложное вращение будет иметь своим мгновенным центром точку С.Для определения угловой скорости 2 обратимся к точке О' и, заметив, что она получает скорость только от вращения <о, направленную, при том, книзу, получим:2 • О'С = и • ОО' = <о (ОС — О'С) = w • ОС — ■ О'С, но так как: - о) • ОС = со' ■ О'С, то 2 . О'С = со' • О'С — со • О'С, откуда Q = <!)' — (1).

В частном

Направление вращения будет в сторону вращения с большей угловой скоростью, т.-е. в сторону <о'. Таким образом получаем следующую теорему: 
от сложения двух вращений, направленных в разные стороны, около 
параллельных осей, получается мгновенное вращение около оси, параллельной 
данным и лежащей в одной с ними плоскости. Угловая скорость этого сложного 
вращения равна разности угловых скоростей слагаемых вращений и напра­

влена в сторону большей. Мгновенный центр сложного 
движения делит расстояние между центрами слагаемых 
вращений внешним образом обратно пропорционально 
угловым скоростям и лежит со стороны вращательного 
движения с большей угловой скоростью.Аксоиды движения в сечении плоскостью, перпен­дикулярной к осям вращения, представляются при постоянном отношении между угловыми скоро«тямп вра­щения системою двух кругов (фиг. 74), с тем отличием от предыдущего случая, что круг с центром О', соответствую­щий подвижной аксоиде, будет лежать внутри круга центра О, соответствующего неподвижной аксоиде.случае, когда слагаются два равные вращательные движения, направленные в противоположные стороны, т.-е. когда имеется такб* 



— 84 —называемая пара вращения, предыдущий способ определения сложного движения не может быть приложен, потому что в этом случае из соотношения Q . О'С = и) • ОО' будем иметь пропорцию:
-Q __ (О

00' ~(УС’из которой найдем: О'С = ОО'-со 00'-со
L2 а>' — соибо разность <о' — со = 0. Это решение не имеет реального значения, но его> можно истолковать так.Если будем складывать два вращательных движения, происходящих около параллельных осей и направленных в разные стороны с весьма мало разнящимися скоростями, то получим мгновенное вращение около оси, весьма далеко отстоящей от данных осей; при этом, чем меньше разнятся данные скорости, тем дальше будет ось сложного вращения и тем меньше будут отличаться друг от друга величины и направления скоростей различных точек тела. Наконец,, при равных угловых скоростях ось сложного вращения уходит в бесконеч­ность; все точки системы движутся с одинаковыми по величине и напра­влению скоростями и описывают одинаковые траектории; следовательно, вся система движется поступательно. Линейные скорости движения получаем,, умножая угловые скорости на расстояния от оси вращения. Хотя угловая скорость в данном случае, как разность двух равных величин, есть вели­чина бесконечно малая,, но известно, что бесконечно малая величина, умножен­ная на бесконечно большую, может дать в результате величину конечную.Дадим прямое доказательство того, что движение будет поступательное.. Возьмем на линии 00' (фиг. 75) между О и О' точку С и определим ее скорость от обоих вращений. Обе слагаемые скорости будут, очевидно, напра­влены вниз. Поэтому:

vc — ис -+- — w • ОС -ь <» • О'С = «> (ОС ч- О'С) = «> • 00'.Отсюда видим, что vc не за­висит от положения точки С. Возьмем теперь внешнюю • точку С'‘ и определим ее сложную скорость. Слагаемые скорости точки С' от вращения около О и О' будут направлены в противоположные сто­роны, а следовательно: .
v' = ис' — wc' = и> ■ ОС' — ■ О'С' = = io (ОС' — О'С') = о • 0'0.Таким образом мы видим, что точки 0 и О', а следовательно и вся система, будут иметь одинаковые повеличине и направлению скорости, т.-е. система будет двигаться поступательно. Это движение наглядно иллюстрируется чертежом (фиг. 76), где вращение около центра О и равное, но противоположное ему, вращение около О', слагаясь, перемещают парал­



— 85лельно самой себе прямую АО', а следовательно, и всякую другую прямую, с ней неподвижно связанную. Осуществленное при помощи зубчатых колес, такое движение (фиг. 77) носит название «парадокса Фергюссона»; все зубчатки и рамка, в которой они заключены, вертятся, а крайняя зубчатка О2 движется поступательно, что ука­зывается сохранением направления линии АВ, написанной краской на зубчатке О2.

Фиг. 77.

§ 26. Сложение вращательных движений около осей, пересекаю­
щихся в одной точке. Такое движение можно воспроизвести следующим образом: в вертикальной стойке А (фиг. 78) вращается муфта В помощью рукоятки С; к муфте В приделан наклонный рычаг D, на который надет вращающийся диск Е. Если сообщим диску вращательное движение ив то же время начнем вращать муфту В, то и получим требуемое движение.Мы можем заранее сказать, что точка пересечения осей вращения все время будет неподвижна, так как она не получает скорости ни от одного вращения. Следовательно, все движение диска Е, по теореме д’Аламбера, приведется к вращению около ряда мгновенных осей, проходящих через эту неподвижную точку. Поэтому, достаточно будет найти еще одну неподвижную точку на теле Е, чтобы опреде­лить вполне его мгновенное движение.Пусть оба движения при взгляде сверху представляются совершающимися по направле­нию часовой стрелки: вращение муфты В происходит с угловой скоростью со, а вращение диска Е с угловой скоростью с»'. Для удоб­ства графического изображения примем плоскость пересекающихся осей за плоскость чертежа (фиг. 79), и пусть угловая скорость о> выражается векто­ром ОА, а угловая скорость о>'—вектором ОВ, при чем, как было сказано, 



— 86наблюдатель, глядящий от А к О и от В к О, видит вращение совершающимся' по солнцу. На этих векторах построим параллелограмм ОАСВ и докажем, что точка С тела Е. совпадающая с вершиной построенного параллелограмма, в сложном движении будет находиться в рассматриваемый момент в покое.Действительно, от вращения <о точка С получает скорость <о • DC, направленную пер­пендикулярно к плоскости чертежа и выходя­щую вперед из-за чертежа, а от вращения о/ точка С получит скорость со' • ЕС, которая также перпендикулярна к плоскости чертежа, но направлена за плоскость чертежа (DC и ЕС перпендикулярны к ОА и ОВ); если бы эти скорости были равны, то они, благодаря про­тивоположности их направлений, уничтожались бы, и желаемое было бы доказано. Рассматри­вая чертеж, мы замечаем, что <о • DC и ш' • ЕС представляют из себя площади одного и того же параллелограмма ОАСВ; только в первом произведении за основание принята сторона его ОА, а во втором — сторона ОВ; поэтому можно написать, что(».DC= а>'-ЕС, и, следовательно, точка С находится в покое, а это, в свою очередь, пока­зывает, что в рассматриваемый момент все точки, лежащие на линии ОС, будут неподвижны. Поэтому линия эта будет мгновенной осью вращения в рассматриваемый момент времени.Определим теперь Й, мгновенную угловую скорость сложного движения. Для этого опустим из точки В перпендикуляры BG и BF на линии ОС и ОА. Точка В будет получать скорость только от вращения <о; поэтому ее скорость выразится произведением <о • FB. С другой стороны, если Q есть скорость сложного вращения, то скорость точки В должна выразиться через й • GB. Поэтому: о> FB = S-GB...................................................................... (а).Но со • FB равно площади параллелограмма ОАСВ, которая равняется двойной площади треугольника ОАС, так что:• FB = 2 площ. ДОАС = площ. ОАСВ = ОС • BG.Подставляя это значение в уравнение (а), получим:ОС • GB = Q • GB, откуда 2 = ОС.Что касается направления вращения Q, то оно будет совершаться в направлении часовой стрелки для наблюдателя, глядящего от С к О, потому что точка В выдвигается из плоскости чертежа к наблюдателю.Из рассмотренного следует теорема: от сложения двух вращательных 
движений, совершающихся около пересекающихся осей, получается сложное 
вращение, которое выражается по величине и направлению диагональю- 
параллелограмма, построенного на слагаемых вращениях.



— 87 —Представим сложное движение на нашем схематическом приборе помощью двух конусов подвижной и неподвижной аксоид.. При вращении мгновенной оси ОС около АО (фиг. 80) получим конус D, в котором угол между образующими будет 2а, если угол АОС= а; от вращения же мгновенной оси ОС около ОВ получится конус Е с углом 2р, где через р назван угол СОВ. Присоединив теперь к подвижной аксоиде Е какое либо тело и укрепив неподвиж­ную аксоиду D, получим требуемое движение тела, если будем катить без скольжения конус подвижной аксоиды по неподвижной, при чем мгновенною осью вращения будет служить пря­мая ОС, — линия соприкосновения обоих конусов.Обозначив через у угол между ОА и ОВ, имеем для выражения скорости Q уравнение:Q = V о2 -+- io'2 2<о • со' cos у,и пропорцию:
sin а   sin £ _ sin у 
ы' (a QЭти соотношения дают возможность определить величину угловой ско­рости Q сложного движения.Если, смотря сверху, мы видим, что диск и муфта вращаются в разные стороны, например, диск — по стрелке часов, а муфта—против, то на осно­вании правила изображения угловой скорости вектором, вектор АО (фиг. 81) мы должны отложить книзу от точки О, чтобы, глядя с начала вектора на его основание, видеть вращение совершаю­щимся по стрелке часов. Угловая скорость сложного вращения Q опять представится диа­гональю параллелограмма, построенного на угловых скоростях слагаемых вращений, и, так

как мгновенная ось сложного вращения лежит по одну сторону от осей слагаемых вращений, то аксоиды для нашего случая представят собою два конуса: ^неподвижный D (фиг. 82) и подвижной Е, который теперь катится внутри D.



— 88 —Классический пример такого движения представляет собою земная ось, которая, благодаря притягивающей силе солнца (и отчасти луны), не прохо­дящей через центр земли, вследствие сплюснутости последней, описывает в пространстве конус D в течение около 26.000 лет. В самой же земле ось описывает также чрезвычайно тонкий конус (угол его—несколько секунд) Е, который и катится внутри первого, совершая полный оборот в сутки. Движения эти подробно рассматриваются в астрономии под именем прецессий.Если будет дано несколько вращательных движений около осей, пере­секающихся в одной точке, то, построив многоугольник, стороны которого геометрически равны и параллельны векторам, представляющим слагаемые угловые скорости, увидим, что замыкающая сторона этого многоуго льника будет геометрически выражать мгновенную угловую скорость сложного вращательного движения.
§ 27. Сложение врашательного и поступательного движений, скорости 

которых направлены как угодно. Это движение можно осуществить сле­дующим образом. По произвольной наклонной плоскости PQR (фиг. 83) катится тележка А помощью шнура, перекинутого через блок. На верхней поверхности этой тележки укреплена вертикальная стойка Е со шпилем, на котором вращается по направлению стрелки диск F. Если одновременно вращать диск и двигать тележку, то диск F и получит требуемое движение.

Фиг. 84.Фиг. 83.Чтобы рассмотреть такое движение, положим, что ОА (фиг. 84) есть ось вращения диска, а ОВ — скорость поступательного движения, равная w. Разложим скорость w. посредством параллелограмма скоростей на ОС = v и OD = и, из которых ОС направлено вертикально по оси вращения ОА, a OD перпендикулярна к последней. Складываем поступальное движение OD, имеющее скорость и, с вращательным ОА, имеющим скорость о>; получаем вращательное движение, с тою же угловою скоростью около некоторой мгновенной оси вращения О'А', параллельной ОА и удаленной от нее на расстояние 1
3 = 00' = -- •(!)Кроме этого вращения остается еще скорость -О'С' = ОС = v поступа­тельного движения, направленная по мгновенной оси вращения. Прибавляя 



— 89 —это последнее движение к рассмотренному уже вращательному движению около оси О'С', получим, очевидно, некоторое винтовое движение, в кото­ром О'С' будет осью вращения-скольжения. Итак имеем следующую теорему: 
от сложения вращательного движения с поступательным, скорость кото­
рого не перпендикулярна к оси вращения, получается винтовое движение.Если мы теперь обратимся к неподвижной и подвижной аксоидам нашего схематического прибора, то заметим, что геометрическое место мгновенных осей вращения-скольжения в теле есть цилиндр, основание которого есть круг, описанный радиусом о == ОО' = на прежней оси вращения. Геоме­трическое же место осей враще­ния-скольжения в пространстве есть плоскость xSz, образуемая этими осями, которые переме­щаются параллельно самим себе вверх, оставаясь на постоянном расстоянии ОО' от оси ОА. Цилиндр есть подвижная аксоида, которая катится с угловой ско­ростью о» по плоскости xSz, слу­жащей неподвижной аксоидой, и в то же время скользит по зл­атой плоскости вдоль образующей со скоростью v, при этом движе­ние тела, прикрепленного к цилиндру триваемое винтовое движение.

— (фиг. 85) из центра О, лежащего

Фиг. 85.подвижной аксоиды, и дает рассма-
§ 28. Сложение двух вращательных движений около непараллельных 

и непересекающихся осей. Это движение можно наглядно воспроизвестина следующем приборе (фиг. 86). На стержень стойки А надета муфтД В, которая приводится s в движение помощью рукоятки Е. К этой 3 муфте В прикреплен кривошип MNR, согнутыйпод углом так, что колено NR не параллельно и не пересекается с осью АВ. На конце колена NR помещается вращающийся диск D. Если привести диск D во вращение и в тоже время вращать кривошип, то и получим тре­буемое движение.Положим, таким образом, что имеем (фиг. 87) одновременно два вращения, совер­шающихся в одну сторону: ОА = <о и О'В=<±>', оси которых не параллельны и не пересекаются. Пусть ОО1 будет кратчайшее расстояние между осями ОА и О'В. Перенесем вращение около О А, совершающееся со скоростью <о, в точку О', прибавляя при этом соответствующее поступа­тельное движение О'Е = v; получим вращение около оси О'С, на которой и отложим величину О'А, равную и параллельную ОА = <о. Сложив теперь



— 90 —по правилу параллелограмма вращения О'А' и О'В, получим вращение около скоростью O'D = Q. Если спроектируем угловойоси O'D, совершающееся с
с

a'a-

ломаную O'A'D на прямую O'D, то величина 2 получится из формулы:Q — со cos а + (п1 cos р, где углы аир определятся из фор­мулы:
со __sin/?

со' sin аНо кроме вращения й мы будем иметь еще поступательное движение со скоростью О'Е, которое у нас появилось вследствие перенесения оси вращения из ОА в О'А'. Век­тор О'Е перпендикулярен к ОО', так
Фиг. 87. как при перенесении вращательногодвижения прибавляется поступатель­ное со скоростью, перпендикулярной к линии, соединяющей центры. О'В и О'А' также перпендикулярны к ОО', так как ОО' есть кратчайшее расстоя­ние между О'В и ОА || О'А. Следовательно плоскость параллелограмма O'A'DB перпендикулярна к линии ОО'; а отсюда заключаем, что О'Е, как линия, перпендикулярная к перпендикуляру ОО' к плоскости O'A'DB и имеющая с нею общую точку О', лежит в этой плоскости.Разложим скорость O'E = v на скорость O'G = w, направленную по O'D, и на скорость O'F = w, направленную перпендикулярно к O'D. Углы A'0'D и FO'E, с взаимно-перпендикулярными сторонами, равны; поэтому имеем:

Но, так как
w = v cos а, 
u = v sin а. 
v — to • ОО',

.......................................(«)

..............’.......................(*)

то предыдущие равенства примут вид:w = u) ■ ОО' • cos а, 
и = w ■ 00' • sin а.Поступательное движение со скоростью w, слагаясь с вращением около оси O'D, как перпендикулярное к оси вращения, дает вращение около некоторой мгновенной оси ML, параллельной O'D, с тою же угловою скоростью Q.Положение точки М определяется из следующего соображения: так как скорость для точек линии 00' изменяется по мере удаления от оси O'D, то всегда можно найти такую точку М в которой эта скорость (2 • О'М) численно будет равна ги, но ей противоположна; и так как эти скорости направлены в разные стороны, то они уничтожаются, и точка М будет 



— 91 —неподвижна. Для определения положения точки М имеем из равенства w-2-О'М:
А »»__ w __ (') ■ ОО' ■ cos а .

<2 <о cos а -j- o'cos ft'следовательно:
Л1И л/жг г\г\1 /Ы-OO'-cosa <•>'’ 00' ’ cos/Jом = ОО' - О'М = ОО' - ---8и + о ,С08? = •Деля эти два соотношения, имеем:

ОМ. __ <о' • ОО' • cos,? \
О'М о 00' • cos a 'Сокращая на 00' и заменяя отношение ~ через равное ему отношение 

sin « что мы имели выше, получаем:
ОМ sina’cos;? , , Q tga
О'М ~ "sin/? • cos a — ‘ cot§P — tg^ ’Таким образом, мы получим вращение Q около оси ML и поступательное движение со скоростью и, направленное по той же оси, что и дает нам в результате винтовое движение.Отсюда вытекает следующая теорема: При сложении двух вращатель­

ных движений около непараллельных осей получается винтовое движение- 
Мгновенная ось вращения-скольжения этою винтовою движется направлена 
параллельно диагонали параллелограмма, построенного на слагаемых враще­
ниях; ось эта проходит через такую точку, которая делит кратчайшее 
расстояние между осямгс вращения на части, прямо пропорциональные 
тангенсам углов, образуемых слагаемыми вращениями со сложным {винто­
вым) вращением.

§ 29. Сложение нескольких поступательных и вращательных дви­
жений. Если мы имеем несколько поступательных и вращательных движений.которые требуется сложить, то сначала переносим все оси вращения ю,, <п2, ш3,... (фиг. 88) так, чтобы оне проходили через одну точку, прибавив при этом переносе соответственные посту­пательные движения их, и2, и3,... Слагаем все вращательные движения по правилу многоугольника в одно вращательное дви­жение й. Точно также складываем все поступательные движения, как данные vls 
v2, v3,..., так и полученные uv и2, и3,... Получаем одно поступательное движение V, которое с вращательным Q и дает одно, вообще винтовое, движение.Итак, от сложения нескольких посту­пательных и вращательных движений получаем во всякий бесконечно малый про­межуток времени одно винтовое движение.

Пример. Известно, что Луна, делая поворачивается вокруг своей оси один ра 
Фиг. 88.

полный оборот вокруг Земли, сама з. Принимая орбиту Луны за круг



— 92 —и допуская, что ось вращения ее перпендикулярна к плоскости орбиты, определим для всякого момента времени мгновенную ось вращения Луны.Пусть угловая скорость вращения Луны вокруг Земли есть ш (фиг. 89);тогда и угловая скорость вращения Луны вокруг своей

Фиг. 89.

оси также равна <», потому что в обоих случаях в одно и то же время совершается один полный оборот.Рассмотрим скорость точки L, центра Луны. Абсо­лютная скорость этой точки есть 
w ==о) г. Движе­ние луны слагаетсяиз поступательного движения с этою скоростью и из вращательного движения вокруг центра L с угловою скоростью <о. Чтобы найти мгновенную ось вра­щения, поищем неподвижную точку. Пусть эта точка есть С, тогда имеем:

LC= IV Vj ■ Г
— = -------- = Г.
(» (1)т.-е. точка С находится в центре Земли, и потому мгновенная ось вращения есть один из диаметров Земли.

§ 30. Разложение движений. Разложить какое-нибудь движение можно различными способами, так что этот вопрос, вообще говоря, неопределенный, становящийся определенным лишь при наличности некоторых дополнительных, ограничивающих условий.Положим, что нам требуется определить относительное движение твер­дого тела по его абсолютному движению и движению осей (переносному). Эту задачу можно решить на основании нижеследующих соображений. Мы знаем, что, если нам дано абсолютное движение тела и движение осей коор­динат, относительно которых тело движется, то, какое бы движение мы ни сообщили телу и осям вместе, движение тела относительно осей не изменится. Тогда движение тела будет слагаться из его абсолютного движения и дви­жения, сообщенного всей системе. Следовательно, если мы сообщим всей системе движение равнопротивоположное переносному движению (движению одних только осей), то сложное движение тела и будет искомое отно­сительное.Итак, для определения относительного движения тела стоит только к его абсолютному движению прибавить движение переносное, направленное в пря­мопротивоположную сторону.
Пример. Положим, нам даны два зубчатых колеса (фиг. 90). Пусть угловая скорость колеса О будет <о, а угловая скорость колеса О' — «А Требуется определить движение колеса О относительно колеса О'. Для реше­ния этой задачи сообщим всей системе колес вращение со скоростью ш' около центра О', направленное в прямопротивоположную сторону прежнему вращению колеса О', по направлению стрелки а. О г этого колесо О' пере­станет вращаться, а вращение колеса 0 будет слагаться из двух вращений,



93 —о и <«', направленных в одну сторону (по часовой стрелке), а потому ско­рость сложного движения Q будет равняться сумме (соч-ш') и направлена.в ту же сторону. Наблюдатель, помещен­ный на колесе О', будет видеть, что колесо О катится по колесу О' со скоростью
Q = (О-+- <о'.Мгновенная ось вращения будет про­ходить через точку соприкосновения колес. В самом деле, из статьи о сложении парал­лельных вращательных движений мы знаем, что в этом случае мгновенная ось делит расстояние 00' на части, обратно пропор­циональные скоростям, т.-е.О'С : ОС = <о : <»'.Но, как доказывается в теории механиз­мов, угловые скорости зубчатых колес обратно пропорциональны радиусам, так чтосо : о)' = R': Л, где R и R' суть радиусы колес О и О'. Сравнивая пропорции, имеем:О'С : ОС = R': R.Отсюда видно, что мгновенная ось вращения действительно проходит череэ. точку соприкосновения полодий зубчатых колес.



ДИНАМИКА.
Определения. Динамика есть главная часть механики; в ней рассма­триваются вопросы о движении тел в зависимости от сил, на них дей­ствующих.Динамика, как и статика, требует для своего развития принятия неко­торых начал без доказательства. Начала статики, изложенной в первой части курса, являются частными случаями начал динамики, подобно тому, как равновесие есть частный случай движения. Для большего удобства мы изло­жим начала динамики, относя их не к системе, а к материальной точке, т.-е к телу, обладающему всеми свойствами физического тела, но с бесконечно­малым объемом; следовательно, будем рассматривать динамику материальной точки.
Бур (Вонг) определяет материальную точку следующим образом: мате­риальная точка есть тело настолько малое, что мы можем, отвлекаясь от его размеров, не заниматься относительным движением его точек и рассматривать просто движение одной из них.Элемент, к которому мы стремимся, разбивая тело на меньшие и мень­шие части,—элемент, сохраняющий все свойства тела, а следовательно, и свойство быть материальным,— этот элемент и представляет материальную точку. Всякое тело может быть рассматриваемо, как состоящее из мате­риальных точек бесконечно—малой массы.. В динамике точки, однако, мы будем говорить о материальных точках» конечной массы [как будто бы все тело сжалось в одну точку, сохранив свою массу]. Такое представление имеет реальное значение, так как будет доказано, что сила, действующая на центр тяжести свободного твердого тела, будет двигать его так, как будто бы вся масса тела сосредоточена в этом центре.

Динамика материальной точки.
Свободная материальная точка.

§ 1. Основные законы механики. Всех начал динамики, называемых 
основными законами механики, принимают три.I. Закон инерции. Материальная точка без действия внешних сил 
сохраняет скорость и направление, движения.Этот закон вытекает из того положения, что источник всякого изме­нения движения находится всегда вне тела и что причина какого-либо движения не должна быть заключена внутри этого тела.



— 96 —Если на материальную точку не действуют внешние силы, то она нахо­дится в покое, либо движется прямолинейно и равномерно.Если силы, двигающие материальную точку, перестают действовать, то точка будет двигаться прямолинейно и равномерно по касательной к концу траектории, со скоростью, которую она имела в момент прекращения действия силы (фиг. 1).II. Закон независимости действия сил (закон совместного действия сил). 
Если на материальную точку действуют 
несколько сил одновременно, то она полу­
чает сложное движение, слагающееся 
кинематически из таких движений, кото­

рые каждая сила отдельно сообщает покоющейся точке, и, если при этом 
точка имеет уже скорость и на нее действует еще сила, то точка полу­
чает сложное движение, слагающееся кинематически из движения по инер­
ции и из движения от действия силы.Таким образом, если одна сила заставляет материальную точку двигатьсяпо траектории АВ (фиг. 2) так, что точка а другая сила заставила бы нашу точку без начальной скорости описывать траекторию АС так, что во время t она прошла бы путь ASn то от совместного действия обоих сил: точка А приобретает сложное движение и будет пере­мещаться по некоторой траектории АЕ, могущей быть найденной по правилу кине­матики. При этом положение точки во время t найдется, проведя кривую S,D 

во время t проходит путь AS,

силы, и того, которое она
параллельно АВ и отложив SjS2 — AS.Если сила действует на точку, движу­щуюся по инерции, то произойдет также сложное движение, составляющееся из дви­жения, которое имела бы точка под действием сохранила бы по инерции.Например, если точка М движется по инерции и в момент прохождения ее через А (фиг. 3) на нее начинает действовать сила притяжения земли G, то, подчиняясь обоим движениям, точка М совершает дальше слож­ное движение по параболе АЕ.Эти два первые закона дина­мики были открыты Галилеем при наблюдении движения тел, брошенных под углом к гори­зонту.III . Закон действия, рав­ного противодействию. Две ма­

териальные точки действуют 
друг на друга по прямой, их . 

соединяющей, силами равными и направленными в противоположные 
стороны.



— 97Если материальная точка В (фиг. 4) действует на материальную точкуА с силою Р, направленною по АВ, то материальная точка А будет, в свою очередь, действовать на материальную *точку В с силою Р', которая равна Р и направлена в прямо противоположную сторону.Этот замечательный закон был открыт Ньютоном.
A В

Фиг. 4.

' Следствия. Из второго основного закона механики следует, что две силы, равные с точки зрения статики, т.-е. взаимно уравновешивающиеся, должныбыть равны и с

Фиг. 5.

точки зрения динамики, т.-е. должны сообщать покою- 
щейся материальной точке одинаковое движение.

Р* Положим, что на материальную точку М (фиг. 5) действуют в одно время две уравновешивающиеся силы Р и Р'. Если бы движения, сообщаемые точке М этими силами, не были одинаковы, то сложное движение не могло бы соответствовать покою.Из третьего основного закона механики выте­кает следствие, лежащее в основании правила пере­несения точки приложения сил в статике твердого тела. Если мы имеем две материальные точки В и В' (фиг. 6), неизменно соединенные, то они будут находиться в равновесии под действием сил Р и Р', равных между собою и направленных в противо-положные стороны. Связи мы можем заменить силами, предпо­ложив, что точки не связаны, но действуют друг на друга с силами Q и Q', которые по третьему закону должны быть равны: Q = Q'.

в _ в'
р о"' 7'

Фиг. 6.

Положим Р > Q, тогда Р' > Q'; в этом случае точки расходились бы. Если предположим, что Р <ZQ, что обусловливает другое неравенство Р' < Q', то в этом случае А и В сходились бы. Но так как расстояние между точками, согласно условию, не может меняться, то необходимо, чтобы было Р = Q и Р' — Q', вследствие чего силы, действующие на ту или другую точку, уравновешиваются, и система будет находиться в равновесии,
§ 2. Действие постоянной силы на материальную точку.
Теорема 1. Сила, постоянная по величине и направлению, сообщает 

материальной точке, не имеющей скорости или обладающей ею по напра­
влению силы, прямолинейное и равномерно-переменное движение.Что движение будет прямолинейное, вытекает из понятия о постоянстве направления силы. Докажем, что это движение будет равномерно-переменное.Пусть движение совершается по оси Ох и пусть закон движения выра­жается уравнением х = f(t). Положим, что в рассматриваемый момент £ сила перестала действовать; тогда в следующий за этим моментом оесконечно малый промежуток времени т движение происходило бы по закону инерции со скоростью
т.-е. со скоростью, которую имела материальная точка в момент прекращения действия силы. Но на самом деле сила не прекратила своего действия;

Жуковский. Теоретическая механика. Ч. II. 7



— 98 —вследствие этого по второму закону, для нахождения скорости в момент 
t -+- т, нужно кинематически приложить к имеющейся по инерции скорости /'(О скорость, которую бы сила сообщила материальной точке за этот про­межуток времени т, если бы последняя находилась в покое.Пусть сила и материальная точка таковы, что в бесконечно-малый про­межуток времени т сила могла бы сообщить покоющейся материальной точке скорость kv. Предел отношений Av к- т

7. Avhm — —qесть ускорение, сообщаемое данной силой материальной точке, когда она выводится из покоя. Величина д при постоянной Силе не зависит от вре­мени Z, но вполне зависит от величины силы и от материальной точки. Для бесконечно-малого времени т имеем: 
или Av = т(д I е) = дх -ь st,где г обращается в нуль вместе с т. Следовательно, по сказанному выше, скорость движения нашей материальной точки в момент (I -+- т) выразится так:

f(t) -ь Av = /'(0 -ь ет.Эта же скорость может быть представлена в виде f'(t -ь т); поэтому получаем соотношение: f (Z н- г) = f'(t) + + st.Разлагая первую часть в ряд по строке Тэйлора, имеем:о
Г it ч-т) = /-"'(О -ь... = fit) -ьдт + г-.Сокращая на f ($) и деля на т, получим:1 иПредполагая, что т стремится к нулю, имеем s=±0; следовательно:

/”(0=Лт.-е. ускорение искомого движения при постоянной силе не зависит от вре­мени, а только от величина силы и материальной точки. Найденное уравне­ние можно написать так: А*)=^=£=<7, откуда:
dv = gdt.Интегрируя это выражение, получаем:

v — gt -+- С,где С есть некоторая постоянная величина. Если t = 0, то скорость v = v0, так что C=v0, и, следовательно, /7 -у



— 99 —Для определения пройденного пространства имеем дифференциальное ура­внение :
dx — Vv'tt-i-gtdt', интегрируя, получим:

x=vot + -д~-+-Если при t = 0, х = 0, то С, также равно нулю. Таким образом, получаем окончательное выражение для скорости и пространства при движении под действием постоянной силы:
v=.v0 + gt, .......... (1)
x = vot + ^............................................................................(2)Эти уравнения показывают, что искомое движение есть движение равно­мерно-переменное; оно будет ускоренное или замедленное, смотря по знаку д.Теорема 2. Две постоянные силы сообщают, одной и той же мате­

риальной точке равномерно-ускоренные движения, ускорения которых про­
порциональны величинам сил.Пусть на некоторую материальную точку действуют порознь силы Р и Pf, пусть силы соизмеримы и общая мера их р, так что Р состоит из п таких сил р, а Рх—из nv т.-е.

Р = пр, Рх — прр.Если силы несоизмеримы, то всегда можно выбрать р настолько малым, чтобы, положив Р — пр = 0 и Р, — njp = е,величину е сделать менее всякой данной величины. Пусть на точку действует сила р и сообщает ей равномерно ускоренное движение с ускорением к Тогда путь, пройденный точкой от действия силы р за время / выразится так
Если бы действовали две силы р, то по второму закону пройденный путь был бы равен: 
и т. д. Следовательно, от действия силы Р пройденный путь будет:

к£
Sn = n J .Рассуждая подобным же образом, найдем, что путь, пройденный от действия силы Рп будет:

к?
8п । — П j 2 •Сравнивая эти формулы с обычной формулой равномерно-ускоренного дви­жения

7:



100найдем, что ускорения, вызванные силами Р и Рх, будут
д = пк и дх = пхк.Отсюда находим, что 

д пк п 
дх~ щк ~ я/Прежде мы имели:
Р  пр __ п.
Л ~~ ~ и1’поэтому Л - Л’ или
Р А— = — const.,9 9t 'следовательно, для одной и щой же точки отношение силы к соответствую­

щему ускорению есть величина постоянная. Эта величина присуща самому телу, характеризуя его: она, как увидим далее, может быть принята за массу тела.
§ 3. О массе. Массою тела называется количество материи, в нем заключающееся.Две материальные точки имеют одинаковые массы, если от одной и той же силы получают одинаковые ускорения.
Теорема. За меру массы материальной точки можно принять отно­

шение силы к ускорению, которое сообщает сила материальной точке.Пусть имеем две материальные точки А и В с разными массами и пусть А состоит из п масс, равных каждая в отдельности массе точки С, а В — из пх таких же масс. Пусть под действием силы р материальная точка С получает равномерно-ускоренное движение с ускорением к. Посмотрим какие движения получат точки А и В, если на точку А будет действовать сила Q, равная пр, а на точку В — сила Qx — пхр.Силу Q мы можем разделить на п сил, равных р, и пусть каждая такая сила р приложена к каждой из п точек А (предположим, что материя точки А разделена на п точек). Каждая сила р двигала бы свою точку с ускорением, равным к. Следовательно, точка А под действием силы Q будет двигаться с ускорением к.Так как, по заданию,
Q   пр  п

У11 ~~ п\Р ~ пр vи также относятся между собою массы т и тЛ точек А и В:
т  п масс точки С п
тх пх масс точки С прто можно написать

Q т
Qi ~ 'Разделим числителя и знаменателя первой дроби на к, получим:

т-.т, = 1-т\........................ <3'>



101Пусть теперь материальная точка А находится под действием силы Р и получает ускорение д, а материальная точка В — под действием силы Р, и получает ускорение gt. Так как отношение силы к ускорению для одной и той же точки есть величина постоянная, то:
£ = _£ А=_21_ 
ff к ’ Si к ’Подставляя в равенство (3'), получим, что

Следовательно, массы материальных точек относятся между собою, как постоянное отношение сил к соответствующим ускорениям.За единицу массы принимают массу такой материальной точки, которая под действием единицы силы получает ускорение, равное единице.Положим, что
Л = 1, = С = 1;подставляя эти величины в последнее равенство, получим: 

или ............................................................................ (3)Таким образом, мы видим, что масса материальной точки выражается числом получаемым от деления силы на ускорение, и отсюда заключаем, что сила 
равна массе, умноженной на ускорение:

Р = тд........... (4)Из сказанного следует, что дня определения массы стоит только подей­ствовать на тело какой-нибудь силой и определить ускорение, которое при этом получает тело. Отношение силы к ускорению и будет выражать массу.Если тела не одинаковы (напр., своей формой, размерами, плотностью), то массы их одинаковы, если под действием одинаковых сил, приложенных к их центрам тяжести, они получают одинаковые ускорения.Надо заметить, что в механике силы измеряются килограммами, про­странство — метрами, время — секундами.Рассмотрим величину, которую обыкновенно принимают в механике за единицу массы. Не трудно показать определение массы по весу тела. Известно, что все тяжелые тела падают в пустоте от притяжения земли с ускоре­нием равными 9,8 —у1). Вообразим себе, какое-нибудь тело весом в Qkg,

1) Ускорение свободно падающего тела различно в различных точках земной поверх­
ности, при чем уменьшается от полюсов к экватору (вследсгвие сфероидальной формы 
Земли и ее вращения) и с поднятием на высоту (вследствие удаления от центра Земли ) 
Наибольшее значение на уровне моря оно имеет на полюсах = 9,83 ——т-, наименьшее 
на экваторе д<^ — 9,78

Общепринятой мерой ускорения силы тяжести является величина его на уровне 
моря под широтой Парижа (48°51'), равная 9,81

Мы, ради краткости, принимаем его равным 9,8 .



102падающее под действием своего веса: тогда, чтобы узнать, сколько в нем единиц массы, надо, согласно формулы (4), вес его Q разделить на д = 9,8, и мы получим:
Таким образом, для определения массы по весу надо вес тела (в кило­граммах) разделить на 9,8.Из формулы (4) виден размер массы, когда за основные единицы при­няты: сила (fy), пространство (ж) и время (sec). Мы имеем:разм. [Р] = [кд', mt°, sec0],разм. [д] = [кд°, mt1, sec-2];отсюда получаем: разм. [m] = [kgl, mi~l,sec2].Таким образом, масса является первого измерения относительно силы, 
минус первого относительно пути и второго относительно времени.В физике принята так называемая абсолютная система мер, в которой за основные единицы принимаются масса (грамм), длина (сантиметр) и время (секунда). Таким образом, сила притяжения земли на массу в 1 грамм, т.-е. вес этой массы равен грамм-массе, умноженной на ускорение силы тяжести, равной 981 За единицу силы принимается дина—сила, дающая массе в 1 грамм ускорение, равное одному сантиметру в секунду. Один грамм веса равен 981 дине. Так как

Р = mg, то при такой системе единиц размер силы разм. [P] = [gr‘, cm1, sec-2].
При помощи вышеизложенных соображений могут быть решаемы раз­личные задачи, в которых придется пользоваться кинематическими формулами о равномерно-переменном движении.Задачи могут быть двух родов; в одних спрашивается кинематическая величина, а в других динамическая. Задачи первого рода надо начинать с формул:

Р — тд,...............................................................................(4)
т=='9$’...............................................................................($)где Р обозначает силу, действующую на тело, a Q — вес тела, и из них определять ускорение д, а потом переходить к кинематическим формулам;
= ........................................(О

s = vGt± -у.........................................................................   (2)и из них определять искомую кинематическую величину.Если задачи — второго рода, то надо начинать с кинематических фор­мул и из них определять д, а потом переходить к динамическим формулам (4). и (5), из которых определяется искомая динамическая величина.Для примера решим несколько задач.



103Задача 1. Постоянная сила, равная 2 кд, действует на тело, вес которого равен 19,6 кд. Спрашивается, какую скорость будет иметь тело по про­шествии 5 sec, если начальная скорость равна нулю?Ускорение тела найдется из уравнения (4):
• р

9 = ....масса же его определяется по формуле (5):
19,6 п кд ■ sec2 m='-M=2Tr--’подставляя в формулу (а)\ значение для т, будем иметь:
_ 2 ,nL

9 — 2 ~ 1 sec3 ’

• (a)

отсюда, полагая в формуле (1) начальную скорость v0 = 0, найдем искомую скорость 
_ mt

V — 5 —.г.sec2Задача 2. Сила в два килограмма действует на тело, вес которого равен 29,4 кд, в направлении, противоположном начальной скорости тела, которая равно 100Определить скорость тела по прошествии трех секунд?По формуле (1) при отрицательном ускорении найдем:
v = 100 — Зд.Ускорение определится из формулы (4), в которую следует подставить

29,4 „ кд ■ ssc3 \т = 'ад =3J4i-- отсюда находим
_  2 mt

9 ~ Т Тес2 ’ а скорость
v = 100 —3-4=98 4т-

3 secЗадача 3. Какую силу надо употребить для того, чтобы сообщить- телувесом в 29,4 кд в продолжение 10 sec скорость в ЮО—у?Подставляя данные в формулу (1) при v0 = 0: — Pt
. mt mt
100 =^7^-10sf!c>найдем ускорение, которое необходимо сообщить телу.1 л mt 9 = 1° ТТЛ-,, „ г, kq • sec2Масса тела, по предыдущей задаче, равна 3 -mt—.Поэтому, чтобы сообщить ему ускорение Ю—j 00'нужно приложитьк нему силу

кд ■ sec2 . mt _ , 
1 =3 - тГ-- 10^ = 30 к9-



Задача 4. Тело весом 29,4 кд имеет скорость, равную 100 mt. Какую силу надо употребить, чтобы остановить тело в течение 10 sec?Эта задача, обратная предыдущей, имеет те же численные значения заданных величин, и потому ответ можно дать, не решая ее. Сила нужна в 30 кд. Подробное же решение задачи получится в таком виде: по фор­муле (1) определяем нужное ускорение (отрицательное).0 = 100-3-10, 3=10Масса тела, по формуле (5), будет: У' (О
29,4 _ кд sec2

т = — 3 .9,8 mtОтсюда потребная для остановки сила найдется, подставив данные в формулу (4):
Р = тд = 3 • 10 = 30 кд.Задача 5. Сила в 5 кд действует на тело неизвестной массы, движущееся с начальной скоростью, равной 20 по направлению силы. Через 8 sec скорость тела равняется 100-^-. Определить массу тела?_.г^^’-По формуле (1) имеем: 100 = 20 + 3-8, h:l>Sоткуда находим ускорение, с которым двигается тело:

# - а-Так как сила равна 5 кд, то по формуле (4) находим массу тела;
■2>

w____5____1 ,
" — 10 — 2 mt ’ w-откуда вес его • 9,8 = 4,9 кд. /о:Задача 6. Определить., врс телак если оно, имея начальную скорость 10 . под действием силы в 20 кд за 5 sec проходит путь, равный 200 mt.По формуле (2) имеем * аУ? ~ >hJ_£?

25 °")200 = 10 • 5 -+д . -f - =50-4-<? • ~ >ч - ГЙ?

откуда:
Масса _Л 25 300 mt150=^-у,тела

20 5 кд ■ sec2
т ~ 12 ~3 mt ‘откуда вес его а -

•>
5 1

Q = т • 9.8 = у 9,8 = 16 3 кд.

§ , „ -- -------- ---
4. Действие переменной силы на материальную точку.f1. Положим теперь, что на материальную точку действует сила Р. переменнаяпо величине, но постоянная по направлению. Докажем,, что выведенная формула 

Р = тдсправедлива также и в этом случае. •



105 —Очевидно, что, если наша материальная точка находится » покое, и на нее подействует сила Р, то произойдет движение прямолинейное, так как сила сообщает точке скорость по своему направлению, — направление же силы Р постоянно. Отсюда заключаем, что движение нашей материальной точки будет совершаться по закону:
Будем рассматривать момент времени t и другой, весьма близкий к нему 

(t Д- “)• В момент t сила, действующая на материальную точку, есть Р: пусть в момент (t 4- т) сила будет уже не Р, а некоторая другая, Q, так как, по условию задачи, сила переменна по величине.Положим, что Q > Р. Если бы в момент t сила перестала действовать, то точка стала бы двигаться по инерции с тою скоростью, какую бы она имела в момент прекращения действия силы, т.-е. со скоростью
Если бы, далее, в промежуток времени т сила не изменялась, то ускорение, 

Р рсообщаемое ею, равнялось бы — . Умножив — на т, мы получили бы при-
. _ Рращение скорости за время т; это приращение было бы равно ~ • т, и вся скорость в конце времени (£Д-т) равнялась бы:

г w+4*............................ («)•Но, написав такой результат, мы сделали бы ошибку, так как в конце про­межутка времени т сила оказывается равной уже не Р, a Q, т.-е. к концу промежутка времени т сила возросла на Q — Р, так что, если бы мы при­няли, что в течение промежутка времени т действовала вся сила Q, то к скорости (а) надо было бы прибавить еще член
Для получения истинной скорости мы прибавим не все количество (р) а лишь часть его 

где 0 < г < 1 и может быт выбрано, смотря по надобности. Таким образом, скорость в конце промежутка времени (t Д- т), т.-е. f' (£Д-т), выразится/■'W + “-x+e.^.T = /-'(t + T).................................... (Т).Разлагая правую часть формулы (у) в ряд по строке Тэйлора, получим:+ (О-т + Г' (<) .Сокращая, получим:
= f" (!) + f" (0 -Л +.....



106Переходя к пределу, т.-е. полагая т= 0, и замечая, что в пределе Q обра­щается в Р и (Q — Р) в нуль, будем иметь возможность написать:
~ = f" ©=Лоткуда Р = ж/ " (/) = т = тд, (3)что и требовалось доказать.2. Остается рассмотреть случай криволинейного движения и узнать, какова будет при этом связь между силой и полным ускорением.Криволинейное движение имеет место всякий раз, когда на материаль­ную точку действует сила, .величина и направление которой с течением времени изменяются, или когда направление начальной скорости не совпа­дает с направлением силы.Положим, что материальная точка движется по траектории CD (фиг. 7). Если бы сила в рассматриваемый момент времени перестала действовать, то материальная точка стала бы двигаться равномерно по направлению касательной ОА, но так как сила продолжает дей­ствовать, то получится движение сложное, состоящее из движения, сообщаемого силой, и из движения по инерции. Пусть сила направлена по ОБ. Это направление и величина силы могут быть рассматри­ваемы в бесконечно малое время, как постоянные; поэтому сила сообщает точке равномерно ускоренное движение по

Рлинии ОБ с ускорением — — это видно-из формулы (о), 
т *

откуда следует, что
9Движение точки сложится из этого равномерно ускоренного движения- и из равномерного движения, которое происходит (на основании второго основного закона механики) от движении по инерции; поэтому полное уско­рение сложится геометрически из ускорения равномерно - ускоренного дви- 

ржения, которое равно —, и из ускорения равномерного движения, которое равно нулю. Очевидно, что это полное ускорение сложного движения будет 
Рнаправлено по линии ОБ и равно —. Обозначив его через получим

р 
т 'т.-е. теорему: Бо всяком криволинейном движении движущая сила напра­

влена по полному ускорению и равна произведению массы на полное уско­
рение:

Р — mj................................  (6)
§ 5. Равнодействующая сила. В статике равнодействующей силой мы называем ту силу, которая уравновешивает несколько сил, будучи взята 



107в прямо-противоположную сторону. В динамике же равнодействующею назы­вают силу, производящую то же действие, какое производят несколько сил. На основании второго закона механики равнодействующая с точки зрения динамики есть также равнодействующая •'и с точки зрения статики. Дадимдинамическое доказательство сложения , /Всил, действующих на одну материаль- ную точку. S1. Положим, что на материальную р /точку М (фиг. 8) действуют три силы:
Р и Р' стремятся подвинуть точку /вправо, каковое направление и примем за положительное, а сила Р"— влево, но все силы направлены по одной /прямой. От силы Р точка получит „•> / 

р Sускорение д = где т — масса мате- риальной точки М, от силы Р'—уско- az
, Р' рение 0 =— в ту же сторону, но от фиг 8силы Р" она получит ускорение

Р"= т влево. Пространство, пройденное за время t от действия первой 
at2силы Р, будет равно ж,— у, от действия одной второй силы Р' будет 

х2 = g—, и от действия третьей силы Р" будет х3 — • Называя через хпространство, пройденное от совместного действия данных сил, равное по второму закону хх Ц- ж2 — ж3, получим:
x = xl+xi-xz = (д-}-д'—д") = ^\Р + Р' — Р").

Назвав через R равнодействующую силу, а через gQ ускорение ею произво- 
Rдимое и равное —-, увидим, что пространство, пройденное от действиясилы Л, будет равно у got или . Но это пространство должно быть равно пространству от совместного действия слагаемых сил; поэтому можем написать уравнение:

t2"т = 2>п lP+P' — Р") ИЛИ « = Р + Р’ - Р".

Таким образом, получаем теорему: равнодействующая сил, направлен­
ных по одной прямой, равна алгебраической сумме слагаемых сил.2. Теперь обратимся к случаю двух сил, действующих под углом. Положим, что на точку О (фиг. 9), имеющую массу т, действуют силы О А — Р и ОС = Q. Пусть равнодействующая их есть О В = й. От дей­ствия силы Р материальной точке сообщается ускорение g — -~п~; путь, прой­денный во время t, будет

01) = 1
2

'Pt2
2т=
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От действия силы Q ускорение, сообщаемое ею точке, будет д' = и путь, пройденный от действия Q во время t, будет:OF = ~ g't 2т ’

Фиг. 9.

R нее д0 — ~, так что

Таким образом, движение, происшед­шее от совместного действия сил Р и Q, будет совершаться по ОЕ, т.-е. по диаго­нали параллелограмма, построенного на путях, пройденных от действия данных сил; при этом ОЕ будет представлять пространство, , пройденное равномерно ускоренным движением с некоторым уско­рением д0 во время t, так чтоОЕ = .LiНазывая силу, которая производит то же движение, через Р, получим для
Построив на ОА и ОС параллелограмм, найдем, что он подобен первому, так как

ОА _ Р_в _ ос .0D ~ ое" — OF ’ но
ОА ) _ _ 2т_
OD ~ OD — ’так же найдем, что

ОС _  Q __ 2т
OF “ OF ~ 12" •Взяв пропорцию:
ОА _ ОВ _ 2т /OD ~ ОЕ ~ f2 > найдем, что ОВ = ОЕ • = R.Отсюда следует теорема параллелограмма сил: Равнодействующая двух 

сил, действующих под углом, и динамически выражается по величине 
и направлению диагональю параллелограмма, построенного на слагаемых 
силах.3. Эта теорема была выведена для случая постоянных сил, действующих на покоющуюся точку; но, пользуясь теоремой о сложении ускорений, можно распространить ее на какое угодно движение.Пусть на материальную точку А (фиг. 10) действуют две силы Р и Q, и пусть АВ будет путь, описываемый точкою от действия силы Р и от начальной скорости точки, и АС — путь, описываемый от действия силы Q').

’) Не принимая уже во внимание влияния начальной скорости точки. 
Прим. ред.



109 —Для получения щти сложного движения, изображаемого, положим, кривою AD, поступаем по правилам, изложенным в кинематике. Чтобы найти равнодействующую силу данного сложного движения, пользуемся теоремой о сложении ускорений движения при поступательном движении траектории. Действительно, положим, что у, = AL есть ускорение движения, направлен­ного по АВ, сообщаемое силой JP, а ускорение в движении по АС, сооб­щаемое силой Q, пусть будет = AN; тогда ускорение j в сложном движе­нии по AD выразится диагональю параллелограмма AF.Построим параллелограмм АЕКТ, подобный параллелограмму ALFN, но больший его в т раз, где т— масса точки. ТогдаАЕ = — Р,АТ — mj2 = Q.Что же касается до АК, то назвав через R силу, могущую сообщить уско­рение /, найдем, что АК = mj = R.Таким образом теорема доказана.Так как полное ускорение j равняется:
что известно из кинематики, и так как мы нашли, что Р = mj, то, сделан подстановку, получим для силы Р такое выражение:о i// ^v\2 । (mv2\2 Р = I/ т у, 4- —■ , r \ dtj \ (? ) ’ где

mdtесть проекция силы на касательную, а
= р 

Q Песть проекция силы на нормаль; сила Рп называется центростреми­тельной, а сила Pt —тангенциальной составляющими действующей силы.
§ 6. Дифференциальные уравнения движения свободной материаль­

ной точки. Положим, что свободная материальная точка М (фиг. 11) под действием силы р описывает некоторую криволинейную траекторию, отнесенную к прямоугольным осям координат xyz. Если масса этой точки т, а ускорение, полученное от действия силы Р, есть у, то связь между силой, ускорением и массой выразится известной формулой:
Р = mj, • • ........................................................................(6) 



110при чем сила Р будет направлена по полному ускорению j. Назовем через «, Р и у углы, которые — полное ускорение, а, следовательно, и сила, обра­зует с осями координат.Если теперь помножим уравнение (6) последова­тельно на cos a, cos (3 и cos у, то получим три соотношения:
Р cos а = mj cos а, 
Р cos [3 — mj cos 3, 

lP cos 7 = mj cos y, ■ (7)

HO
P cos a = X, 
P cos (3 = I, 
P cos 7 = Z;это — проекции или соста­вляющие компоненты данной силы по осям координат Ох, Оу и Oz, которые мы обо­значим через X, Y и Z. Что же касается j cos а, то легко видеть, что это есть проекция полного уско­рения на ось Ох, так что

<Рх.7 COS а = про-? = -^2 ;точно так же, по аналогии для осей Оу и Oz будем иметь:
/cos? = npy/ = ^,

d‘-z.7 COS 7 = прг ; = ^т-
Подставляя найденные величины в формулу (7), получим:

„ d2® т, ' d2y „ d'2z /ОЛ
m dt2 ' ~ m dt* ’ — w dt*.................................Эти три уравнения называются дифференциальными уравнениями дви­

жения свободной материальной точки. С помощью их можно определить движение, если даны силы X, Y и Z, и, наоборот, найти силы, когда известно движение. Последняя задача гораздо проще, ибо, если даны урав­нения движения
x=f(t\

у = fi (О»
г = /2 (О,то определение сил X, Y и Z сводится к простому дифференцирова­нию. Наоборот, если силы X, Y и Z даны, как некоторые функции 



Illкоординат, а нужно определить координаты в функции времени, то отыска­ние функций
x = f (t),
У = 1\ (Ph\ = (О,сводится к интегрированию совместных дифференциальных уравнений второго порядка, что по большей части представляет значительные затруднения и может быть выполнено лишь в некоторых случаях.

§ 7. Силы инерции. Переходим к установлению понятия о силах инерции. Силой инерции материальной точки называют фиктивную силу, которая по величине равна произведению массы материальной точки на полное ускорение, а направлена в сторону, противоположную пол­ному ускорению.[Сила инерции называется фиктивной потому, что она в отличие от действительных сил, не вызывает изменения движения материальное точки и вводится условно, именно, лишь в случае, если желают привести задачу о движении материальной точки к задаче о равновесии сил].Введение понятия о такой фиктивной силе облегчает формулировку и применение многих теорем динамики, особенно в вопросе об относи­тельном движении и о движении несвободной материальной точки.Обратив снова вниманиена уравнение движения (6), Z
Р =и написав его в виде

Р — = О,•мы' можем смотреть на него, как на уравнение равновесия, и выразить его так: если остано­
вить свободную материальную 
точку в какой-нибудь момент 
времени и прибавить к ней, 
кроме имеющейся движущей 
силы Р еще силу инерции 
Q (проекция Q на направление силы Р, согласно определению, будет равна — mj), то получим 
равновесие.Пусть на материальную точку М (фиг. 12) массы т действует сила Р, сообщая ей ускорение j. Тогда по предыдущему мы имеем:

9 Если на точку действует несколько сил, или движение точки стеснено связями, 
то сила Р есть равнодействующая всех сил, действующих на материальную точку, вклю­
чая и реакции связей. Прим. ред.



112' Из последнего уравнения видим, что сила Р слагается геометрически mw2 dv п v2из двух перпендикулярных друг к другу сил: — и т -у-.. Замечая, что — — * • ■ - о а1 о
dvесть ускорение центростремительное, а ----- тангенциальное, мы соответ­ственно этому и самые силы назовем:

п ■ v

Рп = nijn = т -силой центростремительной и
•п . wuPt = myt =силой тангенциальной.Такое разложение сил часто употреблял Эйлер в своем курсе меха­ники (Leonhard Euler. Mechanica, sive motus scientia analytice exposita. Petrop. 1736).Если отложим силу инерции Q (фиг. 12), которая равна по абсолютной величине ту, но направлена в сторону, противоположную силе Р, то заметим, что проекции ее на касательную и нормаль будут: Qt = — т-& , Qn = — т—, по величине равные проекциям действующей силы Р и противоположные им по знаку. Первая называется тангенциальною силою инерции и напра­влена в сторону, обратную тангенциальному ускорению; вторая называется 

центробежной силой инерции и направлена во главной нормали от центра кривизны. 'Являясь составляющею фиктивной силой инерции, центробежная и тан­генциальная силы инерции суть силы фиктивные; мы должны присоединять их к числу действующих на материальную точку сил лишь в случае, если вопрос об абсолютном движении точки мы хотим рассматривать, как задачу о равновесии действующих на нее сил. Такая постановка задачи о движении материальной точки является особенно естественной при определении сил, действующих на материальную точку, а также давлений ее на препятствия, стесняющие ее движение. В этихзадачах силы инерции ничем не отличаются от реальных сил; в частности, при определении давления на препятствия можно считать, что сила инерции точки, наравне с действительными силами, приложена не к материальной точке, а непосредственно к тем телам, которые задерживают точку на ее траектории. Если, например, некоторый шарик М (фиг. 13) движется при отсутствии внешних сил по цилиндрическому своду, описывая круг, то на него действует лишь сила Р давления свода, которая для шарика есть сила центростремительная. Но по третьему закону динамики шарик М сам давит на свод с такою же силой равной силе Р. Эта сила Л' для шарика будет центробежной силой инерции* и можно сказать, что свод находится под действием этой силы.



113Реальным примером такого движения, когда движущееся тело центробежной силой инерции прижимается кверху, может служить известная игрушка, где тяже­лая коляска, сбегая по рельсам с не­которой высоты h и тем приобретая большую скорость, описывает затем круг в вертикальной плоскости, все время прижимаясь к рельсам центробежной силой (фиг. 14). Чтобы это было возможно, необхо­димо, чтобы в верхней точке кру­гового пути центробежная сила
Фиг. 14.. v

mjn —(где г есть радиус круга), направленная кверху, превосходила силу веса коляски Р = тд, направленную книзу. Отсюда видно, что скорость тележки должна удовлетворять неравенству:
>\гд.где д ускорение силы тяжести. Далее будет доказано, что если движение происходит без сопротивления, то скорость коляски в верхней точке круга выразилась бы формулой:

v = }/2д (А—2r),® v2 — 2д (Л — 2г)](скорость, приобретаемая материальной точкой, зависит только от разности между высотами начальной и данной точек пути и вовсе не зависит от формы траектории, по которой движется точка). Таким образом, получаем
2д (li — 2г) > гд, откуда находим, что
к-2г>^, 

h > -j- г,т.-е. исходная точка пути должна возвышаться над верхней точкой круга, по крайней мере, на половину радиуса последнего. На деле, вследствие встре­чающихся сопротивлений и для надежности, высота h должна быть гораздо больше., Обычно ее делают равной приблизительно двум диаметрам круга.Иногда подобные игрушки осуществляют в большом размере, и тогда на них совершают «мертвые петли» велосипедисты.[Когда артиллерийский снаряд ударяется в броню, то встречает ее сопротивление. Вследствие быстрой остановки снаряда в нем развивается огромная тангенциальная сила инерции, которая и пробивает броню].
§ 8. Движение тела по вертикальному направлению. На тело, брошенное по вертикальному направлению снизу вверх, действует постоянная сила тяжести, которая, будучи приложена отдельно, сообщает телу равномерно ускоренное движение, направленное вниз; кроме того, тело будет двигаться по инерции снизу вверх, вследствие сообщенной ему в начальный момент скорости. Тогда, на основании второго закона дина-
Жуковский Теоретическая механика. Ч. II. , 8 



114 —мики, оба движения сложатся, и мы получим следующие формулы, характе­ризующие сложное движение:'
v = v0 — gt,

S = vQt — у,где v есть скорость, s — пространство, пройденное в сложном движении, 
vQ — начальная скорость, д — ускорение силы тяжести, равное, как известно, 9,8 m/sec2, a t — время.Из первой формулы можно определить время, в которое тело подни­мается на наибольшую высоту; при этом конечная скорость v = 0, а следо­вательно:

v0—gt= О, откуда
t = - max 9 'Введя эту последнюю величину во вторую формулу, получим величину, выражающую наибольший путь, или, иначе, наибольшую высоту поднятия тела:_ jV _ V _ yoii-rnax — д — 2д-Вниз тело будет падать от действия силы тяжести равномерно уско­ренно и скорость, с которою оно упадет на место подъема, определится по формуле: Ч, = ]/ 2/?s =Значит, при падении обратно в точку, откуда тело было брошено вверх, оно приобретает ту самую скорость, с которою было брошено вверх.Заметим, что при выводе вышенаписанных формул мы не принимали во внимание сопротивления воздуха.

§ 9. Движение тела, брошенного под углом к горизонту. Положим, что тело брошено из О (фиг. 15) с начальной скоростью я0, образующею с горизонтом угол а. Возьмемоси координат, имеющие начало в том положении движущейся точки, из которого ее бросили, и расположим их так, чтобы ось Ох была горизонтальна, ось Оу вертикальна, а пло­скость ху прохддила через направление начальной ско­рости v0.Разложим скорость v0 на составляющие по осям коорди­нат. Они будут равны vocos а для оси Ох и vQ since для оси Оу.Если бы на материальную точку сила тяжести не действовала и ско­рость v0 since была равна нулю, то точка двигалась бы по оси Ох равно­мерно со скоростью
vx = v0 COS се.



115С другой стороны, если бы действовала лишь одна сила тяжести а скорость vx равнялась нулю, то точка двигалась бы по оси Оу равно­мерно-замедленно с ускорением (—д\ где д есть ускорение силы тяжести, так что мы имели бы
vy =vosina - gt.Пространства, пройденные в подобных движениях, выразились бы так:
х = v0 cos а • t;.............................................. ■ . . . . (9)
У = VO sina ■ t — ....................................................(10)Скорость точки во всяком месте пути получится, если сложить ско­рости по осям Ох и Оу, так что скорость точки выразится вообще формулой:

или, подставляя вместо vx и vy их величины, формулой:
v2 = г?0 cos2 a + (v0 sin a — gt)2 = v02 cos2 a v02 sin2 a — 2v0 sin a ■ gt +дЧ* == v20 — 2v0 sin a • gt -\-g2t2 = vQ2 — 2g (v0 sin a • t — = v20 — 2gy.Следовательно, во всех точках, лежащих на одинаковой высоте (где у одинаковые), тело имеет одинаковую скорость v.Теперь определим путь, по которому будет двигаться точка. Для этого из уравнения:

х = vQ cos a -t определим время t:

t = ——vQcos aи подставим это выражение в формулу (10):
vnsina х2 , а 2

у ~ ■ Х ~ 9 ■ 2vo2cos2a~х^ёа— 2vo2cos2a Х ‘Это есть уравнение второй степени относительно х\ следовательно, путь точки представляет собою кривую второго порядка. Для определения вида кривой составим выражение: В2 — 4ЛС, где А, В и С суть коэффициенты старших членов уравнения кривых второго порядкав общем виде. В уравнении (11) коэффициент при х2 есть
/1 — 9

2г>02 cos2 а 'коэффициенты же В и С равны 0, потому что в нем нет членов с ху и у2. Таким образом, находим:
В2 — 4= АС = О, что имеет место для параболы. Следовательно, тело, брошенное под углом 

к горизонту, будет двигаться по параболе.Покажем теперь, что парабола эта имеет осью линию, параллельную оси Оу, и найдем положение ее вершины D, координаты которой пусть будут 
а и Ъ. Для этого перенесем начало координат в точку D, при чем напра-

8* 



116вление новых осей оставим прежним (параллельным старым), а направление оси Оу' возьмем вниз. В таком случае формулы для перехода от старой системы осей координат к новой будут таковы:
х = а 4- х'\ 
у = Ъ — у'.Подставляя эти равенства в уравнение (11), найдем:(& — У) = (ж' + а) tga — 2t,o2fos3" (я' + «)2 = («' + ») tga —

“ '(Ж'2 + + 2аХ>) = а tg а ~ + х' а - 

__ ад _ дх’*
v02 cos2 а ' 2v02 cos2a ’Выберем координаты а и Ъ так, чтобы постоянные члены и коэффи­циент при х' обратились в нули; для этого необходимо, чтобы

а2д 1 г,

702cos2“a ~ О’’отсюда находим:
а = —- sin a cos a = sin 2 a...............................................(12)

9 *9 47
7 W)’ • 2 * 2 V *2 / 1 о \й = — sin2 a--------  sin2 a = -£- sin2 a...............................  (13)9 -9 • ~9При таких величинах а и b получим уравнение траектории в виде:

У'=2^^-аХ'^ или ,
,, 2v02 cos2 а , '

----у', аИз этого уравнения уже ясно видно, что траектория есть парабола, ось которой направлена по оси Dy', т.-е. параллельно оси Оу, и что параметр ее
v02 cos2 a

Р = —Т~ -так что уравнение параболы можно переписать еще так:
х'* = 2ру'.Отверстием эта парабола обращена в положительную сторону оси Dy' или в отрицательную относительно оси Оу; из того же уравнения видно, что точка D (а, &) есть, действительно, вершина параболы (получилось уравнение, отнесенное к вершине параболы).Формула (13) показывает, что при одной и той же начальной скорости v0 материальная точка поднимется на наибольшую высоту при a = 90°, так 



117как при этом значении угла а количество sin а получит наибольшую вели­чину, равную единице. Наибольшая высота подъема будет:.........................................................................(14)Чтобы определить место точки В, в которую упадет материальная точка в конце движения (полагая местность горизонтальной), заметим, чтоОВ = 2а = — sin 2 а.9Отсюда видно, что наибольшее расстояние по горизонтальному напра­влению, т.-е. ОВтах, будет при 2 а = 90°, или а = 45°; следовательно,
,•22ат„ = ^......................................................................... (15)Формула (14) дает нам высоту, на которую поднимется тело, брошенное по вертикальному направлению с начальной скоростью v0. Формула (15) показывает, что по горизонту тело залетает на расстояние, вдвое большее; при этом оно поднимается вверх на высоту, равную половине наибольшей высоты подъема при данной скорости; действительно,sin 45° = ,sin2 45° == Ц- ;отсюда

А ----- У02 <,^2 дкО ___  vo2
O45 — 2д sin — Ц •

§ 10.' Работа силы. Когда точка приложения силы перемещается, то говорят, что сила производит работу. Если же па тело действует сила и точка ее приложения неподвижна, то говорят, что сила не производит никакой работы. Создание таких условий, при которых точка приложения силы может перемещаться по направлению действия силы, называется запасом работы. Этот запас работы называется потенциальной энергией.1. Рассмотрим работу, когда сила постоянна. Величина работы в этом случае определяется из следующих- основных свойств ее:1) Если пройденные пути одинаковы, то работа пропорциональна дей­ствующим силам.2) Если силы одинаковы, то работы, ими произведенные, пропорцио­нальны пройденным путям.3) Если сила действует под углом к направлению пути, то ее разла­гают по направлению пути и по нормали к нему; последняя составляющая (по нормали к пути) работы не производит и вся работа равна работе слагающей, направленной по пути.4) Когда сила направлена по направлению движения, то работа поло­жительна; если же в сторону,. противоположную движению, то работа отри­цательна.Положим, что имеем силу Р, точка приложения которой проходит путь s, и силу Р', точка приложения которой проходит путь s'. Вообразим теперь силу, равную Р', точка приложения которой проходит путь $. Работу 



118в первом случае назовем через Т, во втором через Т' и в третьем — через Т", т.-е.
Т работа силы Р на пути s,
Т' » » Р' » » s',
Т" » » Р' » » s.Сравнивая первый случай с третьим, найдем, по указанному положению первому, следующую пропорцию:

7’ _ _-Р_
Т' — Р' •Сравнивая второй случай с третьим, получим, по второму определению, пропорцию:
Т" s 
г ~~ s' 'Перемножив эти пропорции, получим:

_т____ P-s
г — Р' ■ s' *Положим теперь, что Р' = 1 и s' = 1, и условимся для этого случая принимать Т' = 1, т.-е. будем считать за единицу работы работу, совер­шаемую единицей силы на единице пройденного пути; тогда будем иметь:
т P-s 
1 ~ 11 ’ или

Т=Р s..................................................................................(16)Итак, работа постоянной силы, направленной по движению точки ее 
приложения, равна произведению силы на пройденное пространство.Из формулы (16) сразу виден и размер работы: она первого измерения относительно силы, первого относительно пути и нулевого относительно времени: разм. [Г] =[-?’, s1, t°].Для измерения работы силы употребляется особая единица. Так, если силу измеряют килограммами (kg), а пространство метрами (mt), то единица работы называется килограммометром. Если силу измеряют пудами, а пройденный путь — футами, то единица работы в этом случае называется пудофутом. В абсолютной системе мер работу измеояют дин- сантиметрами или эргами. Единица работы, равная 107 эргов, называется 
джоулем (электрическая единица работы). Один килограммометр равен 9,81 • 10’ эргов = 9,81 джоулей. Один пудофут равняется 5 килограммо­метрам.Если двигатель производит работу в течение продолжительного времени, например, нескольких часов, то для характеристики силы (мощности) дви­гателя определяют работу, которую он производит каждую секунду, Секундная работа называется мощностью. За единицу мощности прини­
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мают работу, равную 75 килограммометрам {или 15 пудофутам) в секунду, 
и называют ее лошадиной силой (работой лошади). Двигатель, дающий работу N лошадей, называется двигателем в N лошадиных сил. В электро­технике, где принята абсолютная система мер (С. S'. S.), за единицу мощ­ности берут уатт — один джоуль в секунду. Одна лошадиная сила равна 9,81 • 75 — 736 уаттам.Рассмотрим теперь случай, когда постоянная сила Р образует с напра­влением движения точки ее приложения некоторый угол а (фиг. 16). Пусть путь, пройденный при этом, будет s. Чтобы определить работу, разлагаем силу на двесилы Q a N. Тогда по третьему свойству работы заключаем, что работа силы Р будет равна работе слагающей силы Q. Следова­тельно, работа в настоящем случае выра­зится так:

T = Qs,но
Q =Р cos я,поэтому 

Фиг. 16.T = Pscosa, . . . .(17)т.-е. работа постоянной силы, образующей угол с направлением пути, 
равна проекции силы на направление пути, умноженной на вели­
чину пути.Необходимо заметить, что определение это есть самое общее, потому что в нем заключаются все случаи работы, а также и знак величины работы. Дав работе, как математической величине, такое определение, мы могли бы вывести из него все вышеизложенные свойства работы. В самом деле, положив в формуле (17), что а = 0°, получим: Т = Р • s, — уравнение, нам уже известное. Если a = 90°, то Т = 0, так как cos 90° — 0; значит, сила, 
перпендикулярная пути, работы не производит. Если a = 180°, то 
Т = — Р ■ s, т.-е. сила, противоположная направлению движения, произ­
водит отрицательную работу.II. Положим теперь, что сила переменна. Чтобы определить в этом случае работу, разделим путь s на бесконечно малые части As (фиг. 17).Тогда можно положить, что на про­странстве бесконечно малой части As ,v пути величина силы, а также напра­вление ее не изменяются; поэтому работа на пути As' выразится так:

Р = Р' cos а' ■ As',где а' — угол между направлением силы и направлением пути Asв течение первого промежутка времени; работа на второй бесконечно-малой части пути
Тп = Р" cos a" • As", 



120и т. д. Величины Т', Т", Т'" и т. д. называются элементарными работами. Очевидно, что работа силы на всем пути будет равна сумме элементарных работ
Т = Т' + Т" +................,или

Т = Р' cos а' • As' -f- Р" cos а" ■ As" = 2 Р cos я • As.Переходим к пределу, полагая As стремящимся к нулю; получаем:
Т = lim SP cos а • Pcos а • ds.

Написанную формулу можно представить графически (фиг. 18). Для этого на оси абсцисс будем откладывать бесконечно-малые отрезки путей As, а на оси ординат — соответствующие им величины проекций силы на напра­вление пути, т.-е.
Р cosa, Р' cos а', Р" cos а'Соединив концы ординат, получим некоторую кривую линию ВС. Работа силы Р на пути OD выразится пло­щадью OBCDO, потому что элементар­ные работы выразятся площадями бес­конечно-малых прямоугольников, впи­санных в кривую ВС, так как в про­должение этого промежутка As можно силу считать постоянной по величине и направлению. Линия ВС называется кривою сил.Дадим теперь понятие о средней силе. ( такая постоянная сила, которая производит какую производит на этом же пути переменная среднюю силу, а через Т работу пере­менной силы, то

R s = T,

Средней силой называется 1 на пути s ту же работу, : сила. Если через R назовем
откуда *4-т.-е. средняя сила равна работе пере­
менной силы, разделенной на прой­
денный путь.Теорема. Работа равнодействую­
щей силы равна сумме работ сил 
слагающих.Пусть на точку М (фиг. 19) дей­ствуют силы: Р, Рг, Р2,... Рп и пусть точка их приложения проходит путь ММ'= s. Положим, что а, ап а2,...., суть углы, образуемые силами с направлением пути ММ', и X — угол, обра­зуемый замыкающей стороной силового многоугольника (равнодействующей)
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R с ММ'. Тогда на основании теоремы о проекции замыкающей стороны силового многоугольника, можем написать:
Помножив обе части равенства на s, получим:Pcosa • s-pPjCOSG^ . s-\-P2 cosa2 ■ s-|- ... + Pn cosan • s = R cosk • s, 

ИЛИ
2Р cosa ■ s = R cosl -s.Это равенство и доказывает нашу теорему, потому что произведение из проекции силы на пройденный путь и есть работа.Теорема. Работа силы на данном пути равна сумме работ на соста­

вляющих путях.Назовем через a0, a,, a,,... an (фиг. вляющими путями с направлением силы Р, силою Р с замыкающею стороною, (т.-е. составным путем з) многоугольника, построен­ного на составляющих путях. Тогда, на осно­вании теоремы о проекции замыкающей сто­роны многоугольника, можем написать:
через к — угол, образуемыйи20) углы, образуемые соста-

Т . . . Т % .• Помножив обе части уравнения на Р, получим: Ps cos k = Psq cos a0 4- Psx cos a, что и доказывает теорему.Теорема. Элементарная работа силы на данном пути равна сумме 
работ ее компонентов на отрезках, представляющих проекции данного 
пути на оси координат.Пусть на точку а (фиг. 21) действует силаР, разложенная по[прямоуголь- ным] осям координат; пусть составляющие ее будут X, У, Z. Далее, пусть точка приложения силы R проходит бес­конечно-малый путь ab = Де, проек­ции которого на оси координат будут △ж, Ду и Дя. Тогда, называя углы, образуемые направлением Дз с осями координат, через a, f и у, и угол, образуемый силою R с направле­нием пути Дз, через к, будем иметь на основании первой теоремы:

R cos к • Дз = X Дз cos а 4~4- Y Де cos р -\-Z Де cos у . (18).Но не трудно заметить, что Де cos а есть проекция пути Де на ось Ох и равна Дж; то же будет, соответ­ственно, и для других осей, так чтоДз cos a = Дж, Дз cos р = Ду, Дз cos у = Д^.



122Вставляя найденные выражения в формулу (18), получим:
R cos X • As — X • Ах + К • Ау Z Az.Это равенство и выражает собою требуемую теорему.

Примечание редакции. Так как перемещение точки приложения силы
As = v At,где v — скорость точки приложения, a At время действия силы, то элемен­тарная работа силы может быть представлена также в виде

R cosX ■ v At = Rvcosh At.

§11. Теорема ЖИВЫХ СИЛ. Между работой силы и скоростями мате­риальной точки в начале и конце движения существует некоторое соотноше­ние, которое называется уравнением живых сил.
Живою силою материальной точки называется произведение массы ее 

, ■ Wit'2
на половину квадрата скорости, т.-е. -у-.I. Сначала выведем уравнение живых сил, предполагая, что на свобод­ную материальную точку действует некоторая постоянная сила, направлен­ная по ее начальной скорости.Назовем постоянную силу (фиг. 22) через Р, массу точки А через т, а начальную скорость через vQ. Движение точки А сложится из движения по инерции со скоростью v0 

А Р в Vй равномерноускоренного, сооб-■т--------* —........... -•**•---------- --* щенного силою Р. Ускорение этогопоследнего, как известно, будет
_ Р 

Фиг. 22. 9 т '

Называя, скорость по истечении времени t через v, а пройденный путь АВ через s, получим:
v = v9-\-gt, ............. (1)s = ^ + <;..................................  (2)to/подставляя значение из уравнения (1) в уравнение (2), будемиметь: о — V~V0 ( ,, I v~vo \ VO . v + v0 у2 — Vq2

. S — 9 Ио-Г 2 I - g 2~~ 2g 'Теперь подставим вместо у его значение получим:
V2—v(,2 _ m(v2 —v02) 

2Р - 2Р ’ 
тоткуда Ре — 1 s — 2 2 •



123Это уравнение и дает знаменитую теорему живых сил:
Приращение живой силы на данном пути равно работе действующей 

силы на этом пути.Если бы сила действовала в сторону, противоположную скорости v, то ее работа была бы отрицательна,—Г,но тогда ускорение g было бы тоже отри- 
* рцательно; д =— Подстилая его в нашу формулу, мы нашли бы, что

2 ’

mv02

-Ps=?- или
1 ~ 2Если бы начальная скорость движущейся точки была бы равна нулю, т.-е. v = 0, то живая сила в какой-нибудь момент времени была бы равна работе данной силы, и обратно.Определим размер живой силы. Нам известно, что масса — первого измерения относительно силы, второго относительно времени и минус первого относительно пространства:разм. [ж] — [кд1, sec2, mt~1]',скорость же первого измерения относительно пространства и минус первого относительно времени : разм. [у] = [mt1, sec-1]; поэтомуразм. [^г]= [ кд1, sec2, -Г?пР, = [ кд1, mt1, sec°j, . (19)

т.-е. живая сила первого измерения относительно силы, первогоже относительно пространства и нулевого относительно времени.Термин „живая сила‘‘ введен в механику Лейбницем. Он измерял силу вообще ее работою, при чем силу, действующую на неподвижную точку, он называл мертвою силою. Теперь сила измеряется килограммами, а на живую силу смотрят, как на работу, и измеряют ее килограммометрами. Это следует из того, что, по теореме живых сил, живая сила равна работе; к тому-же из уравнения (19) видно, что размер живой силы таков же, как и размер работы.II. Мы доказали теорему живых сил в предположении, что сила направлена по движению и постоянна по величине. Теперь предположим, что сила направлена по движению, но величина ее переменна.Разделим пройденный путь s на бесконечно-малые части As и пред­положим, что сила остается постоянною на протяжении всякого элемента пути As и переменяет свою величину только при переходе с одного элемента на другой. Пусть Р,,.. . Рп будут величины силы для различных элементов пути As,, . . . Asn.Далее, назовем через v0 начальную .скорость, через — скорость в конце первого элемента пути, через v2 — скорость в конце второго элемента и т. д. Tafc как на отдельных элементах пути As сила постоянна, то 



124к каждому из них мы можем приложить теорему живых сил, так что. называя через т массу точки, будем иметь:
Р1Дз1
Р Л _ m«22 ту2
z 2аь2 — 2 2

где v есть скорость в конце последнего элемента: v = vn. Складывая полученные равенства, найдем:
\”рДз=^ 
к = 1 2

nwo2 . 
2Так как ЕРДз представляет собою работу переменной силы на пути з, то теорема должна считаться доказанной и для переменной силы, действую­щей г по направлению движения.III. Перейдем теперь к случаю криволинейного движения, когда сила изме­няется и по величине, и по направлению.

Фиг. 23.

Положим, что движение совер­шается по какой-нибудь кривой АВ (фиг. 23). Разделим путь АВ на бесконечно - малые элементы Дз,, Дз2,..., Аз„, и предположим, что сила, двигающая точку, изменяется только в конце каждого элемента пути; мы, следовательно, предпола­гаем ее постоянною на про­тяжении каждого элемента. Пусть Р1Э Р2,... Рп будут вели­чины сил на различных элементах пути Дз, а а,, а2,... ая—углы, которые эти силы составляют с напра­влениями соответствующих элемен­тов пути. Начальную скорость назо­вем через v0, через vt—скорость в конце первого элемента пути, через ц2— скорость в конце второго элемента и т. д. и, наконец, через v — скорость в конце последнего элемента пути. Разложим каждую из сил Р15 Р2,...
Рн на две, — одну, направленную по касательной, другую по нормали к кривой. В случае свободного движения последняя-из слагающих изменяет направление скорости, но не влияет на изменение ее величины, которая зависит только от тангенциальной силы. В случае же несвободного движения нормальная составляющая уничтожается сопротивлением самой траектории, и движение совершается только под действием слагающей, направленной по касательной к траектории, т.-е. Рк cos ак.Предположив, что действие силы на отдельных элементах пути постоянно, мы можем применить теорему о живых силах для каждого отдельного про-



125межутка As, так что, называя массу точки через найдем ряд ура­внений :
Р2 cos а2 • As2Рх cos а, • As, игу,2 w»v02

' 2 2
mv2~ mv^

— 2 2

mv2 mVn-l
— 2 2cos а • As п п 1Складывая полученные равенства, найдем:

Л»   71 п п
v Т)  А „ «IV- пщ?1 Рк COS а • As* = -X-------- --- ;

* = i
к ='птак как S Pk cos ак ■ &sk представляет работу переменной силы на данном 
k = iкриволинейном пути, то теорема должна считаться доказанной и для этого последнего случая.Итак, во всяком движении будем иметь:

гр mv2 mv02
1 — ~~2 2~ ’Эта формула, показывает, что, если работа Т положительна, т.-е. Т > 0, то

mw2. mvn
-j- > ~2~ , ИЛИ V > VQ ,и живая сила в конце движения больше, чем в начале. В этом случае работа идет на приращение живой силы.Когда Т < 0, то
mv2 . mvv2
~2Г < —2~ , ИЛИ V < vo i

т.-е. живая сила в конце движения менее живой силы в начале движения, — в этом случае живая сила идет на образование запаса работы и на преодоление сопротивлений.Наконец, если Т= 0, то 
и живая сила в конце движения равна живой силе в начале движения.Это заключение называется законом передачи работы.Весьма многие задачи, относящиеся к механике, в условия которых не входит время, решаются помощью теоремы живых сил.Решим, например, задачу о пространстве, на котором может быть оста­новлен быстро идущий поезд, предполагая, что у него затормажены все колеса, как это всегда бывает при тормазах Вестингауза. Допустим, что торможение производится самое энергичное, т.-е. колеса катятся по рельсам, развивая на них наибольшую возможную силу тормажения

F = f. Q — fmg, где f — коэффициент трения, который при сухих рельсах можно принять равным 0,16; далее Q —вес всего поезда, m— его масса, д — ускорение 



126силы тяжести. [На основании теоремы *) о движении центра тяжести системы (см. дальше § 31, стр. 165) задачу о движении поезда можно заменить задачей о движении материальной точки с массой, равной массе поезда ж, под действием приложенной к ней тормазящей силы F\. Принимая тормазя- щую силу F постоянной за все время тормажения, получим работу ее на пути 8 от начала тормажения до полной остановки поезда равной
Т = FS = fmg 8 — mjS, где j = fg — абсолютная величина ускорения при тормажении.Эта работа должна поглотить всю живую силу поезда, т.-е. должно существовать равенство:

т__пм*
1 2 •Приравнивая эти выражения друг другу и сокращая на ж, получим

г о ъа о Vs V2 _
/ 2 ’ 2 fg — 2j>как видим, результат не зависит от массы поезда, а только от квадрата скорости и коэффициента трения.Подставляя в эту формулу скорость v — 25 mt/sec или 84 версты в час, довольно часто встречающуюся на русских дорогах, и f = 0,16 (наибольшее значение), получим

25»= — 200 mt = 94 сажени.«7,0 V, 10На мокрых рельсах, при f = 0,08 этот путь еще увеличивается вдвое, т.-е. до 200 саженей. Это расстояние и нужно считать наименьшим для преду­преждения катастрофы.
§ 12. Количество Движения. Количеством движения называется про­

изведение из массы тела на его скорость, mv 2). Эта величина измеряется особыми единицами, которые называются килограммосекундами. Коли­чество движения находится в зависимости от силы и времени, относительно которых оно первого измерения. Это следует из того, что масса, как частное отделения силы на ускорение, должно быть первого измерения относительно силы, минус первого измерения относительно пространства и второго отноз сительно времени: разм. [ж] = [Р1, t*, s-1];скорость же, входящая в количество движения множителем, — первого изме­рения относительно пространства и минус первого относительно .времени:разм. [ц] = [s1, /-1];а потому количество движения будет первого измерения относительно силы, первого же относительно времени и нулевого относительно пространства, т.-е.разм. [mv] = [Р1, /2, з-1] • [s1, f-1] = [Р1, t\ з°].
Центр тяжести свободной системы движется, как одна материальная точка, 

в которой сосредоточена вся масса системы и к которой приложена равнодействующая 
всех внешних сил, перенесенных в центр тяжести. Прим. ред.

2) Количество движения есть вектор, имеющий направление скорости; количества 
движения складываются и вычитаются геометрически. Прим. ред.



127Положим, что на данное тело действует постоянная сила Р. Пусть тело, обладая некоторою начальною скоростью о0, двигается по направлению силы. Так как на тело действует постоянная сила, то оно будет двигаться равномерно-ускоренно со скоростьюV = Vo 4- gt, ,где g есть ускорение, развиваемое постоянною силою Р и равное 
_ р

9 т 'Подставляя это выражение д, получим:
отсюда

то — moQ = Pt.Из этой формулы вытекает следующая теорема: когда на тело дей­
ствует постоянная сила в направлении начальной скорости, то прира- 
гцение количества движения равно произведению из силы на время.Положим v0 = 0; найдем:

то = Pt.Если Р = 1 килограмму и t = 1 секунде, то
mv = 1.Следовательно, один килограмм, действуя одну секунду, сообщает мате­риальной точке единицу количества движения.Положим далее, что данное тело движется прямолинейно от действия переменной силы. Разделим время движения t на весьма малые проме­жутки td и пусть в начале первого промежутка тело обладает скоростью v0, в конце же — скоростью ; в начале второго промежутка — скоростью Oi, а в конце — v2 и т. д.; наконец, в начале последнего промежутка Мп тело имеет скорость я*-!, а в конце—г?. Допустим также, что в продолжении каждого из этих элементов времени на тело будет действовать: в продол­жении первого элемента сила Р15 в продолжении второго — сила Р2, в продолжении третьего — Р3 и т. д.; наконец, в продолжении последнего — сила Рп. В пределе, когда элемент М будет стремиться к нулю, эти силы можно считать в течение каждого элемента постоянными, и вследствие этого, по предыдущей теореме о приращении количества движения, можно написать следующее: Pj Д£х = тог — ти9,Р.2А£2 = то2 — тог,

Р3М3=то3 — то2,

Pn—i^tn—i—топ—i mon—2, 

PnMn = mv—mOn-v



128Складывая полученные равенства и сокращая подобные члены, найдем, что первая часть будет представлять сумму членов вида PSt, вторая же — приращение количества движения; мы получаем:SP A t — mv — mv0 (20).Произведение из силы на бесконечно-малое время, в продолжении которого она действует, т.-е. PSt называется импульсом силы. Вслед­ствие этого замечания из уравнения (20) вытекает следующая теорема: если на тело действует переменная сила в направлении движения, то сумма 
импульсов силы за данное время равна приращению количества движения 
за это время.Выведем теперь теорему о количестве движения для всякого направления силы и для всякого (прямолинейного или криволинейного) движения.Положим, что тело, находящееся по некоторой кривой АВ (фиг. 24). под действием силы движется Тогда, если тело имеет в данный момент времени начальную ско­рость ц0. и мы отнесем это движение к некоторой системе координат в про­странстве, то движение тела будет слагаться, как было сказано выше, из трех движений, направленных по осям координат. Назвав проекции силы Р на оси координат через X, 

Y, Z, найдем, что движение по оси Ох будет совершаться под дей­ствием силы X с начальной ско­ростью, равною проекции v0 на ось Ох: движение по оси Оу будет совершаться под действием силы Y с начальною скоростью, равною про­екции v0 на ось Оу; наконец, дви- д действием силы Z с начальнойФиг. 24.жение по оси Oz будет преисходитьскоростью, равною проекции v0 на ось Oz. Тогда для каждого из движений по осям координат можем приложить теорему о количестве движения, т.-е. можем написать:
YXSt = mvx — mv0 х;
YYSt = mv9 — mv0 y; 
YZSt = mvt —mvts;отсюда ясно, что, если точка движется криволинейно, то сумма импульсов соста­

вляющей силы по направлению оси Ох равна приращению количества 
движения по этой оси; точно так же и для оси Оу и Oz1).

’) Ту же теорему можно выразить следующими словами: геометрическая сумма 
импульсов сил, действующих на материальную точку, равна геометрическому приращению 
количества движения. Прим. ред.



129 —
Несвободная материальная точка.

§ 13. Определение связи между силой инерции и силой, двигающей 
данную несвободную материальную точку. Положим, что на материальную точку М (фиг. 25), двигающуюся по поверхности АВ, действует сила Р- при этом на поверхности разовьется нор­мальная сила сопротивления которая, будет иметь определенную величину. Сло­жив эту последную силу с силою Р, най- к^-. дем силу 2?, сообщающую движение точке М.Эта сила будет равна массе т точки М, умноженной на полное ускорение точки, т.-е.

R — mj. *Продолжим силу сопротивления N в противоположную сторону и проведем из точки Н параллель силе R до встречи с продолжением N в точке Т; затем, из Т проводим параллель силе Р до встречи с продолжением R 
в точке К. Тогда, рассматривая чертеж, замечаем, что, так как MS # НТ, а эта последняя, в свою очередь, равна и параллельна КМ, т.-е. НТ 4Ф КМ, тоMS — МК, МК = — В = — mj.Далее, из чертежа видно, что сила ( — mj), будучи сложена с силою Р, дает равнодействующую МТ, нормальную к поверхности и равную, но про­тивоположно направленную, силе сопротивления.Так как сила ( — mj) равна по величине и направлена в сторону, противоположную полному ускорению, то она есть сила инерции. Из сказан­ного получаем основную теорему о движении по поверхности. При движении 
точки по поверхности равнодействующая движущей силы и силы инерции 
нормальна к поверхности, т.-е. уравновешивается на ней: эта равно­
действующая дает давление точки на поверхность.

§ 14. Движение по наклонной плоскости. Пусть на некоторое тело, движущееся по наклонной плоскости, действует постоянная сила Q (фиг. 26).

две силы, — они определяются 
Р sin я и Р cos а.

Кроме силы Q, на движение тела влияет еще сила тяжести Р, направленная по1 вертикали и имеющая точкой своего при­ложения центр тяжести тела. Каждую и» сил Р и Q разложим на две составляю­щих, из которых одна действует по напра­влению длины наклонной плоскости, а другая по направлению, к ней перпен­дикулярному. Далее, положим, что угол, составляемый наклонной плоскостью с горизонтом, есть я. Сила ^разложится на две составляющих, Q cos р и Q sin р, где р есть угол между силой Q и наклон­ной плоскостью. Сила Р разложится на треугольника ОаЬ и выразятся через
Жуковский. Теоретическая механика. Ч. II. 9



130Называя сумму сил. действующих по нормали, через Л’, а сумму сил, действующих по направлению наклонной плоскости, через 7?,получим: '
N = Р cos а — Q sin р,........................................................(21)
В = Р sin я — Q cos [3........................................................(22)Необходимо заметить, что случай N — 0 указывает на отсутствие давления на наклонную плоскость: тело в этом случае находится только под действием сил, направленных по плоскости. Если бы было N < 0. то это показало бы, что сила, равная разности составляющих по нормали сняла бы тело с плоскости, т.-е. движение по наклонной плоскости было бы невозможно.Пусть N 0. Так как на тело действует постоянная сила, то движение будет равномерно-ускоренное, а поэтому, полагая, что начальная скорость 

v0 = 0, найдем, что пройденный путь выразится так:
Скорость V, с которой движется тело, выразится:■у — jt, при чем ускорение, развиваемое движущей силой В, .будет> = .......................................................... . • (23)тт РПодставляя вместо т величину т — —, получим:

j =Яд.......................-......... (24')По этой формуле можно исследовать движение при каком угодно В а, следовательно, и при каком угодно Q.Подставив в формулу (24') величину В из уравнения (22), получим:
. = РОпа-Ч^Ид ...................... (24).Рассмотрим частный случай, когда Q = 0 и тело движется по наклонной плоскости под влиянием только силы тяжести от верхней точки ее А до основания В. Из уравнения (24) получим:

j = д sin а..................................................... . (25)Эта формула показывает, что тело будет двигаться с ускорением меньшим, чем ускорение силы тяжести. Подставив в формулу $ = 2 jt2 вместо j най­денную величину, получим: s = 4 gt2 sin я.
Определяя время t, найдем: « = ..............................................................(26)

г д sin а
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Для скорости v= j/2 js имеем:

v — ]/2 gs sin a............ (27')Но, так как s sin a = AB sin a = AC = h, что следует из △ ABC, то формула (27') примет вид:
• v = V^gh.....................................................................(27).Эта последняя формула приводит нас к замечательному выводу, что 

скорость тела, приобретаемая при падении с известной высоты, зависит 
только от этой высоты длина же наклонной плоскости влияния на ско­
рость не оказывает.Обратимся к формуле (26):

t = у/ -
Г g Sin аи решим помощью ее задачу такого рода: Тело выходит из А (фиг. 27) без начальной скорости и двигается один раз по наклонной плоскости АЕ, а другой — по АВ, и т. д. Определитьгеометрическое место точек Е, В,... до которых тело дойдет из точки А за одно и то же время.Из формулы (26) видим, что для постоянства промежутка времени t необходимо, чтобы соблюдалось условие:

S Si $2 ____ .

"sinV — sinaT “ sin а2 ~....................... ........  COnstПроведем вертикальную линию AD = d и, по­строив на ней, как на диаметре, окружность, утвер­ждаем, что она и есть искомое геометрическое место, т.-е., что материальная точка А, выбегая на окруж­ность по наклонным плоскостям АС, АЕ, АВ, . . . при­ходит в одно и то же время в точки ее С, Е, В. . . . Действительно, из треугольников ADB, AED. .. и т. д., имеем:
--2- = </• sin 02 ’

-A-=d . . . ,
Sina, ’

Фиг. 27.

и т. д. Подставив в формулу времени вместо -1~— равную ему величину d, получим:
Закон этот найден Галилеем.
§ 15. Математический маятник. Рассмотрим вопрос о колебании математического маятника.Предварительно выведем, однако, одну теорему о скорости, приобре­таемой материальной точкой, падающей по некоторой кривой линии под действием силы тяжести.

9*



132Положим, что наша точка движется по некоторой кривой АВ (фиг. 28). Разобьем весь путь АВ на бесконечно-малые элементы As; каждый из этих бесконечно-малых элементов в пре­деле можно считать прямолиней­ным. Зная, что, вообще, механи­ческая работа на каком-либо пути равна приращению живой силы или же потери ее (смотря по тому, ускоренно или замедленно дви­жется точка), и обозначив через а угол, составленный каждым безко- нечно-малым отрезком As с напра­влением действующей силы (в на­шем случае это направление вер­тикальное), можно написать ура­внение работы в виде:
т__  __mvQ2
2 — 2 2при начальной скорости vQ = 0 имеемх 2 ’ но, с другой стороны, 

т = 2 Р cos a As.Заметим, что работа на всем пути АВ будет равна сумме работ на частях этого пути АС и СВ. Работа на пути АС, если ее обозначить через ТАС выразится так:
ТАС = 2 Р cos a As = 2 mg cos а As.Здесь As cos а = ab cos a = Mi, поэтому,TAC = 2 mg Mi.Замечая, что mg = P есть величина постоянная, можно количество mg вынести за знак суммы, тогда получим:Zlc = mg A Mi = mg • АЕ,так как 2 Мг составит АЕ.Помощью подобных же рассуждений можно найти работу и на пути СВ; но, не повторяя предыдущего и зная, что разница при определении работы силы на пути СВ от определения ее же работы на пути АС заключается лишь в том, что в первом случае угол а будет тупой, а- во втором у нас он был острый, можно результат писать прямо: работа на пути СВ равна= — W ■ BL. ■Сложив теперь работы на путях АС и СВ, получим работу ТАВ на всем пути. АВ, так что

Т = Т -4- Т АВ АС 1 СВ ’
ТАВ = mg (АЕ —BL) — mg ■ AD == mg ■ h.
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Т1 „ mv1Выше мы имели Т = , следовательно:7 mt2 

mg • л = .откуда
v — }/"lgh.Отсюда вытекает такая теорема: скорость материальной точки, движу­

щейся под действием силы тяжести по некоторой прямой линии, равна 
той скорости, какую бы имела точка, свободно падая с высоты, равной 
разности высот опускания и подъема материальной точки над горизонтом.Теперь обратимся к математическому маятнику.Математический маятником называется материальная точка, прикреп­ленная к нерастяжимой и невесомой нити и движущаяся в вертикальной плоскости под действием силы тяжести.Положим, что имеем такой маятник, длина которого ОС, пусть равна 7 (фиг. 29). Пусть наивысшая точка, до которой может подняться маятник, есть А. Определим скорость в какой- нибудь промежуточной точке М, лежащей между точкой А. где скорость маятника равна нулю, и точкой 0, где скорость наибольшая. Скорость маятника в точке М найдется на основании только что выве­денной теоремы, которая гласит:= 1/2^-DN,так как DN в данном случае и равно h м На чертеже видно, что DN=DC—NC поэтому

Vm =V^g (DC — NC) . . . (28')Предположим, что размахи маятника не велики, так что дуги АС и МС, кото­рые обозначим через а и ж, можно при­нять за хорды. Тогда, на основании того, Фиг. 29.что хорда есть средняя пропорциональная между всем диаметром и приле­жащим отрезком диаметра, можем написать:AC2 = а! =2Z-DC; DC = £:также имеем МС2 = ж2 = 2 7 • NC; NC = g,следовательно, DN = DC - NC = £ - ~ = i(a2-®2). •Подставив найденную величину в формулу (28'), определяющую скорость, получим: г> = |/ f (а2 —я2)...........................................................(28)



134Эта формула показывает, что с уменьшением величины х скорость маятника возрастает и будет наибольшая в точке С, когда х — 0. В этот момент скорость выражается = ..............................................................(29)После этого х делается отрицателен, но по абсолютной величине возрастает, а потому скорость будет убывать, и при х = — а (что будет, когда точка придет в положение В) обратится в нуль, так что маятник будет совершать размахи, симметричные относительно оси ОС.Если бы мы предположили, что точка поднялась выше В, т.-е. что яЯ>а2, то нашли бы, что там скорость маятника будет мнимая величина, а следовательно, такое предположение невозможно.Теперь определим время колебания маятника по способу, предло­женному Юнгом Для этого выпрямим дугу АВ и построим на ней, как на диаметре, полуокружность (фиг. 30). Вообразим, что по окружности движется равномерно точка No со скоростью’® . Проектируем точку N на диаметр АВ и определим скорость ее проекции Мо, — скорость эту назовем через и. Известно, что проекция скорости на какую-нибудь прямую равна скорости проекции данной точки по этой же прямой, так что
и = ®max cos (90° — 0) = vmax sin 0. Соединив точку No с центром Со, получим C0N0 = а, и положив С0М0 = х, найдем из чертежа:Sin 0 = МЛ = г - - . 

а аВставляем отсюда величину sin 0 в выражение и:

и — ^шах
а1 — х*

аи, наконец, подставив вместо ®mai его выражение из (29) и имея в виду уравнение (28), получим: _______ __________________
и = a j/Z . =/f (а2 - а?) = .Итак, если проекция Мо отстоит от Со на то же расстояние, как и конец маятника М от нижней точки С, то имеем иИо = vw. Это пока­зывает, что воображаемая точка Мо движется по диаметру А0В0 совершенно так же, как маятник М по своей дуге АВ; поэтому время одного ‘качания маятника будет то самое, в которое воображаемая точка проходит диаметр А0В0, а это последнее есть то время, в которое точка N9 (фиг. 30) проходит полу­окружность A0N0B0. На этом основании, назвав время качания маятника через t, получим:

* t = it а : ®max — 7za\a )/-у = тс • (30')



135Это и есть формула маятника, определяющая время его качания, известная нам из курса физики.Очевидно, что полный период колебания маятника, т.-е. промежуток времени между двумя одинаковыми положениями его, состоит из двух качаний — одного влево и одного вправо, и поэтому равен® = ..............................................................(30)
§ 16. Колебательное движение. Рассмотрим несколько подробнее колебательное движение точки М около ее среднего положения С (фиг. 31), полу­ченное нами в конце предыдущего параграфа. Это движение называется 

гармоническим колебательным движе­
нием, и из всех типов колебательного движения является самым простым и потому наиболее важным. Найдем силы, которые должны действовать на точку М, для того, чтобы она, обладая массой т, совершала указанное коле­бательное движение.Ускорение точки М в ее прямо­линейном движении по АВ найдем, как проекцию ускорения точки N в равномерном движении последней по окружности ADBE со скоростью г?шах. Из кинематики известно, что ускорение точки N равно 7о —и направлено к центру окружности С. Его проекция на направление АВ по обсолютной величине равна

Z4 . СМ7 —до cos $ —до CNи направлена также к центру С. Обозначая расстояние СМ через х, найдем ускорение точки М по абсолютной величине равным..............................................................<31')Сила равна массе, умноженной на ускорение. Поэтому на колеблю­щуюся точку М должна действовать направленная к точке С силаР = = х=кх,.............................................(32)где постоянная дробь обозначена одной буквой к.Сила Р равна нулю при х — 0, а потому эта точка С является поло­жением равновесия для материальной точки М.Переменная сила, появляющаяся лишь при выходе тела из положения равновесия и стремящаяся вернуть его обратно в положение равновесия, называется восстановляющей силой. Отношение восстановляющей силы к 



136смещению называется коэффициентом восстановления. Он равен производ­ной от силы по смещению.Действительно, дифференцируя уравнение (32), найдем:
дР = Ых, = к........................................................(33)Полный период колебания точки М равен времени обращения точки N т.-е.

Фиг. 32.

Найдем связь между этим периодом т силой Р и массой 
т точки. По уравнению (32), найдем

— = А-
а2 тх т ’

И
— = 1/’".
’’max Г кПодставляя это в уравнение (30"), получим искомую связь в виде формулыг = 2к /” = 2к 1/^- ,........................................... (34)

” dxкоторую можно выразить так:
Если материальная точка совершает гармоническое колебательное 

движение, то полный период ее колебания выражается произведением 2~ 
на корень квадратный из дроби, в числиителе которой стоит масса коле­
блющейся точки, а в знаменателе — производная от восстановляющей 
силы по смещению. ’Такие колебания совершает, наир., груз Q, подвешенный на пружине (фиг. 32), или лежащий на середине упругой балки, концы которой опираются 

Фиг. 33. Фиг. 34.на две подставки и могут около них свободно поворачиваться (фиг. 33), или прикрепленный концу упругого стержня, другой конец которого защемлен в тисках (фиг. 34), и т. д.Обозначая вертикальное смещение груза от положения равновесия через s, величину восстановляющей силы через Р, найдем:
Коэффициент восстановления можно выразить через Q и его статическое смещение з0 (статическое -удлинение пружины на фиг. 32, или статическую стрелу прогиба на фиг. 33 и 34):



137Если массами пружины и балок принебречь, то полагая Q ■— тд.где т масса груза, получим:
т _ s0
* ~ 9 '* = иПодставляя это в формулу (34), найдем:т = 2 тс ....................................................................(35)

т.-е. период колебания груза Q, подвешенного на невесомой пружине, равен 
периоду колебания математического маятника, длина которого равна 
статическому удлинению пружины под действием груза Q т),

§ 17. Конический маятник.которого т, вращается около вертикальной осиПоложим, что тяжелый шарик, массакругу, будучи удерживаем нерастяжимым и невесомым прутом или нитью ОМ, укре­пленной в точке О (фиг. 35). Определим угловую скорость, с которой может вра­щаться шарик, а также и время, потреб­ное для совершения одного полного оборота.Так как шарик М должен находиться постоянно на поверхности сферы, описан­ной из точки О, как из центра, радиу­сом, равным ОМ, то условие движения шарика М должно состоять в том, чтобы равнодействующая из силы тяжести Q и силы инерции постоянно была напра­влена нормально к поверхности сферы, т.-е. по радиусу ОМ.

ОА по горизонтальному

В виду того, что шарик ускорение его приводится к движется равномерноцентростремительному, по кругу, все полное 
mv-равному ——, следова-тельно, вся сила инерции приводится по радиусу р = АМ и равной к центробежной, направленной

F =но, как известно, mv2 
о ’

V = О)р ,

V2 = О)2р2.где (о — угловая скорость. Поэтому, подставив v2 в выражение для F, будем иметь
F = то)2р.

*) Если весом пружины пренебречь нельзя, то для вычисления периода колебания 
надо к весу груза Q прибавлять приблизительно 1/| веса пружины в случае схемы 
фиг. 32, приблизительно 17/,5 веса балки в случае фиг. 33 и приблизительно веса 
балки в случае схемы фиг. 34.



138 —Условие движения состоит в том, что силы Q — тд и F, слагаясь, должны дать равнодействующую, направленную по продолжению нити ОМ. Складывая их по правилу параллелограмма сил, замечаем, что в случае выполнения упомянутых условий, будет иметь место следующая пропорция:
Q _ IOA h
F ~ AM ~ q‘Подставив вместо Q равную величину тд, а вместо F ее величину получим:

— г = . q = h'.та>*о ’отсюда находим, что О) = V = <ор = р У

Из этой формулы видно, что чем больше д и меньше Л, тем угловая скорость шарика больше; но, так как ускорение силы тяжести есть величина постоянная, то угловая скорость шарика зависит только от Л. Линейная же скорость его равна скорости плоского маятника, длина которого I = h.Чтобы определить время одного оборота, представляющее полный период маятника т, заметим, что пройденный путь s при полном обороте шарика будет равен 2тгр, а также s = vt, где скорость
■следовательно, 2”Р = р . тоткуда находим полный период конического маятника:

Совершенно так же выражается период колебания плоского маятника; только для конического маятника в формулу колебания входит не длина нити I, а высота его h = I cos а, если через а обозначить угол отклонения нити от вертикали. В тех пределах отклонения, для которых справедлива выведенная формула математического маятника (дуги заменяются хордами, наибольший угол отклонени амат не превышает 5°), можно принимать cos а = 1 и I = h. Таким образом, периоды плоского и конического маятника можно считать одинаковыми.
Удар и мгновенные силы.

§ 18. Теория удара. Когда движущееся тело встречает другое тело, тоже движущееся или же покоющееся, то между ними происходит взаимо­действие, называемое ударом. Прямая, проходящая через точку соприко­сновения тел и нормальная к поверхности их соприкосновения, называется линией удара. Если линия удара проходит через центры тяжести обоих 



139 —ударяющихся тел, то удар называется центральным; в противном случаеназывается эксцентричным.Два шара могут иметь только центральный удар, потому что общая нормаль их проходит всегда через их центры.Если скорости центров тяжести параллельны линии удара, то удар назы­вается прямым. Если скорости центров тяжести непараллельны линии удара, то удар называется косым.Тела по отношению удара разделяются на тела: 1) вполне неупру­гие, 2) вполне упругие и 3) средней упругости.Положим, что два шара М и М' движутся по линии, соединяющей их центры, со скоростями v и v'. Если скорость v > v', то шар М (фиг. 36)догонит и ударит шар М' — про­изойдет взаимодействие одного шара на другой, цри чем скорость первого шара начнет уменьшаться, а вто­рого — возрастать. После некото­рого — весьма малого, но конеч­ного — промежутка времени обашара получат одинаковую ско- фиг 36рость.Если они вполне неупруги, то после удара они будут двигаться с оди­наковой скоростью, как одно тело.Если же шары М и М' упруги, то, получив одинаковые скорости (фиг. 37), они начнут разжиматься до тех пор, пока не восстановят своей прежней формы (фиг. 38). При этом вся работа, потраченная на сжатие шаров, 

Фиг. 38.будет отдана на восстановление их формы. Таким образом, удар упругих шаров представляет обе половины явления: сначала шары сжимаются до тех пор, пока не получат одинаковых скоростей; затем они разжимаются до тех пор, пока не отдадут всей работы, потраченной на сжатие.Удар неупругих тел представляет только первую половину явления, т.-е. сжатие.Удар шаров средней упругости представляет тоже две половины явления, но здесь шары не вполне восстановляют свою форму, и работа, потраченная на удар, не вся отдается при расширении шаров (восстановлении их формы).
§ 19. Теорема о количестве движения. Выведем сначала одно общее уравнение, которое имеет место при всяких соударяющихся телах, будут ли они упруги, неупруги или средней упругости.Положим, что ударяющиеся шары М и М',' имеющие массы т и т' (фиг. 39), двигаются в одну сторону по линии, соединяющей их центры,



140со скоростями v и v1, при чем v > v'. Разделим время удара на множество бесконечно-малых промежутков Д£ и предположим, что в продолжение каж­дого промежутка Д£ сила взаимо­действия одного шара на другой постоянна. По закону действия, равного противодействию, сила действия первого шара на второй равна силе действия второго шара ~х на первый.Пусть Р, Pt ... . Рп будут силы взаимодействия шаров в пер­вый, второй, третий и т. д. про­межутки времени Д£. Назовем
Фиг. 39. через м1} . . . м„, и скоростишара М в конце первого, второго и т. д. промежутков времени. Шар М будет двигаться в продолжение пер- 

Рвого промежутка времени Д£ равномерно-замедленно с ускорением —. Так как начальная скорость движения есть то, по уравнению равномерно-заме­дленного движения: щ = v — gt, имеем:
Р », = ® - — дг, откуда

Р At = mv — mu,.Подобные же формулы найдем для всех п -+- 1 промежутков времени.Складывая выражения:
Р At = mv — тих. 
PtAt = mu, — mu2, 
P2At = mu2 — mu:,

PnAt = тип — mu,найдем:или в пределе ЕР At = mv — mu

mv — mu. • . (37)
0где т—весьма малый конечный промежуток времени, в течение которого длился удар. ' \Сумма произведений сил взаимодействия шаров на бесконечно-малые промежутки временй, в течение которых они действовали, называется силою удара Q, так что
Q = EPAt = J Pdt, 

о



141а произведение массы тела на его скорость называется, как мы знаем,। коли­чеством движения.Следовательно, сила удара равна потерянному количеству д в и жен ия.Совершенно таким же рассуждением мы найдем, что и для шара М’ существует формула, подобная (37), а именно:— S Р М = m'v' — т'и', или
— j* Pdt = m'v' — т'и..............................................(38)оФормула (38) отличается от формулы (37) знаком, потому что силы 

Р направлены в противоположные стороны. Замечая, что, по закону дей­ствия, равного противодействию, в обоих случаях равны по абсолютной величине, получим: .
. Q = mv — ти = т'и’ — m'v',

Q = т (v — и) — т' (и1 — v'),...............................................(39)откуда
mv ч- m'v' = т + т'и'Тоясе самое можно получить, складывая выражения (37) и (38): - •
J' Р dt — mv — ти\ о

— § Р dt — m'v' - - т'и'\ о получим О = mv — ти —н m'v' — т'и', откуда
ти -+- т'и' = mv m'v'...................................................... (40)Это последнее уравнение и выражает собою теорему о количестве движения, данную Ньютоном: сумма количеств движения тел до удара равна сумме 

количеств движения после удара.

§ 20. Прямой удар упругих тел. Для определения скоростей и и и' после удара упругих шаров надо к уравнению (40) присоединить еще условие неизменяемости живой силы в виде:
mv1 j m'v'2   mw2 . т'и-'
~2 * 2~ ~ ~2 * 2~’

ИЛИ • |

т (v2— и2) = т'(и'2— v'2)............................................... (41)Но из уравнения (39) имеем:
m(v — и) = т’(и1— v')...................................................... (39)Разделив уравнение (41) на (39), получим:

т (у — и) (у и) __т' (и1 — у') (и1 -f- у')
m(v—u) т (и1 — v') ’ 



142 —откуда, по сокращении, получим:
V ч- и = и' -+- у',
v — v' = ur— и.............................................. , . (42)Следовательно, для упругих тел разность скоростей до удара равна по абсолютной величине разности скоростей после удара.Найдем теперь, насколько изменяется при ударе скорости первого и второго шара.Подставив в формулу (39) величину и' = у— v'-i-u из формулы (42), находим

т (v — и) =лп' (v — v' ь и — у') = т' (2v — 2у' -ь и — у), 
(у — и) (т т') — 2т' (и - у'), откуда

Подобную же формулу найдем и для другого тела, так что 2мг' . .,У — и — ----;----, (у --- V')," + т ’ ...... (43)
и' — у' = (у — У1').В частном случае, когда массы шаров равны, т.-е. т = т', получим из формул (43)

V — и = у — у', , 
и' — у' = у — у\ откуда

Это показывает, что упругие шары равной массы после удара обмени­
ваются своими скоростями, например: если второй шар до удара был непо­движен; то после удара он получит скорость первого шара, первый же шар остановится.Выведем теперь величину силы удара.Подставляя из уравнения (43) величину2m' , , •

«’-«=• (V - ’)в выражение (39)
Q = m(v— и), находим

Такова сила удара упругих шаров или тел. Как увидим ниже, она вдвое более силы удара неупругих тел,—это происходит вслёдствие того, что удар упругих шаров представляет две симметричные половины явления: шары сначала сжимаются, потом разжимаются, так что сила удара слагается из двух одинаковых сил.
§ 21. Прямой удар тел не вполне упругих. Выведем формулы силы удара 

и скоростей после удара для тел, не вполне упругих.



143Мы видели (форм. 42), что для упругих шаров разность скоростей до удара равна разности скоростей после удара:
— и — V — V1.Для тел средней упругости, эта формула заменяется соотношением:

и' — и = г (у — v’),....................................................... (45)где количество е, меньшее единицы, называется коэффициентом восста­новления.[Из формулы (45) вытекают вполне очевидные равенства:
v — v' ч- (и' — и) = (1 ч- г) (у — tf), . ... (45')
v — v' — (и‘ — и) = (1 — е) (v — г/),.....................................(45")а также:

(у — у') — (и' — и) __ 1 — е
(у — г') 4~ (w' — и) 14~е...................................... ' 'Этими равенствами мы будем пользоваться в дальнейшем при преобра­зовании формул).Выше мы нашли, что сила удара Q равна

Q == т (у — и), и Q = т' (и' — v').Помножим первую формулу на т', а вторую на т и сложим:
Q (т' ч— т) = тт' (у — и + и' — «/).Переставим в скобках второй части слагаемые так:
Q (т ч— W) = тт' (у — v' ч- и'— и).Принимая во внимание формулу (45'), находим:
Q (т Ч-- т') = тт' (у — v') (1ч- е).Отсюда <3 = „,?»' (1+е) (V-V')...............................................(46)Такова общая формула для силы удара. Из нее, как частные формулы, можем найти формулы для сил удара неупругих и упругих тел.а) Если тела неупруги, то полагая в формуле (46) г = О, получим силу удара для неупругих тел;о(«’-«')............................................................ (47)

Ь) Если тела совершенно упруги, то, полагая в той же формуле (46) 
г = 1, найдем:

<3 = ^ ...............................(44)Эта формула была ужё выведена нами. Сравнивая формулы (47) и (44), видим, что сила удара упругих тел вдвое более силы удара тел неупругих.Переписывая формулу (46) в виде:



144видим, что для тел не вполне упругих сила удара, при прочих равных усло­виях (одинаковых массах и начальных скоростях) будет меньше силы удара упругих тел, так как 1 < 1 + е< 2.Эю неравенство показывает, что сила удара второй половины явления (когда шары разжимаются) менее силы удара первой половины явления (когда шары сжимаются), что и понятно, так как шары средней упругости после удара не вполне восстановляют свою форму.Сравнивая формулы (39) и (46) для силы удара Q, находим:(,_»,)(] +е) = в (, -и), 7» 1
u = v — ^+^7 (» — О (1 -ь е).......................................(48)Точно таким же путем получим формулу для скорости и':и' = v' ■+- (1 -+- S)......................................(49)Эти две формулы (48) и (49) для скорости после удара, суть также общие лля удара двух шаров.Из этих двух формул найдем:I. Если ударившиеся шары не упруги, то, полагая е = 0, найдем, что скорости после удара будут:

т' I W(«-«')
u' — v'--------(v — v1).т -j- т' v 'Преобразуя первую из этих формул, имеем:

v (т 4- т') — т' (и— v') mv+mv'
U — —-----!-  =■ -----л.......................................... (50)т -j- т т -j- »i v 7Преобразуя вторую формулу, получим: 

,   v' (т -j- т'~) + т (у — у')   ту 4~ пг'у1 , „ .
т 4- т' т-\-т' .... (О )Сравнивая формулы (50) и (51), видим:

Отсюда можно заключить, что после удара неупругих шаров оба они будут двигаться дальше с одинаковыми скоростями.Частные случаи удара неупругих шаров.
а) Положим, что ударяются два неупругих шара с равными мас­сами; тогда сила удара по формуле (47) выразится так:

« = £ (* - ” («- °'); •' ■ ■ • • <53)затем из формулы (50) получаем:
- = “ ................................ (5i)т.-е. скорость после удара равна средней арифметической скорости обоих шаров до удара.
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Ь) Когда из двух неупругих ударяющихся тел одно неподвижно, напри­мер, второе, то, полагая v' = 0, получим из (47) и (50) 

пт' nw
т 4- т' U т -f- т' ’с) Если предположим, что массы шаров М и М' равны, т.-е. т = т1, и один из них неподвижен, т.-е. v1 — 0, то из (53) и (54) найдем:

mv v
Q = и = -^.II. Если ударяющиеся шары упруги, то, полагая г = 1, будем иметь из (48) и (49):

и — v — ~т . (v — 1У), т -|- т' у >'

ц} = ч- —{у — V1),что было уже выведено (см. формулу 43).Теперь предположим, что массы шаров М и М' равны, т.-е. т = т1', тогда из (46), (48) и (49) находим:
Q = т (у — v'),2И1 / П I и = v — v') = v'.Затем

IV = V' -ь (V1 — V') — V.Таким образом, оказывается, что, при ударе двух упругих шаров с равными массами, шары обмениваются своими скоростями или как бы проходят один через другой, продолжая свое движение с начальной ско­ростью (не изменяя своей скорости).
§ 22. Коэффициент восстановления. Напишем выведенные нами общие формулы для скоростей после удара, т.-е.« = ₽- (« - ^) (1 + е)..................................... (48)111 и' = v' -ь т' — v') (1 -ь е)..................................... (49)Предполагая, что один из ударяющихся шаров имеет скорость, равную нулю, и что радиус его возрастает до бесконечности, т.-е. полагая, что •г/ = О и т! — со, или, что это есть неподвижная плоскость, получим, после подстановки этих значений в уравнение (48):о° • / Лч Z, ч со

» = « - ,)7Т^ (V - 0) (1 -+- г) = v -получилось неопределенное выражение: но раскрыть его можно, преобразуя выражение (48) таким образом: разделим числителя и знаменателя на т', затем положим v' = о и т' = со, тогда получим:
u = v— ----- (у — v') (J ч- г),

• 1

и = v — — О -+-£)^- ~ 1 '
Жуковский. Теоретическая механика. Ч. II. 10
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Замечая, что — = 0, будем иметь:

и — v — (1 ч- г) v = — tv,............................................... (55) Эта формула показывает,со скоростью меньшею,

Фиг. 40.

что шар отразится от неподвижной плоскостичем 'с какою ударился.Предполагая, что шар упал с высоты 7г, а подпрыгнул на высоту h' (фиг. 40), найдем, по формуле скорости падающих тел -и обращая внимание на абсолютную величину скоростей: 
= j/M,v

zv — y/^gh1-,и —отсюда определим коэффициент восстановленияе = “ = ИЖ = 1/1. . . (56) 
v У 2gh у Л 4 7Помощью этой формулы можно из опытов определить коэффициент восстановления. Так нашли, что для слоновой кости е = 0,883, для стали е = 0,555, для дерева е почти равно нулю.

§ 23. Определение живойч силы, потерянной на удар не вполне 
упругих тел. Будем называть живую силу до удара через 7’, после удара—через Г2, а живую силу, потраченную на удар, через Тг; тогда получим:

гр __ гр гр mv- mu2 m'v'2 m'u’2
1 I 1 * ~2 2 2 2 ’

Tt = I (V2 - и3) 4-~ (vf2 - u12) . .... (57)Исключим из этого уравнения скорости после удара и и и1, как известные, выразив их через массы, скорости до удара и коэффициент восстановления. Для этого заменяем разности квадратов произведениями суммы на разность:Т1 = у (у ч- и) (у — Ч- y*(«>' ч— и') (у1 — и').Подставив в выражение для Тг вместо m (у— и) и т' (и1 — v') равную им величину Q из уравнения (39):
Q = m (у — и) = m' (иГ— vr), получим I

. Тх = у- (у ч- и) — $ (у1 ч- и'),или Т7, = -у- {у ч и — v' — и1) = -у- [ (v — г') — (w' — и) J . (58)



147На основании формулы (45м) разность, стоящая в квадратной скобке, равна (v — v1) (1 — г). Поэтому формулу (58) можно переписать в таком виде:Tt = -у- [ — О — £ (^ — «’’)] = ~y (V — v') (1 — е) . (59)Теперь вместо Q подставим в уравнение (59) его выражение из фор­мулы (46):
vim' , .. ч

О = —।—т («’— v ) (1-4- е); 45 т т 74 7 ’тогда Т. = 2( “+ »■') («-«') (1 О б» - «') (1 - е), и, наконец, = -2(^ («-«<)’ О -е’)......................................(60)Эта формула дает живую силу, потерянную на удар, выраженную по началь­ным скоростям.Кроме этого вида потерянной живой силы весьма часто пользуются другим, который дается нижеследующею теоремою Карно: живая сила, 
потерянная на удар, равна живой силе потерянных скоростей, умноженной 
на постоянный коэффициент.* Чтобы вывести эту формулу, выразим в формуле (58) разность, стоящую в квадратной скобке, через сумму тех же величин, пользуясь фор­мулой (45,м):

(V ~ (и' )   1 — 8
(v — v') 4” (и' — «) 1 4- е’Получим:

2’1 = ~2~[(V~ V'> “Н ~ ] Hr = (“' —или г. = —[!-(*-«) + 4 («'-«') ]•Подставляя обратно вместо Q выражения его по формуле (39):
Q = т (и — и) = т' (и' —v'), находим:

1 — 8 Г (V —И)2 —V')21 /£1\*= Г+7 I® 2 -+- т “2 ] ’............................(61)*- £ что и доказывает теорему. Посгояняый коэффициент здесь равен удрр Оя обращается в едиаицу для тел неупругих и равен нулю для тел вполне упругих.
Частные случаи:1. Если ударяющиеся тела упруги, то, полагая е = 1, найдем из уравнения (61) Тг = 0, чего и должно было ожидать, так как при ударе упругих тел живая сила не теряется.
* Текст, поставаенный между звездочками принадлежит редакции (см. предисловие).

Прим. ред.
10



1482. Если ударяющиеся тела неупруги, то, полагая г = 0, получим из (60) и (61):
т тт' ,= 2(т + т') 1”- ’̂

(у —и)2 , (u' — v'f
Тх = т 2 - -+- т’ -—2^-.3. Если ударяемое тело неподвижно, т.-е. v' = 0, то формула (60) принимает вид:

S V - ...... (62)Отделив множители и заметив, что этот множитель равняется Т, т.-е начальной живой силе, получим:
Т. = ^Т (1-е’)......................................................(63)Что касается живой силы после удара, то она будет:Т, = Т - Тг = Т [ 1 - (1 - в’) ] = “в++“-< I . (64)

В практической механике, например, в теории молотов и др., обыкно­венно имеют дело с телами малой упругости. В таких случаях величиною е2 в формулах для потери живой силы можно пренебрегать.Формулы (63) и (64) показывают, что в тех случаях, когда мы желаем потратить по возможности более работы на удар, как, например, при разби­вании заклепок, надо брать массу т' очень большой сравнительно с массою т. Действительно, при этом будем иметь:
* т!что получается из формулы (63), полагая в ней е2 = 0 и деля числителя и знаменателя на т'. В знаменателе здесь дробь будет очень мала, так что Тх весьма близко подходит к Т, т.-е. мы добьемся того, что почти вся работа Т будет итти на удар.Подобный удар называется мертвым ударом, ибо после такого удара не остается никакой живой силы,—нет никакого движения. Подобный случай удара наблюдается во всех кузнечных молотах.В тех же случаях, когда мы желаем произвести полезную работу живой силы, остающейся после удара, как это бывает, например, при вбивании гвоздей молотком, при вбивании свай бабой и т. д, то должно массу m взять очень большой сравнительно с массой т': при этом, полагая е2 = О, получим из уравнения (64):

• ГП __ m rjfl __ __  1___
2 m 4- m1 , m' ‘

1 mДробь ~ будет очень близка к нулю и Т2 будет почти равна Т. т. е. почти вся живая сила остается после удара.
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§ 24-. Косой удар. Положим, что скорости ударяющихся шаров Ми М’ суть v и г', а массы их т и т' (фиг. 41). Обозначим через аи я' углы, образуемые направлениями мемся определением скоростей и и и шаров после удара, а также определим углы р и [3', которые образуют скорости и и и' с ли­нией удара.. Разложив каждую скорость на две слагающие: одну, напра­вленную по линии удара, и дру­гую, направленную перпендику лярно к линии удара. Слагающие по линии удара будут:

v cos а и v cos а',слагающие, перпендикулярные / к линии удара:
v sin я и v' sin я';слагающие же скоростей после удара, т.-е. и и и', будут:

скоростей с линией удара 00', и зай-

Фиг. 41.WCOSp И w'cosp' 
и sinp и u'sinp'.

ними должна существовать такая же на основании формул (48) получим:

Заметим, что скорости v sin я / и -у'sin а' не производят удара, так как они вызывают лишь скольжение шаров М и М' друг относительно друга.С другой стороны, так как сила удара перпендикулярна к этим скоростям, то она не может их изменить; поэтому:
и sin 3 — v sin я 1 ., . ‘ . (65)

и smp =.v sina JЧто касается до скоростей, напра­вленных по линии удара, то между связь, как при ударе прямом. Поэтому
и cos 3 = v cos а — (1 —i- е) (v совя — v' cos a'w + /n . . (66)

и' cos |3' = v' cos я' -+- м (1 -и- s) (v cos я — г/cos a')* in -j- m 4 ' v 1Уравнение (65) и (66) дают возможность определить четыре неизвестных величины: и и и', fJ и (Г.



150Остановимся на косом ударе шара М о неподвижную плоскость M'Mf (Фиг. 42). Полагая в формуле (63) т' = <х> и о' = 0, получим:w cos |3 = v cos а — (1 -ь г) v cos а =— evcosa . . . (67) Разделим первое из уравнений (65), т.-е. и sin р — vsina на уравнение (67); тогда получим:
и sin У __ v sin a
и cos /3 ev cos a’ИЛИ -j= —............................................................ C68)Это показывает,' что шар М, образующий угол падения а, стремится обра­зовать угол отклонения, больший угла а.В случае совершенно упругих тел (е = 1), имеем: 

tg$ = — tga.(68')т.-е. угол падения равен углу отражения.

Динамика системы.
§ 25. Теорема d’Alambert'a. Вопрос о движении системы материальных точек разрешается помощью теоремы, предложенной д‘Аламбером и дающей возможность свести вопрос о движении системы к вопросу о ее равновесии. Теорема эта состоит в следующем: если систему, находя­

щуюся в движении, остановить в какой-нибудь момент времени и приба­
вить к движущим силам все силы инерции, которые этому моменту соот­
ветствуют, то система будет в равновесии. Реакция связей и внутренние 
натяжения, имеющие место при этом равновесии, будут те же самые, кото­
рые существуют и в рассматриваемом положении при движении системы.Пусть т, тх, т2,.... будут массы материальных точек М, М,, М2.......

Фиг. 43.

1лы, на них действующие. Если бы точки М, Мп М2.... были свободны, то от действия этих сил они полу­чили бы полные ускорения, напра­вленные по силам и равные
Р р± Р2 
т ’ т1 ’ wi, ’ * * * ’Но так как точки не свободны, то они получат иные полные уско­рения. Пусть эти полные ускорения будут У, АэУ»...... . (фиг. 43). Очевидно,что всегда можно подыскать такие силы Q, Qt, Q2V-., которые были бы равны произведениям масс точек т на ускорения j, т.-е. удовлетворяли бы условиям:

Q = mj, Q, = т, Q2 = m2j2rЕсли бы материальные точки не были связаны друг с другом, а были бы все свободны, то эти силы сообщили бы материальным точкам как раз те ускорения, которые они действительно имеют при движении системы.



151Стеснение свободы материальных точек выражается тем, что на них кроме сил Р, действуют еще силы сопротивления, развивающиеся от связей системы. Поэтому одна часть сил Р— некоторые силы Р,—идет на уничто­жение этих сопротивлений, другая же часть их и является именно теми силами 
Q, Qv, которые производят движение точек так, как будто бы онибыли уже свободны. Чтобы найти вышеупомянутые силы Р, Р1} Р2,...., идущие на уничтожение сопротивлений, разлагаем каждую силу Р на силу 
Q и на силу Р, равную, но прямопротивоположную сопротивлению АГ. Силы Q, Qv Q2,.... д‘Аламбер называет деятельными силами, а силы Р, РП Р2,.... — силами потерянными.Потерянные силы уничтожаются сопротивлениями, развивающимися от связей системы; следовательно, будучи приложены к системе, они будут находиться на ней в равновесии. С другой стороны, мы видим, что давления и натяжения, которые развивают потерянные силы, суть именно те давления, которые разовьются в различных частях системы во время движения.Дополняя нарисованные нами параллелограммы, мы видим, что каждая сила Р слагается из силы Р и Q'. Сила Q' есть ,так называемая сила инерции, так как она равна произведению массы на ускорение и напра­влена в сторону, противоположную полному ускорению.Из всего этого следует, что силы движущие (Р) вместе с силами 
инерции (Q') уравновешиваются сопротивлением связей системы (7V), 
т.е. будучи приложены к остановленной системе, находятся на ней в равно­
весии. Это и требовалось доказать.Приведем нерколько примеров, иллюстрирующих теорему д'Алам­бера.

Пример 1. Положим, что мы имеем две материальные точки А и В (фиг. 44), неизменно соединенные между собою и обладающие массами т и тг На эти точки действуют силы Р и Р, (при чем Pj > Р), направлен­ные в противоположные стороны по прямой, соединяющей точки. Опреде­лить ускорения, с которыми будут дви­гаться эти точки, а также и силу натяжения нити, их соединяющей.Неизвестное нам ускорение данной системы назовем через у. На точку с массой тх будет действовать сила инерции, равная m^j, направленная в сторону, противоположную направле­нию силы Р1? потому что скорость возрастает в направлении действия силы Рг’ На точку с массой т будет дей­ствовать сила инерции mj, направленная в одну сторону с силой инерции wlty, что и для точки т,. На основании и силы действующие должны находить в равновесии; поэтому:
Фиг. 44.ибо ускорение для точки т то же, теоремы д'Аламбера, силы инерции 5 во всякий данный момент времени

Рх — w?,7j = Р -t mj,



152откуда р,-р / \’ = К+«...............................................WУравнение это показывает, между прочим, что ускорение не зависит от длины нити.Для определения величины натяжения нити поступаем так: сила уменьшенная силой инерции, действует в правую сторону, а сила Р, увели­ченная силой инерции, действует влево. Силы эти будут равны и уравно­вешиваются каждая натяжением нити N, соединяющей точки А и В; поэтому:
N = Рх — j = Р + mj.Вставив вместо j равную ему величину рз уравнения (а), получим:

_ДГ — р   т ~ р-L1 —— -л 1 //сj , __ ■1 1 + т ’или
Пример 2. Материальная палочка АВ (фиг. 45), бесконечно тонкая, однородная, линейная плотность которой равна у", находится под действием направленных по ее оси сил Р 9 % rr-L— Z1__ .-х и Q, при тем Р > Q. Какова будетi— . а. ..J к i сила Т натяжения палочки в раз-

*-------------------- b--------------------* ных ее местах?Фиг. 45. • Положим, что ускорениепалочки будет j. Вообразим, что палочка остановлена и в каждой точке приложена сила инерции. Разбивая палочку по длине на бесконечно малые части и обозначая расстояние сечений палочки от начала координат О, взятого на направлении палочки, через х, можем выразить массу палочки, заключенную между двумя бесконечно близ­кими сечениями, через (
dm = ~ dx,...................................................................... (с)где у" — плотность, отнесенная к единицы длины, а д — ускорение силы тяжести, равное 9,8 Помножив выражение (с) на ускорение j, получим силу инерции элемента палочки:

; dm =j— dx. J gПишем теперь условие равновесия системы:
Р — Q — J j -- dx — 0. 

агде интеграл представляет сумму сил инерции для всей палочки. Коли- 
• у"чество j ~ при интеграции должно считаться постоянным: интеграл рас­пространяется на всю длину палочки I — Ъ — а. Вследствие этого имеем:

Р — Q - / Р dx = О



153 —Так как
то а

P-Q=.i \ Ъ

потому что I -д- есть масса -палочки т. Таким образом ускорение палочки найдено.Переходим теперь к определению силы натяжения в разных сечениях палочки. Для этоге отнимаем произвольную часть палочки ВК и заменяем ее силой натяжения Т, точка приложения которой, К, будет находиться на расстоянии у от точки О и z — у — а от точки А приложения силы Q. Имеем:
— Q-pT- f j^- dx = O,откуда „ рУ

T = Q -\-j 7- / dx = Q -+- j 7— (у — а) = Q i j <— z,
J J у •'

р_  Qно, по формуле (d), j = - ~ ; поэтому сила Т выразится так:
Г = ... («)7 m9так как I — - п .Это и есть искомая сила натяжения в сечейии К. Она будет изме­няться от Т = Q (при <г = 0), до Т = Р (при z == Z); если z — -% (для средины палочки), то здесь находим:

p-Q 
i (О2 ~ 2

§ 26. Об Атвудовой машине. Через блок Атвудовой машины (фиг. 46) перекинуты два груза, веса которых суть Р и Q. Положим, что Р > Q, Найдем ускорения, которые получают грузы, и давление, производимое ими на блок. Массой блока пренебрегаем.Искомое ускорение системы грузов обозначим через.;. По теореме д‘Аламбера нужно приложить к грузу Р силу 
р .инерции, которая равна — ,j и направлена в сторону, про­тивоположную ускорению, т.-е. вверх, затем, к силе Q 

о .также надо приложить -силу иперции, равную ~ ; и напра­вленную в сторону, противоположную ускорению, т.-е. вниз. Эти две группы сил, по предыдущему, должны оставаться во всякий момент времени в равновесии, т.-е. должно суще­ствовать равенство: «Риг. 46.

Р • n Q



154 —отсюда 
') — fl p-f-Q.УЧтобы определить давление АГ на блок, нужно сложить все силы, на этот блок действующие. Имеем общее уравнение:

•J JВставив значение из уравнения (69), получим:
P-Q(P _ \-P+Q\/ д)

(P+Q? -~(Р-9У. 
P+Qокончательно, давление на блок

Л’ = 4PQ
P+Q'

N = P ь Q — 9

§ 27. Поступательное движение неизменяемой системы. Если на неиз­меняемую систему действует сила, проходящая через центр тяжести, то система будет двигаться поступательно, если в начале движения она не имела никаких скоростей или двигалась поступательно. Положим, что на центр тяжести системы О (фиг. 47) действует сила JR; тогда все точки а, а1? а2, а3,............ будут иметь равные и параллельныеускорения. Сила инерции каждой материаль­ной точки а выразится через mj, где т есть масса этой материальной точки, а у — ускоре­ние, ею получаемое. При этом надо заметить, что сила инерции направлена в сторону, про­тивоположную силе R. Складывая все силы инерции по правилу сложения параллельных сил, получим некоторую равнодействующую их Q, выражающуюся формулой:
Q = Xmy — j'Zm —M-j, где М масса всего тела. Эта равнодействую­щая непременно пройдет через тяжести О, потому что все силы пропорциональны массам; при этом она будет направлена противоположно’ силе R. По теореме д'Аламбера необходимо, чтобы сила R уравновесила Q, т.-е., чтобы

В виду сказанного, центр тяжести называется также центром инерции.
§ 28. Вращательное движение неизменяемой системы около непо­

движной ОСИ. Положим, что под влиянием сил Р, (фиг. 48)данная система вращается около оси, проходящей через точку О и перпенди­кулярной к плоскости чертежа.Силы эти, по теореме д'Аламбера, должны уравновешиваться силами инерции, действующими на материальные точки тела а, ап а2... Пусть т— 



155масса одной из материальных точек а. Ее сила инерции будет слагаться из центробежной силы инерции
направленной от центра О, и тангенциальной силы инерции z-> dv d I \ d(o Q‘=m-it=mli^r)=mr-dt 

0d(o 1=-^—угловое ускорение.Из статики известно, что при равновесии тела, имеющего неподвижную ось, сумма моментов всех сил относительно этой оси равна нулю.Центробежные силы инерции не дадут момента относительно оси О, так как они про­ходят через эту ось; сумма моментов всех сил инерции, принимая во внимание и знак, выразится через (—5игг20), где г есть рас­стояние каждой точки от оси О.Суми? моментов всех сил двигающихвыражается через Фиг. 48.S Pd = Pd — P.d. P2d2 ч-...Поэтому SPd—Smr20 = O.Вынося 0, как постоянное, за знак суммы, получим:
dtОтсюда определяем угловое ускорение 0:

Величина S?nr2 называется моментом инерции тела относи­тельно оси вращения и обозначается через <7, т.-е.W = J.........................................................................(72)Момент инерции зависит от г: он тем более, чем дальше данная масса отстоит от оси вращения. Поэтому, если, напр., шар сплющить в диск, то момент инерции этого диска1) будет больше момента инерции шара. Обозна­чая сумму моментов всех сил относительно оси вращения через Z, т.-е. 
L = S Pd, получим уравнение вращательного движения в обычном виде: 
откуда • *» = 0 .......................■..........................................(73)

dt . .7 '

!) Относительно оси, перпендикулярной к плоскости диска. Прим. ред.



156Итак: угловое ускорение при вращении твердого тела около непо­
движной оси равно сумме моментов двигающих сил относительно оси вра­
щения, разделенной на момент инерции гпела относительно гной же оси.Если положим, что сумма моментов всех сил равна.нулю, т.-е., если 
L — 0, то
и со = const;тело в этом случае будет вращаться равномерно.[Здесь полезно указать аналогию вращательного и поступательного дви­жений, по которой:

Масса в поступательном движении играет роль, аналогичную с момен- 
том инерции во вращательном движении около неподвижной оси.

Сила в поступательном движении играет роль, аналогичную с момен­
том вращающей пары в движении вращательном.Наконеп:

Ускорение в поступательном движении играегп роль, аналогичную 
с угловым ускорением во вращательном движении.Сюда же можно добавить аналогии, известные из кинематики, а именно:

Пройденному пути в поступательном движении соответствует угол 
поворота во вращательном движении.

Скорости в поступательном движении соответствует угловая скорость 
во вращательном движении.

Ускорению в поступательном движении соответствует угловое уско­
рение во вращательном движении.Например:В поступательном движении: скорость есть первая производная от 
пройденного пути пО времени; ускорение равняется второй производной

от пространства по времени или первой производ­
ной от скоростгг по времени.Во вращательном движении:

Угловая скорость есть первая производная от 
углового перемегцения по времени; угловое ускорение 
равно первой производной от угловой скорости по 
времени или второй производной огп угла поворота 
по времени].

§ 29. Определение периода колебания физи­
ческого маятника и часового балансира. Допу­стим, что некоторое тело (фиг. 49) колеблется под действием тяжести около оси, перпендикулярной к плоскости чертежа и проходящей через точку О.Назовем через ср угол, который образует в дан­ный момент линия СО, соединяющая центр тяжести с точкою О, с вертикальной линией Оу, и определим угловое ускорение О.В нашем случае действует только одна сила тяжести, равная pg, где р.—масса маятника, приложенная в центре тяжести С. Момент этой силы есть:

L = pg • ОЕ — pg ■ ОС • sin® = pg ■ asin ср...................................... (а) 



157где расстояние ОС обозначено через а. Так как этот момент появляется лишь по отклонении маятника от положения равновесия и всегда стремится при­близить его к этому положению, то он называется восстановляющим момен­
том. Подставляя его величину в формулу (73), получим:

0 L __^LLasin<? Z74)
JОпределим период колебания этого маятника. Для этого заметим, что, если два маятника имеют при одинаковых углах отклонения одинаковые угловые ускорения, то и колебаться они будут одинаково; период же коле бания математического маятника нами уже выведен. Таким образом, опре­деление периода колебания физического маятника сводится к отысканию такого математического маятника, у которого угловое ускорение было бы одинаково с угловым ускорением нашей колеблющейся массы, выраженным формулою (74).Обозначим длину такого маятника через I и отложим на линии ОС длину ОО' = I. Помещая в эту точку О', которая называется центром 

качанця физического маятника, массу т и заставляя ее колебаться отдельно, получим для ее восстановляющего момента значение:
L' = mg I sin ср;..................................................................... (Ь)момент инерции ее

J’ = ml2, .............. (с) а потому угловое ускорение будет
в==_^. = ^п?==^ .

J ml- I ~Сравнивая эту величину с полученною в уравнении (74), найдем:В — sin ср = sin ср, .
откуда и определяем I—длину математического маятника, который колеблется так же, как данный физический маятник:

■Т 
ца .................................. (75)Таким образом, длина физического маятнгька равна моменту инерции 

его относительно оси вращения, разделенному на статический момент 
относительно той же оси.При этом статическим моментом" называется произведение массы 
тела на расстояние его центра тяжести от оси вращения.Далее будет показано, что центр качания физического маятника всегда лежит дальше от точки привеса, нежели центр тяжести его.[Из предыдущих рассуждений следует, что период колебания физического маятника равен в точности периоду колебания соответствующего математи­ческого.Для малых размахов колебаний математического маятника (не превосхо­дящих 5°—10°), при которых дуги можно приравнивать хордам и синусы 



158 —углов углам (sm<p = <p), период колебаний математического маятника, как мы видели в § 15, равняется: t = 2tc1AL ...................................................................(30)
' 9Вставляя сюда значение I из формулы (75), мы получим для периода малых колебаний физического маятника выражение:т = 2тг1/—= .... .................................... • • • (76)

V 9 ? 99-а » 1В общем случае колебания тела около положения равновесия под дей­ствием восстановляющих произвольных сил (напр., спиральной пружины в часовом балансире), нужно вместо восстановляющего момента от силы тяжести gpasiny = ду-ау брать во останов ляющий момент действующих сил:
L=C'^ ,где
J j dL 
(р dcpесть коэффициент восстановления рассматриваемого балансира.Угловое ускорение балансира, по уравнению (73), будет

е = |=-°? • ■ ■ (74')Сравнивая эту формулу с формулой углового ускорения маятника, качающегося с малыми амплитудами под действием силы тяжести:
0 = /л,да sin со дда

-Jвидим, что закон качания часового балансира и маятника один и тот же. Приравнивая
. £ _ » _ з..............................................z ч

j — j — i W

и вставляя получающееся отсюда значение у в формулу (30), найдем период полного (двойного) колебания балансира
Формула т = 2тс1/ dL_ .................................  . . . (77)

т dtp 'вполне аналогичная формуле (34) для периода колебаний в прямолинейном поступательном движении, приложима во всех случаях, когда востановляющий момент пропорционален углу отклонения. Формулы для периода колебаний математического и физического маятника являются лишь частными случаями этой формулы.



159Действительно, для физического маятника восстановляющий момент
L — \>.да sin ; дифференцируя, находим:

dL<7=^ = W»cos?;если угол отклонения ср невелик, так что можно считать cos ср = 1, то
dL

т.-е. коэффициент восстановления для тяжелого маятника равен произве­дению из ускорения силы тяжести на статический момент.Период колебания получается равным:т = 2ти-1/ dL =2ТС1/ТЗГ = 2тс1/—
Г Y 9 № У 9 \

§ 30. Теорема живых СИЛ для системы. Назовем через m2, w8,., массы точек системы, через v0', vQn, v^",...—начальные скорости этих точек через v,, v2, v3,... — скорости по прошествии некоторого времени, через 2\, Т2,ТЯ,...—работы сил, действующих на эти точки системы, включая сюда как силы действующие, так равно и силы, происходящие от связей системы. По прибавлении к силам действующим сил сопротивления связей, мы можем каждую точку системы рассматривать, как свободную, и для каждой из них написать уравнение живых сил:
т __ mvj2 mv*
2i-~ 2 2 ’

гр  wy22 mr0"2
2 2 ’

Сложив, получим: S*^-’ —S--^ ==ST.................................................. (78)Сумма живых сил всех материальных точек системы называется ж ивою силою системы.Работа сил, приложенных к системе, ST может быть разложена на две части Т и Г', где под Т подразумевается работа всех движущих сил и сил трения, а под Т'—работа сил, происходящих от связей системы, без работы сил трения, так как последняя присоединена к работе движущих сил.В аналитической механике будет доказано, что для всякой системы твердых тел работа от связей *) системы равна нулю: Т' = 0. Это про­исходит оттого, что силы связей или нормальны к перемещениям и не рабо­тают, как, например, сопротивление неподвижных поверхностей, или, по закону действия равного противодействию, равны и противоположны, 4 и совер­шают одинаковые по величине, но разные по знаку работы, как, например,
’) Если связи не зависят от времени и без трения. Прим. ред.



160сила натяжения абсолютно неизменяемого стержня, соединяющего два шарика. Поэтому уравнение (78) переписывается так;
Это и есть уравнение живых сил для системы, и из него вытекает следующая теорема: Приращение живой силы системы за данный проме­
жуток времени равно сумме работ всех сил, действующих на систему 
за тот же промежуток времени.

Т" 'Г \ n v mv* \ V WIVO2Е ;ли 1 > 0, то 1 — > S - 2т-,
если Т < 0, то S у- < 2 9 ,

т v ww2 v tmvu2если Т — 0. то X-s- = S ЦЛ. ' £ &Отсюда вытекает следующее правило передачи работы:
Если сумма работ двигающих сил, действующих на систему, вместе 

с работой сил трения, положительна, то живая сила увеличивается: если 
сумма эта отрицательна, то живая сила уменьшается, и, наконец, если 
она равна нулю, то живая сила системы не изменяется.Определим живую силу системы при ее поступательном и вращательном движениях.В случае поступательного движения скорости всех точек системы оди­наковы: v — v' = v' = поэтому

, wir2 v- . , Mv2
* — ^Lm — -2~,где M есть масса всей системы. Следовательно, при поступательном дви­

жении системы живая сила равна массе всей системы, умноженной на поло - 
вину квадрата скорости.При вращательном движении скорость каждой точки равна <»г, где со есть угловая скорость вращения системы, а г—расстояние точки от оси враще­ния; поэтому имеем:

= =^2mr2=J^,

где J — S тг1 есть момент инерции.Итак, в случае вращательного движения живая сила равна половине 
произедения из квадрата угловой скорости на момент инерции.Аналогия между вращательном и поступательным движением распро­страняется и на теорему живых сил. Также распространяется она и на теорему о количествах движения, которая для вращательного движения будет выве­дена в курсе аналитической механики.Согласно сказанному выше, ускорение поступательного движения .полу­
чается, деля силу на массу, а угловое ускорение во вращательном движении 
получается, деля момент вращающей пары на момент инерции. Равным 



161образом, живая сила поступательного движения получается, как сейчас ска­зано, помножая массу на половину квадрата скорости, а живая сила враща­тельного движения получается, помножая момент инерции на половину квадрата угловой скорости.Если на круге, радиус которого равен единице, поместить точку, масса которой равна <7, то живая сила этой точки, при вращении с рассма­триваемою угловою скоростью, будет равна живой силе всей системы.
Примечание редакции. Сделаем несколько замечаний о вычислении работы сил, приложенных к системе.
Работа пары сил равна сумме работ сил ее составляющих.При поступательном движении работа пары равна нулю.В самом деле, для поступательного движения (фиг. 50)△Sj = As2 и «2=180 — 04.Поэтому, работа сил, составляющих пару, будетPjAs, cosa, ч-Р2Д82С08«2 = P,Ast [cosа, ч-cos (180 — a,)] = 0.

Работа пары при вращательном движении около оси, перпендикуляр­ной плоскости пары, будет равна произведению момента пары на угловое перемещение.Пусть ось вращения (фиг. 51) пересекает плоскость пары в точке О. Так как направления сил и перемещения их точек приложения все время совпадают друг с другом, то работа пары будет:Pi A«i ч-Р2Д$2 = Р^Дср ч- Р2г2Дср — J\ ч- г2) Дер = М Дер, >где М = Рх (г 1 ч- г2) есть момент пары.При вращении около оси, лежащей в плоскости пары, т.-е. перпенди­кулярной моменту пары, работа пары будет равна нулю, так как в этом случае перемещения точек приложения сил будут перпендикулярны силам.При вращении около оси, составляющей с моментом пары угол а, раскладываем данное вращение на два вращения: одно около оси, парал­лельной моменту пары,—с угловым перемещением Дер • cos*a,. другое—около
Жуковский. Теоретическая механика. Ч. II. 11



162оси, лежащей в плоскости пары,—с угловым перемещением Лер sm а. Работа пары при последнем перемещении равна нулю. Таким образом, вся работа пары будет равна 2ИЛер • cos а,формула по виду совершенно подобная формуле для работы одной силы.Работа реакции неподвижной поверхности при качении по ней без скольжения другой поверхности равна нулю, так как точки тела, в кото­рых она приложена, находясь на оси мгновенного вращения, не имеют скорости и не перемещаются.Сумма работ внутренних сил реакции при качении без скольжения одного тела системы по другому, также движущемуся, равна нулю, так как перемещения точек приложения реакций одинаковы, а сами реакции равны и противоположны.Работа внутренних сил реакций при скольжении поверхностей равна произведению силы трения на отно­сительное перемещение (скольжение) поверхностей.Разлагаем (фиг. 52) переме­щения da, и точек Ot и О2, которыми соприкасаются поверх­ности, на слагающие по нормали к поверхностям, которые будут одинаковы и равны dn, и по касательной плоскости к поверх­ностям—dst и ds2, причем допустим что ds2>dsvТогда работа реакций, прило­женных в точках Ot и О2, будет
Fidsl —F2ds2N2dn— Nxdnгде Fx и N!—слагающие реакции, приложенной к поверхности I, а Р2и N2— слагающие реакции, приложенной к поверхности И, про чем Fx—F2 и TV1=JV2.В виду того, что касательные реакции равны силе трения при скольжении F, выражение работы можно переписать в виде:

Fdsr — Fds2 = — F (ds2 — dsj) = Fds,где ds=ds2—dsx есть скольжение поверхностей друг по другу.В качестве примера на составление уравнения живых сил для системы воспользуемся снова задачей на тормажение поезда.В приведенном выше (на стр. 126) решений задачи теорема живых сил была приложена к определению движения центра тяжести поезда, при чем получилось:
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где т масса поезда вместе с колесами, г1 —начальная скорость поезда, F— горизонтальная реакция рельс, тормозящая поезд, перенесенная в центр тяжести, a s путь, пройденный центром тяжести до остановки.Применим теорему живых сил к движению поезда, как системы. Живая сила поезда в начале тормажения равна

т»2 ■ /с-)2

где 1 момент инерции одного колеса относительно оси колеса.Принимая во внимание, что угловая скорость каждого колеса где v — скорость поезда, а г радиус колеса, и называя величинуж'массой колеса, приведенной к его ободу, представим живую силу поезда в виде:
Вся работа сил за время тормажения поезда сводится к работе сил 

F1 на колодках тормаза, так как точка приложения реакции рельс, являясь мгновенным центром вращения колеса, не имеет скорости, а потому сила реакции рельс, хотя и действует на поезд (на его колеса), но при отсутствии скольжения на рельсах работы не совершает (см. стр_ Г22).Что касается величины скольжения колес по колодкам, то она равна, очевидно, пути s, проходимому поездом.Итак, работа сил во время торможения равна Frs.Уравнение живых сил напишется тогда в виде:
(т ч- ...................*.........................®

Деля формулу ф) на формулу (а), имеем:
Fт.-е. сила трения в тормазных колодках немного больше тормазящей силы на рельсах.

§ 31. О движении центра тяжести свободной системы. Система назы­вается свободною, если ее можно двигать во всяком направлении и повернуть около всякой оси; такая система не должна иметь внешних препятствий, т.-е. она не должна опираться на неподвижные тела, не должна быть привязана к ним и т. д. Вопрос о движении центра тджести такой системы решается помощью основной теоремы, изложению которой мы пред­пошлем две вспомогательные теоремы, а именно:
и*
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Теорема I. Проекция количества движения центра тяжести всякой 

системы на какую-либо ось равна сумме проекций количеств движений всех 
точек ее на ту же ось.Мы имели в статике для координаты (ж) центра тяжести уравнение:

—__2 Рх __  2 mg х __ 2тх
Х — ~2Р — TmJ — ~2т'Здесь количество Р, как вес материальной точки, заменено через ту\ величина Еж есть не что иное, как масса всего тела 7И; а потому
х = Mx — Е тх......................................................... (80)

Пусть по прошествии времени Д£ абсцисса х изменяется на Дж, абсциссы же 
х отдельных точек а, аь а2,... (фиг. 53) системы изменяются на Дж. Берем производные по времени от обеих частей уравнения (80) и, замечая, что ~ есть не что иное, как • проекция скорости центра тяжести С на ось Ох, т.-е. vx, 

dx - и точно также производные будут представлять проекции скоростей точек системы на ось Ох, т.-е. vx, будем иметь;
l r dx v dx 
M~dt = ^m~dv

Mvx = hmvxj ........ (81'}
npv (Mv) = S npx (mv)............................................................(81)Аналогично

Mvy = E mvy, npv (Mv) = S npy (mv).................................... (82)
Mv, — tonv;, прж (jMv) = S np, (mv) ....... (83)Если перенесем все количества движения в центр тяжести и сложим их по правилу многоугольника, как представлено на фигуре 53, то замы­кающая сторона, согласно доказанным уравнениям (81), (82) и (83), пред­ставит по величине и направлению количество движения центра тяжести Mv.Отсюда следует теорема: Количество движения центра тяжести, 

в котором сосредоточена вся масса системы, есть геометрическая сумма 
количеств движения всех материальных точек, составляющих эту 
систему.

Теорема 2. Сила инерции центра тяжести всякой системы, в котором 
сосредоточена вся масса тела, есть равнодействующая всех сил инерции 
точек тела, перенесенных в центр тяжести.
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Взяв производную от формулы (81') и имея в виду, что^£. представляет 

(Itпроекцию полного ускорения центра тяжести / на ось Ох, (фиг. 51), т.-е.
/72 = пржу, получим

т (Рх „ (Рх (84')
прг = S пр, (т/);|переменив знаки, найдем — пр, (Ж;) = — 2пр,(т/)............................................. (84)Знаки проекций в обеих частях равен­ства переменены потому, что силы инерции направлены в стороны, противоположные ускорениям г). Подобным же путем найдем аналогичные равенства для осей Оу и Oz.Формула (84) доказывает вторую вспо­могательную теорему.Изложив эти теоремы, справедливые для какой-угодно системы, можем перейти к рассмотрению основной теоремы о движе­нии центра тяжести свободной системы.

Теорема. Центр тяжести свободной У 
системы движется, как одна материаль­
ная точка, в которой сосредоточена вся
масса системы и к которой приложена равнодействующая всех внешних
сил, перенесенных в центр тяжести.По теореме д’Аламбера силы инерции всех точек системы должны быть уравновешены силами, на эти точки действующими. По этой причине для этих сил необходимо удовлетворение трем первым уравнениям равновесия свободного твердого тела. 2 X — 2 пр, (т/) = О,2 Y — 2 пру (mf) = О,2 Z — 2 пр, (т/) = о-На основании формулы (84) пишем:2 X = пр,(ЛГ/), 2У = пР;(лг7), SZ = np,(A/7).

..................................................... (85)

(86)
’) Знаки (—) на фиг. 54 поставлены условно с целью показать, что силы инерции

направлены противоположно полным ускорениям. Прим. ped.



166Сложим эти равенства, возвысив их предварительно в квадрат. Замечая что сумма квадратов проекций величины Mj на прямоугольные оси коор­динат равняется (2И/)а, и называя через R равнодействующую всех внешних сил, получим: = 7=4............................................................(87)
Что касается направления полного ускорения центра тяжести, то оно совпа­дает с направлением равнодействующей внешних сил. Действительно, согласно формулам (86) и (87), будем иметь:

cos“a = 5M^2=^, cos[T=AJ, cos?=-^ , . (88)
-ML J -ft lx lx

где через a, p и у обозначены углы полного ускорения / с осями координат. Таким образом, полное ускорение центра тяжести свободной системы выра­
жается по величине равнодействующей всех внешних сил, перенесенных 
в этот центр, разделенной на массу системы, и направлено по этой равно­
действующей, что и требовалось доказать.Если R == 0, то формула (87) дает j — 0.Это может быть только тогда, когда центр тяжести или движется прямо - линейно и равномерно, или неподвижен. Отсюда вытекает начало сохранения центра тяжести: центр тяжести свободной системы, на которую не дей­
ствуют внешние силы, находится в покое или движется прямолинейно 
и равномерно.Отметим, что внутренние силы не имеют влияния на движение центра тяжести, так как они попарно равны и противоположны; по этой причине они уравновешиваются и в состав сумм 2 У, SZ не входят.

§ 32. 0 моментах инерции. Моментом инерции тела относительно 
оси называется сумма произведений масс всех материальных точек тела 
на квадраты расстояний их от оси. Таким образом, если через г обо­значим расстояние какой-нибудь точки от оси, а через т—массу ее, то для системы материальных точек момент инерции выразится через

J = Zmr* ............. (89)
Для того, чтобы получить момент инерции сплошного тела, его разби­вают на бесконечно-малые объемы &и. Пусть у будет весовая плотность тела, т.-е. вес единицы объема вещества тела, изменяющаяся от одного бесконечно-малого элемента до другого. Вес объема выразится через уДг;, а масса его т = где g—ускорение силы тяжести. Таким образом:

9 '
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но у есть так называемая массовая плотность, т.-е. масса, отнесенная к объему, — для однородного тела это есть количество массы, заключенной в единице объема. Обозначая через р, получим:

J =Sp Av • г2 — р Sr2 Av....................................................... (90)Последнее равенство можно написать, если тело однородно, и у, а, следо­вательно, и р, суть величины постоянные.Моменты инерции площадей и линий будем определять, предполагая их покрытыми массами равномерно, так что величину р можно будет считать для них величиной постоянной. Эти моменты инерции выразятся: (90)Л = р" Sr2 AZ (90")В формуле (90') As есть элемент площади, а р—количество массы, распре­деленной на единице площади,—так называемая поверхностная плот­ность; в формуле (90') AZ есть элемент длины, а р" — количество массы, распределенной на единице длины линии,—так называемая линейная плотность. Заметим, что, когда р= 1, то наши формулы (90 — 90") дают величины, которые могут быть названы моментами инерции объема, площади и линии.
Массою приведенною к данной точке называют массу, которую надо 

сосредоточить в этой точке, чтобы полученная материальная точка имела
относительно данной оси тот же момент 
инерции, что и все тело. Положим, что такая точка должна отстоять от оси zz (фиг. 55) на расстоянии d. Называя при­веденную массу через р., получим:

Радиусом инерции называется рас­
стояние от оси точки, для которой приве­
денная масса равна массе всего тела.Называя массу всего тела через М и радиус инерции его через R, получим.7 = Л/В2, S = ■ (91)

равна корню квадратному изТаким образом, длина радиуса инерции момента инерции тела, разделенного на массу его.
§ 33. Теоремы о моментах инерции. Мы имеем в виду определить моменты инерции некоторых простейших тел, для чего предварительно необ­ходимо изложить несколько теорем, из которых две относятся к моментам инерции, а третья алгебраическая.
Теорема 1. Момент инерции тела относительно какой-нибудь оси 

равняется моменту инерции относительно оси, ей параллельной и прохо-
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дящей через центр тяжести тела, сложенному с произведением из массы 
всего тела, на квадрат расстояния между осями.Положим, что оси координат Oxyz (фиг. 56) имеют начало в центре тяжести всего тела О. Назовем через J момент инерции относительно оси O'z', которая параллельна оси Oz и лежит в плоскости xOz на рас­стоянии d от оси Oz. Для вели­чины J можем написать:

J = Ятг'2,...............................(92)где т есть масса материальной точки а, а г' — расстояние точки а от оси O'z/. Соединяя точку ах — проекцию точки а на плоскость хОу — с основаниями О и О' осей Oz и O'z', можем написать следующие соотношения между величинами г и г' и координатами х и у точки а:
г2 = х1 -ь у2,

г'2 = (х — d)2 у2 = х2 — 2 xd-+- d2 -+-у2 — г2 — 2 xd ч d2.В виду этого выражение (92) принимает вид:
J = 2 т (г2 -+- d2 — 2xd) = 2 тг2 -ь 2 md2 — 2 2mxd.Так как 2 mr2 — представляет момент инерции тела относительно его центра тяжести, а 2 т = М, где М есть масса всего тела, то равенство это примет вид

J = Jo н- Md2 — 2d • 2тх......................................................(93)Что касается величины Ътх, то замечаем, что формула для координаты центра тяжести х пишется так: 
— 2тх 

г Х =В данном же случае центр тяжести лежит, по условию, вначале координат; следовательно его абсцисса х равна нулю; поэтому и также есть нуль, в виду чего уравнение (93) примет вид:
J = J9 + Md2 ...... .....................................(94)Помощью этой теоремы можно обнаружить некоторые свойства физического маятника. Называя через J момент инерции маятника относительно точки подвеса О (фиг. 57), а через Jo — момент инерции его относительно оси, прохо­дящей через центр тяжести С, и принимая во внимание, что 

J = 1Ма, где I — длина физического маятника, (уравнение (75) § 29 стр. 157), получим:



169отсюда имеем (г-й)а = 4...................................................................(95)Перейдя к чертежу, имеем О С СО= £.(95')Основываясь на форме уравнения (95'), можно построить точку О',— центр качания данного маятника. Восставляем из центра тяжести его С перпендикуляр, на котором откладываем CD = В, = у/А.; точку D соеди- F Л/няем с О и проводим DO', перпендикулярно к линии 01): пересечение его с ОС и будет представлять собою искомый центр качания маятника О'.Эта теорема принадлежит Гюйгенсу; она показывает, что между центром качания и точкой привеса маятника существует зависимость такого рода: если мы перевернем маятник и сделаем центр качания точкою привеса, то прежняя точка привеса сделается центром качания, и маятник будет качаться совершенно так же, как и прежде.Эта зависимость дала механику Катеру возможность построить обо­ротный маятник для практического определения центра качания маятника. На стержне маятника располагают две призмы (фиг. 58) и, приве­шивая его сперва за одну из них, считают, сколько колебаний сде­лает он в определенное время; затем перевертывают его и, подвесив за другую призму, поднимают или опускают эту последнюю до тех пор, пока маятник не будет делать столько же колебаний, как и в первом случае. Расстояние между призмами в случае одинакового числа колебаний и будет выражать собою длину того математического маятника, который колеблется одинаково с данным физическим маят­ником.В оборотном маятнике один шар делается пустой, а другой сплошной.
Теорема 2. Сумма моментов инерции площади около двух 

взаимно перпендикулярных осей, лежащих в ее плоскости, равна 
моменту инерции этой площади около оси, проходящей через точку Фиг. 58 
пересечения двух первых осей перпендикулярно к площади.Положим, что материальная пло- г щадь /9 (фиг. 59) помещена на пло­скости координат хОу. Назовем через Jx, 

Jy. Jz моменты инерции относительно осей координат, так что
Jx = % ту2, Jy = Z тх‘2.

9

Сложив эти два равенства, получим: Л-ь Jy = Sm^-+-y2)=Smr^ = J, (96)
Теорема 3 есть, собственно, теорема об определенном интеграле, известная из курса интегрального исчисления, и выра­жается так:

п + 1
(97)
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§ 34. Определение моментов инерции различных тел. Во всех разби­раемых ниже задачах величина плотности р предполагается постоянной, т.-е.тела предполагаются однородными.
1. Момент инерции прямого отрезка. Положим, что требуется опре­делить момент инерции прямого отрезка АВ (фиг. 60) относительно оси уу.Назовем через х расстояние какой- нибуть точки р отрезка АВ от осиуу; тогда, разделив весь отрезок на беско­нечно-малые элементы dl, получим (§ 32, формула 90):

,Т =
оЗдесь р" — линейная плотность равняется где у*— весовая плот­на отрезка; произведение pdl — массаэлемента dm. Из бесконечно-малого треугольника pqs, где qs есть прира­щение dx, имеем: qs = pq sin — dl sin <p == dx,

dl = dx
sin <p‘Подставляя, имеем:

Производя интеграцию, находим:у 1 н Л , J ~ TP sin <р 'а, так как = 1 и р*7 — М, то
J = ............ (98)_ оИтак, момент инерции отрезка прямой линии, пересекающей ось, 

относительно которой берется момент, равен одной трети массы отрезка, 
умноженной на квадрат расстояния конца отрезка от оси моментов." Последняя формула показы­вает, что масса отрезка, приведенная к точке В, равна одной трети массы отрезка. Формула (98) имеет место и в том случае, когда <р = 90°; тогда 

а = Zsin 90° = 1;и
J=^MV............................. (99)Момент инерции линии, не Фиг. 61.пересекающей оси, можно определить, как разность моментов отрезков BD и AD (фиг. 61), для чего линию АВ надо продолжить до пересечения с осью уу моментов инерции в некоторой точке D 



171так что, называя через JАв момент инерции линии АВ. через J вв—момент инерции линии DB. через JDA— линии DA, будем иметь:
АВ   JТ>В JDA-

2. Момент инерции площади прямоугольника, относительно которой определяется момент инерции, основания АЕ = б (ось ss, фиг. 62). Разбивая прямоугольник ABDE на бесконечно-тонкие полоски, парал­лельные стороне АВ = а, получаем 
Jaa — 2iaa, где через is8 обозначен момент инерции каждой полоски pq. Назовем через т массу каждой полоски; тогда, по предыдущему (форм. 99) будем иметь:

WI „ 
= -3-а2,

Предположим, проходит через что ось. сторону

= 2 “ а2 = у S m = у а2 . (100)Таким образом, момент инерции 
площади прямоугольника относи- 

---------S

Фиг. 62.

темно оси, совпадающей с его основанием, равняется одной трети массы 
прямоугольника, умноженной на квадрат высоты его.Определим моменты инерции прямоугольника относительно осей, прохо­дящих через центр тяжести и параллельных его сторонам.Через центр тяжести С проведем ось хх параллельно ss и определим момент инерции относительно ее. По 1-й теореме о моментах инерции, имеем:

Jaa = Jxx-^M-^,откуда
_ Ма°- _ Ма? _ Ма?

х* ~ 3 4 “' 12 (Ю1)Точно так же найдем, что
_ м

УУ~ 12 (Ю1')Обозначая через Je момент инерции относительно оси, проходящей через точку С перпендикулярно к плоскости прямоугольника, найдем;Л = = = и<?- • ■ ■ • (102)Итак, момент инерции прямоугольника относительно оси, проходящей 
через его центр тяжести перпендикулярно его плоскости, равен массы 
прямоугольника, умноженной на квадрат диагонали.

3. Момент инерции площади треугольника. Сначала определим момент инерции прямоугольного треугольника. Положим, что мы имеем прямо-



172угольный треугольник АВЕ (фиг. 63), с основанием АЕ = а и высотой АВ — Ъ. Дополним его до прямоугольника ABDE. Момент инерции прямо- z угольника ABDE относительно оси

Фиг. 63.

хх, проходящей через О, — центр тяжести прямоугольника, как было уже выведено раньше, равен
7 _
JAD— 12 . (103)*где Л/— масса треугольника._у Но, так как оба наши треугольника относительно оси хх располагаются совершенно одинаково, то момент инерции одного треугольника будет в два раза менее, т.-е..7= .......................................(104)Теперь определим момент инерции треугольника относительно оси. проходящей через центр тяжести его, при чем заметим, что расстояние между осями прямоугольника хх и треугольника уу, проходящими через их центры 1 , тяжести, равно-g-о: поэтому

• ■ ■ <105)Точно так же
J   _*L а? d гг — 18 а ,т.-е. момент инерции прямоугольного треугольника относительно оси, парал­

лельной одному из его катетов и проходящей через его центр тяжести, 
равен-** массы треугольника, умноженной на квадрат катета, перпенди­

кулярного оси моментов.Обозначив через Jc момент инерции относительно оси, проходящей через точку С перпендикулярно к плоскости треугольника получим:
- < = + = = • ■ • • (106)т.-е. момент инерции прямоугольного треугольника относительно оси, 

проходящей через центр тяжести его и перпендикулярной к его плоскости1, 
равен-^его массы, умноженной на квадрат гипотенузы.Если нам дан какой-нибудь треугольник ABD (фиг. 64), то для определения момента инерции его разобьем треугольник на два прямо­угольных треугольника АЕВ и BED; тогда момент инерции всего тре­угольника ABD относительно оси хх, проходящей центр тяжести С и парал­лельной стороне AD, будет равен сумме моментов двух прямоугольных, т.-е.

= Л +
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поэтому
J _ ¥ £2 

, J — 18w •Итак, момент инерции всякого треугольника относительно оси, прохо 
дящей через центр тяжести и параллельной его основанию, равняется 
части массы его, умноженной на квадрат высоты.

4. Момент инерции окружности. Положим, что окружность, радиус которой равен а (фиг. 65), находится в плоскости чертежа.Определим момент инерции ее относительно оси zz, перпендику­лярной к плоскости чертежа. Имеем,
Jt = £ma2 = Ma2,.......................................................(107)потому что г езть величина постоянная, равная а, а кроме того 

z %т = М.Принимая во внимание теорему 2 § 33 (стр. 169), а также то, что 4 в данном случае Jх —- J4, имеем:= = ....... (108)т.-е. момент инерции окружности относительно оси, проходящей через 
центр и перпендикулярной к ее плоскости, равняется массе, умноженной 
на квадрат радиуса окружности, а относительно оси, лежащей в плоскости 
окружности и проходящей через центр, равняется половине массы, умно­
женной на квадрат радиуса.



174
5. Момент инерции площади круга. Назовем через Jt момент инерции всего круга относительно оси, проходящей через центр его и перпендику­лярной к плоскости круга, а через Jх 

У и — моменты инерции относительно осей,I лежащих в плоскости круга (фиг. 66).

©
Тогда будем иметь:

Jt = Jx -+- Jy=2> ту2 -ь Smx2 = Sm (ж2 -ь у2).Но так как в данном случае = Jv, тоJ. = 2J. = 2^, так как вообщеX2 -4- у2 — Г2.। Разбив теперь весь круг концентриче-у скими окружностями на ряд бесконечно тон-
Фиг. 66. ких колец, можем тот же момент Jz пред­

ставить так:
JJ* р' ■ 2тсг dr • г- = 2тср' J* r3dr = 2тср' ~. 

О ■ оЗамечая, что т:а2р' = М— массе площади круга, имеем:
v Jz = ~Ma2 ....... (109)

Jx = Jy = ^Ma2 ....... (ПО)
Следовательно, • момент инерции площади круга относительно оси, 

проходящей через его центр перпендикулярно к его плоскости, равняется 
половине массы, умноженной на квадрат радиуса, а относительно диа- 1 Л Jметра равен массы на квадрат радиуса.

6. Момент инерции объема цилиндра. Разбив цилиндр плоскостями,перпендикулярными к оси цилиндра и назвав через i момент инерции каждого из этих слоев, получим:
J=£i.Но наши слои можно рассматривать, как площади кругов, равномерно покрытых массами; поэтому по фор­муле (109) имеем

т 9 
г = ~9 а2,где т есть масса бесконечно-юнкого слоя. Подставив в формулу J = Si 

уу (фиг. 67) на бесконечно-тонкие слои

Фиг. 67.величину i, получим:
~г Y1 W - fl- V J — — а2 = -^^т\
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так как S т = М, то J = 0,5Jfa2,.(HI)т.-е. момент инерции объема цилиндра относительно оси его равен половине 
массы его, умноженной на квадрат радиуса.

7. Момент инерция объема конуса. В этом случае, так же, как и в пре­дыдущем, плоскостями, перпендикулярными оси конуса Оу (фиг. 68), разби-

следовательно,
J = J* x4,d% ctg О = я-~ eteQ J*a

° , °Интегрируя, получим
7CQ Ctg в2 а5 ло а- . a ctg Н . За*

5 ~ 3. 10 ’

ftQcflh . За2', 
"з-' То '

лд a2hтак как—$— — М — массе конуса, то 
J = 0,3 Ma2, . • • (112)т.-е. момент инерции объема конуса рав­

няется 0,3 массе, умноженной на квадрат 
радиуса основания.

8. Момент инерции объема шара. Кон­центрическими сферами разбиваем шар на бесконечно-тонкие слои. Обозначим через а радиус шара (фиг. 69), через %, у, z—проек­ции радиуса на оси координат Ox, Оу, Oz, имеющие начало в центре шара О; получим;
Л = ™(я2-ьг/2);



— 176 —но, так как t/х --- Jу ---- J
ТО

J х ч- Jу ч- JI == Зс7х 5 поэтому3 Jx = 1т (у2 ч- z2 ч- z2 ч- х2 ч- х2 ч- у2) = 21т (х2 ч-у2н- z2) = 21mr2, (113'1 так как видно из чертежа, что
х2 ч- у- ч- z- = г2.Далее,

Imr2 = р • 4xzr2dr ■ г2 = 4Ttp J* r*dr.
• оПроизводя интеграцию, находим:

1тг2 = 4тсрПодставив в уравнение (113), получим:ЗЛ = 2.4ТСр£, О
Jx = у 7га3р • 0,4а2,а, так как у тса3р = М, то

Jx = 0,4Ma2 ........ (113)Таким образом, момент инерции объема шара относительно одною ", 
из диаметров его равен 0,4 массы шара, умноженной на квадрат его 
радиуса.Из вышесказанного видно, что моменты инерции цилиндра, шара и конуса, при равных радиусах и массах, относятся между собою, как5:4:3,т.-е. как стороны египетского треугольника.

^4- .
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* Киршке, А., инж. Начертательная геометрия в приложении к машиностроению.
* Лахтин, Н. К., проф., и* Кашкаров, Н., проф. Железобетон. Ч. II и III.
* Павлов, Н. Н., проф. Расчеты в технике.

М. М. К. Урочное Положение для строительных работ в метрических и русских 
мерах (оффиц. издание), в переплете. М. 1925 г. Изд. 3-е. 334 стр. Ц. 12 р.

М. М. К. Таблицы для перевода русских мер в метрические и обратно. М. 1924 г. 
Изд. 6-е. 64 стр. Ц. 30 к.

Таблицы для взаимного перевода цен русских и метрических мер. М. 1925 г. 64 стр. 
Ц. 40 к. \

О'Рурк, инж. Таблицы умножения. (Кйрманный справочник). Незаменимое пособие 
в отношении быстроты вычислений при технич., коммерческих и валютных 
расчетах. Изд. 6-е. М. 1925 г. 496 стр. Ц. 2 р. в папке.

Почтовая экспедиция Гостехиздата исполняет быстро и аккуратно заказы по почте 
на книги всех издательств.

При заказе свыше 10 руб. пересылка за счет Издательства.
Заказы исполняются: в 1-ю очередь оплаченные, во 2-ю — авансированные, в 3-ю—прочие. 

Обращаться по адресу: Москва, Мясницкая, 1-6. Телеф. 4-39-09.
Каталог высылается по получении двух семикопеечных марок.

„ГО СТЕХИЗ ДАТ" LE!
ПРАВЛЕНИЕ: Москва, Ильинка, Юшков пер., 6. Тел. 2-56-34.
Торговый отдел: „ „ » » ■ » 5-72-12, 4-32-90.
Бухгалтерия: „ , • » ■ » 3-13-81.
Склад: „ Покровка, 28. » 4-91-28.

КНИЖНЫЕ МАГАЗИНЫ:
МОСКВА.

Тверская, 25, тел. 5-58-47.
Петровка, 10, тел. 1-95-34.
Разгуляй, 38/2, тел 1-95-51.
Мясницкая, 1-6., тел. 4-39-09.
Волхонка, 6, тел. 2-70-69.

ЛЕНИНГРАД.
Загородный, 4, тел. 1-69-S7.

ХАРЬКОВ.
Улица 1-го Мая, 8, тел. 1-01-

Цена 2 р. 45 к<


