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Рассматривается элементарное решение важнейшей задачи небесной механики – определение положения 
планеты на орбите в любой момент времени. Обычно приводится решение этой задачи, использующее закон Всемир-
ного тяготения. Однако этот способ требует решения системы нелинейных дифференциальных уравнений, что явля-
ется достаточно сложной задачей. Если использовать не только законы Всемирного тяготения, второй закон Ньютона, 
но и три закона Кеплера, то можно свести указанную задачу к решению простейшего дифференциального уравнения 
первого порядка. В результате определяется положение планеты на орбите-эллипсе в любой момент времени. При 
желании можно найти вектор скорости движения планеты. Если известно положение нескольких планет в один про-
извольный момент времени, то принципиально можно определить их положение в любой момент. Значит, мы знаем 
конфигурацию планетарной системы и можем находить, например, моменты противостояний. Незначительно услож-
няя метод, можно исследовать движение вокруг звезды (например, Солнца) системы планета-спутник и определять 
моменты затмений. Помимо изложенного, приведен элементарный вывод из второго закона Ньютона и третьего закона 
Кеплера закона Всемирного тяготения.
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Представляется, что в сегодняшнем вту-
зовском математическом образовании 

недостаточно представлена мотивация из-
лагаемого материала. Вместе с тем хорошо 
известно, что развитие математических ме-
тодов стимулировалось (как первый толчок) 
потребностями, прежде всего физики, астро-
номии.

Возникновение дифференциального 
и интегрального исчислений у Ньютона оп-
ределялось необходимостью решения задач 
механики, в том числе небесной механики. 
Демонстрация того, как применение мате-
матического материала первого курса любо-
го ВТУЗа позволяет количественно описать 
движение планет, искусственных спутников 
и т. д. (в рамках, разумеется, некоторой иде-
ализации – модели – задачи двух тел, напри-
мер) должна убедить студента в важности и 
полезности предлагаемых знаний. Итак, как 
же происходит движение Земли по орбите?

Первый закон И. Кеплера (1571–1630) 
гласит: «Планеты движутся по эллипсам, в 
одном из фокусов которых находится Солн-
це». Пусть канонические уравнения орбиты-
эллипса есть

и Солнце расположено в точке ( ), 
а полярный угол Земли в момент времени t 

равен φ(t). Пусть φ = 0 = φ(0) – угол соответс-
твующего точке апогея – ближайший к Солн-
цу точке орбиты.

Координаты Земли в момент времени t 
есть (acosφ(t); bsinφ(t)) – координата радиус-
вектора . Как указал Ньютон (1643–1727), 
вектор скорости  движения имеет коорди-
наты, равные производным по времени от ко-
ординат положения, т. е.

.
По второму закону И. Ньютона – изме-

нение количества движения равно импульсу 
действующей силы (m – масса Земли)

  (1)

Рис. 1. Схема движения Земли 
Fig. 1. A scheme of the Earth movement
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По закону Всемирного тяготения Нью-
тона сила притяжения Земли Солнцем есть

,                     (2)

где R – расстояние между Землей и Солн-
цем ( ) и  – вектор Земля– 
Солнце,

M – масса Солнца (сила притяжения 
двух масс пропорциональна произведению 
этих масс, обратно пропорциональна квадра-
ту расстояния между ними и направлена по 
прямой, соединяющий массы). Коэффициент 
пропорциональности k – постоянная Всемир-
ного тяготения.

Так как (рис. 1)

то по (2) 

.    (3)

Приравнивание  из (1) и (3) приводит 
к необходимости решения нелинейных диф-
ференциальных уравнений второго порядка, 
что проблематично. Но на помощь приходит 
второй закон И. Кеплера: «Радиус вектор 
Солнце–Земля в равные промежутки времени 
«заметает» равные площади».

Отсюда следует, например, что при 
круговом движении a = b = R, т. е.  
и ε = c/a (для Земли ε = 0,017) скорость пос-
тоянна.

По второму закону Кеплера
.

При малых значениях Δt можно счи-
тать  . Имеем

(4)

Здесь использована формула Лагран-
жа конечных приращений.

Аналогично (φ(0) = 0!)

.               (5)

Из соотношения  получаем
(1 – εcos φ(t) φ’(t) = (1 – ε) φ’(0)       (6)

(напомним, что ε = c/a).
Но из равенства правых частей фор-

мул (1) и (3) при φ(0) = 0 получаем

,

откуда

.

Следовательно,

.                      (7)

По (6) и (7)

.                (8)

Левая часть (8) есть производная от 
функции

φ(t) – εsin φ(t) 
Следовательно,

Но так как φ(0) = 0, то C = 0 и оконча-
тельно

                     (9)Рис. 2. Иллюстрация второго закона Кеплера
Fig. 2. Illustration of Kepler’s second law
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Это и определяет закон движения Зем-
ли по орбите. Уравнение (9) просто решать 
графически (рис. 3) (τ – период обращения по 
орбите).

Очевидно по (9), что

.        (10)

Отсюда
τ2/a3 = 4π2/kM.                  (11)

Правая часть (11) постоянная – одна 
для любой планеты, обращающейся вокруг 
Солнца, и мы получаем третий закон И. Кеп-
лера: «Квадраты периодов обращения пла-
нет вокруг Солнца пропорциональны кубам 
больших полуосей орбит-эллипсов».

Кеплер получил свои законы, обрабо-
тав громадный материал наблюдений Тихо 
Браге(1546–1600).

Покажем, как из третьего закона Кеп-
лера и второго закона Ньютона в предполо-
жении равномерного кругового движения 
планеты вокруг Солнца получить закон Все-
мирного тяготения.

.     (12)

По второму закону Ньютона

.   (13)

Но по третьему закону Кеплера τ2 = λR3 и

Очевидно, чем больше масса притя-
гивающего тела (Солнце-звезда), тем больше 
должна быть сила , то есть логично считать, 
что ϑ = kM. Следовательно

.          (14)

Но

– вектор единичной длины, направ-
ленный от Земли (планеты) к Солнцу (звез-
де). Это в точности закон Всемирного тяготе-

ния. (По третьему закону Ньютона с такой же 
силой Земля «притягивает» Солнце).

Аналогичные формулы получаются 
при рассмотрении движения искусственного 
спутника Земли. Надо заменить массу Земли 
на массу спутника, а массу Солнца – на массу 
Земли.

По (12, 13) легко получить «школь-
ную» формулу

(R – радиус Земли, H – высота орбиты спут-
ника над Землей).

Имеем

,

откуда .

Подстановка численных значений мас-
сы и радиуса Земли и постоянной всемирного 

Рис. 3. График функции φ(t)
Fig. 3. The graph of φ (t)

Рис. 4. К выводу Закона Всемирного тяготения
Fig. 4. Derivation of the law of gravity
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тяготения дает значение υ = υI ≈ 7,8 км/сек –  
первой космической скорости.

Так как поле тяготения является по-
тенциальным, то величина работы не зависит 
от пути. Энергия потенциальной силы при 
удалении спутника от поверхности Земли «на 
бесконечность» равна

Но изменение кинетической энергии 
есть mcVотр

2/2 (Vотр – скорость «отрыва», вто-
рая космическая скорость). Закон сохранения 
энергии дает

откуда 

(υI – первая космическая скорость).
Так что

Vотр ≈ 11 км/сек.
Легко видеть, что использовались све-

дения, сообщаемые студентам на первом кур-

се (кроме, быть может, потенциальности поля 
тяготения).
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WHAT POINT OF ORBIT IS THE EARTH AT TODAY?
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An initiate method to solve the problem of what point of orbit a planet is at today has been investigated. The solution 
of this problem using the law of gravitation is difficult, as it demands solving a certain system of nonlinear differential equations. 
Using not only the law of gravitation but the Second Newton’s law and the Third Kepler’s law allows to solve the pooblem 
with a simple first order differential equation. It is possible to find the speed-vector of planet. There is also a possibility of the 
configuration of planet system. An elementary conclusion of the law of gravitation, the Second Newton’s law and of the Third 
Kepler’s law is presented.
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