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Рассматривается алгоритм оптимизации параметров регулятора в области решений многокритериальных за-
дач управления движением на основе численного определения пересечения множества решений, удовлетворяющих 
заданным критериям. Решается задача, в которой к основному алгоритму управления движением – алгоритму ста-
билизации программного движения – подключается алгоритм компенсации средствами управления ряда возмуща-
ющих факторов, в частности, алгоритм управления по ветровому возмущению, предназначенный для минимизации 
ветрового угла атаки. По результатам численных оценок функционалов были построены контуры равных значений 
функционалов в области настраиваемых параметров, по которым построены области с минимальными значениями 
функционалов. По пересечению областей выбираются общие настройки алгоритмов для разных критериев, которые 
могут обеспечить устойчивость и управляемость. Реализация закона управления требует измерения всех переменных 
состояний объекта управления, однако доступны непосредственным измерениям не все компоненты вектора состо-
яний системы, а лишь некоторая их часть или некоторые их линейные комбинации. Это объясняется тем, что вы-
ходными величинами объекта служат лишь отдельные комбинации этих компонент. Выходной вектор объекта имеет 
размерность меньшую размерности вектора состояния. Решение этих задач синтеза оптимальных наблюдателей состо-
яния линейных стационарных динамических объектов может выполняться методами современного и классического 
вариационного исчисления с использованием системы уравнений Эйлера, Эйлера–Пуассона и необходимых условий 
оптимальности в форме усиленных условий. Рассматриваются свойства управляемости и наблюдаемости непрерыв-
ной системы и особенности постановки детерминированных задач об оптимальном наблюдении состояния линейных 
стационарных обыкновенных непрерывных динамических систем.
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В практике проектирования СУ сложны-
ми динамическими объектами требует-

ся проводить синтез СУ при необходимости 
выполнения ряда критериев, связанных с 
функционированием объекта в процессе его 
движения. К таким критериям можно отнести 
требования по быстродействию, качеству пе-
реходных процессов, ограничениям по ряду 
параметров – перегрузкам, углам отклонения 
органов управления, углам атаки, допускае-
мым нагрузкам элементов конструкции и др. 
характеристикам [1–7].

В частности, типовой задачей управ-
ления является задача, когда к основному ал-
горитму управления движением – алгоритму 

стабилизации программного движения – под-
ключается алгоритм компенсации средствами 
управления ряда возмущающих факторов. Та-
ким примером для ЛА в плотных слоях атмос-
феры является сочетание ПИД регулятора δϑ  
для стабилизации углового движения

δϑ = a0(ϑ + Tdϑ')                     (1)
с алгоритмом управления по ветровому воз-
мущению. В этом случае к ПИД-регулятору 
подключается алгоритм управления по углу 
атаки δϑ

w, предназначенный для разворота 
ЛА на ветер

δϑ
w = a0(ϑ – αw) + Tdϑ').             (2)

Поскольку СУ должна работать как 
при наличии ветрового возмущения αw, так и 
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при его отсутствии, необходимо при выборе 
коэффициентов настроек а0 и Тd рассмотреть 
два критерия:

1. Минимизация угла атаки при управ-
лении (1). Для поиска решения рассмотрен 
функционал

F1(a0, Td) = max|α(δϑ(a0, Td))||0≤ t ≤ T – мак-
симальная величина угла атаки при движении 
на отрезке времени [0, Т] при выбранных па-
раметрах регулятора а0 и Тd;

2. Минимизация угла атаки при управ-
лении (2). Для поиска решения рассмотрен 
функционал

F2(a0, Td) = max|α(δϑ
w(a0, Td))||0≤ t ≤ T –  

максимальная величина угла атаки при дви-
жении на отрезке времени [0, Т] при выбран-
ных параметрах регулятора а0 и Тd .

В этом случае задача синтеза формали-
зуется в задачу определения такой настройки 

коэффициентов а0 и Тd , которая может обес-
печить одновременно минимальные величи-
ны функционалов 1 и 2 во всей области на-
строек параметров регулятора 

a0min ≤ a0 ≤ a0max
Тd min ≤ Тd ≤ Тd max,                    (3)

что в данной работе достигается путем оп-
ределения пересечения множеств решений, 
удовлетворяющих заданным критериям  
1 и 2.

Синтез проведен для типового объекта 
[1], состав датчиков которого позволяет полу-
чать на борту оценки ветрового возмущения 
αw. Для этого кроме датчиков угла требуется 
датчик поперечных перегрузок.

Уравнения движения ЛА как твердого 
тела в плоскости тангажа имеют вид [1]

y'' = ayϑϑ + ay’y’ y’ + ayδδϑ
ϑ'' = aϑϑϑ + aϑ'y’ y’ + aϑδδϑ.            (4)

Рис. 1. Процесс получения численных оценок функционала 1 в области параметров а0 и Тd:  
a0min ≤ a0 ≤ a0max , Тd min ≤ Тd ≤ Тd max

Fig. 1. The process of obtaining numerical values of functional 1 in the parameters of а0 and Тd:  
a0min ≤ a0 ≤ a0max , Тd min ≤ Тd ≤ Тd max
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По уравнениям (4) можно получить 
оценку полного угла атаки

.

Путем подключения или отключения в 
процессе моделирования [8–10] оценки ветро-
вого угла атаки в алгоритм управления были 
получены численные оценки функционалов 1 
и 2 в области их настроек (3). Процесс полу-
чения функционалов 1 и 2 проиллюстрирован 
на рис. 1, 2. По результатам численных оце-
нок функционалов были построены контуры 
равных значений функционалов 1 и 2, пред-
ставленные на рис. 3 и 4. Из вида контуров 
следует, что в плоскости параметров а0 и Тd 
области с минимальными значениями функ-
ционалов имеют небольшое пересечение, в 
котором могут быть выбраны общие настрой-
ки алгоритмов (1) и (2) и которые могут обес-

печить устойчивость и управляемость. На 
рис. 3, 4 отмечена выбранная рабочая точка 
настройки коэффициентов а0 и Тd.

По этим областям были выбраны пара-
метры а0 и Тd , обеспечивающие одновремен-
но минимальные величины функционалов 1 
и 2 во всей области настроек параметров ре-
гулятора, выбранная настройка отмечена на 
этих рисунках.

Результаты моделирования с общими 
настройками для алгоритмов 1 и 2 приведены 
на рис. 5, 6.

Как следует из результатов моделиро-
вания, выбранная настройка позволяет найти 
приемлемое решение, удовлетворяющее раз-
личным критериям. Так, при работе алгорит-
ма 1 обеспечивается устойчивость движения 
и при работе алгоритма 2 обеспечивается ми-
нимизация угла атаки.

Рис. 2. Процесс получения численных оценок функционала 2 в области параметров а0 и Тd:  
a0min ≤ a0 ≤ a0max , Тd min ≤ Тd ≤ Тd max

Fig. 2. The process of obtaining numerical values of functional 2 in the parameters а0 and Тd:  
a0min ≤ a0 ≤ a0max , Тd min ≤ Тd ≤ Тd max
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Реализация законов управления тре-
бует измерения всех переменных состояний 
объекта управления. Обычно, однако, до-
ступны непосредственным измерениям не 
все компоненты вектора состояний системы, 
а лишь некоторая их часть или некоторые 
их линейные комбинации. Это объясняется 
тем, что выходными величинами объекта 
служат лишь отдельные комбинации этих 
компонент. Выходной вектор объекта имеет 
размерность, меньшую размерности вектора 
состояния.

Все эти обстоятельства указывают на 
необходимость способов и устройств, которые 
позволяли бы косвенно оценивать переменные 
состояния, малодоступные или вовсе недо-
ступные прямым измерениям. Эти способы и 
устройства должны основываться на исполь-
зовании информации о входных (управляю-
щих) воздействиях, выходных измеряемых 
величинах и уравнениях движения объекта уп-
равления, которые предполагаются известны-
ми. Ниже рассматривается случай линейных 
стационарных непрерывных динамических 
объектов автоматического управления.

Построение оптимальных наблюда-
телей состояния динамических систем на-
чинается с постановки задачи. Постанов-
ка этой задачи включает два этапа. Сначала 

выполняется содержательная (описательная) 
постановка задачи, а затем на основе анали-
за сущности этой постановки и использова-
ния физических и других закономерностей, 
которым подчиняются протекающие в уп-
равляемом объекте процессы, формулируют 
математическую постановку задачи синтеза 
оптимального наблюдателя состояния задан-
ной динамической системы. Математическая 
постановка задач данного типа для непре-
рывных динамических систем включает по-
лучение математического описания объекта 
управления, например, в виде дифференци-
альных уравнений, представленных в нор-
мальной форме Коши; выявление выходных 
доступных измерению величин объекта и 
составление для них уравнений измерений 
(наблюдений); определение, в случае необхо-
димости, основных свойств и характеристик 
внешних воздействий и граничных условий; 
составление математических выражений для 
минимизируемых критериев оптимальности, 
например, в виде функционалов, отражаю-
щих все основные качественные требования, 
предъявляемые к синтезируемой системе 
наблюдения. Наиболее часто считают, что 
минимизируемый критерий должен характе-
ризовать точность оценки вектора состояния 
объекта.

Рис. 3. Контуры равных значений для функционала 1 
в области параметров а0 и Тd a0min ≤ a0 ≤ a0max ,  
Тd min ≤ Тd ≤ Тd max

Fig. 3. The contours of equal values for functional 1 
in the parameters а0 and Тd a0min ≤ a0 ≤ a0max ,  
Тd min ≤ Тd ≤ Тd max

Рис. 4. Контуры равных значений для функционала 2 
в области параметров а0 и Тd a0min ≤ a0 ≤ a0max ,  
Тd min ≤ Тd ≤ Тd max

Fig. 4. The contours of equal values for functional 2 
in the parameters а0 and Тd a0min ≤ a0 ≤ a0max ,  
Тd min ≤ Тd ≤ Тd max
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Рис. 6. Результаты моделирования с общими настройками для алгоритма 2: Y – координата ЦМ (м), Vy – скорость 
движения ЦМ(м/с), Tet – угол тангажа(°), dTet/dt – скорость объекта в плоскости тангажа(°/с), Delta – рас-
согласование по каналу тангажа(°), ACSELERATIONy – ускорение ЦМ (м/с2), Alfa – угол атаки(°), Wind, 
EVALwind – скорость ветра (м/с)

Fig. 6. The results of the modeling with the general settings for the algorithm 2: Y – MC coordinate (m), Vy – velocty of the MC 
(m/s), Tet – pitch (°), dTet / dt – velocity of the object in the plane of the pitch (°/c), Delta – mismatch in the pitch channel 
(°), ACSELERATIONy – MC acceleration (m/s2), Alfa – angle of the attack (°), Wind, EVALwind - wind speed (m/s)

Рис. 5. Результаты моделирования с общими настройками для алгоритма 1: Y – координата ЦМ (м), Vy – скорость 
движения ЦМ(м/с), Tet – угол тангажа(°), dTet/dt – скорость объекта в плоскости тангажа(°/с), Delta – рас-
согласование по каналу тангажа(°), ACSELERATIONy – ускорение ЦМ (м/с2), Alfa – угол атаки(°), Wind, 
EVALwind – скорость ветра (м/с)

Fig. 5. The results of the modeling with the general settings for the algorithm 1: Y – MC coordinate (m), Vy – velocity of the MC 
(m/s), Tet – pitch (°), dTet / dt – the velocity of the object in the plane of the pitch (°/c), Delta – mismatch in the pitch channel 
(°), ACSELERATIONy – MC acceleration (m / s2), Alfa – angle of the attack (°), Wind, EVALwind - wind speed (m / s)
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Задача синтеза оптимальных наблюда-
телей состояния динамических систем может 
ставиться в стохастической или детермини-
рованной постановке в зависимости от того, 
учитываются или нет случайные помехи, 
действующие на наблюдаемый объект авто-
матического управления. Рассмотрим осо-
бенности постановки детерминированных 
задач об оптимальном наблюдении состояния 
линейных стационарных обыкновенных не-
прерывных динамических систем.

Пусть задан линейный стационарный 
непрерывный динамический объект управле-
ния с сосредоточенными параметрами следу-
ющим векторно-матричным дифференциаль-
ным уравнением в нормальной форме Коши

,                      (5)
где X = {x1, x2, ..., xn}

T – вектор состояния объ-
екта;

U = {u1, u2, ..., um}T – вектор управления 
объекта;

A = {aij}n,m, B = {bij}n,m – заданные постоян-
ные матрицы объекта.

Уравнение (5) описывает динамику 
изменения во времени вектора состояния 
объекта. Для того чтобы математическое опи-
сание объекта было полным, к его дифферен-
циальному уравнению динамики (5) должно 
быть добавлено дополнительно второе алгеб-
раическое уравнение вида

Y = CX,                            (6)
где Y = {y1, y2, ..., yr}

T – вектор выходных изме-
ряемых переменных объекта;

C = {cυi}r,n – заданная постоянная матрица,
r < n.                             (7)

Это уравнение (6) устанавливает связь 
неизвестного и недоступного непосредствен-
ным измерениям вектора состояния объекта с 
его выходным вектором, каждая компонента 
которого доступна измерению. Подаваемый 
на вход объекта вектор управления также 
полностью доступен измерению. 

Итак, имеется следующая информация: 
вид уравнений (5), (6) объекта управления, то 
есть его структура, с известными всеми матри-
цами, то есть параметрами, входящими в эти 
уравнения; доступный измерению выходной 
вектор объекта; доступный измерению вход-
ной вектор управления объекта. Опираясь на 

знание указанных матриц управляющего и 
выходного векторов объекта, необходимо оце-
нить вектор состояния объекта управления. 
Оценку вектора состояния данного динами-
ческого объекта (5) будем обозначать через 

.           (8)
Близость этой текущей оценки (8) к 

истинному текущему значению вектора со-
стояния

          (9)
будем характеризовать вектором текущей 
ошибки

                  (10)
Требуется по известным параметрам 

и структуре объекта (5), (6) и наблюдаемым 
входному и выходному векторам этого объ-
екта построить линейную стационарную ди-
намическую систему, которая давала бы на 
выходе такую оценку (8) вектора состояния 
(9) объекта (5), чтобы ошибка (10) с течением 
времени стремилась к нулю

 при t →∞.               (11)
Такую динамическую систему назы-

вают динамическим идентификатором состо-
яния объекта (5), (6).

Для того чтобы создаваемый дина-
мический идентификатор обладал высокой 
эффективностью, его стремятся строить с 
использованием методов классического или 
современного вариационного исчисления. 

Если такая динамическая система пос-
троена так, что достигается минимум функ-
ционала вида 

        (12)

QT = Q = {qiυ}n,n > 0, RT = R = {riυ}n,n > 0,
то полученный идентификатор состояния 
объекта будет оптимальным по квадратично-
му критерию точности (12).

Решение этих задач синтеза оптималь-
ных наблюдателей состояния линейных стаци-
онарных динамических объектов может выпол-
няться методами современного и классического 
вариационного исчисления с использованием 
системы уравнений Эйлера, Эйлера–Пуассона 
и необходимых условий оптимальности в фор-
ме усиленных условий Лежандра

Цифровая реализация полученных 
алгоритмов при переходе от аналогового (не-
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прерывного) управления объектом к дискрет-
ному (цифровому) управлению связана с ре-
шением следующих основных задач:

1. Определение возможности исполь-
зования закона управления объектом, по-
лученного для непрерывного временного 
процесса в аналоговой форме, при его преоб-
разовании в закон дискретного управления (и 
как такое преобразование осуществить).

2. Учет потери информации в систе-
ме в результате дискретизации, запаздывания 
сигнала при передаче информации, связанно-
го со временем, необходимым для осущест-
вления вычислительных процедур, оценка 
погрешности квантования.

3. Расчет допустимого периода кван-
тования (дискретизации) сигнала.

Исходя из этого проведем анализ взаи-
мосвязи характеристик непрерывного (аналого-
вого) и дискретного (цифрового) управления. 

Пусть непрерывная система описыва-
ется уравнениями

(t) = Acx(t) + bcu(t), y(t) = ccx(t),     (13)
а полученная в результате ее дискретизации 
дискретная система 

x[i + 1] = Ax[i] + bu[i],   y[i] = cx[i],   (14)
где матрицы

     (15)

имеют соответственно размерности Ac(n × n), 
bc(n × 1), cc(1 × n).

В первую очередь рассмотрим собс-
твенные числа ηi матрицы Ас, являющиеся 
полюсами непрерывной системы и собствен-
ные векторы wi .

Из соотношений
    (16)

следует, что

(17)

Отсюда, если λi – собственные числа 
матрицы А то

Awi = λiwi, где λi = eηiT              (18)
и собственные векторы для λi, как и в случае 
непрерывной системы, также имеют вид wi. 
При этом дискретная система может иметь 
кратные полюса λi даже при отсутствии крат-
ности ηi. Тогда, если отсутствует кратность ηi, 

собственные векторы wi линейно независимы, 
т. е., другими словами, собственная структура 
А есть простая структура.

Из выражения (18) следует, что ус-
ловие λi < 1 тождественно условию  
Re{ηi} < 0 и при асимптотической устойчивос-
ти непрерывной системы (13) дискретная сис-
тема (14) также асимптотически устойчива, 
причем верно и обратное утверждение. При 
дискретизации неустойчивой (колебательной) 
моды непрерывной системы она ненаблюда-
ема из y[i]. Колебательный процесс скрыт и 
не проявляется в момент выборки. Однако от-
сутствие наблюдаемости справедливо не для 
всех переменных состояния. Справедливо и 
обратное утверждение. Такая мода может про-
являться также в течение переходного процес-
са между точками выборки y[i, m].

Кроме того, если для двух различных 
полюсов ηi и ηj непрерывной системы с сов-
падающими действительными частыми

ηi = ηj + j2kπ/T   (k = ±1, ±2, ...),      (19)
удовлетворяется условие , то в соот-
ветствующей дискретной системе они совпада-
ют: λi = λj. Следовательно, область комплексной 
S-плоскости, которая соответствует непрерыв-
ной системе, так называемая центральная об-
ласть (полюсы в диапазоне мнимых значений 
от –jπ/T до jπ/T), однозначно соответствует ком-
плексной Z-плоскости дискретной системы.

Перейдем теперь к свойствам управ-
ляемости и наблюдаемости. В целом можно 
сказать, что если имеют место управляемость 
и наблюдаемость непрерывной системы, 
то и соответствующая дискретная система 
практически для любого периода Т характе-
ризуется наличием свойств управляемости 
и наблюдаемости. В тех отдельных случаях, 
когда у дискретной системы отсутствуют эти 
свойства, непрерывная система имеет два по-
люса ηi и ηj с совпадающей действительной 
частью, и при этом период выборки Т должен 
удовлетворять условию (19).

Из сказанного следует вывод, когда все 
полюса непрерывной системы лежат в цент-
ральной области, можно утверждать о нали-
чии управляемости и наблюдаемости диск-
ретной системы, если эти свойства имеются у 
соответствующей непрерывной системы.



ЛЕСНОЙ ВЕСТНИК 3/2015116

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ В КОСМИЧЕСКОЙ ОТРАСЛИ

Несмотря на определенные трудности, 
докажем условие управляемости, если имеет 
место выражение (19). Примем для упроще-
ния, что непрерывная система управляема 
при отсутствии кратности полюсов ηi. Тогда 
в результате диагонального преобразования 

x(t) = Tz(t);   T = [w1, ..., wn],
где wi – собственные вектора матрицы Ас, по-
лучим диагональную каноническую систему 
в виде

y(t) = [γ1, γ2, ..., γn]z(t).             (20)
С другой стороны, wi – это также 

собственные вектора полюсов λi дискретной 
системы. Действуя аналогично через коорди-
натное преобразование дискретной системы  
x[i] = Tz[i], будем иметь

y(i) = [γ1, γ2, ..., γn]z(i).           (21)
Отметим, что полюса ηi не кратные, 

однако возможна кратность собственных чи-
сел λi. Поэтому диагональная каноническая 
форма отсутствует только в этом случае, т.е. 
отсутствуют условия управляемости и на-
блюдаемости bi ≠ 0, γi ≠ 0. Кроме того, из ра-
венства c = cc следует, что коэффициенты γi 
уравнений выхода совпадают, а из рассмотре-
ния зависимостей

        (22)

        (23)

следует, что βj и bi находятся в соотношении

  (24)

Условие управляемости для непре-
рывной системы при наличии диагональной 
канонической формы (20) заключается в том, 
что bi ≠ 0 (∀i). Пусть выражение (19) несо-

стоятельно. В этом случае λi ≠ λj, дискретная 
система (21) также представляется в виде диа-
гональной канонической формы и bi ≠ 0 – ус-
ловие управляемости. Из выражения (24) при 
Т ≠ 0 видно, что равенство bi = 0 имеет мес-
то только в частном случае наличия полюсов  
ηi = j2kπ⁄T. Однако матрица Ас – действи-
тельная, и обязательно наличие сопряжение 
полюсов ηi = –j2kπ⁄T, что определяет состо-
ятельность выражения (19). Таким образом, 
можно утверждать, что из несостоятельности 
выражения (19) следует также управляемость 
и дискретной системы. Пусть теперь выраже-
ние (19) состоятельно. В этом случае даже при 
ηi ≠ ηj имеет место равенство λi = λj, и, следо-
вательно, управляемость для дискретной сис-
темы отсутствует. Проверим это утверждение. 
Условие управляемости не меняется даже при 
координатном преобразовании, поэтому для 
дискретной системы ранг матрицы

 (25)

остается неизменным и равным n для любых z.  
Если z = λi, то z – λi = z – λj = 0, и, следова-
тельно, i-я и j-я строки этого выражения абсо-
лютно не зависят от значений bi, bj и являются 
линейно зависимыми.

В связи с этим ранг матрицы (25) не пре-
вышает значения n–1, и значит управляемость 
отсутствует. Аналогичное доказательство мож-
но привести и для оценки наблюдаемости.

Таким образом, рассмотренные в дан-
ной работе алгоритмы оптимизации решений 
многокритериальных задач управления дви-
жением позволяют найти приемлемое реше-
ние поставленной задачи, удовлетворяющее 
различным критериям.
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The algorithm for the optimization of the controller parameters in the solutions of multi-criteria motion control problems 
based on the numerical determination of the intersection of the set of solutions that satisfy the specified criteria is regarded. The 
problem, in which a main motion control algorithm – the algorithm of programmed motion stabilization– is connected with the 
algorithm of compensation of a number of disturbing factors by certain control means, in particular, the control algorithm for wind 
disturbances designed to minimize the wind angle of the attack is being solved. According to the results of the numerical estimates 
of functionals the contours of equal values of the functionals in the sphere of adjustable parameters were constructed. The areas 
with minimal values of functionals were constructed according to them. According to the crossing of the areas, general settings 
of the algorithms for different criteria that can provide stability and control are selected. The implementation of the control law 
requires the measurement of all the variable states of the controlled object, however, not all the components of the system state 
vector can be measured directly, but only some of them or some of their linear combinations. It can be explained by the fact that 
the output values of the object are only certain combinations of these components. The output vector of the object has a smaller 
dimension than that one of the state vector. The solution of these problems of synthesis of optimal observers of the state of linear 
stationary dynamic objects can be carried out using the methods of modern and classical variable calculations with the use of the 
Euler and Euler-Poisson equations and necessary optimality conditions in the form of the enhanced conditions. The control and 
observation characteristics of the continuous system and the features of posing deterministic problems concerning the optimal 
observation of the state of ordinary linear stationary continuous dynamic systems are regarded.
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