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Проводится анализ одного из универсальных методов решения систем булевых уравнений – метода разделя-
ющих плоскостей, заключающегося в погружении множества решений рассматриваемой системы в выпуклый много-
гранник, что дает возможность применить для определения этих решений методы бивалентного программирования.
Наиболее эффективным такой подход оказывается для случая, когда решения системы являются вершинами постро-
енного многогранника. В этом случае для определения этих решений достаточно использования методов линейного 
программирования. Впервые в истории исследования перспектив метода разделяющих плоскостей рассматривается 
обратная задача, то есть задача по выбранному выпуклому многограннику построить систему булевых уравнений, 
множество решений которой представляет собой подмножество множества всех точек выбранного многогранника, 
который может иметь, например, достаточно простую структуру (Быть целочисленным, иметь малое число вершин и 
т. д.). Результаты работы имеют непосредственное прикладное применение в теории анализ электронных схем, комп-
лексов формальных нейронов и технических систем, основанных на использовании пороговой логики.
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Решение системы булевых уравнений
fi(x1, x2, …, xn) = 0, (i = 1, 2, …, t)       (1)

является весьма сложной задачей несмотря 
на ее сугубо дискретный характер (n-мер-
ных (0,1)-векторов (x1, x2, …, xn), xj = 0 или 1,   
(j = 1, 2,…, n) всего 2n).

Идеи использования псевдобулевых 
функций приближения, то есть непрерывных 
функций Fi(x1, x2, …, xn), таких что
Fi(x1, x2, …, xn) = fi(x1, x2, …, xn), (i = 1, 2, …, t)
на множестве (0,1)-векторов, появились с 
середины XX столетия в работах Иванеску 
(Хаммер) и Рудеану [1, 2, 4, 5]. В качестве 
примера развития этих идей может быть рас-
смотрен, так называемый метод фундамен-
тальных произведений [7, гл.7].

Полиэдральный подход к анализу  
системы булевых уравнений
Другим направлением, истоки которого 

можно усмотреть как в вышеупомянутых ра-
ботах Иванеску и его соавторов, так и в моно-
графии Дертоузоса [12], является построение 

системы линейных неравенств, которой удов-
летворяют все решения системы булевых урав-
нений (1). Такой подход, предложенный Г.В. 
Балакиным и В.Г. Никоновым [3], дал возмож-
ность после построения соответствующей сис-
темы неравенств строить методы направлен-
ного перебора (0,1)-векторов принципиально 
близкие к аддитивному методу решения задачи 
бивалентного программирования Балаша [9].

В литературе этот подход получил на-
звание метода разделяющих плоскостей.

Остановимся на принципиальной воз-
можности построения системы линейных не-
равенств в методе разделяющих плоскостей.

Систему булевых уравнений (1) можно 
представить в виде дизъюнктивной формы

         (2)
где kl

j(l = 1, 2, ..., t, j = 1, 2, ..., si) – многомест-
ные конъюнкции, т. е.

     (3)
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Приведем простой пример.
Решение системы булевых уравнений 

                   (4)

где функции f(x1, x2, x3) и g(x1, x2, x3)  определя-
ются следующими таблицами истинности

x1 x2 x3 f g
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0

сводится к решению уравнения вида (2), (3)

Ясно, что система уравнений (1) удов-
летворяется тогда и только тогда, когда все 
конъюнкции, входящие в левые части соот-
ношений (2), принимают значение 0.

В работе [7] отмечается, то условие
kl

j = 0
эквивалентно на множестве (0,1) – векторов 
условию

         (5)
где

а  – число переменных, входящих в конъ-
юнкцию kl

j с отрицанием.
В работах [7, 8] приводятся полиэд-

ральные представления:
1. x0 = x1&x2&...&xn, а множество  

(0,1) – векторов, соответствующих этой фун-
кции, удовлетворяет условиям 

          (6)
2. x0 = x1∨x2∨...∨xn, а множество  

(0,1) – векторов, соответствующих этой фун-
кции, удовлетворяет условиям 

       (7)

3. Операция «штрих Шеффера» x0 = x1|x2  
соответствует (0,1) – векторам полиэдра 

–1,5 ≤ х1 + х2 + 1,5х0 ≤ 2,5.
4. Операция «стрелка Пирса» x0 = x1↓x2  

соответствует (0,1) – векторам полиэдра
1 ≤ х1 + х2 + 1,5х0 ≤ 2.

5. Импликация x0 = x2→x1 соответству-
ет (0,1) – векторам полиэдра 

0,5 ≤ –х1 + х2 + 1,5х0 ≤ 1,5 и т. д.
Метод разделяющих  

плоскостей – прямая задача
Способы построения систем линей-

ных неравенств, описанные в предыдущем 
разделе, посуществу, решают задачу погру-
жения множества решений системы (1) G 
в выпуклый многогранник М(А,b), так как 
ограниченный полиэдр является выпуклым 
многогранником M(A,b)

G ⊆ M(A, B), 
где M(A, b)= {x|Ax≤b, x≥0},

Ax ≤ b – система линейных неравенств

В частном случае удается построить 
для булевой функции f(x1, x2, …, xn) = 0 n-мер-
ную плоскость

 , такую что 

Число b называют пороговым зна-
чением, функцию f(x1, x2,…, xn) – пороговой 
функцией, а n-мерную плоскость

 – разделяющей плоскостью.

Задачей определения общего решения 
системы (1), которую решает метод разделя-
ющих плоскостей, является задача определе-
ния всех (0,1) – векторов множества M(A,b).

Частное решение системы (1) может 
быть определено как решение задачи бива-
лентного (булевого) программирования на 
множестве допустимых решений M(A,b). Для 
решения этой задачи могут быть использова-
ны B – алгоритм Ю.Ю.Финкельштейна (метод 



ЛЕСНОЙ ВЕСТНИК 3/2015180

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ В КОСМИЧЕСКОЙ ОТРАСЛИ

правильных отсечений) и аддитивный метод 
Балаша (метод ветвей и границ) [9].

Рассмотрим простой пример, позволя-
ющий проиллюстрировать метод погружения 
множества решений булева уравнения в вы-
пуклый многогранник.

Пусть булева функция f(x1, x2, x3)  зада-
на таблицей истинности

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3) 
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Совершенная дизъюнктивная нор-
мальная форма (СДНФ) этой функции имеет 
вид f(x1, x2, x3) = y0∨y1∨y2,
где 

В работе одного из авторов [7] на ос-
нове использования полиэдральных представ-
лений функций дизъюнкции и конъюнкции 
(6),(7) показано, что функция f(x1, x2, x3)  мо-
жет быть определена множеством (0,1) – век-
торов (x1, x2, x3, y0, y2, y3, f), удовлетворяющим 
системе неравенств

       (6)

При f = 1 последнее неравенство име-
ет вид 1 ≤ y0 + y1 + y2 ≤ 3 , а при f = 0

–1,5 ≤ y0 + y1 + y2 ≤ 0,5.
Таким образом, плоскость y0 + y1 + y2 =  

= 0,75 является разделяющей плоскостью для 
f(y0 , y1 , y2).

Решая булево уравнение f(x1, x2, x3) = 0,  
равносильное условиям: y0 = y1 = y2 = 0, пред-
ставим систему (6) в виде

  (7)

где x1, x2, x3 принимают значение 0 или 1.
Последнее неравенство не является 

существенным, так как оно выполняется для 
всех (0,1) – векторов (x1, x2, x3).

Вводя дополнительные неотрицатель-
ные переменные z1, z2, z3, w1, w2, можно свести 
систему неравенств (7) к системе уравнений 
для (0,1) – векторов (x1, x2, x3)

                 (8)

Положив z1 = x4, z2= x5, z3= x6, w1 = x7 , 
w2 = x8 получаем систему Ax = β, где

Система Ax = β, x ≥ 0 определяет вы-
пуклый многогранник погружения

M*(A, b)= {x|Ax = β, x ≥ 0}            (9)
множества решений булева уравнения

f(x1, x2, x3) = 0,                    (10)
G ⊆ M*(A, B)

Из таблицы истинности функции  
f(x1, x2, x3) следует, что решениями уравнения 
(10) являются пять векторов (x1, x2, x3)

h1 = (0,0,1), h2 = (0,1,0), h3 = (1,0,0),  
h4 = (1,0,1) и h5 = (1,1,1).

Эквивалентные преобразования сис-
темы уравнений (8) приводят к следующим 
системам:

1) A(1)х = β(1), где
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Эта система определяет вершину мно-
гогранника (9) (1,0,0,2,2,0,0,0), которая соот-
ветствует решению булевого уравнения (1,0,0);

2) A(2)х = β(2), где

Эта система определяет вершину мно-
гогранника (9) (0,1,0,2,0,0,0,2), которая соот-
ветствует решению булева уравнения (0,1,0);

3) A(3)х = β(3), где

Эта система определяет вершину много-
гранника (9) (0,0,1,2,0,2,0,2), которая соответс-
твует решению булевого уравнения (0,0,1) и т. д.

Анализ приведенных примеров пока-
зывает, что h1, h2, h3 – оптимальные решения 
задачи линейного программирования

где G ⊆ M*(A, β)
Оценка сверху числа базисов матрицы 

А дает и естественную оценку для числа вер-
шин h – возможных оптимальных решений. 

Метод разделяющих плоскостей – 
обратная задача

Построив систему линейных нера-
венств вида (5), мы, разумеется, можем создать 
булево уравнение (или систему булевых урав-
нений в виде (2)). Специальный выбор матри-
цы А для соответствующего выпуклого много-
гранника M(A,b) может определить свойства 
этого многогранника (например, целочислен-
ность, малое число вершин и т. д.). В этом слу-
чае исследование соответствующих систем бу-
левых уравнений на основании использования 
методов линейного программирования может 
оказаться весьма эффективным [13].

Рассмотрим некоторые случаи, когда 
многогранник M(A,b) является целочислен-

ным, то есть все его вершины – целочислен-
ные векторы [10].

1. M(A,b) – целочисленный многогран-
ник, если A и b – целочисленны и А – абсо-
лютно унимодулярная матрица (то есть все ее 
миноры равны либо 0, либо ±1).

2. M(A,b) – целочисленный многогран-
ник, если матрица А с элементами 0,±1 удов-
летворяет условиям

а) каждый столбец А содержит не бо-
лее двух ненулевых элементов;

б) строки А можно разбить на два не-
пересекающихся класса (множества) R1 и R2 
таких, что 

1) два ненулевых элемента в любом 
столбце, знаки которых совпадают, не входят 
в одно и то же множество Ri;

2) оба ненулевых элемента в любом 
столбце, знаки которых не совпадают, входят 
в одно и то же множество Ri.

Все эти результаты были получены в 
50-х годах XX столетия Данцигом, Вейноттом, 
Хеллером и Томпкинсом. Аналогичные резуль-
таты в теоретико-графической трактовке были 
получены Бержем (1955–1959), Анастасяном 
(1975), Падбергом и Балашем (1976) [10]).

Одной из наиболее важных задач при 
анализе прямой и обратной задач метода раз-
деляющих полоскостей остается задача опре-
деления свойств матрицы А и вектора b, при 
которых M(A,b)является не только целочис-
ленным многогранником, но и многогранни-
ком все (0,1) – точки (векторы) которого явля-
ются его вершинами (аналог многогранника 
условий линейной задачи о назначениях).

В заключение авторы хотели бы отме-
тить важность рассмотренной задачи (пря-
мой и обратной) в исследованиях, связанных 
с синтезом и анализом узлов электронных 
схем, а также в решении задач анализа и на-
стройки формальных нейронов и комплексов 
элементов нейросетей [6, 7, 11].
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The analysis of one of the universal methods for solving systems of Boolean equations has been conducted. It is a method 
of separating planes, which consists in the immersion of the set of solutions of a given system in a convex polyhedron, which gives 
the opportunity to apply the methods of bivalent programming to obtain these solutions. This approach is most effective in case when 
the solutions of a system are the vertices of the built polyhedron. In this case, to obtain these solutions the use of linear programming 
methods is enough. For the first time in history of study of the prospects of separating planes method, the inverse problem is consid-
ered, i.e. the problem in case of a selected convex polyhedron is to build a system of Boolean equations, where a set of solutions is 
a subset of the set of all the points of a selected polyhedron which may have, for example, a simple structure (it must be an integer, 
have a small number of vertices, etc.). The results have practical significance and can be applied in the theory of electronic schemes 
analysis, in the analysis of complexes of formal neurons and in the analysis of technical systems based on the use of threshold logic.

Keywords: Boolean functions, Boolean equations, mathematical programming, linear inequalities, polyhedral models, 
vertices.
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