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Представлена математическая постановка задачи о свободных колебаниях тела в сверхзвуковом потоке воз-
духа и численный метод ее решения, позволяющий определить как стационарные, так и нестационарные аэродина-
мические характеристики. Основное внимание сосредоточено на модели спускаемого марсианского аппарата как на 
перспективном объекте исследования. Предметом исследования стали нестационарные характеристики модели тела 
вращения малого удлинения, которые были получены численно на ЭВМ с использованием программы решения пол-
ных уравнений Навье-Стокса (уравнения были записаны в подвижной системе координат, что потребовало рассмотре-
ния вектора-столбца источниковых членов), разработанной автором. Зависимости производных демпфирования аэро-
динамического коэффициента момента тангажа по угловой скорости от угла атаки и числа Маха (интервал изменения 
1,1 ≤ М∞ ≤ 1,5) определены для ламинарного режима обтекания (ReD = 1,5∙106) тела вращения малого удлинения. 
Достоверность полученных на персональной ЭВМ данных, представляющих интерес для десантируемых экспедиций 
к Марсу, подтверждена расчетами на различных сетках (в расчетах использовались структурированные расчетные сет-
ки, координаты узлов которых рассчитывались заранее по алгебраическим зависимостям) и сравнением с известными 
экспериментальными данными. Показано влияние граничных условий на результаты численных расчетов, а также 
выход решения на устойчивый предельный цикл, соответствующий автоколебательному режиму. Для различных зна-
чений числа Маха набегающего потока, как для определяющего параметра задачи, определены количественные харак-
теристики негативного автоколебательного режима, соответствующего случаю потери устойчивости. 
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Создание новых ракетно-космических 
носителей (РКН) может существенно 

снизить стоимость вывода полезной нагруз-
ки на околоземную космическую орбиту и 
сделать более доступными различные науч-
но-технические проекты, в частности экс-
педиции к Луне, Марсу и Венере. Учитывая 
высокую разряженность атмосферы Марса, 
стремление к максимизации тормозного аэ-
родинамического импульса СА (Cxa→max) 
и аэродинамической устойчивости (как ста-
тической, так и динамической), а также ог-
раниченные возможности по физическому 
воспроизведению марсианского обтекания 
СА в наземных аэродинамических установ-
ках [1], важной и актуальной проблемой 
становится разработка численных методов 
и математических моделей, позволяющих 
определять упомянутые газодинамичес-
кие (аэродинамические) характеристики  
СА на ЭВМ.

Наряду с отмеченными требовани-
ями (критериями выбора) к аэродинами-
ческим схемам (аэродинамическим коэф-
фициентам) СА, как десантируемым, так и 
проникающим в поверхность планеты, при 

рассмотрении задачи об определении аэроди-
намического демпфирования необходимо от-
метить ограничение на амплитуду колебаний  
СА (|αA| < 5 – 10° [2]) и физическую возмож-
ность возникновения антидемпфирования у 
тел вращения малого удлинения на отмечен-
ных режимах [3].

В качестве объекта настоящего иссле-
дования было выбрано тело вращения малого 
удлинения [3–5] с центровкой хцт~0,5 (рис. 1), 
совершающее свободные колебания в сверх-
звуковом потоке воздуха при малых сверхзву-
ковых числах Маха (1,1 ≤ М∞ ≤ 1,5). Предме-
том исследования стали аэродинамические 
характеристики, определяющие устойчивость 
СА, и в первую очередь его производные ко-
эффициента момента тангажа по угловой ско-
рости: mz

α+ωz = mz
β. 

Целью работы стала демонстрация 
возможностей адаптированной к ЭВМ ма-
тематической модели, позволяющей опре-
делять как статические, так и динамические 
аэродинамические характеристики летатель-
ных аппаратов.

Задачами исследования, направленны-
ми к достижению упомянутой цели, были:
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1. Формализация математической пос-
тановки сопряженной задачи динамики поле-
та и нестационарной аэродинамики колеблю-
щегося в сверхзвуковом потоке тела вращения 
малого удлинения.

2. Численный метод и алгоритм реше-
ния отмеченной сопряженной задачи на ЭВМ 
как результат интегрирования уравнений На-
вье-Стокса в подвижной системе координат.

3. Обоснование достоверности полу-
ченных данных (как внутренняя проверка 
расчетом на различных сетках – верифика-
ция; так и сравнение с известными экспери-
ментальными данными – валидация).

4. Описание особенностей, полученных 
численным расчетом аэродинамических харак-
теристик выбранной модели СА, связанных с 
его аэродинамической устойчивостью.

Численный расчет нестационарных 
аэродинамических характеристик методом 
свободных колебаний рассматривался как ре-
шение аэродинамически сопряженных задач:

– задачи решения уравнений Навье-
Стокса в нестационарной постановке

             (1)

– задача математического моделиро-
вания колебаний модели СА в продольной 
плоскости симметрии относительно центра 
тяжести под действием сил инерции и аэро-
динамических сил, в общем случае перемен-
ных по времени и по углу атаки

              (2)

Уравнения Навье-Стокса (1) решались 
методом конечного объема [7] с расщепле-
нием потоков от вязких и невязких членов. 
Поток от невязких членов определялся по 
методу С.К. Годунова как решение задачи 
Римана о распаде произвольного разрыва. 
Поток от вязких членов рассчитывался как 
решение системы линейных алгебраических 
уравнений, полученных разложением ком-

понент тензора скоростей деформации в ряд 
Тейлора.

Уравнения Навье-Стокса решались 
в подвижной системе координат (OXYZ) [6], 
связанной с телом (рис. 1). Неподвижная сис-
тема координат (OX0Y0Z0) была связана с под-
вижной через угол φ, совпадающий с углом 
атаки (α). Кориолисовы и переносные уско-
рения были представлены как источниковые 
члены в уравнениях (1)
HT = (0 ρwx ρwy ρwz 0), w = 2ω·V + ε·r + ω·ω·r.

Знание распределения давления и тен-
зора вязких напряжений по поверхности тела 
(2) позволило установить суммарные силы и 
моменты, действующие на ЛА, что дало воз-
можность определить угловое ускорение по 
известному моменту инерции. Далее численно 
рассчитывались угловая скорость и угол атаки.

Выполняя последовательно представ-
ленный алгоритм, можно итерационно прово-
дить вычисления угла атаки и аэродинамичес-
ких характеристик по времени, по аналогии с 
методом свободных колебаний в аэродинами-
ческой трубе.

На рис. 2(а) представлены зависимос-
ти угла атаки прямого и обратного конусов 
от времени, полученные описанным методом 
свободных колебаний. Прямой конус коле-
бался относительно центра тяжести, распо-
ложенного на 0,584 доли длины модели от ее 
носка. Колебания обратного конуса математи-
чески моделировались при центровке 0,3. На-
чальный угол атаки для прямого конуса был 
выбран порядка 10°, начальный угол атаки 
обратного конуса соответствовал значениям 
7 и 20°. При различных значениях начального 
угла атаки обратный конус выходил на угол 
атаки порядка 15°, что являлось косвенной 
внутренней проверкой (верификацией) рабо-
тоспособности численного метода. Прямой 
конус выходил на угол порядка 0° в процессе 
колебаний.

Интересной особенностью рассмот-
ренных на рис. 2(а) колебательных процессов 
было различие примерно в 10 раз демпфи-
рующих характеристик прямого и обратного 
конусов.

Учитывая, что при малых сверхзвуко-
вых скоростях существенным может оказать-
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Рис. 2. Зависимости углов атаки от математического времени (числа итераций) осесимметричных моделей: а) для 
конических моделей, полученные для различных начальных условий; б) для тела вращения малого удлине-
ния на различных сетках (alfa_1 и alfa_2 – 15 точек в окружном направлении; alfa_3 – 30 точек в окружном 
направлении) и с различными граничными условиями (alfa_1 – «10 точек» на переднюю полусферу; alfa_2 
и alfa_3 – «20 точек» на переднюю полусферу)

Fig. 2. Dependence of the angle of attack of the mathematical time (number of iterations) of axisymmetric models: а) for 
bevel models obtained for different initial conditions; б) For a body small elongation rotating at different grids 
(alfa_1 and alfa_2 – 15 points in the circumferential direction; alfa_3 – 30 points in the circumferential direction) 
and with different boundary conditions (alfa_1 – «10 points» on the forward hemisphere; alfa_2 and alfa_3 –  
«20 points» on the front hemisphere)

Рис. 1. Расчетная область. Внешняя (Ω1) и внутренняя (Ω2) границы. Подвижная (OXYZ) и не-
подвижная (OX0Y0Z0) системы координат

Fig. 1. The computational domain. External (Ω1) and internal (Ω2) borders. Mobile (OXYZ) and fixed 
(OX0Y0Z0) coordinate system

а) б)
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ся влияние граничных условия, на рис. 2(б) 
представлены зависимости углов атаки тела 
вращения малого удлинения (рис. 1):

– для случая воспроизведения невоз-
мущенного потока в части передней полусфе-
ры, при постановке т.н. мягких граничных ус-
ловий (∂f/∂n = 0) во всей остальной внешней 
границе (alfa_1 – 10 точек вдоль продольного 
контура внешней границы);

– для случая воспроизведения невоз-
мущенного потока фактически вдоль всего 
контура внешней границы передней полусфе-
ры (alfa_2 и alfa_3 – 10 точек – 10 точек). 

Здесь можно отметить, что в процессе 
решения нестационарной задачи возмуще-
ния от внешней границы могут существенно 
снижать демпфирующие характеристики ис-
следуемой модели и частоту моделируемого 
процесса. Это явление может быть в неко-
торой степени аналогично влиянию стенок 
и возмущений аэродинамической трубы при 
проведении соответствующих физических 
экспериментов.

С другой стороны, сравнение переход-
ных процессов на рис. 2(б), полученных на 
различных расчетных сетках (15 точек (alfa_2)  
и 30 точек (alfa_3) в окружном, поперечном 
оси симметрии модели направлении соот-
ветственно) частота колебаний остается при-
мерно постоянной, хотя с измельчением сет-
ки демпфирование снижается и наблюдаются 

тенденции выхода на устойчивый предельный 
цикл (рис. 4). В части отмеченного процесса 
упомянутое явление может быть объяснено 
более высоким значением демпфирования у 
граненых и плоских (например, крылья) тел, 
чем у их осесимметричных аналогов. Дан-
ное замечание особенно важно при оценке 
использования теории Ньютона (где конус и 
клин имеют одинаковые аэродинамические 
коэффициенты) и метода искривленных тел в 
случае определения демпфирующих характе-
ристик [8]. 

В дальнейшем для подтверждения до-
стоверности результатов расчетов были оп-
ределены значения коэффициента mz

β в зави-
симости от числа Маха набегающего потока 
от 2 до 20. На рис. 3 приведены значения от-
меченной расчетной зависимости и экспери-
ментальные данные [8], полученные в аэро-
динамической трубе У-6 ЦНИИмаш методом 
свободных колебаний. Максимальное рас-
хождение расчетных и экспериментальных 
данных не превосходит 25 %, что является 
хорошим результатом, учитывая сложность и 
систематические погрешности определения 
нестационарных характеристик ЛА расчет-
ными и экспериментальными методами.

Расчетная зависимость (рис. 3) имеет 
максимум в интервале чисел Маха от 4 до 
6 и монотонный нисходящий участок на ги-
перзвуковом интервале от 8 до 20, что поз-

Рис. 3. Зависимости аэродинамического коэффициента демпфирования прямого конуса от числа 
Маха набегающего потока: ■ – результаты экспериментальных исследований в аэродина-
мической трубе У-6 ЦНИИмаш [8]; ◊ – результаты численных расчетов

Fig. 3. Dependence of the aerodynamic damping ratio on a direct cone on the Mach number of the 
incident flow: ■ – the results of experimental research in the wind tunnel У-6 TsNIIMash [8];  
◊ – the results of the numerical calculations
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– результаты экспериментальных исследований в аэродинамической трубе
У-6 ЦНИИмаш [8];
– результаты численных расчетов 
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Рис. 4. Графические зависимости, демонстрирующие выход численного решения нестацио-
нарной задачи на режим «устойчивый предельный цикл»: а) зависимость угла атаки от 
угловой скорости движения тела вращения малого удлинения (в окружном направлении 
расчетная сетка содержит 30 точек, на переднюю полусферу отведено – 20 точек); б) за-
висимости коэффициента аэродинамического момента тангажа от угла атаки, полученные 
для стационарной и нестационарной задачи (М∞ = 1,5)

Fig. 4. Graphics showing the output depending on the numerical solution of the problem of non-
stationary mode «stable limit cycle»: а) the dependence of the angle of attack of the angular speed 
of rotation of the body of small elongation (in the circumferential direction of the computational 
grid contains 30 points allocated to the forward hemisphere – 20 points); б) dependence of the 
coefficient of aerodynamic pitch moment on the angle of attack, prepared for the steady and 
unsteady problem (М∞ = 1,5)

Рис. 5. Зависимости коэффициентов демпфирования от угла атаки, полученные методом свобод-
ных колебаний: а) численным расчетом для малых сверхзвуковых чисел Маха (1,1, 1,2 и 
1,5); б) экспериментально (М = 1,76) [3]

Fig. 5. Dependencies damping coefficients on the angle of attack, obtained by the method of free 
oscillations: а) numerical calculations for low supersonic Mach numbers (1,1, 1,2 and 1,5);  
б) experimentally (M = 1,76). [3]
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воляет распространять результаты трубных 
испытаний, полученные в гиперзвуковых 
установках, на участок натурного полета 
ЛА. При этом необходимо отметить, что с 
ростом гиперзвуковых чисел Маха наблюда-
ется уменьшение демпфирующих характе-
ристик ЛА, а это может привести к потере 

динамической устойчивости на отдельных 
режимах.

В качестве самостоятельного подтверж-
дения результатов расчета в части возможнос-
ти выхода решения на устойчивый предель-
ный цикл, соответствующий автоколебаниям, 
на рис. 4а приведена зависимость угла атаки 

а) б)

                                    а)                          б)
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от угловой скорости (первой производной угла 
атаки по времени), а также зависимость коэф-
фициента аэродинамического момента от угла 
атаки (рис. 4б). На отмеченном рисунке мо-
ментные зависимости представлены для ста-
ционарного и нестационарного случаев. Для 
нестационарного случая можно выделить два 
участка цели аэродинамического гистерезиса: 
от 0 до 1,5° – антидемпфирование и от 1,5 до 
3° – демпфирование. 

Для количественной оценки частных 
производных момента тангажа по угловой 
скорости вращения использовалась разница 
между значением момента тангажа в стаци-
онарном расчете и в нестационарном. Таким 
образом, описанная методика позволила опре-
делить зависимости коэффициентов демпфи-
рования от угла атаки для чисел Маха: 1,1, 
1,2 и 1,5, соответственно (рис. 5а). Опреде-
ленным качественным подтверждением пра-
вильности полученных результатов является 
зависимость коэффициентов демпфирования 
от угла атаки, полученная эксперименталь-
но в Центре Арнольда (США) и Институ-
те фон Кармана (Бельгия) для СА «Викинг» 
[3], имевшего близкую к рассматриваемой 
модели компоновку и не имеющего заднего 
цилиндрического участка. В отечественной 
литературе [8] принято обозначение аэроди-
намического коэффициента демпфирования –  
mz

β, в странах НАТО [3] – Cq, иногда с отлич-
ным знаком (рис. 5).

На рис. 5(а) можно отметить, что по 
мере приближения к околозвуковому режиму 
демпфирующие характеристики рассматри-
ваемой модели в окрестности нулевого угла 
атаки уменьшаются, здесь преобладает анти-
демпфирование. Последнее объясняет режим 
автоколебаний с существенно нелинейным ко-
эффициентом «демпфирования», зависящим 
от параметра (в данном случае от угла атаки). 

Дальнейшим направлением настояще-
го исследования могут быть 

– оценки влияния числа Рейнольса как 
параметра, определяющего перенос результа-
тов трубных испытаний на режим натурного, 
например, марсианского полета;

– определение величины вклада раз-
личных участков рассмотренной модели и 

их относительных удлинений в демпфиру-
ющие характеристики СА рассмотренной 
формы.

Заключение
Описаны элементы математичес-

кой методики решения сопряженной аэ-
родинамической задачи о свободных ко-
лебаниях тела вращения в сверхзвуковом 
потоке воздуха, что дало возможность про-
вести математическое моделирование не-
линейных колебательных процессов. Для 
описанного тела вращения определены 
демпфирующие аэродинамические характе-
ристики, позволившие установить возник-
новение предельного цикла при числах Маха  
М∞ = 1,1, 1,2 и 1,5, амплитуда которых рас-
тет по мере приближения к околозвуковому 
режиму. Достоверность полученных дан-
ных подтверждена сравнением с экспери-
ментальными результатами, расчетами на 
различных сетках, с различными граничны-
ми условиями и с различными начальными 
условиями («сброс с различных установоч-
ных углов атаки»). 

Библиографический список
1.	 Лукашевич, В.П. Космические крылья / В.П. Лукашевич, 

И.Б. Афанасьев. – М.: Лента странствий, 2009. – 496 с.
2.	 Козловский, В.А. Экспериментальное определение в  

аэродинамических трубах методом свободных колеба-
ний характеристик демпфирования спускаемых в ат-
мосфере планет аппаратов / В.А. Козловский // Космо-
навтика и ракетостроение, 2005. – Вып. 1(38).

3.	 Bob L. Useltom and Arthur R. Wallace, Damping-in-pitch 
and Drag Characteristics of the Viking Configuration at 
Mach Number from 1.6 through 3, AEDC-TR-72-56, May, 
1972.

4.	 Краснов, Н.Ф.. Аэродинамика тел вращения / Н.Ф. Крас-
нов. – М.: Машиностроение, 1964. – 572 с.

5.	 Петров, К.П.. Аэродинамика тел простейшей формы / 
К.П. Петров. – М.: Факториал, 1998. – 432 с.

6.	 Галактионов, А.Ю. Численное моделирование про-
странственного взаимодействия боковой струи с набе-
гающим сверхзвуковым потоком / А.Ю. Галактионов 
// Космонавтика и ракетостроение. – № 2(39). – 2005. –  
С. 49–58.

7.	 Липницкий, Ю.М. Численное моделирование нестаци-
онарных аэродинамических характеристик затупленно-
го конуса в рамках полных уравнений Навье-Стокса / 
Ю.М. Липницкий, А.Ю. Галактионов // Космонавтика и 
ракетостроение, 2006. – № 3. – С. 23–28.

8.	 Липницкий, Ю.М. Нестационарная аэродинамика бал-
листического полета / Ю.М. Липницкий, А.В. Красиль-
щиков, А.Н. Покровский и др. – М.: ФИЗМАТЛИТ,  
2003. – 176 с.



ЛЕСНОЙ ВЕСТНИК 6/2015162

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

NUMERICAL CALCULATION OF THE PITCH DAMPING  
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The mathematical task of the free fluctuations of the body in the supersonic air flow has been shown and a numerical 
method of its decision has been given to define stationary and non-stationary aerodynamic characteristics.The main attention was 
given to the model of the Mars mission as the object of research. The subject of the research were non-stationary aerodynamic 
characteristics of small length which were obtained by the computer technologies with the author’s program of the solution of 
Navier-Stoks equations (they were written in the moving coordinate system with the Vector-column of the source parts). The 
equations (with Mach number in the interval from 1,1 to 1,5) for the laminar case (ReD=1,5∙106) have been obtained. The 
reliability of the data received on the personal computers for the Mars expeditions is confirmed by accounts on various grids 
(algebraic grids of different structure were used for the solution) and comparison with the known experimental data. It was 
shown that the influence of the boundary conditions on the results of the numerical calculations is significant, and the solution 
can be found by a limited cycle which corresponds to the vibration case. For the different Mach numbers, as one of the main 
factors of the tasks, quantitative characteristics were taken. 

Keywords: Navier-Stokes equations, dynamic of rotation, aerodynamic damping, supersonic flow, the rotation bodies 
of small lengthening, connected tasks
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