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Современные системы управления технологическими процессами и производствами являются распределен-

ными по уровням, начиная с уровня датчиков и исполнительных устройств, уровня промышленных контроллеров и 
компьютеров и кончая локальными вычислительными сетями с множеством коммуникационных устройств. Компоновка 
таких систем в процессе структурного и параметрического синтеза осуществляется на множестве вариантов технических 
средств и показателей эффективности. При этом стоит одна из основных задач – сформировать рациональное исходное 
множество вариантов, обеспечивающее свободу выбора решений и сведения к минимуму возможности упустить лучший 
вариант технических средств. Для этого необходимо применение соответствующих методов. В работе представлено ма-
тематическое описание процесса формирования и многокритериальной оценки исходных вариантов на основе метода 
иерархий. Исходными являются матрицы парных сравнений для показателей эффективности, определяющих оценку ва-
риантов. Элементы матриц определяются на основе девятибалльной шкалы Саати. Анализ парных сравнений позволяет 
выделить приоритетные исходные варианты. Для этого выполняется нормализация столбцов матриц парных сравнений 
путем суммирования значений элементов столбцов матриц. На основе полученных результатов формируются нормали-
зованные матрицы, строки и столбцы которых соответствуют анализируемым вариантам. Сумма элементов строк норма-
лизованных матриц является векторами-столбцами данных матриц, с помощью которых формируются векторы-столбцы 
приоритетов. По векторам-столбцам приоритетов определяются приоритетные исходные варианты по каждому пока-
зателю эффективности. Эффективность выделения приоритетных исходных вариантов в работе предложено оценивать 
индексом согласованности и коэффициентом отношения согласованности исходных матриц парных сравнений. Для этого 
в работе использована упрощенная процедура определения максимальных собственных чисел матриц парных сравнений, 
которые являются основой вычисления индекса согласованности и коэффициента отношения согласованности матриц 
парных сравнений. Коэффициент отношения согласованности матриц парных сравнений не должен превышать значения 
0,1. В работе приведен пример формирования и оценки исходного множества вариантов промышленных контроллеров 
для уровня низовой автоматизации распределенной системы управления.
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ности, матрицы парных сравнений, векторы-столбцы матриц, индекс согласованности матриц, отношение согласован-
ности матриц, максимальные собственные числа матриц

В традиционной постановке задачи синтеза 
распределенных систем управления мно-

жество исходных вариантов обычно задается 
с помощью неявного описания либо с помо-
щью явного перечисления исходного множес-
тва. Рационально сформированное множество 
исходных вариантов обладает более широким 
спектром и обеспечивает необходимую свобо-
ду выбора решений и сводит к минимуму воз-
можность упустить лучший вариант. Для вы-
деления рационального исходного множества 
вариантов, позволяющих создавать системы 
управления с заданными структурными свойс-
твами при их многокритериальном синтезе 
необходимо применение соответствующих 
методов. В работе представлено математичес-
кое описание процесса формирования и мно-
гокритериальной оценки исходных вариантов 
на основе анализа метода иерархий. В основе 

метода анализа иерархий лежит классическая 
история матриц, и в частности матриц парных 
сравнений [1–10]. К таким матрицам предъяв-
ляется требование согласованности. Матрица 
A=|aij| является согласованной, если для эле-
ментов матрицы выполняется согласование 
[1]. Если aij = a, то aij=1/a, a≠0, i,j=1,2,…,n. 
Матрица размером n×n дает суждение о парах 
вариантов (парные сравнения вариантов Bi, Bj). 
При этом матрица примет вид

       (1)
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Основные этапы математического 
описания заключаются в следующем:

1. В соответствии с (1) формируются 
матрицы  для показателей эф-
фективности, определяющих оценку вари-
антов (m – число показателей эффективнос-
ти). Элементы матриц показывают уровень 
преимущества варианта Bi над вариантом Bj 
по девятибалльной шкале Саати [1]: 1 – если 
отсутствует преимущество Bi над Bj; 3 – если 
имеется слабое преимущество Bi над Bj;  
5 – если имеется существенное преимущество 
Bi над Bj; 7 – если есть явное преимущество Bi 
над Bj; 9 – если имеется абсолютное преиму-
щество Bi над Bj; 2, 4, 6, 8 – промежуточные 
сравнительные оценки; 2 – почти слабое 
преимущество; 4 – почти существенное пре-
имущество; 6 – почти явное преимущество;  
8 – почти абсолютное преимущество. Анализ 
парных сравнений сформированных матриц 
позволяет выделить приоритетные варианты.

2. Нормализуются столбцы матриц 
парных сравнений . суммируют-
ся значения элементов столбцов матриц

,                (2)
где k=1,2,…,m – число показателей эффектив-

ности;
,

где:  – сумма значений столбцов 
матрицы ;

j11,j12,…,j1n – столбцы матрицы , со-
ответствующие числу вариантов 
(B1,B2,…,Bn).

Соответственно для столбцов матриц 

 (3)

 (4)

Необходимо разделить значения эле-
ментов столбцов матриц  на сум-
марные значения столбцов (3;4)

 (5)

где:  – значение элементов стол-
бцов матриц  на суммар-
ные значения (3,4). 

Значения элементов матриц 
 будут равны: 

 

 

         (6)

3. На основе элементов (6) формируются 
матрицы , строки и столбцы мат-
риц соответствуют анализируемым вариантам.
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       (7)

4. Суммы строк матриц  
(7) являются векторами-столбцами данных 
матриц

                 (8)

где: 

– сумма строк соответственных мат-
риц 

5. Необходимо разделить векторы-
столбцы матриц (7) на размерность столбцов 
этих матриц. В результате формируются век-
торы-столбцы приоритетов

.       (9)

По полученным векторам-столбцам 
(9) выделяются приоритетные варианты по 
каждому показателю эффективности.

Эффективность выделения приори-
тетных вариантов оценивается индексом со-
гласованности матриц [1].

  (10)

где λ1
max, λ

2
max, ..., λ

m
max – максимальные собс-

твенные числа матриц 
Для определения максимальных зна-

чений (10) необходимо умножить матрицы 
 на векторы приоритетов (9). В 

результате формируются векторы-столбцы 
данных матриц 

.                   (11)
После деления значений векторов (11) 

на соответствующие значения векторов-при-

оритетов (9) формируются векторы столбцов 
матриц

       (12)

Усредненные значения векторов-стол-
бцов (12) являются максимальными собствен-
ными числами матриц . Индексы 
согласованности определяются по формуле 
(10). Окончательная оценка эффективности 
выделения приоритетов вариантов оценива-
ется по отношению согласованности.

. (13)

Случайный индекс (СИ) определя-
ется из порядка матриц  по  
таблице [1]. 

Значение отношения согласован-
ности считается приемлемым равным или  
меньше 0,1 [0.1].

Формирование и оценка исходных 
данных рассмотрена на примере промыш-
ленных контроллеров по двум показателям 
эффективности (табл. 1). Парные сравнения 
вариантов по шкале Cаати [1–11] приведены 
в табл. 2. на основе парных сравнений ва-
риантов в соответствии с (1) сформированы 
матрицы парных сравнений для показателей 
эффективности К1, К2.

  (14)
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В результате нормализации столбцов 
матриц  в соответствии с (2–4) полу-
чаем суммарное значение столбцов матриц 
(14).

  (15)

После выполнения вычислитель-
ных операций (3–6) сформированы матрицы 

(7).

Т а б л и ц а  1
Исходные варианты и показатели эффективности промышленных  

контроллеров компании ICP DAS (ipc2u.ru) 
The initial options and performance indicators of industrial controllers of ICP DAS (ipc2u.ru)

Варианты Промышленные 
контроллеры

Значения показателей эффективности
Частота процессора МГц, 

К1
Объем оперативной 

памяти, Мб, К2

В1 WP-8141-EH 520 128
В2 XP-8347-CE6 500 1024
В3 XP-8341-Atom 1100 1024
В4 XP-8749-CE6-1500 500 1024
В5 XP-8141-Atom-CE6 1330 512

Т а б л и ц а  2
Парные сравнения вариантов промышленных контроллеров по шкале Саати [1] 

Paired comparison of the variants of industrial controllers on a scale of Saaty [1]

Показатель 
эффективности Экспертные парные сравнения Уровни 

преимущества

К1

Абсолютное преимущество В5 над В1 9
Абсолютное преимущество В3 над В2 9
Абсолютное преимущество В5 над В2 9
Абсолютное преимущество В5 над В4 9
Абсолютное преимущество В3 над В4 9

Явное преимущество В3 над В1 7
Слабое преимущество В1 над В2 3
Слабое преимущество В1 над В4 3
Слабое преимущество В5 над В3 3

Преимущество отсутствует В2 над В4 1
Преимущество отсутствует В4 над В2 1

К2

Абсолютное преимущество В2 над В1 9
Абсолютное преимущество В3 над В1 9
Абсолютное преимущество В4 над В1 9

Явное преимущество В2 над В5 7
Явное преимущество В3 над В5 7
Явное преимущество В4 над В5 7

Преимущество отсутствует В2 над В3 1
Преимущество отсутствует В2 над В4 1
Преимущество отсутствует В3 над В2 1
Преимущество отсутствует В3 над В4 1
Преимущество отсутствует В4 над В3 1
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 (16)

Векторы-столбцы матриц (16) опреде-
лим в соответствии с (8)

.

Векторы-столбцы приоритетов cфор-
мированы в соответствии с (9)

. (17)

По максимальным значениям векто-
ров-столбцов (17) выделены приоритетные 
варианты по каждому показателю эффектив-
ности. В данном случае по показателю К1 
(частота процессора) приоритетным вариан-
том является В5, по показателю К2 (объем опе-
ративной памяти) – варианты В2, В3, В4.

Эффективность выделения приори-
тетных вариантов В2, В3, В4, В5 по показателям 
К1, К2 оценивается индексом согласованности 
(10). Для определения максимальных собс-
твенных чисел матриц (14) выполнено умно-
жение матриц  на векторы-приоритеты 
(17). В результате формируются векторы-
столбцы матриц (14).

. (18)

После деления значений векторов (18) 
на соответствующее значение векторов-при-
оритетов (17) сформированы векторы-столб-
цы матриц (14)

. (19)

Усредненные значения векторов-стол-
бцов (19) являются максимальными собс-
твенными числами матриц (14). В данном 
случае λ1

max = 5,293; λ2
max = 5,293. Индекс со-

гласованности матриц (14) в соответствии с 
(10) равны ИС1 = 0,073; ИС2 = 0,023. Оконча-
тельная оценка эффективности выделенных 
приоритетных вариантов оценивается по от-
ношению согласованности (13). Случайный 
индекс в (13) определяется из порядка мат-
риц (14) по таблице [1]. В данном случае при  
n = 5 случайный индекс равен 1,12. В результа-
те отношение согласованности для приоритет-
ных вариантов равны ИС1 = 0,08; ИС2 = 0,03. 
Приемлемым считается значение отношения 
согласованности меньше или равное 0,1.

Предлагаемое математическое описа-
ние процесса формирования и оценки исход-
ных данных вариантов применяется при мно-
гокритериальном синтезе распределенных по 
уровням систем управления техническими 
объектами. 
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Modern control systems of technological processes and productions are distributed on a number of levels, starting 
with the level of sensors and actuation mechanisms, the level of industrial controllers and computers, and finishing with 
local computer networks with a set of communication devices. Configuration of such systems in the course of structural and 
parametrical synthesis is carried out on a set of options of technical means and indicators of efficiency. Thus, there is one of the 
main objectives – to create a rational initial set of options providing a freedom of choice of decisions and minimizing opportunity 
to miss the best option of technical means. For this purpose application of the corresponding methods is necessary. In this article 
the mathematical description of the process of formation and multicriteria assessment of initial options based on the method 
of hierarchies is presented. Matrixes of pair comparisons for the indicators of efficiency defining an assessment of options are 
initial. Elements of matrixes are defined on the basis of a nine-mark scale of Saati. The analysis of pair comparisons allows 
to allocate priority initial options. For this purpose normalization of columns of matrixes of pair comparisons by summation 
of values of elements of columns of matrixes is carried out. On the basis of the received results the normalized matrixes are 
formed, where lines and columns correspond to the analyzed options. The sum of elements of lines of the normalized matrixes 
are vectors-columns of these matrixes by means of which vectors columns of priorities are formed. On vectors-columns of 
priorities each indicator of efficiency determines initial options. It is offered to estimate the efficiency of allocation of priority 
initial options  by an index of coherence and a coefficient of the relation of coherence of initial matrixes of pair comparisons. 
For this purpose the simplified procedure of definition of the maximum own numbers of matrixes of pair comparisons is 
used, which are a basis of calculation of an index of coherence and coefficient of the relation of coherence of matrixes of pair 
comparisons. The coefficient of the relation of coherence of matrixes of pair comparisons shouldn’t exceed 0,1. The example 
of formation and assessment of an initial set of options of industrial controllers for the level of local automation of distributed 
control system is given.

Keywords: distributed control system, initial set of options, indicators of efficiency, matrix of pair comparisons, 
vectors-columns of matrixes, index of coherence of matrixes, relation of coherence of matrixes, maximum eigenvalue of 
matrixes
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