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Многие математические модели реальных явлений таковы, что описывают реакцию детерминированного 
объекта на стороннее воздействие. При этом информация об этом стороннем воздействии оказывается неполной. По-
этому и о реакции приходится говорить как  о не полностью определенной. Очевидным образом попадаем в сферу 
действия теории нечетких множеств. Таким образом, приходим к рассмотрению действия каких-то операторов на эле-
мент известного пространства, заданного неточно (имеется в виду элемент). Если ничего не требовать от оператора, 
то задача оказывается неразрешимой. Однако, если рассматривать пространства числовых функций и ограничиться 
положительными операторами, то можно получить конкретные результаты. Напомним, что оператор, действующий в 
каком-то пространстве, элементами которого является функции, а образы элементов пространства – действительные 
числа, то положительным оператором называется оператор, сопоставляющий положительным функциям положитель-
ные числа. Такими операторами являются, например, ньютоновский потенциал поля тяготения, удовлетворяющий 
уравнению Пуассона; функция, являющаяся гармонической в круге с центром в начале координат (то есть являющаяся 
решением уравнения Лапласа); решение уравнения теплоемкости, непрерывное при неотрицательных значениях вре-
мени и принимающее в начальный момент положительные (неотрицательные) значения. Решение линейного диффе-
ренциального уравнения с постоянными коэффициентами и нулевыми начальными условиями, задаваемое интегралом 
Дюамеля также описываются положительным оператором. Положительные операторы часто встречаются в теории 
тригонометрических рядов. Таковыми являются операторы Фейера, Валле-Пуссена, Пуассона, Бернштейна. Положи-
тельны и операторы Э. Ландау и Вейерштрасса. С помощью операторов Вейерштрасса и Бернштейна можно доказать 
фундаментальную теорему Вейерштрасса о возможном приближении с любой степенью точности произвольной не-
прерывной на отрезке функции многочленом (высокой степени).

Ключевые слова: положительный оператор, дифференциальное уравнение, нечеткое множество.

Рассмотрим некоторые математичес-
кие модели физических объектов, в которых 
исходные данные – имперические или экспе-
риментальные – задаются с погрешностью. 
То есть мы имеем дело с простейшей задачей, 
рассматриваемой в теории «нечетких мно-
жеств».

1. Ньютоновский потенциал поля тя-
готения u(x,y,z) объемно распределенной мас-
сы с плотностью ρ (x,y,z) в шаре x2+ y2+z2 ≤ 
R2 , как известно, удовлетворяет уравнению 
Пуассона

.

Решение этого дифференциального 
уравнения по формуле Пуассона есть [1]

,

то есть u = A·ρ – интегральный оператор с по-
ложительным ядром 

. 

Зная погрешность (в каком – либо 
функциональном пространстве) ρ, можно 
определить и погрешность образа оператора  
А – функции u.

2. Гармоническая в круге x2+ y2 < R2 , 
непрерывная вплоть до границы x2+ y2 = R2 
функция u(x,y) такая, что 

u(Rcosθ, Rsinθ) = f (θ).
Задается (см. [1]) формулой Пуассона 

так же есть интегральный оператор от f cполо-
жительным ядром. Зная погрешность f можно 
определить погрешность u(x,y).
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3. Непрерывное при t ≥ 0, ограничен-
ное для t > 0 решение уравнения теплопро-
водности 

задается формулой

примем u(x,0) = φ(x). Ядро этого интеграль-
ного оператора  > 0 

4. В [2] в связи с точным вычислением 
нормы оператора рассматривалось линейное 
дифференциальное уравнение n-го порядка с 
постоянными коэффициентами

с нулевыми начальными условиями

(в случае n = 2  – уравнение колебаний), ре-
шение которого дается (см., например, [3]) 
интегралом Дюамеля 

где

,

(g(x) – функция Грина). В случае g(x) ≥ 0 опять 
имеем интегральный оператор с положитель-
ным ядром.

Например, для уравнения

– уравнения вынужденных гармонических 
колебаний без диссипации единичной точеч-
ной массы с нулевой начальной скоростью в 
нулевом положении равновесия

.

На интервале (0; π) ядро sin t положи-
тельно.

Если рассматривать линейные опера-
торы вида 

с непрерывной по ξ при каждом фиксиро-
ванном х функцией φ (ξ ,x), то (см.[4] стр.19)  
(Lf )(x) > 0 при f (ξ) > 0 для ξ ∈ (a,b) при всех 
х, тогда и только тогда, когда φ(ξ ,x) > 0 для  
ξ ∈ (a,b) при всех х. Такие операторы назы-
ваются положительными. Такими являются 
операторы Фейера

;

операторы Валле-Пуссена Vn,2n-1 (f ; x) (см.[4] 
стр.157) ;

Пуассона

,

0≤ r < 1;
Вейерштрасса

, 

где a1 = a + δ; b1 = b + δ, δ > 0 и функция f (ξ) 
непрерывна на .[a; b];

Э. Ландау

,

c1 = b1 – a 1;
Операторы Бернштейна

,

0≤ x < 1
хотя не являются интегральными, также по-
ложительны.

Связь операторов Вейерштрасса и 
Бернштейна с теорией вероятностей очевид-
на. С их помощью доказывается фундамен-
тальный факт – теорема Вейерштрасса о том, 
что любую непрерывную на отрезке функцию 
можно сколь угодно точно (равномерно) при-
близить алгебраическим многочленом.

Заметим, что нормы всех операторов 
(Lf )(x) из С в С равны единице.
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Many mathematical models of real phenomena are those that describe the response of a deterministic object on 
the side effect. The information about the exterior effects is not complete. Taking this into account, one has to speak about a 
response as not fully defined. So, one gets in touch with the theory of fuzzy sets. Thus, we come to the consideration of the 
action of some operators on an element of known space identified inaccurately (meaning element). If there is nothing to demand 
from the operator, then the problem is unsolvable. However, if we consider the space of numerical functions and get restricted 
to positive operators, we can obtain some concrete results. It must be kept in mind that if  there is an operator acting in some 
space which contain some elements as a function, and the images of the elements of the space are real numbers, then a positive 
operator is the operator that maps positive functions to positive numbers. Such operators are, for example, the Newtonian 
potential of the gravitational field satisfying the Poisson equation; a function that is harmonic in the circle with center at the 
coordinates origin (that is, a solution to the Laplace equation); the solution of the equation of heat propagation, continuous with 
non-negative values of time, and which at the initial moment is a positive ( nonnegative) value. Solution of linear differential 
equations with constant coefficients and zero initial conditions, set by the integral of Duhamel also describes a positive operator. 
Positive operators occur frequently in the theory of trigonometric series. These are operators of Fejйr, Vallee-Poussin, Poisson, 
and Bernstein. Positive are operators of E. Landau and Weierstrass. With the help of Weierstrass and Bernstein operators it is 
possible to prove the fundamental theorem of Weierstrass about the possible approximation of an arbitrary continuous function 
on a random interval with a polynomial (of high degree) with any degree of accuracy .

Keywords: a positive operator, a differential equation, careless multitudes, fuzzy sets


