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Энергозатраты на производство единицы пилопродукции иногда необоснованно завышены и могут сущес-
твенно отличаться от нормативных. Проблема повышения энергоэффективности лесопильного производства может 
быть решена при комплексном рассмотрении и оптимизации технологической и энергетической составляющих про-
изводственного процесса. Одним из наиболее энергоемких цехов лесопильно-деревообрабатывающих комбинатов яв-
ляется лесопильное производство. Эффективность работы этого производства в целом зависит от слаженной работы 
отдельных ее участков и, в частности, от участка окорки древесины, который является головным. Установлено, что 
входящий поток сортиментов на участок окорки представляет собой случайный процесс, обладающий свойствами: 
ординарность, стационарность, ограниченность последействия. Для моделирования стационарного потока с ограни-
ченным последействием наиболее адекватной статистической моделью является поток Эрланга. Определены пара-
метры входящего потока сортиментов и их зависимость от скорости подачи окорочных станков и геометрических 
характеристик сортиментов. 
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Производство пилопродукции является 
сложным технологическим процессом и 

осуществляется на специализированном обо-
рудовании с большим электропотреблением 
по различным технологиям. Энергозатраты 
на производство единицы пилопродукции 
иногда необоснованно завышены и могут 
существенно отличаться от нормативных. 
Не принимается во внимание функциональ-
ная связь между технологическим режимом 
оборудования и удельным электропотребле-
нием. Проблема повышения энергоэффек-
тивности лесопильного производства может 
быть решена при комплексном рассмотрении 
и оптимизации технологической и энергети-
ческой составляющих производственного 
процесса [1].

Одним из наиболее энергоемких це-
хов лесопильно-деревообрабатывающих ком-
бинатов является лесопильное производство. 
Эффективность работы этого производства 
в целом зависит от слаженной работы отде-
льных ее участков и, в частности, от участка 
окорки древесины, который является голо-
вным [2]. 

В работе [3] представлена технологи-
ческая схема лесопильного производства как 
система массового обслуживания (СМО) об-
щего вида, в которой интервалы между пос-
туплениями требований и время их обслужи-
вания являются случайными величинами и 
распределены по произвольному закону. На 
вход такой системы поступает поток пило-
вочного сырья (далее – бревна), а на выходе 
образуется поток пиломатериалов. При этом 
отдельные технологические участки образу-
ют фазы СМО, что позволяет рассматривать 
лесопильное производство как многофазную 
систему. В свою очередь, каждая фаза также 
представляет СМО с ожиданием. 

Изучение входящих потоков требо-
ваний СМО имеет первостепенное значение 
для математического описания и установ-
ления закономерностей функционирования 
производственного процесса. Сложность 
математического анализа, достоверность и 
точность полученных результатов зависят 
от того, насколько правильно будет выбрана 
статистическая модель потока требований. 
Выбор модели необходимо производить та-
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ким образом, чтобы ее описание не требовало 
слишком сложного математического аппарата 
и чтобы она наилучшим образом соответство-
вала реальному моделируемому потоку [4]. 
Статистическая модель процесса формирует-
ся в виде конкретного закона распределения 
вероятностей случайных значений показате-
лей этого процесса, изменяющихся в услови-
ях реального производства.

Метод проведения исследований
Поступление бревен на участок окор-

ки есть случайный процесс, который может 
быть описан некоторой функцией X(t), опре-
деляющей количество бревен, поступивших 
на участок окорки за некоторый промежуток 
времени (0, t). Функция X(t) есть случайная 
величина для каждого значения времени t. 
Для этой функции характерно то, что она 
принимает только целочисленные неотрица-
тельные значения и с возрастанием t никогда 
не убывает. 

Поток неокоренных бревен как слу-
чайный процесс обладает следующими 
свойствами.

1. Ординарность. Поток требований 
является ординарным, если требования в нем 
появляются поодиночке. Так как неокорен-
ные бревна поступают на продольный цепной 
конвейер поштучно, то данный поток облада-
ет свойством ординарности. 

2. Стационарность. Стационарным 
является поток, для которого вероятность пос-
тупления определенного количества требова-
ний в течение заданного промежутка времени 
не зависит от начала отсчета времени, а оп-
ределяется только длиной этого промежутка. 
Строго говоря, поток называется стационар-
ным, если закон распределения группы слу-
чайных величин X(t1), X(t2), ..., X(tn) совпадает 
с законом распределения

X(t1 + a) – X(a), X(t2 + a) – X(a), ...,  
X(tn + a) – X(a)

т. е. распределение случайных величин зави-
сит от t1, t2, ..., tn и не зависит от величины 
a, где a – любой произвольный отрезок вре-
мени. Из этого определения следует, что для 
стационарного потока вероятность того, что 

ровно k требований поступит за промежуток 
времени (0, t), равна вероятности поступле-
ния k требований за промежуток времени  
(a, a + t) при любом значении a, то есть

P{X(t) = k} = P{X(t + a) – X(a) = k},  
k = 0, 1, 2, ..., n.

В установившемся режиме работы ли-
нии поток неокоренных бревен также можно 
рассматривать как стационарный процесс.

Основной характеристикой стацио-
нарного потока является его интенсивность. 
Интенсивностью потока называется матема-
тическое ожидание числа требований в еди-
ницу времени. Тогда для стационарного ор-
динарного потока требований интенсивность

,

где MX(t) – математическое ожидание числа 
требований, поступивших за интер-
вал времени (0, t).

3. Ограниченность последействия. 
Покажем, что входящий поток неокоренных 
бревен имеет ограниченное последействие. 
Пусть минимальная длина бревен определен-
ного диаметра, поступающих на окорку, рав-
на Lmin. Тогда минимальное расстояние между 
вершинными торцами бревен на продольном 
конвейере будет не менее Lmin. Нетрудно убе-
диться, что наличие такого минимального 
расстояния неизбежно приводит к последейс-
твию. Действительно, пусть стало известно, 
что в какой-то момент времени tвх1 на цепной 
конвейер поступило очередное бревно. Тогда 
можно с достоверностью утверждать, что на 
любом участке времени ∆, находящемся в пре-
делах (tвх1, tвх1 + tц, min), где tц, min –минимальное 
время цикла окорки одно бревна, на конвейер 
не поступит следующее бревно (рис. 1). Та-
ким образом, будет иметь место зависимость 

Рис. 1. К объяснению свойства ограниченного после-
действия

Fig. 1. On explaining the properties of a limited aftereffect

tвх1 tвх+tц, min

t ц, min

0
t
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между числом требований в потоке бревен на 
неперекрывающихся участках времени. Ста-
ционарный и ординарный поток с ограничен-
ным последействием (поток Пальма) можно 
рассматривать как некоторое обобщение про-
стейшего потока [5]. 

На практике для моделирования стаци-
онарных потоков с ограниченным последейс-
твием применяются потоки Эрланга различ-
ных порядков. Поток Эрланга k-го порядка 
может быть получен из простейшего (пуас-
соновского) потока путем его «разрежения», 
при этом в простейшем потоке сохраняется 
каждое k-е событие, а все промежуточные 
удаляются [5].

Для математического описания потока 
неокоренных бревен как стационарного слу-
чайного процесса используем его свойства 
– неотрицательность и монотонность. Пусть 
t1, t2, ..., tn есть моменты поступления после-
довательных бревен потока в окорочный ста-
нок. Величина t0 = 0 есть начальный момент 
времени. Обозначим промежутки времени 
между поступлением двух последовательных 
бревен 

zi = ti – ti–1, i = 1, 2, ..., n.

Очевидно, что zi > 0, т. к. ti > ti–1, i = 1, 
2, ..., n. При этом величина z1 = t1, а величины  
zi (i = 2, 3, ..., n)  есть промежутки времени 
между бревнами. При этом невозможно точно 
определить, в какой момент времени в окороч-
ный станок поступит очередное бревно, поэто-
му все zi и ti (i = 1, 2, ..., n) представляют собой 
случайные величины, которые могут прини-
мать только неотрицательные значения.

Поток требований будет задан, если 
известны все моменты поступления тре-
бований или промежутки времени между 
смежными требованиями. Поскольку все 
они есть случайные величины, то для опре-
деления потока требований нужно задать за-
кон распределения последовательности этих 
величин.

Поток требований называется пото-
ком с ограниченным последействием, если 
для него последовательность z1, z2, ..., zn есть 
последовательность взаимнонезависимых 
случайных величин.

В [6] показано, что для описания тако-
го потока достаточно знания одной функции 
ϕ0(t), которая определяется следующим обра-
зом. Рассмотрим вспомогательную функцию 
h0(τ, t), равную вероятности отсутствия тре-
бований за промежуток времени t, при усло-
вии, что за промежуток времени τ поступило, 
по крайней мере, одно требование. При этом 
τ есть предшествующий t и смежный с ним 
промежуток времени. 

Тогда отношение 

h0(τ, t)/w(τ),                        (1)

есть условная вероятность отсутствия требо-
вания за промежуток времени t, при условии, 
что за промежуток времени τ поступило хотя 
бы одно требование. Величина w(τ) в (1) есть 
вероятность поступления, по крайней мере, 
одного требования за промежуток времени τ. 
Тогда функция ϕ0(t) определяется как предел 
отношения (1) при τ → 0, т. е.

Таким образом, функция ϕ0(t) равна 
условной вероятности того, что для любого 
стационарного потока в промежутке времени 
(t0, t0 + t) не поступит ни одного требования, 
если известно, что в момент времени t0 требо-
вание поступило.

В [6] доказана теорема, согласно ко-
торой для стационарного ординарного по-
тока с ограниченным последействием функ-
ция распределения случайных величин zi(i = 
= 2, 3, ..., n) имеет вид

,                    (2)

Fi(t) = 1 – ϕ0(t), i ≥ 0,                 (3)

где λ1 – интенсивность потока Эрланга (рис. 
2).

Интенсивность λ1 может быть опреде-
лена из соотношения (2) через функцию ϕ0(t) 
Так как вероятность поступления на участок 
окорки за время хотя бы одного бревна равна 
единице, то из (2) получим

,
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откуда с учетом (3)
,              (4)

Покажем, что интеграл, стоящий в 
знаменателе (4), представляет собой матема-
тическое ожидание непрерывной случайной 
величины zi(i = 2, 3, ..., n).

Промежуток времени между поступ-
лением двух последовательных бревен

zi = Li/u + τB,                     (5)

где Li – случайная длина бревен, 
i = 2, 3, ..., n;

u – скорость подачи окорочного станка;
τB – случайная длительность вспомога-

тельного времени, обусловленного 
межторцовыми разрывами. 

Далее для упрощения записи сим-
вол i в обозначении индекса опустим, учи-
тывая при этом, что рассматриваемые ве-
личины имеют отношение к промежуткам  
zi(i = 2, 3, ..., n).

Рис. 2. График функции распределения F(t) 
Fig. 2. The graph of the distribution function F(t)

1

0
t

F(t)

F(t)

q

Т=F-1(q)

t

0 1 q

F-1(q)

Рис. 3. График обратной функции F–1(q)
Fig. 3. The graph of the inverse function F–1(q)
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Представим случайную величину z как 
функцию случайного аргумента q, а именно

z = g(q) = F–1(q) = sup{t:F(t) ≤ 1},

где F–1(q) – функция, обратная к функции рас-
пределения F(t) (рис. 3); 

sup – точная верхняя грань множества, 
свойство элементов t которого указа-
но в фигурных скобках.

Очевидно, чтобы обратная функция 
F–1(q) была однозначно определенной, слу-
чайная величина q должна иметь значения, 
заключенные на отрезке [0, 1]. Покажем, что 
на этом отрезке величина q имеет равномер-
ное распределение. По определению функция 
распределения случайной величины z есть 
вероятность

F(t) = p(z < t) = p{F–1(q) ≤ 1}.         (6)

С учетом неубывающего характера 
функции F(t) выражение (6) равносильно  вы-
ражению

F(t) = p{q ≤ F (t)}.                  (7)

Из (7) следует, что случайная вели-
чина q имеет равномерное распределение на 
отрезке [0, 1], т. е. ее плотность вероятности 
равна fq(t) = 1. Тогда по определению матема-
тического ожидания функции случайного ар-
гумента получим

               (8)

Используя геометрический смысл оп-
ределенного интеграла (8), видим, что Mz 
численно равно площади области с основа-
нием [0, 1] и ограниченной сверху графиком 
функции F–1(q) (рис. 3). Эта же площадь за-
штрихована на рис. 2 и равна

Таким образом, имеем 

или с учетом (5)

             (9)

где ML – математическое ожидание длины 
бревен, м;

MτB – математическое ожидание дли-
тельности вспомогательного времени 
(межторцовых разрывов).

Тогда согласно (4) получим 

λ1 = u/(ML + uMτB).               (10)

Аналогично можно показать, что по-
рядок закона Эрланга можно определить по 
формуле

k = (Mz)2/Dz,

где Dz – дисперсия случайной величины z, 
определяемая по выражению

Dz = D(L/u + τB) = (1/u2)DL + DτB,      (11)

Здесь DL – дисперсия длины бревен, 
DτB – дисперсия длительности вспомогатель-
ного времени (межторцовых разрывов).

Тогда с учетом (9) и (11) порядок зако-
на Эрланга

       (12)

Из (10) и (12) следует, что оба пара-
метра закона Эрланга распределения проме-
жутков времени между поступлениями двух 
последовательных бревен зависят от геомет-
рических размеров пиловочных сортиментов, 
скорости подачи окорочного станка и вероят-
ностных характеристик длительности меж-
торцовых разрывов. 

Выводы
В результате проведенных исследова-

ний установлено, что входящий поток сорти-
ментов на участок окорки представляет собой 
случайный процесс, обладающий свойства-
ми: ординарность, стационарность, ограни-
ченность последействия. Для моделирования 
стационарного потока с ограниченным пос-
ледействием наиболее адекватной статис-
тической моделью является поток Эрланга. 
Определены параметры входящего потока 
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сортиментов и их зависимость от скорости 
подачи окорочных станков и геометрических 
характеристик сортиментов.
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Energy used to produce lumber unit is sometimes unduly inflated and may differ substantially from the normative. 
The problem of increasing the energy efficiency of sawmills can be solved in an integrated examination and optimization 
of technology and energy components of the production process. One of the most energy-intensive workshops is sawmill 
woodworking. Efficiency of this production as a whole depends on well-coordinated work of its individual sections, and 
particularly the leading area of wood debarking. The production process in the lumbering shop has the properties of probabilistic 
processes. Among the many different types of stochastic processes of particular importance for the mathematical modeling of 
production systems are Markov processes. It has been established that the incoming stream of logs debarking onto the land is a 
random process that possesses properties. 
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