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Качественное и надежное функционирование экзопротезов, например кисти руки, 
поможет существенно улучшить качество жизни людей, у которых повреждены 
или утрачены части тела. Подобное функционирование обеспечивается с помо-
щью системы управления, рассмотренной в данной работе. Моделью экзопротеза 
пальца служит математическая модель плоского трехзвенного маятника с уче-
том ограничений на возможные углы поворота каждого звена. Приведенный в ра-
боте тросовый механизм состоит из четырех независимых тросов, каждый из 
которых крепится к соответствующему звену экзопротеза пальца на заданном 
расстоянии. Каждый трос независимо управляется электрическим двигателем 
постоянного тока. Регулирование реализуется с помощью пропорционально-
интегральных регуляторов (ПИ-регуляторов) по ошибкам заданных значений угло-
вого положения каждого звена. Для этого по заданным угловым положениям 
каждого звена вычисляется необходимая сила натяжения тросов, используемая 
для создания моментов нагрузки приводов. Настройка системы регулирования 
осуществляется с помощью генетического алгоритма. Для проверки предложен-
ного подхода было проведено моделирование, показавшее, что рассмотренная си-
стема регулирования экзопротеза пальца кисти человека с тросовой конфигурацией 
принципиально применима. 
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Введение. При разработке экзопротезов кисти требуется не только 

усовершенствовать механическую конструкцию, но и создать систему 
управления, обеспечивающую точность, естественность и плавность 
движений [1]. Кисть человека обладает высокой степенью свободы  
и сложной биомеханикой, поэтому качество функционирования  
экзопротеза в значительной степени зависит от выбора его аппаратной 
и программной реализации [2]. 

Существует несколько подходов к формированию аппаратной ча-
сти экзопротеза кисти человека. Например, используют электромеха-
нические приводы с жесткой передачей [3] в виде редукторов 
и зубчатых передач [4, 5], приводы на основе сплавов с эффектом па-
мяти формы (Shape Memory Alloys, SMA) [6, 7] и пневматические ис-
кусственные мышцы (Pneumatic Artificial Muscles, PAM) [8]. Последние 
способны воспроизводить основные свойства мышц, что делает их пер-
спективными для применения в экзопротезах кисти, где критически 
важны компактность и приближенность к биологическим аналогам. 
Гидравлические приводы, напротив, применяют редко, поскольку они 
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имеют большую массу и сложны в обслуживании. Кроме того, для 
них характерен риск утечки жидкости [9]. 

Наиболее распространенным решением для аппаратной части  
экзопротеза кисти стали тросовые механизмы, в которых приводы 
размещаются вне пальцев, а движения звеньев реализуются посред-
ством натяжения управляющих тросов, имитирующих работу сухо-
жилий [10]. Такая конфигурация отличается простотой конструктив-
ного исполнения, высокой надежностью и более естественной 
работой пальцев. В качестве конфигураций тросовых систем могут 
быть использованы кабельные передачи в прямых [11] или антагони-
стических схемах, тросы внутри гибкого канала (трос Боудена) [12] 
или кинематически избыточные системы, где один привод приводит 
в движение несколько тросов одновременно [13]. Для моделирования 
тросовых систем используют модели прямой и обратной кинематики 
многосегментных роботов [14], математические модели, учитываю-
щие гибкость и инерцию тросов [15], а также влияние трения на пе-
редачу усилия [16]. 

Тросовые системы имеют ряд особенностей, влияющих на разра-
ботку системы регулирования: нелинейная упругость тросов, кинема-
тическая избыточность, необходимость балансировки усилий между 
тросами и наличие трения. Например, для построения системы управ-
ления подобных систем применяется позиционное управление, при 
котором управляющее воздействие формируется на основе данных  
поверхностной электромиографии [12]. Широкое распространение  
получило применение различных конфигураций пропорционально-
интегрально-дифференциальных регуляторов (ПИД-регуляторов). 
Например, используется пропорционально-дифференциальный регуля-
тор (ПД-регулятор) и импедансное регулирование [17] или адаптивный 
алгоритм управления импедансом с компенсацией выходного сигнала  
с помощью ПИД-регулятора [18]. В кинематически избыточных систе-
мах применяют обратную связь по суммарной силе [19], sinh-cosh ком-
пенсацию и ПИД-регуляторы с планированием усиления [20]. 

Цель данной работы — разработать и настроить систему регули-
рования математической модели экзопротеза пальца с использованием 
четырех тросовых механизмов и пропорционально-интегральных регу-
ляторов (ПИ-регуляторов). Для этого  рассматривается система регу-
лирования элемента экзопротеза кисти руки человека, представляю-
щего собой один палец, который состоит из трех фаланг, на основе 
математической модели плоского трехзвенного маятника с учетом 
ограничений на возможные углы поворота каждой фаланги. В каче-
стве приводов использованы четыре электрических двигателя постоян-
ного тока. Настройка ПИ-регуляторов осуществляется с помощью гене-
тического алгоритма таким образом, чтобы обеспечить желаемые 
показатели качества переходных процессов. 
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Конфигурация и математическая модель тросовой системы 
экзопротеза пальца. Рассматриваемая тросовая система экзопротеза 
пальца основана на конфигурации, предложенной в работе [10], но 
с другими точками закрепления четырех независимых тросов, как 
показано на рис. 1. Три троса, расположенные на тыльной стороне 
пальца, крепятся к проксимальной, средней и дистальной фалангам 

(звеньям) в точках t
ia  на расстоянии одной трети от начала каждого 

звена, что позволяет независимо управлять сгибанием и разгибанием 
каждого звена. Четвертый трос, размещенный на ладонной стороне, 

крепится к дистальной фаланге в точке 3
ba  также на расстоянии од-

ной трети от ее начала, этот трос предназначен для сгибания пальца. 
Тросы проходят через систему направляющих роликов ,ig  жестко 

связанных со звеньями. В качестве приводов использованы электри-
ческие двигатели постоянного тока, каждый из которых управляет 
натяжением соответствующего троса. 

 

Рис. 1. Конфигурация тросового механизма с направляющими роликами 
 
Для описания динамики тросового механизма вводится система 

отсчета, в которой по известным углам поворота каждого звена 

 т1 2 3 ,   θ  где 1,  2 ,  3  — углы поворота первого, второго 

и третьего звеньев (рад) соответственно, и заданным значениям цен-

тров моторов ,i
mp  направляющих роликов ig  и точек крепления ia  

тросов к звеньям однозначно определяется длина каждого троса 

 тр
iL θ  как сумма евклидовых расстояний его прямолинейных сег-

ментов [21]: 
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где тр
iL  — длина i-го троса, м; in  — число сегментов i-го троса; 1 ,ikr  

2
ikr  — координаты концов k-го сегмента, под которым понимается учас- 

ток троса между двумя соседними точками контакта с роликами, в пре-
делах которых трос считается натянутым и геометрически прямым. 

Тогда вектор длин всех тросов  трL θ  будет иметь вид 

т1 2 3 4
тр тр тр тр тр .   L L L LL                           (2) 

Продифференцировав вектор длин всех тросов по времени, полу-
чим связь между скоростями изменения длин тросов и угловыми 
скоростями звеньев: 

 тр , L J θ θ                                            (3) 

где  J θ  — матрица Якоби тросовой системы [22, 23],   тр




L
J θ

θ
; 

θ  — вектор угловых скоростей звеньев, рад/с. 
Натяжение тросов приводит к возникновению управляющих мо-

ментов в звеньях, соотношения для которых получены из принципа 
виртуальной работы [24, 25]: 

т т
тр тр ,  T L τ θ                                        (4) 

где трT  — вектор натяжения тросов, Н; трL  — виртуальные удли-

нения тросов, м; τ  — вектор управляющих воздействий, Н·м; θ  — 
виртуальные перемещения, рад.  

Векторы натяжения тросов и управляющих воздействий имеют 
вид 

т1 2 3 4
тр тр тр тр тр ,   T T T TT                               (5) 

 т1 2 3 .   τ                                       (6) 

Тогда выражение для определения τ  можно записать в виде 

 т
тр.τ J θ T                                          (7) 

Для учета параметров механической передачи электродвигателей 
при натяжении тросов рассчитывается вектор фактического натяже-
ния тросов тр.фактT : 

м
тр.факт ,


 t

N
K

r
T i                                     (8) 
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где   — коэффициент полезного действия, %; N  — передаточное чис-

ло редуктора; r  — радиус барабана двигателя, м; tK  — коэффициент 

электромагнитного момента, Н·м/А; мi  — вектор токов якоря, А:  
тм м м м м

1 2 3 4 ,   i i i ii                               (9) 

где м
ii  —  ток якоря i-го двигателя. 

В результате вектор управляющих моментов будет иметь вид [24] 

 т
тр.факт .τ J θ T                                      (10) 

Для решения обратной задачи определения вектора натяжений 
тросов тр ,T  при котором достигаются заданные моменты, необходи-

мо на основании уравнения (7) вычислить обратную матрицу 

   1т
.


J θ  Однако для данной системы задача распределения усилий 

является избыточной, поскольку число тросов превышает число сте-
пеней свободы системы и для вычисления обратной матрицы исполь-
зуется псевдообратное преобразование [22]: 

       1т
тр .


T J θ J θ J θ τ                              (11) 

Математическая модель экзопротеза пальца. Каждое звено 
(фаланга пальца) моделируется как жесткое тело, совершающее 
плоское движение, а связывающие их точки сочленения звеньев (су-
ставы) рассматриваются как идеальные шарнирные соединения [26]. 
Каждое звено задается набором геометрических и массово-
инерционных характеристик: длина ,il  расстояние до центра масс ,cir  

масса im  и момент инерции .iI  Кинематическая схема системы пред-

ставлена на рис. 2. 
Для получения математической модели рассматриваемой систе-

мы следует применить систему дифференциальных уравнений Ла-
гранжа 2-го рода [27–29]: 

1
1 1 1

2
2 2 2

3
3 3 3

,

,

.

d L L R

dt

d L L R

dt

d L L R

dt

    
        

             
             

 

 

 

                           (12) 
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Здесь L  — лагранжиан системы, L T U   (T  — кинетическая энер-
гия звена; U  — потенциальная энергия системы); R  — функция Рэ-
лея, которая определяется следующим образом: 

  т1
,

2
  R θ θ Bθ                                       (13) 

где B  — матрица коэффициентов вязкого трения в точках сочлене-
ния звеньев, имеющая вид 

11

22

33

0 0

0 0 ,

0 0

 
   
  

B

B

B

B                                    (14) 

iiB  — коэффициент вязкого трения i-й точки сочленения звеньев, 

Н·м·с/рад. 

 

Рис. 2. Кинематическая схема трехзвенного пальца 
 
Проведя необходимые преобразования, получим систему диффе-

ренциальных уравнений в векторно-матричном виде, описывающих 
динамику пальца: 

     , ,     M θ θ C θ θ Bθ G θ τ                      (15) 

где  M θ  — матрица инерции точек сочленения звеньев;  , C θ θ  — 

вектор кориолисово-центробежных сил;  G θ  — вектор гравитаци-

онных моментов точек сочленения звеньев. 
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Матрица  M θ  имеет вид 

 
11 12 13

12 22 23

13 23 33

,

 
   
  

M M M

M M M

M M M

M θ                              (16) 

где ijM  — сокращенное обозначение функций, зависящих от углов 

поворота и массово-инерционных характеристик звеньев, например: 

 
  

2 2 2
11 1 2 3 1 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2
3 1 2 3 1 2 2 1 3 2 3 2 3 3

2 cos

2 cos 2 cos 2 cos .

        

          

c c c

c c c

M I I I m r m l r l r

m l l r l l l r l r
     (17) 

Вектор  , C θ θ  можно представить так: 

   т1 2 3, , C C CC θ θ                              (18) 

элементы iC  которого формируются с использованием символов 

Христоффеля [30]: 

1 1

1
.

2 

  
         
  

n n
ij jkik

i j k
k j ij k

M MM
C                    (19) 

Вектор  G θ  записывается следующим образом: 

   т1 2 3 , G G GG θ                                 (20) 

где iG  — гравитационный момент i-й точки сочленения звеньев. 

Для численного моделирования уравнение (15) приводится к нор-
мальной неявной форме Коши: 

q
,

( ) ( , ) ( )

  
           



 


q q q q q

xI
x

M x C x x Bx G x τ
               (21) 

где x  — вектор состояния, который имеет вид 

т

1 2 3 1 2 3 .
                     

  


q

q

x q
x

x q
               (22) 

Движение звеньев должно соответствовать физиологическим огра-
ничениям движений пальцев кисти человека [31, 32], поэтому в мате-
матическую модель введены ограничения на углы поворота звеньев, 
которые задают допустимую область компонентов вектора qx  и реали-

зуются в системе управления посредством функции насыщения, имею-
щей следующий вид: 
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min зад min

зад зад min зад max

max зад max

,

, ,

,

 
  
 

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ

 

где задθ  — вектор заданных значений углов (уставок); min ,θ  maxθ  — 

векторы минимально и максимально допустимых углов. 
Система регулирования экзопротеза пальца. Структурная схе-

ма системы регулирования экзопротеза пальца, показанная на рис. 3, 
строится на базе ПИ-регуляторов, которые формируют управляющее 
воздействие на приводы на основе ошибок регулирования заданных 
значений углового положения каждого звена. 

 

 

Рис. 3. Структурная схема системы регулирования экзопротеза пальца 

 
Вектор ошибок регулирования имеет вид 

зад , e θ θ                                             (23) 

где θ  — вектор текущих значений углов.  
Законы ПИ-регулирования записываются следующим образом: 

ПИ , P I intu K e K e                                  (24) 

где ПИu  — вектор управляющих воздействий, формируемых ПИ-

регуляторами; ,PK  IK  — векторы коэффициентов регуляторов;  

inte  — вектор величин интегральных ошибок, вычисляемый наиболее 

удобным образом. 
Вектор управляющих воздействий ПИu  используется для расчета 

желаемых натяжений тросов тр. задT  на основании уравнения (11). 

Желаемое натяжение тросов используется для создания моментов 
нагрузки нагрτ  на валу каждого электродвигателя, которые, в свою 

очередь, формируют управляющее воздействие τ  для натяжения 
тросов в соответствии с уравнением (10). Функциональная схема си-
стемы регулирования экзопротеза пальца посредством управляющего 
тросового механизма с использованием ПИ-регуляторов приведена 
на рис. 4. 
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Рис. 4. Функциональная схема регулирования экзопротеза пальца 
 
Настройка системы регулирования экзопротеза пальца. Для 

настройки ПИ-регуляторов могут использоваться разные методы, 
в том числе генетический алгоритм [33–35]. Оптимизационная задача 
по настройке ПИ-регуляторов в рассматриваемой системе формули-
руется следующим образом [36]: 

  опт ПИ
K

arg m n .i , ,


 J
k

uk k x                      (25) 

где оптk  — вектор подбираемых коэффициентов;  ПИ, , qJ uk x  — 

общий критерий оптимизации; k  — вектор коэффициентов, имеющий 

вид 
1 1 2 2 3 3

т

P I P I P IK K K K K K
     

   k  ( K  — область допу-

стимых значений коэффициентов); x  и ПИu  – вектора состояния 

и управления для математической модели, записанной в форме Коши. 
Критерий оптимизации формируется в виде 

min,  1, , 6.i
i

JJ i                               (26) 

Здесь каждый  iJ  — отдельный критерий оптимизации, соответствую-

щий получению желаемых показателей качества: 

1 1 зад 4 3

2 2 зад 5 5 зад

3 3 зад 6 6

;

;

,

    
        
    

 

J J

J J

J J

α θ θ α σ

α θ θ α t t

α σ σ α t

                   (27) 

где σ  — вектор величин перерегулирования; t  — вектор величин 
времени переходных процессов; α  — вектор весовых коэффициен-
тов, которые позволяют получить конфигурацию оптимизационной 
задачи под различные требования; индекс «зад» соответствует задан-
ному значению, отсутствие индекса — фактическому. 

Отметим, что в качестве критерия можно подбирать коэффициен-
ты ПИ-регуляторов таким образом, чтобы переходные процессы си-
стемы были максимально близки к желаемым, вычисленным ранее 
переходным процессам [37]. 
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Моделирование системы регулирования экзопротеза пальца. 
Для оценки работоспособности разработанной системы регулирова-
ния проведено численное моделирование системы регулирования  
экзопротеза пальца. 

Параметры модели трехзвенного пальца и ПИ-регуляторов, исполь-
зованные в вычислительном эксперименте, приведены ниже: 

Длина проксимальной фаланги 1,l  м  .................................................  0,05 

Масса проксимальной фаланги 1,m  кг ...............................................  0,03 

Коэффициент вязкого трения в проксимальной  

фаланге
 11,B  Н м с    .....................................................................  0,2 

Коэффициент П-составляющей регулятора углового положения 

проксимальной фаланги 
1

PK   .......................................................  7,002 

Коэффициент И-составляющей регулятора углового положения 

проксимальной фаланги 
1

IK   .......................................................  0,4011 

Длина средней фаланги 2 ,l  м  ..............................................................  0,03 

Масса средней фаланги 2 ,m  кг  ...........................................................  0,02 

Коэффициент вязкого трения в средней фаланге 22 ,B  Н м с    ......  0,015 

Коэффициент П-составляющей регулятора углового положения 

средней фаланги 
2

PK   ....................................................................  5,0312 

Коэффициент И-составляющей регулятора углового положения 

средней фаланги 
2

IK   ....................................................................  0,2116 

Длина дистальной фаланги 3 ,l  м  ........................................................  0,02 

Масса дистальной фаланги 4 ,m  кг  .....................................................  0,01 

Коэффициент вязкого трения в дистальной фаланге 33 ,B  Н м с    ....  0,01 

Коэффициент П-составляющей регулятора углового положения 

дистальной фаланги 
3

PK   ..............................................................  1,2151 

Коэффициент И-составляющей регулятора углового положения 

дистальной фаланги 
3

IK   ..............................................................  0,1021 

В качестве параметров привода используются параметры, соответ-
ствующие компактному коллекторному двигателю постоянного тока с 
планетарным редуктором Maxon DCX 13L, представленные ниже: 

Номинальное напряжение ,V  В  ...........................................  6 

Сопротивление якоря як ,R  Ом  .............................................  3,3 

Индуктивность м ,L  мГн  ........................................................  0,25 

Постоянная момента ,tK  Н·м/А  ...........................................  0,011 

Постоянная ЭДС ,eK  В/(рад·с–¹)  ..........................................  0,011 
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Момент инерции ротора м ,J  2кг м   ...................................  60,12 10  

Коэффициент вязкого трения ,b  Н·м·с/рад  .........................  610  
Передаточное число редуктора N   .......................................  126 
КПД редуктора ,  %  .............................................................  60  

 

Рис. 5. Результаты моделирования системы регулирования  
экзопротеза пальца 

 

 

Рис. 6. Переходные процессы по углам (а) и угловым скоростям (б) 
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Начальное состояние системы соответствует вертикальному по-

ложению звеньев:  т0 90 0 0 ,θ  а желаемые значения углов 

 тзад 45 45 20 .  θ  

Результаты моделирования системы регулирования экзопротеза 
пальца в виде графиков начального положения экзопротеза пальца  
и его положения после завершения переходных процессов представ-
лены на рис. 5. По переходным процессам по углам и угловым ско- 
ростям (рис. 6) видно, что система точно реагирует на заданную 
уставку, плавно перемещаясь из начального положения в заданное. 

Заключение. Работа посвящена проектированию и настройке  
системы регулирования экзопротеза пальца человека с тросовым 
управлением. Предложена математическая модель экзопротеза паль-
ца человека с учетом ограничений на углы поворота звеньев, дано 
описание конфигурации тросовой системы и приводов. Система ре-
гулирования рассмотренного экзопротеза пальца включает в себя 
ПИ-регуляторы по ошибкам заданных значений углового положения 
каждого звена, на основе которых формируется управляющее воз-
действие в виде заданного натяжения тросов, преобразующего при-
воды в усилия, подающиеся на вход системы. Для настройки системы 
регулирования была сформирована оптимизационная задача, в кото-
рой коэффициенты ПИ-регуляторов подбираются таким образом, 
чтобы обеспечить заданные показатели качества переходных процес-
сов с помощью генетического алгоритма. 

Для подтверждения разработанной системы регулирования экзо- 
протеза пальца человека был проведен вычислительный эксперимент 
по регулированию экзопротеза пальца в заданном положении. Ре-
зультаты показали, что предложенная математическая модель обла-
дает достаточной степенью адекватности, система регулирования 
корректно отрабатывает заданную уставку. Таким образом, получен-
ная система регулирования позволяет провести моделирование дви-
жения экзопротеза пальца человека. 
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High-quality and reliable operation of exoprostheses, for example, of the human hand, 
can significantly improve the quality of life. Such operation is ensured by a control sys-
tem, which is considered in this work. A mathematical model of a planar three-link pen-
dulum with constraints imposed on the possible rotation angles of each link is used as a 
model of the exoprosthetic finger. The cable-driven mechanism considered consists of 
four independent cables, each of which is attached to the corresponding link of the exo-
prosthetic finger at a specified distance. Each cable is independently actuated by a DC 
motor. Control is implemented using PI controllers based on the errors in the prescribed 
angular positions of each link. For this purpose, the required cable tension forces are 
calculated from the given angular positions of the links and are used to generate load 
torques for the actuators. The control system is tuned using a genetic algorithm. To verify 
the proposed approach, simulation has been carried out, which has demonstrated the 
feasibility of the considered control system for a cable-driven exoprosthetic finger of the 
human hand. 
 
Keywords: biomechanical systems, control system, PI controller, cord mechanism con-
trol, genetic algorithm 
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