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В и данной работе представлен систематический обзор моделей  методов определе-

ния коэффициента температурного линейного расширения волокнистых  композици-
        онных является материалов, что  критически важной задачей для проектирования 

надежных конструкций, работающих  в условиях переменных термических нагрузок. 
     Рассмотрена эволюция подходов  к решению этой проблемы — начиная  с классиче-

        ских аналитических  и полуэмпирических моделей, основанных на правилах смесей  
и технологические и учитывающих  факторы,  заканчивая современными численными 

        методами методом, такими как моделирование  конечных элементов  и различные 
методы гомогенизации. 

      Ключевые слова:  тензор термического   расширения, коэффициенты термического

      линейного расширения, термоупругие характеристики, КТЛР, волокнистые компо-
зиционные материалы 

        Введение. Настоящая моделей работа  направлена на  изучение   и методов 
    определения термоупругих характеристик композиционных материалов 

(    КМ), т. е. , материалов состоящих из нескольких фаз (наполнитель — арми-
 рующий компонент, и с связующее — матрица)  явно выраженной поверхно-

      стью контакта. Под термоупругими характеристиками понимают характери-
        стики позволяющих тела, которые входят состав  в  соотношений,  совместно 

учитывать      -механические и температурные деформации, в контексте положе
ний механики  сплошной среды  и термодинамики необратимых процессов [1]. 

Композиционные могут материалы  обладать различными схемами арми-
        рования: регулярными и дисперсными В .  качестве наполнителя ис, часто, -

пользуют волокна различных материалов  и, в этом случае, такие КМ называ-

       ют волокнистыми принято. По схеме армирования волокнистые  КМ  
разделять на пр: однонаправленные, nD-армированные, тканевые и . 

  Термоупругие характеристики.   -Рассматривается пространственная по
становка задачи. Объектом  исследований являются термоупругие характери-

       стиками волокнистых КМ. Используя положения сплошных механики  сред 
      [1], указанные     -характеристики позволяют связать температурные деформа
          ции на тела  с воздействующим  него температурным  полем , являются ко-

эффициенты термического расширения линейного  (КТЛР). Для  определения
        указанных характеристик  в общем используют случае  понятие тензор -тер
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       мического расширения     -, который присутствует в законе Дюамеля

Неймана [1]: 

  =  ⋅⋅ 󰇡– 󰇢    =⇔   ⋅⋅ 󰇡– 󰇢 (1) 

или  в компонентной форме

   = 󰇡– 󰇢, (2) 

       где  — тензор тензор напряжений;  —  малых упругих деформаций;  — 

тензор малых температурных деформаций;  — тензор модулей упругости. 
     В общем анизотропном случае компоненты       тензора термического

    расширения     в пространстве              -могут быть представлены в виде симмет
ричной матрицы 

  ×  = 
  
⋅  
⋅ ⋅ 

.  

        Для КМ правило  с различными схемами армирования , как , характерны 
      различные значения коэффициентов термического расширения  в различных 

направлениях (табл уменьшению. 1), что приводит к  числа независимых ком-

       понент тензора . Например, для ортотропного случая,     соответствует
КЛТР вдоль один оси , тогда как для случая изотропного  характерен лишь  

КЛТР такого материала. 

Таблица 1 
Вид компонент   тензора теплового расширения 

в зависимости от микроструктуры материала 

   Анизотропия Ортотропия Изотропия 

× 
  
⋅  
⋅ ⋅ 

   

 0 0
0  0
0 0 

   
 0 0
0  0
0 0 

 

 

Заметим, что компоненты     могут являться функциями температуры: 

 ()=



, (3) 

где =() — компоненты деформаций тензора малых температурных .  

Проинтегрировав (3) по на температуре  интервале [ , ],   получим

()– ()= 



()=̄, 

где  — изменение температуры относительно температуры , для  которой

  будем полагать, что ()     =  0; ̄ — осредненный   -тензор термического расши

рения на интервале температур [ , ]  и ̄=

 


(). 
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Однако при малых изменениях температуры соответствующие деформа-
ции определяются  тензором малых температурных  деформаций, линейно за-
висящим от изменения температуры: 

  = (4) 

или  в компонентной форме 

  =, (5) 

      где  — постоянный тензор компонентами КТЛР  с     , являющимися кон-

стантами. 
     Микромодели термоупругих характеристик .КМ    Для определения

      эффективных характеристик КМ используются   и разрабатываются микро-
    структурные модели (микромеханические модели, микромодели). Модель 

         самого КМ, при этом, может рассматриваться на двух масштабных уровнях 
    (      рис. 1): 1) макроуровень — уровень масштаба конструкции с характерным

размером , 2) микроуровень   . При    этом большинство микромеханических
моделей предполагает следующее равенство линейных размеров масштабных 
уровней:  ≪ . 

 

 

 

Рис. 1. Масштабные уровни композиционных материалов 

 

 

Ячейка периодичности (ЯП) является важным понятием  в определении ха-
рактеристик КМ, а в именно  описании микромеханической модели. В зависи-
мости теории от применяемой , определение ЯП несколько разнится, но общим 

        для них на можно понимать некоторую повторяющуюся структуру  микро-
уровне, которая позволяет вычислить эффективные характеристики масшта  и -
бировать их до макроуровня. Для       волокнистого КМ такой ЯП может являться
одно волокно монослоя  с окружающей его матрицей (рис. 1). 

К эффективным термоупругим характеристикам КМ относятся: ̄ — эф-
     фективный модуль упругости, ̄ — эффективный коэффициент поперечной 

деформации (коэффициент Пуассона), ̄ — эффективный модуль сдвига.  
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      В интерес рамках представленной работы  представляет  эффективный

       КТЛР ̄     волокнистых композитов, а далее рассматриваются аналитические  

и полуэмпирические и  модели  методы для его вычисления. 
       Правило смеси.  Первой из микромоделей рассмотрим правило смеси. 

 Впервые своей было предложено В в. Фойгтом   работе [2] и позволяет опре-
       делить верхнюю границу на эффективных свойств КМ  основе    изотропного

        растяжения. В А своей работе . Рейс [3] предложил свой подход, который 
применим для определения нижней границы эффективных свойств на основе 
изотропного сжатия: 

  ∥=
 +–

+–
, =+󰇡1–󰇢, (6) 

где ∥ — эффективный   КТЛР вдоль волокон (главной оси);  — эффектив-

ный КТЛР поперек волокон;   — КТЛР волокна (включения); —  КТЛР

матрицы. 
       Ф. Тёрнер предложил использовать объемный модуль упругости для 

определения КТЛР [4]: 

  ∥=
+–

+–
, (7) 

 где       — объемный  модуль упругости волокна;    — объемный модуль 

упругости матрицы. 

       Вариационные модели.    -В вариационной модели, предложенной Ц. Ха
  шином  и Ш. Штрикманом, лежит энергетический подход, который миними-

зирует функционал полной энергии  деформации, позволяя найти  наилучшие
        возможные оценки Эти без точного знания микроструктуры.  границы, в от-

          личие от грубых оценок Рейсса Фойгта  и , являются наиболее точными при 
       заданном минимуме прогнозирова информации  и служат фундаментом для -

ния механических свойств КМ [5].  
       Левин .М В. [6], основываясь работах на  Хашина  и Штрикмана, вывел 

формулу КТЛР для изотропного дисперсного двухфазного КМ: 

  *=++
–



– 


󰇣 
*

– 󰇡 


+


󰇢󰇤  . (8) 

В и Ц. Розен  . Хашин развили работу Левина для анизотропного двухфаз-
ного фаз КМ [7] (1, 2 — номера ):  

  * =+ 󰇡
* –󰇢 󰇡

()–
() 󰇢, (9) 

где *   — компонента    эффективного тензора КТЛР КМ; 
*  — эффектив-

 ный коэффициент податливости;  󰇡
()

-
() 󰇢 =;    — единич-

     ный симметричный тензор четвертого порядка;     — средний   по объему

КТЛР КМ;   — средний податливости по объему коэффициент . 
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   Г А в. . Ван Фо Фы  работах [8, 9] на  основе вариационной модели вывел 
формулу КТЛР  в направлении укладки: 

∥=– 󰇡– 󰇢
( + )–+–

–
 . (9) 

          Р А и. . Шэйпери, основываясь на работах Ван Фо Фы, Розена  Хашина, 
       Левина, представил модель для определения КТЛР на основе вариационной 

модели [10]: 

  ∥=
+

+ 
, (10) 

  = +1 +(1 + )–+.  

Н. Чемберлен [11] использовал уравнения толстостенных цилиндров при 
       моделировании волокон  в матрице  с гексагональной или прямоугольной 

укладкой. 

  ∥=+
–

– +  ++ +



–LT– + 
 , (11) 

       где   = 0,9096 при гексагональной укладке волокна;  = 0,7854 при прямо-
угольной укладке волокна. 

На основе самосогласованной модели Б в. Будианский  своем труде [12] 
предложил КМ свою формулу КТЛР для n-фазного : 

  *=∑  󰇡


 *
󰇢 󰇣1–  + 󰇡

*
󰇢󰇤
–

 = , (12) 

где = 

󰇡 +

–
󰇢, =

 –
 +

. 

Инженерная модель  Х. Чамиса была представлена им  в его работе [13]  
        и в формулы для вычисления эффективных характеристик КМ,  частности, 

для КТЛР  в поперечном направлении: 

  =2+󰇡1–󰇢 󰇡1 + 


󰇢. (13) 

Ламинатная теория. Выше     были кратко освещены часто используемые 
аналитические модели, позволяющие определять термоупругие эффективные  

    характеристики однонаправленного армированный монослоя КМ (1D-  моно-
слой). Рассматриваемые модели КМ  являются основой для построения моде-

        лей многослойных КМ, которые, как правило, применяются на практике. 
       Слоистый состоит композитный пакет  из некоторого  количества монослоев  

  с направлением различным           армирования каждого друг относительно друга. 
Для определения эффективных правило свойств такого пакета, как , применя-
ется теория ламинатов [15], где свойства (например, эффективные характери-
стики полученные,  отдельно) монослоя  считаются известными.  
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    Численно-аналитические методы   используются, когда применение
аналитических формул осложнено, например, в с связи  их узкой -специализа

        цией (применимы для фиксированных типов схем армирования  и т. п.). Из-
вестным является метод асимптотического осреднения  или двухмасштабного 
разложения (один метод из Данный методов гомогенизации).   был предложен 
Н С а Б Е. . Бахваловым [16],  позже применен . . Победрей [17], нашел  широкое
применение России на  в   и за рубежом. Рассматриваемый метод сводит задачу  

      неоднородной осредненной композитной области  к   и локальным задачам на 
        представительных элементах объема, для решения которых, в свою очередь 

могут применяться метод численные методы (как правило,  конечных элемен-
        тов). В дальнейшем метод будет применен для определения эффективных 

термомеханических характеристик  КМ. 
       Заключение. В статье были рассмотрены некоторые известные методы 

определения эффективных  термоупругих характеристик волокнистых КМ. 

Работа выполнена  в рамках госзадания Минобрнауки России  
(  тема № FSFN-2024-008З). 
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Review of models and methods for determining the coefficients  

of linear thermal expansion of fibrous composite materials 
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This article presents a systematic review of models and methods for determining the coeffi-
cient of linear thermal expansion of fiber composite materials, a critical issue for the de-
sign of robust structures operating under variable thermal loads. The evolution of ap-

proaches to solving this problem is examined, ranging from classical analytical and semi-
empirical models to modern numerical methods such as finite element modeling and vari-

ous homogenization techniques. 
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