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Решена задача синтеза унифицированной системы управления движением стацио-
нарных многозвенных манипуляционных механизмов с последовательной кинемати-
ческой цепью. Разработана система управления, которая обеспечивает решение пря-
мой и обратной задач кинематики многозвенного манипуляционного механизма в ре-
альном времени. В качестве основного предложения выступает гибридный метод 
решения обратной задачи кинематики, основанный на синергетической интеграции 
аппарата нечетких нейронных сетей и классических итерационных численных мето-
дов, что гарантирует достижение заданной точности позиционирования в строгих 
временных рамках. Продемонстрирована принципиальная возможность адаптации 
алгоритмического программного обеспечения и архитектуры системы управления 
в целом для ее применения к манипуляторам различной кинематической конфигура-
ции многозвенных механизмов. Модификация итерационного алгоритма уточнения 
решения обратной задачи кинематики в окрестности приближенных значений, гене-
рируемых нечеткой нейронной сетью, позволяет существенно повысить вычисли-
тельную производительность при сохранении контроля над точностью. Архитектура 
системы управления предусматривает декомпозицию на иерархические уровни: вы-
деление подсистемы низкоуровневого управления исполнительными устройствами 
(сервоприводами, энкодерами и др.) в независимый контур, что повышает надеж-
ность и безопасность эксплуатации манипулятора. 
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This paper addresses the problem of synthesizing a unified control system for the motion 
of stationary multi-link serial-chain manipulators. The developed real-time control sys-
tem provides solutions to the forward and inverse kinematics problems for a multi-link 
manipulator in real-time. The core contribution is a hybrid method for solving the inverse 
kinematics problem, based on the synergistic integration of fuzzy neural networks and 
classical iterative numerical methods. This approach guarantees the achievement of the 
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required positioning accuracy within strict time constraints. The fundamental feasibility 
of adapting the algorithmic software and the overall control system architecture for use 
with manipulators of different kinematic configurations is demonstrated. A modification 
of the iterative solution refinement algorithm, operating in the vicinity of approximate 
values generated by the of fuzzy neural network, significantly enhances computational 
performance while maintaining accuracy control. The control system architecture is hier-
archically decomposed: the subsystem for low-level control of actuators (servo drives, en-
coders, etc.) is isolated into an independent loop, which improves the manipulator's oper-
ational reliability and safety. 
EDN: OHHUVX, https://elibrary/ohhuvx 
Keywords: inverse kinematics, fuzzy neural network, hybrid algorithm, iterative refinement, 
manipulator, control system 

Пространственные манипуляционные меха-
низмы с последовательной кинематической це-
пью (далее ММ) занимают доминирующее по-
ложение в современной робототехнике. Теоре-
тический и методологический фундаменты для 
разработки и управления указанными меха-
низмами заложен трудами таких выдающихся 
отечественных исследователей, как И.И. Арто-
болевский [1], С.Л. Зенкевич [2], М.З. Колов-
ский [3], Ф.Л. Черноусько [4] и Е.И. Юревич [5], 
а также зарубежными учеными, среди которых 
Дж. Денавит, Р.С. Хартенберг [6, 7], Ф.К. Парк 
[8–11], Х.-Й. Ли [12–14], А.П. Морган [15], 
Д.Л. Пайпер [16]. 

Процесс проектирования систем управления 
(СУ) движением ММ сопряжен с необходимо-
стью разрешения фундаментального противо-
речия между требованиями по обеспечению 
высокой точности позиционирования и макси-
мального быстродействия. Существенное 
усложнение синтеза СУ также обусловлено вы-
сокой размерностью математических моделей, 
описываемых системами нелинейных диффе-
ренциальных уравнений высокого порядка, для 
которых зачастую не существует замкнутого 
аналитического решения. 

Ввиду перечисленных проблем становится 
приоритетной разработка алгоритмов адаптив-
ных (самообучающихся) алгоритмов, способ-
ных автоматически подстраиваться под изме-
няющиеся условия. Одним из приоритетных 
направлений в этой области стали искусствен-
ные нейронные сети, так как они обладают до-
статочными возможностями по адаптации для 
решения задач кинематики и динамики много-
звенных ММ. 

Важнейшее преимущество нейросетевых 
подходов перед традиционными аналитически-
ми методами заключается в их универсальности: 
они не требуют построения строгих и чрезвы-

чайно сложных нелинейных аналитических за-
висимостей для каждой конкретной кинемати-
ческой схемы ММ. Эта гибкость открывает путь 
к созданию универсальных СУ, способных к 
адаптации для работы с манипуляторами разной 
конструкции, что подтверждают исследования 
В.М. Лохина, И.М. Макарова [17, 18], А. Геза [19, 
20], Х. Хашимото [21], А.С. Морриса [22] и 
Б.К. Накры [23]. 

Следующим этапом стала разработка гиб-
ридных методов на основе интеграции 
нейросетевых алгоритмов и нечеткой логики, 
приведшая к созданию нечетких нейронных 
сетей (ННС). Теоретическая универсальность 
ННС, доказанная Б. Коско [24], в сочетании с 
высоким быстродействием делает их перспек-
тивными для СУ многозвенными ММ в реаль-
ном времени. Компенсация присущих ННС по-
грешностей достигается гибридизацией с чис-
ленными методами (например, итерационной 
коррекцией), что позволяет синтезировать СУ с 
оптимальным соотношением точности и скоро-
сти для ММ с большим числом звеньев. 

Цель работы — синтез гибридного алгорит-
ма решения обратной задачи кинематики (ОЗК) 
многозвенных ММ, обеспечивающего заданную 
точность позиционирования при выполнении 
требований реального времени за счет интегра-
ции ННС и модифицированного итерационно-
го метода уточнения. 

 
Предметная область. В основе исследования 
лежит ММ (рис. 1), где первое звено закрепле-
но на неподвижном основании (опорной 
стойке), а конечное звено перемещает рабочий 
орган (РО) — захватное устройство. Кинема-
тика рассматриваемого механизма описывает-
ся системой уравнений, связывающей обоб-
щенные координаты (углы поворота в сочле-
нениях 0 1, ,  . , ).. kQ Q Q  с координатами 
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положения РО ( , , )k k kх y z  в базовой системе 
координат следующим образом: 
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где k  — количество звеньев, участвующих в 
движении; iL  — длина i-го звена; lQ  — угол 
поворота в l-м сочленении; 0L  — высота опор-
ной стойки. 

Для компактного описания преобразований 
координат использован формализм Денави-
та — Хартенберга. Например, для плоского 
трехзвенного ММ однородная матрица преоб-
разования имеет вид 
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где 
 123 1 2 3cos ;c Q Q Q     123 1 2 3sin ;s Q Q Q    

1 1cos ;c Q     12 1 2cos ;c Q Q     1 1sin ;s Q  
 12 1 2sin .s Q Q   

 
Архитектура гибридного алгоритма решения 
обратной задачи кинематики (ОЗК). Блок-
схема предложенного гибридного алгоритма 
решения ОЗК приведена на рис. 2. Алгоритм 
включает в себя следующие шаги: 

• проверка заданного требуемого положения 
РО многозвенного ММ (x, y, z)т на принадлеж-
ность к рабочей области; 

• поступление векторов верифицированных 
и текущих координат на вход ансамбля обучен-
ных адаптивных ННС (ННС1, …, ННСk), коли-
чество которых соответствует числу степеней 
подвижности; ННС формируют начальное 
приближение для углов (Q0, …, Qk)ННС; 

• вычисление текущего положения РО путем 
решения прямой задачи кинематики 
fп.з.к(Q0, …, Qk)ННС и определение погрешности 

ННСd  — евклидово расстояние между задан-
ной и полученной с помощью ННС точками; 

• сравнение погрешности с допустимым зна-
чением ННС maxd : если погрешность превышает 

ННС max ,d  то решение передается на блок ите-
рационного уточнения на основе модифициро-
ванного метода Ньютона (метода касательных); 
итерационный процесс продолжается до до-
стижения требуемой точности, результатом яв-
ляется уточненный вектор углов р ;Q  

• создание с помощью уточненного вектора 
углов рQ  управляющих воздействий в контуре 
подчиненного регулирования (пропорцио-
нально-интегральный и пропорционально-
интегрально-дифференциальный регуляторы), 
обеспечивающего точное отслеживание задан-
ных углов сервоприводами. 

• формирование в процессе работы системы 
буфера коррекции Buf, содержащего пары 

р р( , , ){ }, ,x y z Q  используемые для непосред-
ственной адаптации параметров ННС без пере-
стройки их структуры. 

Численные итерационные методы характе-
ризуются высокой вычислительной сложно-
стью и значительным количеством итераций 
для достижения заданной точности. Основное 
преимущество предложенного подхода, заклю-
чающегося в предварительном расчете обоб-
щенных координат с помощью ННС с последу-
ющим итерационным уточнением, состоит в 
существенном повышении быстродействия ал-
горитма при сохранении контролируемого 
уровня точности. 

Поскольку в некоторых случаях нейросете-
вые методы не обеспечивают столь же высокую 
точность результатов, как итерационные, пред-
ставляется целесообразным их гибридное ис-
пользование. Предложенный алгоритм комби-
нирует достоинства обоих методов: высокую 
скорость аппроксимации ННС и прецизионную 
точность итерационных процедур. Данная ком-

 
Рис. 1. Кинематическая схема ММ 
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бинация позволяет минимизировать количе-
ство требуемых итераций, что ведет к сокраще-
нию времени вычислений. 

Кроме того, применение ННС обеспечивает 
свойство адаптивности, что позволяет созда-
вать унифицированные СУ движением ММ, 
пригодные для применения в различных при-
ложениях. 

В то же время генерация данных и обучение 
ННС являются ресурсоемкими процессами. 
Для решения задач кинематики многозвенных 
механизмов формирование репрезентативной 
обучающей выборки требует значительных 
вычислительных затрат. Согласно результатам 
исследований [25–27], выбор ННС обоснован 
их способностью достигать удовлетвори-
тельной точности аппроксимации при мень-
шем объеме обучающих данных, чем у тради-
ционных нейронных сетей, а также возможно-
стью адаптации в процессе функционирования 
без необходимости структурной перестройки 
сети. 

 
Модификация итерационного алгоритма 
уточнения. Для повышения надежности схо-
димости итерационного процесса предложена 

модификация, заключающаяся в введении про-
цедуры стохастического смещения начального 
приближения, получаемого от ННС, в случае 
попадания в область локального минимума: 
  с с max 1 2 ,nN nN n randr ks Q f    

где cN  — номер попытки смещения; сnNks  — 
адаптивный коэффициент смещения; maxnQ  — 
физическое ограничение для угла в n-м сочле-
нении; randf  — функция линейного конгруэнт-
ного метода, генерирующая псевдослучайную 
величину в диапазоне 0…1. 

Экспериментально установлено, что исполь-
зование начального приближения от ННС кри-
тически важно для сходимости метода, в отли-
чие от случая, когда алгоритм запускается из 
произвольной точки (например, Q1 = … = Qk = 
= 0,01 рад), что приводит к хаотическому блуж-
данию и сбою. 

 
Экспериментальное исследование и оптими-
зация параметров ННС. Чтобы определить 
оптимальные параметры ННС, обеспечиваю-
щие наилучшее начальное приближение для 
гибридного алгоритма, проведена серия экс-
периментов при различных траекториях РО и 

 
Рис. 2. Блок-схема гибридного алгоритма решения ОЗК 
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количестве звеньев ММ: 1) при движении по 
дуге окружности в рабочей области с враще-
нием основания ММ с четырьмя звеньями; 
2) при переносе груза из точки А в точку Б 
с перемещением по всем степеням подвижно-
сти ММ с пятью звеньями; 3) при смещении от 
минимального значения до максимального по 
всем степеням подвижности ММ с шестью 
звеньями. 

Критерий оптимизации сформулирован как 
задача минимизации времени поиска решения 
при ограничении на максимальную погреш-
ность: 

 
 пр

ННС ННС max

min ;
,

t
d d


  

 

где прt  — время поиска решения. 
Приняты следующие ограничения, обеспе-

чивающие работу в реальном времени: 
пр 5 мс;t   ННС max 50 мм.d   На рис. 3, а при-

веден пример решения ОЗК для шести-

звенного ММ, а на рис. 3, б — график, иллю-
стрирующий процесс итерационного уточне-
ния этого решения. 

Анализ результатов экспериментального ис-
следования, приведенных в таблице, позволяет 
заключить следующее: 

• нейросетевой гибридный алгоритм обеспе-
чивает высокую точность позиционирования: 
средняя погрешность после уточнения не пре-
вышает 0,012 мм при максимальной погрешно-
сти 0,015 мм; 

• время расчета решения ОЗК для одной 
точки траектории составляет в среднем 1,28 мс, 
что удовлетворяет требованиям систем реаль-
ного времени (менее 5 мс); 

• наличие предварительного приближения 
от ННС сокращает количество необходимых 
итераций для итерационного метода на 
60…80 % относительно таковых при запуске из 
произвольной начальной точки, что подтвер-
ждает эффективность гибридного подхода; 

Результаты экспериментального исследования 

Номер  
эксперимента 

Время Отклонение, мм 

на генерацию 
ННС, мс 

на обучение 
ННС, c 

на поиск  
решения, мс 

Минимальное Среднее Максимальное 

1 709,021 1402,51 1,198 5,060/0,009 12,566/0,011 14,789/0,012 
2 2720,131 9302,89 1,312 4,996/0,010 22,149/0,011 32,881/0,014 
3 6039,435 25 400,70 1,329 8,523/0,010 24,183/0,011 38,171/0,015 

Примечание. В числителе дроби указаны значения до уточнения решения ОЗК, в знаменателе — после уточне-
ния. 

      
 а б 

Рис. 3. Результаты решения ОЗК для шестизвенного ММ (а) и итерационного уточнения этого решения (б) 
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• процедуры предварительного обучения 
ННС являются ресурсоемкими (до 7 ч для ше-
стизвенной конструкции), но выполняются од-
нократно на этапе настройки СУ. 

В целях подтверждения достоверности мо-
делирования и возможности практической реа-
лизации разработанных алгоритмов спроекти-
рована и построена экспериментальная уста-
новка для испытания четырехзвенного ММ 
(рис. 4). Эксперименты с использованием этой 
установки подтвердили возможность реализа-
ции разработанных алгоритмов управления 
движением ММ. 

Выводы 
1. Разработана и математически описана ки-

нематическая модель ММ, решена прямая зада-
ча кинематики и определены границы рабочей 
области. 

2. Предложен и реализован гибридный алго-
ритм решения ОЗК, сочетающий скорость ап-
проксимации ННС и точность модифициро-
ванного итерационного метода. Доказана его 
эффективность для кинематически избыточных 
многозвенных ММ с большим количеством по-
движных звеньев. 

3. Для обеспечения устойчивой сходимости 
алгоритма итерационного уточнения предло-
жена его модификация, использующая стоха-
стическое смещение начального приближения 
внутри области, задаваемой ННС. 

4. Проведена параметрическая оптимизация 
ННС с целью обеспечения возможности при-
менения разработанного алгоритма в СУ дви-
жением ММ в реальном времени (время расче-
та не более 1,33 мс). 

5. Экспериментально подтверждена приме-
нимость алгоритмов в системах реального вре-
мени, удовлетворяющих жестким требованиям 
по быстродействию и точности с использова-
нием разработанной и построенной установки 
четырехзвенного ММ. 

6. Дальнейшие исследования будут связаны с 
разработкой адаптивных механизмов онлайн-
обучения ННС в изменяющихся условиях экс-
плуатации и с интеграцией алгоритмов плани-
рования траекторий с учетом динамических 
ограничений. 
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