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В работе представлен алгоритм ускорения расчетов параметров при решении 

обратной коэффициентной задачи пьезопроводности, описывающей однофазную 

изотермическую фильтрацию. При решении обратной коэффициентной задачи 

для определения параметров фильтрации системы «скважина–пласт–граница» 

основную вычислительную нагрузку создают расчетные операции при решении 

уравнения пьезопроводности. Предложенный алгоритм основан на применении 

аппроксимации решения уравнения в виде безразмерного давления. Проведенный 

численный анализ предложенного алгоритма на примере модели горизонтальной 

скважины с многостадийным гидроразрывом пласта, работающей с постоянным 

и переменным дебитом, показал, что использование предложенного алгоритма 

существенно снижает сложность расчетов решения обратной коэффициентной 

задачи при проведении гидродинамических исследований скважин и сокращает 

время вычислений. 
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Введение. При интерпретации результатов гидродинамических 

исследований скважин (ГДИС) для нахождения параметров фильтра-

ции системы «скважина-пласт-граница» решается обратная коэффи-

циентная задача пьезопроводности. Для решения обратной коэффи-

циентной задачи используются различные алгоритмы оптимизации, 

например [1, 2]. Эффективность каждого алгоритма во многом опре-

деляется характеристиками адаптируемой функции. Основными по-

казателями работы алгоритмов оптимизации являются: число итера-

ций, выполненных в процессе оптимизации; количество вызовов рас-

чета целевой функции; а также величина погрешности полученных 

результатов относительно фактических данных. Время, затрачивае-

мое на проведение расчетов при решении обратной коэффициентной 

задачи, зависит от множества факторов, в частности, от количества 

переменных дебитов/давлений, известных по истории добычи и тип 

модели «скважина-пласт-граница». Количество вызовов расчета ис-

комой функции при использовании методов оптимизации во время 
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интерпретации результатов ГДИС в среднем составляет от сотни до 

тысячи. 

Общие подходы к решению обратных коэффициентных задач при 

интерпретации результатов гидродинамических исследованиях сква-

жин, развиты в работах [3-6], а исследования в области решения об-

ратных коэффициентных задач подземной гидродинамики приведены 

в работах [7-13]. В работе [14] приводится метод количественной 

оценки проницаемостей матрицы и трещин модели сплошной среды 

с двойной пористостью посредством решения обратной коэффици-

ентной задачи. Численное исследование алгоритмов оптимизации 

при решении обратной коэффициентной задачи при ГДИС приведе-

нии в [15]. 

В аналитическом решении уравнения пьезопроводности при про-

ведении ГДИС для учета изменяющихся дебитов используется прин-

цип суперпозиции, при котором происходит наложение комплексной 

модели «скважина-пласт-граница» предыдущих режимов работы 

скважины в одной точке [16]. Такой подход применяется при каждом 

вызове расчета искомой функции в процессе оптимизации. В резуль-

тате, в зависимости от сложности модели и числа режимов работы 

скважины, решение обратной коэффициентной задачи может значи-

тельно затянуться, что усложняет процесс интерпретации результа-

тов ГДИС. 

Во многих работах, например [17-19], рассматривается процесс 

фильтрации флюида в трещиновато-пористых коллекторах на основе 

модели двойной пористости Уоррена–Рута. Данная модель описыва-

ет совместное изменение давлений в пористой матрице и системе 

трещин и широко применяется при интерпретации результатов 

ГДИС. 

Целью данной работы является разработка алгоритма, позволя-

ющего ускорить проведение расчетов параметров фильрации при 

решении обратной коэффициентной задачи пезопроводности по ре-

зультатам ГДИС с сохранением точности вычислений. 

Постановка задачи. Обратная коэффициентная задача заключа-

ется в определении вектора неизвестных параметров фильтрации 

пласта y на основе известных измеренных значений забойного давле-

ния x. Поиск вектора y осуществляется путем решения задачи мини-

мизации целевой функции, представляющей собой сумму квадратов 

отклонений между расчетными и измеренными данными: 

 ( )
2

1

N

i i
i=

= −   f y x . 

Здесь N  ― общее число моментов измерения; i  ― индекс, отно-

сящийся к определенному моменту времени измерения; 
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1 2 ,[ ],  , T

Nx x x x=   ― вектор измеренных значений забойного давле-

ния в N дискретных моментов времени 1 2, ,  , Nt t t  (эти данные явля-

ются результатом проведения ГДИС);  

 1 2( ) [ ( ) ( ), ,  ( )], T

Nf f f= f y y y y  

― вектор расчетных значений забойного давления, соответствующих 

моментам времени 1 2, ,  , Nt t t ; 1 2 ,[ ],  , T

my y y= y  ― вектор иско-

мых (управляющих) параметров, которые подлежат определению в 
процессе решения обратной коэффициентной задачи. В контексте 
данной работы к параметрам y относятся: толщина пласта h , прони-

цаемость k , пористость  , общая сжимаемость tc , объемный коэф-

фициент B  и вязкость флюида  . Каждый элемент вектора ( )f y вы-

числяется как результат решения прямой задачи уравнения пьезопро-
водности для заданного набора параметров y  и с учетом заданных 

начальных и граничных условий. Таким образом, решение обратной 
задачи требует многократного решения прямой задачи для различных 
векторов y  в процессе решения обратной коэффициентной задачи с 

целью найти такой вектор y, который минимизирует невязку . 
Процесс фильтрации, составляющий прямую задачу, описывается 

уравнением пьезопроводности: 

 ( ) *,
μ

t

p k
c div p q

t


 =  +


 (1) 

где   ― пористость; tc  ― коэффициент общей сжимаемости; p  ― 

давление; t ― время; k  ― тензор проницаемости;   ― вязкость 

жидкости; *q  ― приведенный внешний источник/сток. 

Для решения уравнения (1) вводятся допущения, а также началь-
ные и граничные условия. Пласт принимается однородным с посто-
янной толщиной h const= ; скважина работает при постоянном деби-

те Q const= . Для учета изменяющихся дебитов используется прин-

цип суперпозиции [16]. В качестве начального условия полагаем, что 
на момент времени  0t = давление в пласте однородно и равно 

начальному давлению ip : 

 ( )0, ,ip t r p= =  

где r  ― радиальная координата. 

В качестве внутреннего граничного условия на границе «скважи-

на–пласт» принимается модель линейного источника: 
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0

lim ,   0.
2r

p QB
r t

r kh



→


= − 


 

В качестве внешнего граничного условия в ГДИС чаще всего ис-

пользуются модель бесконечного пласта: 

 ( )lim 0, ,   0,i
r

p t r p t
→

= =   

модель границы постоянного давления (граничное условие первого 

рода): 

 ( ), ,   0,e ip t r r p t= =   

модель непроницаемой границы (граничное условие второго рода): 

 0,   0,

er r

p
t

r =


= 


 

где er   ― радиус внешней границы. 

Для решения уравнения пьезопроводности (1) для идеализиро-

ванных геометрий пласта (бесконечный пласт, круговой пласт с цен-

тральной скважиной, прямоугольный пласт) применяются аналити-

ческие методы, суть которых заключается в применении преобразо-

вания Лапласа к исходному уравнению, что позволяет получить точ-

ное решение в пространстве изображений (в образах Лапласа). Затем, 

для нахождения решения во временной области, выполняется обрат-

ное преобразование, например, с помощью алгоритма Стефеста [20]. 

Таким образом, расчёт забойного давления включает вычисление 

решения в пространстве Лапласа, его обратное преобразование и пе-

реход к размерным величинам с использованием безразмерных пере-

менных, которые в большинстве случаев имеют следующий вид: 

 ,
18.41

D
kh

p p
QB

=   
2

0,00036
= ,

φμ
D

t

k
t t

c r
  (2) 

где Dp  ― безразмерное давление; p  ― давление, атм; Q ― дебит, 

м3/сут, µ  ― вязкость жидкости, сП; B  ― объемный коэффициент 

жидкости, м3/ст.м3; k  ― проницаемость пласта, мД; h  ― толщина 

пласта, м; Dt  ― безразмерное время; t  ― время, ч;   ― пористость; 

tc  ― коэффициент общей сжимаемости, атм-1; r  ― радиус скважи-

ны, м. 

При решении обратной коэффициентной задачи для определения 

параметров системы «скважина–пласт–граница» основную вычисли-

тельную нагрузку создают расчетные операции при решении уравне-

ния пьезопроводности. Если параметры влияют только на переход к 
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размерным величинам, не изменяя аналитического решения уравне-

ния пьезопроводности в безразмерной форме, это решение можно 

вычислить один раз, аппроксимировать и далее использовать аппрок-

симацию вместо повторного пересчёта, что существенно ускоряет 

вычисления. 

Алгоритм аппроксимации функции аналитической модели 

при решении уравнения пьезопроводности. При поиске парамет-

ров в уравнении пьезопровоности вводят границы поиска. Исходя из 

этого алгоритм аппроксимации следующий: 

1) определение значений минимального и максимального 

безразмерного времени ( Dmint , Dmaxt ) на основе границ поиска и 

безразмерных переменных (2); 

2) ввод дискретного пространства для независимой переменной 

безразмерного времени Dt  в интервале 0.9 1.1Dmin Dmaxt t−  c 

логарифмическим шагом и дискретностью n точек на log-цикл, при 

10n = ; 

3) расчет безразмерного давления Dp  в точках полученного 

массива безразмерного времени; 

4) аппроксимация безразмерного давления Dp  от безразмерного 

времени Dt . 

Для аппроксимации Dp  от Dt  использовался алгоритм, описан-

ный в работе [16], который обладает хорошей сходимостью с ориги-

нальной функцией при малой погрешности. Пример аппроксимации 

безразмерного давления от безразмерного времени приведен на      

рис. 1. Использование предложенной аппроксимации в расчетах оп-

тимизации следующее: вместо непосредственного вычисления раз-

мерного изменения давления по функции уравнения пьезопроводно-

сти сначала производится расчет безразмерного давления с использо-

ванием аппроксимации. Затем полученное значение преобразуется в 

размерный вид с применением безразмерных переменных (2) и ис-

пользуется для дальнейших расчетов. 
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Рис. 1. Сопоставление вариантов расчета безразмерного давления по 

аппроксимации и уравнению пьезопроводности 

Из рис. 1 видно, что предлагаемая аппроксимация демонстрирует 

хорошую согласованность с результатами, полученными при реше-

нии уравнения пьезопроводности во всем временном диапазоне, что 

позволяет использовать её для определения безразмерного давления 

при интерпретации результатов ГДИС. 

Численный анализ предлагаемого алгоритма. Численное ис-

следование предлагаемого алгоритма проводилось на двух наборах 

данных при переменном дебите и при постоянном дебите. В качестве 

целевых данных оптимизации использовались сгенерированные зна-

чения давления при помощи расчета по модели горизонтальной 

скважины с многостадийным гидроразрывом пласта (МГРП), нахо-

дящейся в бесконечном однородном пласте [21, 22]. При переменном 

дебите целевые точки давления брались по одной точке в середине 

каждого режима работы скважины, при постоянном дебите равно-

мерно отбирались 10 точек во временном интервале работы скважи-

ны. Скин-фактор и влияние ствола скважины не учитывались. Ис-

ходные неизменяемые параметры модели следующие: длина гори-

зонтального участка 500L =  м, количество равномерно распределен-

ных по длине горизонтального ствола трещин ГРП 20n = , полудлина 

всех трещин 20fx =  м, угол всех трещин относительно горизонталь-

ного ствола 90 =  . В первом варианте скважина работала 1000t =  

часов с постоянным дебитом 100Q =  м3/сут, во втором – скважина 

работала с изменяющимися во времени дебитами как, описано в [16]. 

Обратная коэффициентная задача решалась методом оптимиза-

ции Левенберга-Марквардта [15]. С помощью метода оптимизации 

находились следующие параметры: толщина h , проницаемость k , 

пористость пласта  , объемный коэффициент B , вязкость флюида µ , 

общая сжимаемость пласта tc . Параметры, при которых были сгене-
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рированы целевые данные давления, начальное приближение и гра-

ницы поиска приведены в таблице 1. 

Результаты расчётов приведены в таблице 2 и на рисунках 2, 3. 

Общее число вызовов расчета размерного давления при расчетах оп-

тимизации не изменилось при расчетах с использованием аппрокси-

мации по сравнению с расчетами без аппроксимации и составило 268 

при переменном дебите и 131 при постоянном дебите, что говорит о 

хорошей точности аппроксимации, обеспечивающей минимальную 

погрешность при описании оригинальной функции. Это позволило 

увеличить скорость вычислений при минимальных погрешностях 

(см. таблицу 2). 

 

 
Таблица 1 

Миноры при половинном распределении элементов 

между подматрицами в (4) 

Параметр 

Генерация 

целевого 

давления 

Начальное 

приближение 

Минимальная 

граница 

Максимальная 

граница 

Толщина пла-

ста, h (м) 
10 50.05 0.1 100 

Проницаемость 

пласта, k  (мД) 
100 500.05 0.1 1000 

Пористость, ϕ 0.2 0.25 0.1 0.4 

Общая сжима-

емость, tc  

(атм-1) 

5 ⋅ 10-5 5.05 ⋅ 10-5 10-6 5 ⋅ 10-4 

Объемный ко-

эффициент, B

(м3/ст.м3) 

1 1.4 0.8 2 

Вязкость флю-

ида, µ  (сП) 5 50.5 1 100 

 
Таблица 2 

Параметры модели при поиске 
Дебит Время расчета, с 

Без аппроксимации С аппроксимацией 

Постоянный 26.23 1.3 

Изменяющийся 69.72 18.07 

 

На рис. 2 и 3 представлены результаты поиска параметров мето-

дом оптимизации. Как видно из графиков, рассчитанное забойное 

давление с использованием аппроксимационной функции идентично 

с исходными данными, полученными при проведении ГДИС. 
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Рис. 2. Результат поиска параметров модели при постоянном дебите 

 
Рис. 3. Результат поиска параметров модели при переменном дебите 

 

В результате использования алгоритма с применением аппрок-
симации число вызовов функции аналитической модели снизилось с 
131 до 1 при постоянном дебите и с 268 до 1 при изменяющемся де-
бите, а скорость расчётов возросла. Результаты работы обсуждались 
на конференции [23]. 

Выводы. В работе представлен алгоритм, позволяющий уско-
рить проведение расчетов параметров фильтрации при решении об-
ратной коэффициентной задачи пьезопроводности по результатам 
ГДИС с сохранением точности вычислений. Применение предложен-
ного алгоритма позволяет кратно увеличить скорость расчетов при 
минимальных погрешностях вычислений, что позволяет оперативно 
производить интерпретацию результатов ГДИС. 
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This paper presents an algorithm for accelerating the computation of parameters in solv-

ing the inverse coefficient problem for the diffusivity equation that describes single-phase 

isothermal filtration. When solving the inverse coefficient problem to determine the filtra-

tion parameters of the "well–reservoir–boundary" system, the main computational load is 

generated by the numerical operations involved in solving the diffusivity equation. The 

proposed algorithm is based on applying an approximation of the solution to the diffusiv-

ity equation in the form of dimensionless pressure. A numerical study performed for a 

horizontal well with multi-stage hydraulic fracturing operating under both constant and 

variable production rates showed that the algorithm markedly reduces the computational 

complexity of the inverse coefficient problem during hydrodynamic welltest interpretation 

and substantially shortens computation time. 
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