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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность проблемы. Проблема математического моделирования 
обтекания элементов конструкций потоком жидкости или газа возникает 
при решении многих прикладных задач в авиации, промышленной 
аэродинамике, механике помещенных в жидкость конструкций. К настоящему времени накоплен значительный объем экспериментальных данных 
по аэ ям тел часто встреча кся на практике форм, но в ряде случаев эти данные могут быть недостаточными, 

ния и оптимизации конструкций. 
вание сложных систем с учетом их динамических свойств. 

Бессеточные лагранжевы вихревые методы позволяют моделировать 
течения несжимаемой среды и решать широкий класс задач аэро-гидродинамики 
и аэрогидроупругости. В основе вихревых методов лежит 
переход к завихренности как к первичной расчетной величине; непрерывное 
поле завихренности в области течения в расчете заменяется большим 
количеством вихревых элементов, движущихся по определенному закону 
в результате их парного взаимодействия. Значительный вклад в развитие 
вихревых методов внесли С.М. Белоцерковский и его последователи, ии и его послед тие вихревых методов внесли С.М. Белоцерковский и его последователи, 
А. Леонард, Г. Винкельманс, А. Чорин, Г. Котте, П. Комотсакос, К. Камемото, 
Г.Я. Дынникова, Г.А. Щеглов, Л. Барба и др. Обоснованию вих- 

ревых методов посвящены работы И.К. Лифанова, А.В. Сетухи, Дж. Биля ва, А.В. Сетухи, Дж. Биля ревых методов по 
и А. Майды и др. Метод вязких вихревых доменов (П.Р. Андронов, 

С.В. Гувернюк, Г.Я. Дынникова) позволяет моделировать течения вязкой 
несжимаемой среды, однако требует значительных затрат вычислительных 
ресурсов, поэтому актуальной задачей является разработка алгоритмов 
и программ, позволяющих сократить затраты времени на проведение 
расчетов за счет использования параллельных вычислительных технологий 
и приближенных методов расчета парных взаимодействий вихревых 
элементов. 

Использование эффективных программных реализаций позволяет 
при приемлемых временных затратах существенно увеличивать количество 
вихревых элементов, моделирующих обтекаемый профиль и вихревой 
след. Однако, как показывают расчеты, повышение количества вихревых 
элементов не всегда приводит к повышению точности моделирования. 
Одной из причин является погрешность определения интенсивности 
вихревого слоя на профиле. Используемая традиционно математическая 
модель представляет собой сингулярное интегральное уравнение с ядром 
Гильберта; для его чи ного решения применяется специальная 
квадратурная формула, позволяющая выделять главное значение этого 
интеграла в смысле Коши, однако приводящая в ряде случаев к значительному 
расхождению с точным решением. 



Поэтому разработка модифицированных расчетных схем метода 
вихревых элементов и получение соответствующих расчетных формул 

ия точности оп ия интенсивности вихревого слоя на профиле является важнейшей задачей, решение которой позволит сущедей 

задачей, решение которой позволит суще- профиле является важ 
ственно повысить точность вихревых методов в целом. 

ние точности моделирования движения вихревого следа за 
счет применения численных методов второго или более высокого порядков 
точности также является актуальным направлением исследований. 

Цель исследования. Целью настоящей работы является повышение 
точности математического моделирования обтекания профилей произвольной 
формы потоком вязкой несжимаемой среды и определения 
их аэродинамических характеристик путем разработки новых расчетных 
схем метода вихревых элементов и их реализация в виде программного 
комплекса, позволяющего проводить серии расчетов с использованием 
различных вычислительных комплексов, включая современные много-процессорные 
системы кластерного типа. 

Для достижения поставленной цели потребовалось решение следующих 
основных задач: 

1. Реализация метода второго порядка точности для решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающей движение 
вихревых элементов. 

2. Реализация нового подхода к обеспечению выполнения граничного 
условия прилипания, основанного на обращении в нуль касательной 
компоненты скорости на профиле. 

3. Разработка иерархии расчетных схем метода вихревых элементов, 
основанных на различных подходах к аппроксимации граничного 
условия на профиле, и получение аналитических формул для вычисления 
коэффициентов матриц и правых частей возникающих при этом 
систем линейных алгебраических уравнений. 

4. Оценка точности, обеспечиваемой разработанными расчетными ой разработанными расчетными 
схемами при решении различных модельных задач. 

5. Разработка и верификация параллельного программного ком- 
ия профилей и вы плекса для моделирова ия их аэродинамических 

характеристик. 
6. Реализация в рамках программного комплекса приближенного 

быстрого метода расчета вихревого влияния и теоретическая оценка его 
трудоемкости. 

их в ходе выя. При решении задач, воз 
полнения диссертационной работы, использовались различные классы 
математических методов: бессеточные лагранжевы методы вычислительной 
гидродинамики, методы теории интегральных уравнений, вычислительной 
математики и параллельных вычислений. 
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Достоверность и обоснованность полученных результатов гарантируется 
строгостью используемого математического аппарата и подтверждается 
сравнением результатов расчетов с известными аналитическими 
решениями, экспериментальными данными, а также результатами, полученными 
ранее другими авторами. 

Научная новизна. В диссертации получены следующие новые научные 
результаты, которые выносятся на защиту. 

1. Реализация метода второго порядка точности для решения си- 
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих двистемы обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающей движение 

вихревых элементов. 
2. Реализация нового подхода к обеспечению выполнения граничного 

условия прилипания, основанного на равенстве нулю касательной 
компоненты скорости на профиле. 

3. Иерархия расчетных схем метода вихревых элементов, основанных 
на различных подходах к обеспечению выполнения граничного условия 
на профиле, с соответствующими расчетными формулами. 

екс POLARA для расчета об- 4. Параллельный программ 
текания профилей методом вихревых элементов и вычисления действуюющих 
на них аэрогидродинамических нагрузок. 

5. Уточненная теоретическая оценка трудоемкости приближенного 
быстрого метода расчета парных взаимодействий вихревых элементов. 

Практическая значимость диссертационной работы связана с ее 
методологической и прикладной направленностью и состоит в возможности 
повышения точности математического моделирования обтекания 
профилей методом вихревых элементов за счет использования новых 
расчетных схем для определения циркуляций генерируемых вихревых 
элементов и метода второго порядка точности для решения системы 

вихревых элементов. 
Разработан и зарегистрирован программный комплекс «POLARA — 

Моделирование обтекания профилей и определение их аэродинамических 
нагрузок методом вихревых элементов» (свидетельство о государственной 
регистрации в Реестре программ для ЭВМ № 2013617462 
от 14.08.2013 г.). 

Апробация результатов работы. Результаты диссертационной работы 
апробированы на XIV, XV и XVI Международных симпозиумах 
«Методы дискретных особенностей в задачах математической физики» 
(г. Херсон, 2009, 2011 и 2013), V Всероссийской конференции «Необратимые 
процессы в природе и технике» (г. Москва, 2009), Международной 
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научной конференции «Параллельные вычислительные техноло- 
гии» (г. Уфа, 2010 и г. Новосибирск, 2012), Всероссийской могии» (г. Уфа, 2010 и г. Новосибирск, 2012), Всероссийской молодежной 

школе по параллельному программированию «Суперкомпьютерные технологии 
и высокопроизводительные вычисления в образовании, науке 
и промышленности» (г. Москва, 2010), V Международной конференции 
«International Conference on Vortex Flows and Vortex Models» (г. Казерта, 
Италия, 2010), X Всероссийском съезде по фундаментальным 
проблемам теоретической и прикладной механики (г. Нижний Новго- 

род, 2011), XXXVIII Международной молодежной научной конференции род, 2011), XXVIII Междунар 
«Гагаринские чтения» (г. Москва, 2012), Международной конференции 
«International Conference on Computational Fluid Dynamics» (г. Париж, 
2012), VI Международном конгрессе «Computational Methods in Applied 
Sciences and Engineering (ECCOMAS-2012)» (г. Вена, 2012), Международной 
летней школе-конференции «Advanced Problems in Mechanics» 
(г. Санкт-Петербург, 2013). Результаты исследований обсуждались также 
на Международн ом научно-гуманитарном 

ре им. С. М. Бело ского (ЦАГИ им. проф. Н. Е. Жуковского, 
ВВИА им. Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина, 2010, 2012). 

Диссертация является составной частью фундаментальных исследований, 
проводимых в рамках гранта Президента РФ для государственной 
поддержки ведущих научных школ (грант НШ-255.2012.8) и гранта 
Президента РФ для государственной поддержки молодых российских 
ученых — кандидатов наук (грант МК-6482.2012.8). 

Публикации. Основные научные результаты диссертации отражены 
в 18 научных работах, в том числе в 6 статьях в научных журналах 
и изданиях, которые включены в Перечень российских рецензируемых 
научных журналов и изданий для опубликования основных научных результатов 
диссертаций, а также 7 тезисах и докладах международных 
и всероссийских конференций. 

Личный вклад соискателя. Все исследования, изложенные в диссертационной 
работе, проведены лично соискателем в процессе научной 
деятельности. Из совместных публикаций в диссертацию включен лишь 
тот материал, который непосредственно принадлежит соискателю; заимствованный 
материал обозначен в работе ссылками. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 
трех глав, заключения и списка литературы. Диссертационная работа 

изложена на 130 страницах, содержит 42 иллюстрации и 13 таблиц. 
Библиография включает 92 наименования. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении проведен обзор литературы по теме исследования, 
обоснована актуальность темы, сформулированы цель и задачи исследования, 
основные положения, выносимые на защиту, приведены данные 
о структуре и объеме диссертационной работы. 

В первой главе рассмотрена задача о математическом моделировании 
внешнего обтекания профиля потоком вязкой несжимаемой среды, движение 
которой описывается уравнениями неразрывности и Навье — Стокса: 

\[\nabla \cdot \boldsymbol{V} = 0, \quad \frac{\partial \boldsymbol{V}}{\partial t} + (\boldsymbol{V} \cdot \nabla)\boldsymbol{V} = \nu \Delta \boldsymbol{V} - \frac{\nabla p}{\rho}, \quad \boldsymbol{r} \in \mathrm{S}\] 

Здесь \(\boldsymbol{V} = \boldsymbol{V}(\boldsymbol{r}, t)\) — скорость среды в точке \(\boldsymbol{r}(x, y)\) в момент времени \(t\) ; 
\(p = p(\boldsymbol{r}, t)\) — давление; \(\rho = \text{const}\) — плотность среды; \(\nu\) — коэффициент 
кинематической вязкости; \(S\) — область течения. 

На неподвижном обтекаемом профиле \(K\) задается граничное условие 
прилипания, а на бесконечности — условия затухания возмущений: 

\[\begin{aligned} \boldsymbol{r} \in K: \quad \boldsymbol{V}(\boldsymbol{r}, t) &= 0, \\ |\boldsymbol{r}| \to \infty: \quad \boldsymbol{V}(\boldsymbol{r}, t) \to \boldsymbol{V}_{\infty}, \quad p(\boldsymbol{r}, t) &\to p_{\infty}. \end{aligned}\] 

Для решения поставленной задачи используется метод вихревых 
элементов (МВЭ), в котором первичной расчетной величиной является 
завихренность \(\boldsymbol{\Omega} = \nabla \times \boldsymbol{V}\) , по известному распределению которой с помощью 
закона Био — Савара может быть восстановлено поле скоростей \(\boldsymbol{V}\) . 
Распределение завихренности моделируется набором из \(N\) вихревых элементов 
— вихревых нитей, перпендикулярных области течения, характеризуемых 
положениями в потоке \(\boldsymbol{r}_i\) и циркуляциями \(\Gamma_i, i = 1, \dots, N\) . 

Скорость среды \(\boldsymbol{V}\) в точке \(\boldsymbol{r}\) в фиксированный момент времени 
вычисляется по формуле 

\[\boldsymbol{V}(\boldsymbol{r}) = \boldsymbol{V}_{\infty} + \sum_{i=1}^{N} \boldsymbol{Q}(\boldsymbol{r} - \boldsymbol{r}_i) \Gamma_i, \quad \boldsymbol{Q}(\boldsymbol{r} - \boldsymbol{\xi}) = \frac{1}{2\pi} \frac{\boldsymbol{k} \times (\boldsymbol{r} - \boldsymbol{\xi})}{\max\{|\boldsymbol{r} - \boldsymbol{\xi}|^2, \varepsilon^2\}}\] 

где \(\boldsymbol{k}\) — единичный вектор, перпендикулярной области течения, \(\varepsilon\) — задаваемый 
в расчете радиус вихревого элемента. С течением времени циркуляции 
вихревых элементов, моделирующих вихревой след, не изменяются, 
скорость движения \(i\) -го вихревого элемента вычисляется по формуле 

\[\boldsymbol{U}(\boldsymbol{r}_i) = \boldsymbol{V}_\infty + \boldsymbol{V}(\boldsymbol{r}_i) + \boldsymbol{W}(\boldsymbol{r}_i), \quad \boldsymbol{W}(\boldsymbol{r}_i) = -\nu \frac{\nabla \Omega}{\Omega}\] 

где \(\mathbf{W}\) — диффузионная скорость пропорциональная вязкости; \(\Omega = \mathbf{\Omega} \cdot k\) . 
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Для вычисления действующих на профиль нагрузок испол 
щий найти рас аналог интеграла Коши — Лагранжа, поз 

давления по профилю, или формула для расчета главного вектора и главного 
момента аэродинамических сил, разработанные Г.Я. Дынниковой (2000). Выполнение граничного условия прилипания обеспечивается потоком 
завихренности со всего профиля. Принимается, что за один шаг расчета 
по времени вблизи профиля образуется тонкий вихревой слой, интенсивность 
которого удовлетворяет некоторому интегральному уравнению. 
В расчетах профиль аппроксимируется ломаной, состоящей из \(N_p\) отрезков-панелей, 
вихревой слой «стягивается» в изолированные вихревые элементы 
(по одному на каждой панели), циркуляции которых находятся из 
решения СЛАУ, аппроксимирующей указанное интегральное уравнение. 

Рожденные на данном шаге расчета вихревые элементы сходят 
в поток и становятся частью вихревого следа. Движение вихревых элементов 
описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений 

\[\frac{d\mathbf{r}_i}{dt} = \mathbf{U}(\mathbf{r}_i), \quad i = 1, \dots, N.\] 
Поскольку на каждом шаге расчета в поток с каждой панели сходит 

вихревой элемент, возможности повышения точности расчета за счет 
уменьшения длин панелей при увеличении их числа весьма ограничены 
— это ведет к многократному увеличению времени решения всей задачи. 

Традиционно при решении задачи Коши для указанной выше системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений используется явный дальних у зуется явный 

метод Эйлера, поэтому точность можно повысить, если использовать, 

метод Эйлера, поэтому точность можно повысить, если использовать, 
например, метод Рунге — Кутты второго порядка точности. Несмотря на 
имеющиеся упоминания о таком подходе (Г.А. Павловец, А.С. Петров, 
1974; С.М. Белоцерковский и др., 1997), систематических исследований 
в этом направлении до последнего времени не проводилось. 

Особенностью реализации метода Рунге — Кутты является необходимость 
обеспечения выполнения граничного условия на профиле в «промежуточный» 
момент времени. В диссертации разработана следующая 
реализация метода Рунге — Кутты 2-го порядка: при расчете скоростей 
вихревых элементов в «промежуточный» момент времени учитывается 
влияние дополнительно генерируемых на профиле \(N_p\) вихревых элементов, 
циркуляции которых находятся таким образом, чтобы удовлетворить граничному 
условию. В дальн нем расчете эти вихревые элементы не участвуют. 

Эффективность применения метода Рунге — Кутты показана на примере 
модельной задачи о расчете диффузии вихря в вязкой жидкости. На Рис. 1 
представлены результаты вычисления циркуляции поля скоростей вдоль окруж- 

ности фиксированного радиуса, полученные с применением методов Эйлера ности фиксированного радиуса, полученные с пр 
и Рунге — Кутты 2-го порядка, и их сравнение с аналитическим решением. 
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Рис. 1. Циркуляция поля скоростей при эволюции вихря 
в идеальной \(a\) и вязкой \(б\) средах 

Показано, что при математическом моделировании процесса обтекания 
профилей использование метода Рунге — Кутты 2-го порядка не 
приводит к существенному повышению точности, что указывает на наличие 
существенной погрешности в определении циркуляций генерируемых 
на профиле вихревых элементов. 

Во второй главе рассмотрены два возможных подхода МВЭ к построению 
математической модели генерации завихренности на профиле. 
В основе вихревых методов лежит идея Н. Е. Жуковского о замене про- 

ленной интенсивности. При математическом филя вихревым слоем определе 
моделировании течений вязкой среды методом вихревых элементов данный 
вихревой слой не является присоединенным и полностью сходит 
в поток. Интенсивность вихревого слоя \(\gamma = \gamma \cdot k\) на профиле может быть 
найдена из граничного условия на нем. 

Предельное значение скорости среды со стороны профиля равно 

\[\boldsymbol{V}_-(\boldsymbol{r}) = \boldsymbol{V}_\infty + \oint_K \frac{\boldsymbol{\gamma}(\boldsymbol{r}_0) \times (\boldsymbol{r} - \boldsymbol{r}_0)}{2\pi |\boldsymbol{r} - \boldsymbol{r}_0|^2} dl_{\boldsymbol{r}_0} - \left( \frac{\boldsymbol{\gamma}(\boldsymbol{r})}{2} \times \boldsymbol{n}(\boldsymbol{r}) \right) = \boldsymbol{V}(\boldsymbol{r}) - \frac{\boldsymbol{\gamma}(\boldsymbol{r})}{2} \boldsymbol{\tau}\] 

где \(\boldsymbol{n}(\boldsymbol{r})\) — вектор единичной внешней нормали к профилю; \(\boldsymbol{\tau}(\boldsymbol{r})\) — единичный 
вектор касательной в точке \(\boldsymbol{r} \in K\) , при этом \(\boldsymbol{n}(\boldsymbol{r}) \times \boldsymbol{\tau}(\boldsymbol{r}) = \boldsymbol{k}\) . 

Для нахождения неизвестной интенсивности вихревого слоя \(\gamma(\boldsymbol{r})\) 
используется условие равенства нулю вектора скорости \(\boldsymbol{V}_-(\boldsymbol{r})\) на профиле 
К — условие прилипания. Если вся генерируемая завихренность становится 
свободной, то это условие обеспечивается равенством нулю компоненты 
вектора \(\boldsymbol{V}_-(\boldsymbol{r})\) на профиле: либо нормальной (подход НМВЭ), 
либо касательной (подход КМВЭ, S.N. Kempka et al., 1996). Использование 
подхода НМВЭ приводит к сингулярному интегральному уравнению 
с неограниченным ядром, интеграл в котором понимается в смысле главного 
значения по Коши: 

\[\mathbf{V}_-(\mathbf{r}) \cdot \mathbf{n}(\mathbf{r}) = 0 \Leftrightarrow \oint_K \frac{[\mathbf{k} \times (\mathbf{r} - \mathbf{r}_0)] \cdot \mathbf{n}(\mathbf{r})}{2\pi |\mathbf{r} - \mathbf{r}_0|^2} \gamma(\mathbf{r}_0) \, dl_{\mathbf{r}_0} = -\mathbf{n}(\mathbf{r}) \cdot \mathbf{V}_\infty\] 
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Подход КМВЭ приводит к интегральному уравнению Фредгольма второго 
рода с ограниченным (для гладкого профиля) ядром: 

\[V_{-}(\boldsymbol{r}) \cdot \boldsymbol{\tau}(\boldsymbol{r}) = 0 \Leftrightarrow \oint_{K} \frac{[\boldsymbol{k} \times (\boldsymbol{r} - \boldsymbol{r}_0)] \cdot \boldsymbol{\tau}(\boldsymbol{r})}{2\pi |\boldsymbol{r} - \boldsymbol{r}_0|^2} \gamma(\boldsymbol{r}_0) dl_{\boldsymbol{r}_0} - \frac{\gamma(\boldsymbol{r})}{2} = -\boldsymbol{\tau}(\boldsymbol{r}) \cdot \boldsymbol{V}_{\infty}\] 

Для выделения единственного решения уравнений используется аналог кой среды (Г.Я. Дынникова, 2003), согласно ко- ва, 2003), согласно котеоремы Томсона для вязкой среды (Г.Я. Ды 
торой суммарная завихренность в области течения сохраняется. В случае 
нулевой суммарной завихренности в начальный момент времени получаем: 
\(\oint_K \gamma(\xi) dl_\xi = 0\) . 

Для решения задачи методом вихревых элементов разработаны восемь 
расчетных схем, которые получаются различными комбинациями 
следующих подходов (Таблица 1): 

• используется подход НМВЭ или КМВЭ; 
• граничное условие (ГУ) выполняется в контрольных точках (точках 

коллокации) или в среднем на панелях профиля; 
• завихренность на каждой панели стянута в вихревой элемент (ВЭ) 
или распределена по панели. 

Таблица 1 
НМВЭ \( N \) / КМВЭ \( T \) ГУ в точках коллокации ГУ в среднем на панели 

(coll) подходы (aver) 

Вихревые элементы (vort) \( N_{vort}^{coll} / T_{vort}^{coll} \) \( N_{vort}^{aver} / T_{vort}^{aver} \) 
Вихревой слой (layer) \( N_{layer}^{coll} / T_{layer}^{coll} \) \( N_{layer}^{aver} / T_{layer}^{aver} \) 

Во всех случаях аппроксимация граничного условия на профиле, 
выраженного соответствующим интегральным уравнением с дополнительным 
условием, приводит к системе линейных алгебраических уравнений: 

\[\sum_{j=1}^{N_{\text{p}}} \left( A_{ij} - D_i \left( \frac{1}{2} \delta_{ij} \right) \right) q_j + L_i R = -B_i \quad (i = 1, \dots, N_{\text{p}}), \quad \sum_{j=1}^{N_{\text{p}}} M_j q_j = 0\] 

Величины, входящие в данную СЛАУ, имеют следующий смысл: 
\(A_{ij}\) — коэффициент матрицы, учитыва ий влияние завихренности с \(j\) -й 

панели на \(i\) -ю панель: для подхода НМВЭ необходимо вычислять все 
коэффициенты \(A_{ij}\) , для подхода КМВЭ \(A_{ii} = 0\) ; 

\(D_i\) — диагональные элементы матрицы: \(D_i = 1\) для схем \(T_{layer}^{coll}\) и \(T_{layer}^{aver}\) , 
\(D_i = 1/\Delta l_i\) для схем \(T_{vort}^{coll}\) и \(T_{vort}^{aver}\) , где \(\Delta l_i\) — длина \(i\) -й панели, \(D_i = 0\) 
для всех схем НМВЭ; 

\(\delta_{ij}\) — символ Кронекера, \(\delta_{ij} = 1\) при \(i = j\) и \(\delta_{ij} = 0\) при \(i \neq j\) ; нной: для схем НМВЭ иенты при регулярзирующей переме для схем КМВЭ \(L_i = 1\) ; \(a_i\) , для сх 
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\(M_j\) — коэффициц щего дополнительное усло- менты управ вие: для схем, в которых завихренность стягивается в вихревые эле- 
ой по па менты \(M_j = 1\) ; для схем с распределенной по панелям завихренностью 

\(M_j\) выражается через длины панелей; 
\(B_i\) — проекции суммарной скорости набегающего потока и влияния вихревого 

следа на нормаль к \(i\) -й панели — для схем подхода НМВЭ 
и на касательную к \(i\) -й панели — для подхода КМВЭ. 

Неизвестными величинами в системе являются: 

\(q_i\) — циркуляции вихревых элементов или значения кусочно-постоянной 
интенсивности вихревого слоя; 

тая (И.К. Лифанов, 1995). \(R\) — регуляризирующая пе 
В диссертации для всех рассмотренных расчетных схем получены 

формулы для вычисления вышеперечисленных коэффициентов и правых 
частей СЛАУ, которые могут быть включены в соответствующие компьютерные 
программы. 

На примере модельных задач о расчете стационарного обтекания 
профилей простых форм с известным аналитическим решением выполнено 
сравнение результатов расчетов, проведенных с использованием рассмотренных 
расчетных схем, с известным аналитическим решением. Величина 
погрешности указывает на максимальную ошибку в определении 
циркуляции вихревых элементов, которые генерируются на профиле и затем 
сходят в поток. Погрешности схем, основанных на подходах НМВЭ 
и КМВЭ, вычисляются по формулам 

\[\begin{aligned} \|\Delta\Gamma\|_{\mathcal{N}} &= \frac{1}{2} \max_{i} \left[ (|\gamma_i - \gamma_i^0|)(\Delta l_{i-1} + \Delta l_i) \right], \quad \Delta l_0 \equiv \Delta l_n; \\ \|\Delta\Gamma\|_{\mathcal{T}} &= \max_{i} \left[ (|\gamma_i - \gamma_i^0|)\Delta l_i \right], \end{aligned}\] 

где \(\gamma_i\) — найденное в расчетах среднее значение интенсивности вихревого 
слоя на \(i\) -й панели, \(\gamma_i^0\) — среднее значение точной величины интенсивности 
на рассматриваемом элементе, \(\Delta l_i\) — длина панели. 

На примере расчета обтекания эллиптического профиля и профиля 
Жуковского показано, что точность расчетных схем различается 
на несколько порядков. Результаты для двух характерных профилей 
приведены в Таблице 2. 

Таблица 2 
\(\|\Delta\Gamma\|_N / \|\Delta\Gamma\|_T\) Эллиптический профиль Профиль Жуковского 
\(N_{vort}^{coll} / T_{vort}^{coll}\) 0,0058 / 0,0055 4,0815 / 0,0108 
\(N_{layer}^{coll} / T_{layer}^{coll}\) 0,0013 / 0,0071 0,0398 / 0,0163 

\(N_{vort}^{aver} / T_{vort}^{aver}\) 0,0182 / 0,0009 0,0544 / 0,0158 

\(N_{layer}^{aver} / T_{layer}^{aver}\) 0,0008 / 0,0006 0,0011 / 0,0004 
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На примере расчета обтекания профилей с тремя угловыми точками 
показано, что использование подхода КМВЭ приводит к результатам, 
хорошо согласующимся с асимптотическим решением (И.К. Лифанов, 
1995). На Рис. 2 показан пример такого профиля при равномерном 
и неравномерном его разбиении на панели вблизи угловой точки. 

Рис. 2. Профиль с угловыми точками \(\psi = 7\pi/6, \alpha = \pi/6\) , равномерное 
разбиение (а), неравномерное разбиение (б) 

При одинаковых длинах панелей, примыкающих к угловой точке (равно- 
ии всех расчетных мерное разбиение), решения, получаемые при испол 

схем, хорошо согласуются с асимптотическими. При различающихся длинах 
панелей (неравномерное разбиение) результаты расчета для схем \(N_{layer}^{aver}\) 
и \(T_{vort}^{coll}\) приведены на Рис. 3. В отличие от схемы \(N_{vort}^{coll}\) , решение, полученное 
с использованием схемы \(T_{layer}^{aver}\) , близко к асимптотическому. 

7,9 | • Tower layer 3.5 

3,0 

2,0 

\(0{,}001 \quad 0{,}002 \quad 0{,}003\) 

Рис. 3. Результаты расчета средней интенсивности вихревого слоя на 
панелях при неравномерном разбиении профиля (точки — результат 
расчета, сплошная линия — асимптотическое решение) 

На примере решения задачи о математическом моделировании стационарного 
обтекания кругового профиля с изолированным вихрем вблизи 
него показано, что наибольшая точность вычислений получается при использовании 
расчетной схемы \(T_{layer}^{aver}\) . В Таблице 3 показана погрешность 
вычислений при расстоянии от вихря до профиля \(d_1 = 0,01\) и \(d_2 = 0,05\) . 

Таблица 3 
\(\|\Delta\Gamma\|_N / \|\Delta\Gamma\|_T\) \(d_1 = 0,01\) \(d_2 = 0,05\) \(N_{vort}^{coll} / T_{vort}^{coll}\) 0,1251 / 0,1754 0,0136 / 0,0046 0,0326 / 0,1758 \(N_{layer}^{coll} / T_{layer}^{coll}\) \(N_{vort}^{aver} / T_{vort}^{aver}\) 0,0250 / 0,0051 0,0642 / 0,0007 0,2178 / 0,0017 0,0158 / 0,0006 \(N_{layer}^{aver} / T_{layer}^{aver}\) 0,1842 / 0,0016 

Подобная задача возникает на каждом шаге расчета нестационарного 
обтекания профилей, когда вычисляется правая часть СЛАУ, соответствующая 
влиянию на профиль вихревых элементов с известными 

положениями и циркуляциями, находящихся в вихревом следе. 
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В третьей главе диссертации описан разработанный программный 
комплекс POLARA, позволяющий решать серии однотипных нестационарных 
задач по математическому моделированию процесса обтекания 
профилей потоком вязкой несжимаемой среды. В его основу положены 
алгоритм МВЭ, описанный в главе 1, с расчетными схемами, представленными 
в главе 2. В каждой из задач моделируется обтекание профиля елируется обтекание пр 
под фиксированным углом атаки. Использование параллельных алгоритмов 
позволяет автоматизировать процесс решения поставленных задач: 
по мере завершения одних расчетов и освобождения соответствующих 
вычислительных ядер запускаются процедуры решения следующих задач. 
Предусмотрена возможность распараллеливания наиболее трудоем- ность распараллел дач. Предусмотрена возможность распараллеливания наиболее трудоемких 
операций алгоритма. Программный комплекс способен работать на 
различных типах вычислительных систем — от персональных компьютеров 
до высокопроизводительных кластеров. 

Ниже представлены этапы алгоритма решения серии из \(N_{task}\) задач 
о моделировании обтекания профилей в заданном интервале углов атаки. 
Пусть общее число процессоров, задействованных в расчете, равно \(N_{proc}\) , 
а для решения \(i\) -й задачи требуется \(n_{proc}^{(i)}\) процессоров (Рис. 4). 

Рис. 4. Схема распараллеливания серии задач 

Этап 1. На этапе запуска расчета из \(N_{proc}\) процессоров выделяется 
головной процессор, на который загружается список углов атаки \(\{\alpha_i\}_{i=1}^{N_{task}}\) 
с указанием чисел \(n_{proc}^{(i)}\) , необходимых для моделирования обтекания при соответствующем угле атаки. Глобальный головной процессор контролирует 

решение серии задач и осуществляет пересылки необходимых 
параметров между другими процессорами. 

Этап 2. Следующий этап осуществляется циклически, пока не будут 
решены все задачи из очереди. Если имеется необходимое число 
свободных процессоров для запуска следующих задач из очереди, формируются 
подгруппы из \(n_{proc}^{(i)}\) процессоров, в каждой подгруппе выделяется 
головной процессор. Локальный головной процессор управляет ходом 
моделирования обтекания профиля на данном угле атаки и обеспечивает 

ии внутри своей подгруппы. Головные ые пересылки информ 
процессоры всех подгрупп обмениваются данными с глобальным голов- 

обмениваются данными с ости продолным процессором, передава 
жения расчета данной задачи в течение следующего кванта времени или 

ии критерия прекращения счета. 
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Этап 3. На данном этапе непосредственно выполняются шаги расчета 
обтекания профиля с помощью МВЭ, операции которого отображены 
на Рис. 5. Расчет повторяется, пока не закончится квант времени \(t_q\) 

ия счета. гся критерий прекр 
Рис. 5. Схема выполнения шага расчета методом вихревых элементов 

Для оценки эффективности использования параллельных алгоритмов 
вычислено ускорение при решении серии из 91 задачи по расчету 
обтекания профиля крыла ЦАГИ Р2-18 на вычислительной машине 
MBC-100K МСЦ РАН (Таблица 4). 

Таблица 4 Число ядер 1 4 16 32 48 64 8 2 
27,22 1,00 1,93 3,76 7,21 14,04 39,43 47,33 Ускорение (1 ядро/расчет) 

53,79 Ускорение (2 ядра/расчет) – 1,92 3,74 7,37 14,30 28,28 41,28 
Также для ускорения расчетов в программном комплексе POLARA 

реализован быстрый метод приближенного расчета парных взаимодействий 
вихревых элементов, описанный Г.Я. Дынниковой (2009). Данный 
метод основан на построении дерева подобластей, содержащих вихревые 
элементы. Получена уточненная теоретическая оценка вычислительной 
трудоемкости алгоритма быстрого метода: 

\[Q = \frac{896\pi^2 p^2}{\theta^4} \left[ \ln(p-1) - \frac{1}{p-1} + 1 \right] + 4N + \frac{24N^2}{p^2}, \quad p = \theta \cdot (\sqrt{2})^{k-4}\] 

где \(\theta\) — параметр, характеризующий удаленность ячеек дерева, \(N\) — 
общее количество вихревых элементов, \(k\) — глубина дерева. Использование 
данной теоретической оценки позволяет выбрать оптимальную 
глубину дерева. Результаты проведенных вычислительных экспериментов 
подтверждают ее правильность. 

Для верификации комплекса программ проведены расчеты по мате- 
ного обтекания проматическому моделированию проце 

илей и определению их аэродинамических коэффициентов с примене- 

филей и определению их аэродинамических ко ментов с приме 
нием расчетной схемы \(T_{layer}^{aver}\) . 

На Рис. 6–7 пр еских коэффици 
ентов кругового профиля от номера шага расчета, полученные с использованием 
схем \(N_{vort}^{coll}\) (с осреднением и без него) и \(T_{layer}^{aver}\) , на начальном 

вого следа. Использование схемы \(T_{layer}^{aver}\) приво этапе развития ви 
к существенно меньшим осцилляциям характеристик от шага к шагу. 
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скользящей средней) 

Номер шага по времени 0 200 400 600 800 Рис. 6. Нестационарный коэффициент лобового сопротивления круга 

Рис. 6. Нестационарный коэффициент лобового сопротивления круга 

Рис. 7. Нестационарный коэффициент подъемной силы круга 

Зависимости коэффициентов лобового сопротивления и подъемной мости коэффициентов лобового сопротивлив силы кругового профиля от времени показаны на Рис. 8. 

Рис. 8. Нестационарные аэродинамические коэффициенты круга 

Среднее значение коэффициента лобового сопротивления при \(t > 30\) 
составляет \(C_{x\alpha} \approx 1,19\) , амплитуда колебаний коэффициента подъемной 
силы \(\hat{C}_{y\alpha} \approx 1,5\) , безразмерная частота схода вихрей \(\text{Sh} \approx 0,22\) . Полученные 
результаты хорошо согласуются с данными экспериментов. 

ческой формы были пр Для профилей простой аэроди 
еНТОВ мостей стацк расчеты за от угла атаки. Для полукруглого профиля полученные результаты в срав- 

аны на Рис. 9. нении с известными экспериментальными да 

90 120 150 180 

Рис. 9. Зависимости стационарных коэффициентов лобового сопротивления 
и подъемной силы полукруглого профиля от угла атаки 

менталь- (точки — результат расчета, сп. 
ные данные (З.П. Случановская, 1973)) 
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Для задачи Блазиуса о моделировании обтекания тонкой пл 
вид близкого к уста муся вихревого следа представлен на Рис. 10. 

Рис. 10. Вихревой след вблизи пластинки 

На Рис. 11 в безразмерных величинах представлены распр продольной и поперечной компонент скорости в сечении \(x = 0\) ент скорости в сечении \(x = 0,35\) . 

Рис. 11. Графики распределения продольной и поперечной компонент 
скорости в сечении \(x = 0,35\) пограничного слоя на пластинке 

(точки — расчет, сплошная линия — решение Блазиуса) 

В остальных сечениях также наблюдается согласование результатов 
расчетов с данными экспериментов. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИОННОЙ РАБОТЫ 

ия системы oo 1. Для реше иальных уравнений, описывающей движение вихревых элементов, реализован метод 
второго порядка точности. 

2. Разработана иерархия новых расчетных схем метода вихревых 
элементов и получены необходимые аналитические расчетные формулы. 
Использование расчетной схемы, основанной на равенстве нулю касательной 
компоненты скорости на профиле, выполнении 
граничного условия в среднем по панели и распределенной вдоль панели 
завихренностью, позволило существенно повысить точность математического 
моделирования обтекания профилей. 

3. Разработан параллельный программный комплекс POLARA, позволяющий 
решать серии задач и проводить отдельные расчеты на 
многопроцессорных вычислительных системах по математическому моделированию 
нестационарного обтекания профилей и определению их 
аэродинамических характеристик. 

4. Получена уточ ческая оценка трудоемкости приближенного быстрого метода расчета парных взаимодействий вих женного быс ого метода расчета пар 
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