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Предложен интегрированный метод анализа, связывающий статическую аэро-
упругость и эффективность поглощения солнечной энергии с учетом упругости 
конструкции и ярко выраженных нелинейных деформаций конструкции беспилот-
ных летательных аппаратов (БПЛА) на солнечной энергии с крылом большого 
удлинения. На примере такого крыла проведено сравнение результатов линейного 
и нелинейного анализа, выполнена оценка энергетического баланса для суточного 
полета в день летнего солнцестояния. Результаты показывают, что геометриче-
ская нелинейность приводит к значительным изгибно-крутильным деформациям 
крыла. По сравнению с линейным методом нелинейный расчет демонстрирует су-
щественное изменение аэродинамических характеристик, при этом отклонение 
потребной мощности для горизонтального полета достигает 21,6 %. Хотя отно-
сительное влияние деформации на захват солнечного излучения невелико (0,8 %), 
абсолютная потеря энергии за день превышает 400 Вт  ч, что критично для 
БПЛА с низким энергопотреблением. Проведенное исследование подтверждает 
необходимость учета эффектов нелинейной аэроупругости на начальном этапе 
проектирования для точной оценки летных характеристик и возможностей вы-
полнения требований технического задания. 
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Введение. Беспилотные летательные аппараты (БПЛА) на сол-

нечной энергии способны выполнять задачи по мониторингу атмо-
сферы, дистанционному зондированию Земли и ретрансляции связи 
на обширных территориях в течение длительного времени [1, 2]. Та-
кие БПЛА, как правило, характеризуются большим удлинением кры-
ла и низкой поверхностной плотностью конструкции. Например, 
удлинение крыла солнечного БПЛА «Гелиос» (Helios) достигает 31, 
при этом поверхностная плотность конструкции крыла у них состав-
ляет 3,2 кг/м² [3]. 

Особенности конструкции солнечных БПЛА, такие как большое 
удлинение и малый вес, приводят к значительным статическим де-
формациям крыла в полете. Так, прогиб крыла БПЛА Pathfinder в го-
ризонтальном полете превышает 12 % полуразмаха, а угол попереч-
ного V крыла «Гелиоса» в предельных режимах полета может 
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достигать 50° [4]. В июне 2003 г. БПЛА «Гелиос» с установленным 
экспериментальным оборудованием потерпел крушение, разрушив-
шись в воздухе из-за возникших колебаний на малой высоте. В отчете 
о расследовании происшествия, опубликованном NASA в январе 
2004 г., предложено продолжить разработку аппаратов данного типа, 
причем особенно подчеркивалась необходимость исследовать методы 
анализа их нелинейных аэроупругих характеристик. При малых де-
формациях кручения исследование статической аэроупругости с ис-
пользованием линейно-упругой модели конструкции показывает мо-
нотонное возрастание аэродинамических сил с увеличением прогиба, 
однако при более значительных деформациях это допущение суще-
ственно расходится с практикой. Изменение угла падения вектора сол-
нечного излучения, вызванное нелинейной статической аэроупругой 
деформацией, приводит к заметным отличиям в мощности излучения, 
поглощаемого крылом, и общей энергии по сравнению с результатами 
линейного анализа, что в итоге влияет на конечные летно-технические 
характеристики солнечного БПЛА. Следовательно, при моделировании 
конструкции таких существенно деформируемых БПЛА необходимо 
учитывать геометрически нелинейные особенности, такие как значи-
тельные перемещения и большие углы поворота крыла [5]. 

Для решения задач с нелинейной деформацией использование вы-
сокоточных методов вычислительной гидродинамики (CFD) и вычис-
лительной механики конструкций (CSD) требуются значительные  
вычислительные ресурсы [6–10]. В связи с этим для расчета аэродина-
мических сил, действующих на крыло малой жесткости, часто приме-
няются панельные методы, основанные на теории потенциального по-
тока [11]. Се (Xie) и другие ученые развили применение метода 
вихревой решетки (VLM) для криволинейных поверхностей в задачах 
такого класса [12, 13]. Патил и Ходжес исследовали применение дву-
мерной аэродинамической модели ONERA в сочетании с нелинейной 
балочной моделью [14]. Геометрически нелинейные модели конструк-
ций в основном базируются на моделях нелинейных балок. Ходжес 
разработал модель геометрически точной балки на основе смешанной 
вариационной формулировки [15]. Хотя модели нелинейных балок 
имеют преимущество в скорости решения, в реальных инженерных 
приложениях сложные трехмерные конструкции зачастую сложно све-
сти к балочной модели. Кроме того, из-за игнорирования кривизны по-
верхности профиля крыла после расчета аэроупругости затруднительно 
вычислить интенсивность падающего солнечного излучения. Работы 
Херманутца подтвердили возможность использования оболочечных 
моделей для моделирования жесткости поверхности крыла при анализе 
аэроупругости [16]. Такой подход снижает вычислительные затраты 
и облегчает анализ инженерных задач на этапе предварительного  
проектирования. 
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Цель данной работы — разработка методики численного анализа 
статической аэроупругости крыла БПЛА на солнечной энергии с уче-
том геометрической нелинейности и исследование ее влияния на  
эффективность сбора солнечной энергии. 

Аэродинамическая модель. На основе программы Tornado [20] 
и теории метода вихревой решетки, изложенной в работе Каца [17], 
разработан метод вихревой решетки для криволинейных поверхно-
стей (Curved Vortex Lattice Method). По сравнению с классическим 
методом вихревой решетки данный подход позволяет более точно 
построить аэродинамическую модель криволинейных поверхностей. 

Срединная поверхность крыла дискретизируется на pn  сеточных 

ячеек (рис. 1). Каждая ячейка заменяется подковообразным вихрем 
интенсивностью . j  В исследовании была использована традицион-

ная форма подковообразного вихря, состоящая из трех вихревых от-
резков: присоединенный вихрь располагается на линии 1/4 хорды 
ячейки, а два свободных вихря тянутся вдоль поверхности параллель-
но потоку по оси X вниз по потоку в бесконечность (рис. 2). Контроль-
ная точка, обозначенная крестиком на рисунке, расположена в сере-
дине линии 3/4 хорды ячейки, а точка приложения силы — в середине 
линии 1/4 хорды. 

 

Рис. 1. Модель вихревой решетки для криволинейных поверхностей 
 
Индуктивная скорость на контрольной точке: 

инд
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,
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VV                                           (1) 
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где ijV  — вектор индуцированной скорости в контрольной точке i, 

создаваемой единичной циркуляцией (или единичной интенсивно-
стью вихря), который вычисляется согласно закону Био — Савара. 

 

Рис. 2. Расположение вихрей и контрольных точек: 
1 — подъемная поверхность; 2 — подковообразные вихри; 3 — контрольные точки 

 
Граничное условие непротекания записывается следующим обра-

зом: 

инд( ) 0.   i iV V n                                     (2) 

Из условия (2) получается выражение 

,    ij j i
j

A V n                                     (3) 

где ijA  — матрица коэффициента влияния, которую можно предста-

вить так: 
. ij ij iA V n                                            (4) 

После получения  p  подъемная сила на одной панели опреде- 

ляется по формуле Жуковского: 

( ),  p p p pF V L                                   (5) 

где pL  зависит от геометрии на линии 1/4 хорды панели. 

Характеристика модели конечных элементов. Применена мо-
дель нелинейных конечных элементов, основанная на обновленной 
лагранжевой формулировке. Это означает, что все механические ве-
личины (перемещения, деформации, напряжения) всегда относятся  
к обновленной деформированной конфигурации [18, 19]. В рамках 
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инкрементального шага от времени t к t + Δt тензор деформаций Гри-
на — Лагранжа, отнесенный к актуальной конфигурации в момент 
времени t, определяется следующим образом:  

1
,

2

   
   

    




ji k k
t t t t t

j i i
i

j
j

uu u u

x x x x
                       (6) 

где iu  — компоненты вектора приращения перемещений u; t
ix  — 

координаты узлов в обновленной конфигурации (в момент времени t).  
Последнее слагаемое в (6) выражает геометрически нелинейную 

связь между деформациями и перемещениями. Для меры приращения 
напряжений использован инкремент второго тензора напряжений 
Пиолы — Кирхгофа t ijS  (Piola — Kirchhoff II), связанный с линейной 

частью приращения деформаций t ije  через обобщенный закон Гука: 

,t ij ijkl t klS C e                                        (7) 

где ijklC  — компоненты тензора упругости материала четверного ранга.  

Работа внутренних сил в обновленной лагранжевой формулиров-
ке (с учетом линеаризации для шага итерации) выражена так: 

 внут ,      t
t t

ijkl t kl t ij t ij t ijV
C e e d VW                     (8) 

где t
t ij  — тензор напряжений Коши (физические напряжения в те-

кущей конфигурации t); t ij  — нелинейная часть приращения де-

формации (последнее слагаемое в формуле (6)). Работа внешних сил, 
совершаемая объемными и поверхностными силами, рассчитывается 
по формуле 

внеш , 


     t t
t t t t t t

i i i iV
u b d V u f d AW              (9) 

где t t
ib  и t t

if  — компоненты объемной и поверхностной силы 
соответственно. Итак, уравнение равновесия имеет вид 

внут внеш 0.   W W                                   (10) 

После конечно-элементной дискретизации вектор невязки нели-
нейной системы уравнений можно записать следующим образом: 

внут внеш( ) 0,  R u f f                               (11) 

где внутf  содержит нелинейные члены, поэтому для решения исполь-

зован итерационный метод Ньютона — Рафсона.  
Касательная матрица жесткости выражена как 

T мат гео( ) ,


  

R

K u K K
u

                             (12) 
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где первое слагаемое в правой части матрицы жесткости материала 
соответствует первой части интеграла в формуле (8), а второе — мат-
рица геометрической жесткости, которая определяется текущим со-
стоянием напряжений Пиолы — Кирхгофа II.  

После того как задан шаг нагружения, для каждого итерационно-
го шага можно записать: 

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
T ( ) ( ), .m m m m m    K u R u u u u               (13) 

Расчет завершается тогда, когда абсолютное значение остаточной 
погрешности R  удовлетворяют критериям сходимости. 

Метод отображения определения внешних нагрузок. Для прое-
цирования аэродинамических нагрузок на узлы элементов конструк-
ции использованы радиальные базисные функции (RBF). Количество 
исходных (source) и целевых (target) точек обозначают sN  и tN  соот-
ветственно. Интерполяционная функция выражается так: 

1

( ) ( ) ( ),
sN

i si
i

f p


    x x x x                            (14) 

где ( ) r  — функция ядра; следует отметить, что в данной работе ис-
пользуется функция сплайна типа тонкой пластинки: 

2( ) ln( ); r r r                                         (15) 

( )p x  — линейный многочлен, 0 1 2 3( ) .   p x c c x c y c z   
Построена расширенная матрица и сформирована система линей-

ных уравнений: 

т
,

     
     

      

s s

s

Φ P γ f

c 0P 0
                                 (16) 

где sf  — матрица, составленная из аэродинамических сил в точках, 
расположенных на середине линии 1/4 хорды каждой панели; коэф-
фициенты γ  и c  находятся путем решения системы линейных урав-
нений. Вектор коэффициентов многочлена на точке исходной ( )sp x  

можно представить как 1 ,   
s s s

s x y zP  поэтому для точки це-

левой 1 .   
t t t

t x y zP  

Далее матрица интерполяции представлена в следующем виде:  

  .
 

  
 

ts s

γ
T Φ P

c
                                      (17) 

Отображение нагрузок от точек приложения аэродинамических 
сил к узлам элементов конструкции может быть представлено так: 

.t sf Tf                                                 (18) 
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Модель солнечного излучения. Для заданной широты полет ,  

угла склонения Солнца   и часового угла   угол возвышения Солн-
ца  и азимутальный угол  соответственно выражены таким образом: 

полет полет

полет полет

sin sin sin cos cos cos ;

sin
tan .

cos sin tan cos

       


 

    
                   (19) 

Единичный вектор Солнца ,ENUS  направленный от крыла  

к Солнцу, определяется в системе координат ENU (East — North — Up, 
что означает восток — север — верх): 

cos sin

cos cos .

sin
ENU

  
    
  

S                                         (20) 

Для преобразования данного вектора из системы координат ENU 
в связанную систему координат применена матрица преобразования: 

связ

0 1 0

1 0 0 ;

0 0 1

.ENU

 
   
  


H

S HS

                                         (21) 

После определения направления солнечного излучения в связан-
ной системе координат мощность солнечного излучения, поглощае-
мая крылом, рассчитывается суммированием вкладов всех панелей, 
на которых расположены фотоэлектрические элементы: 

солн солн солн связ
1

max(0, ),
N

k k
k

P I A


   n S                (22) 

где солн — КПД фотоэлектрических элементов; солнI — интенсив-

ность солнечного излучения; kA — площадь -й панели крыла; kn — 

единичный вектор нормали к -й панели; N — число панелей, по-
крытых фотоэлектрическими элементами. 

Полная энергия, поглощаемая крылом за расчетный период, 
определяется численным интегрированием: 

солн солн
1

( ) ,
M

m
m

E P t t


                                (23) 

где t — временной шаг расчета; M — число расчетных временных 
интервалов. 
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Методика анализа статической аэроупругости с учетом геомет-
рической нелинейности. Применена методика слабой связи для ана-
лиза статического аэроупругого равновесия, при которой аэродинами-
ческие нагрузки и деформации конструкции рассчитываются раздельно 
с последующим обменом данными «нагрузка — перемещение». 
В частности, сначала вычисляются аэродинамические нагрузки на не-
деформированном крыле, а затем они прикладываются к конструкции 
с использованием матрицы проецирования и рассчитываются дефор-
мации конструкции. После этого на основе деформированной аэроди-
намической формы пересчитывается распределение аэродинамических 
нагрузок. Данный процесс итеративно повторяется до достижения схо-
димости (рис. 3). 

 

Рис. 3. Схема итерационного расчета статической аэроупругости с нелинейностью 
 
Результаты численного анализа и обсуждение. В расчетном 

примере для моделирования лонжерона крыла применены пустоте-
лые круглые балочные элементы, расположенные на расстоянии 40 % 
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хорды от передней кромки. Одновременно с этим для имитации 
жесткости поверхности крыла применены оболочечные элементы. 
Условие полета, параметры элементов и материалов приведены далее.  

Поскольку солнечные БПЛА часто имеют крыло большого удли-
нения, рассмотрено крыло с удлинением 20, корневой хордой длиной 
1,2 м и концевой хордой длиной 1 м. Профиль крыла — NACA 4412, 
который подходит для низкоскоростных летательных аппаратов. 
Число сеточных ячеек по размаху и хорде составляет 40 и 10 соответ-
ственно. Для учета максимального влияния деформации на соответст-
вующие параметры рассматривается меньшая высота полета, чтобы 
получить максимальные аэродинамические нагрузки. 

Условие полета: 

Высота полета, м  .........................................................  2000 
Угол атаки, град  ...........................................................  2 
Скорость полета, м/с  ...................................................  40 
Плотность атмосферы, кг/м3  .......................................  1,0065 

Параметры конструктивных элементов: 

Внутренний диаметр балочного элемента, м  .............  0,09 
Внешний диаметр балочного элемента, м  ..................  0,1 
Число слоев оболочных элементов  .............................  16 
Толщина одного слоя, мм  ............................................  0,625 
Углы укладки слоев, град  .............................................  0/45/–45/90 

Физико-механические характеристики материала: 

Модуль упругости, ГПа: 
продольный E1  .........................................................  138 
поперечный E2  .........................................................  10,6 

Коэффициент Пуассона мат   ......................................  0,24 

Модуль сдвига в плоскости, ГПа: 
1–2, G12  .....................................................................  6,46 
1–Z, G1Z  ....................................................................  3,8 
1–Z, G2Z  ....................................................................  3,2 

Плотность материала мат ,  кг/м3  ...............................  1500 

 
Разбиение крыла на элементы и начальное распределение аэро-

динамических нагрузок показаны на рис. 4. В исследовании приме-
нен итерационный метод релаксации Эйткена, который позволяет 
ускорить расчет и избежать расходимости результатов, вызванной 
слишком большим шагом итерации.  

График сходимости нелинейных итераций представлен на рис. 5, 
деформируемая конфигурация показана на рис. 6. Проведено сравне-
ние результатов нелинейного итерационного анализа, линейного ите-
рационного анализа и линейного неитерационного анализа (рис. 7).  
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Рис. 4. Разбиение крыла на элементы (м) и начальное распределение нагрузок  

(визуализация конечных элементов и узловых сил) 

 

Рис. 5. График сходимости нелинейных итераций 
(норма погрешности перемещений, м) 

 

Рис. 6. Нелинейная деформированная конфигурация, м 
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Рис. 7. Деформация крыла по размаху при разных подходах, м: 
 — нелинейный;  — линейный;  — линейный без итерации 

Таблица 1 

Значения аэродинамических характеристик, полученных тремя методами 

Характеристика 
Метод 

Нелинейный Линейный 
Линейный 
без итерации 

Коэффициент подъемной силы Cy 0,4033 0,46 0,39 

Коэффициент лобового сопротивления 
воздуха Cx 

0,0065 0,0079 0,0059 

Аэродинамическое качество 62,02 57,90 65,99 

Фактор крейсерской эффективности 39,39 39,26 41,11 

 
Используемый в данной статье метод позволяет корректно модели-

ровать нелинейную деформацию крыла. Перемещения законцовки 
крыла, полученные тремя методами, составляют 13,57, 11,95 и 14,24 % 
соответственно от полуразмаха крыла. По сравнению с двумя другими 
методами аэродинамическое качество изменилось на 9,33 и 6,4 %, а ко-

эффициент фактора крейсерской эффективности 1,5( / )y xC C  изменился 

на 0,33 и 4,37 % соответственно (табл. 1). 
Определено изменение мощности солнечного излучения, погло-

щаемого крылом, которое вызвано его деформацией. Рассмотрен 
день летнего солнцестояния 2026 г. в Пекине с географическими коор-
динатами 39,9° с. ш., 116,4° в. д. Полетное задание определено как 
горизонтальный полет с постоянным курсом на север. При условии 
равенства тяги и лобового сопротивления КПД воздушного винта 
принимается равным 80 %, а КПД фотоэлектрических элементов — 
30 %, без учета энергопотребления другим оборудованием [2, 3].  
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Исходя из этого, была рассчитана минимальная энергия, необходимая 
для горизонтального полета БПЛА, и минимальная энергия, требуемая 
для полета в течение всего дня. Световой день разделен на интервалы 
по 10 мин, и для каждого из них определены угол падения солнечных 
лучей и поглощаемая мощность излучения. Предполагается, что вся 
избыточная мощность, полученная в дневное время, запасена в каче-
стве источника энергии для ночного полета. Путем численного инте-
грирования по каждому временному интервалу определена полная 
энергия, доступная за весь день. Полученные результаты показаны на 
рис. 8 и приведены в табл. 2.  

 

 

 

 

Рис. 8. Изменение мощности солнечного излучения, поглощаемой БПЛА,  
и минимальная мощность, необходимая для горизонтального полета: 

а — нелинейного; б — линейного; в — линейного без итерации 
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Таблица 2 

Энергетические характеристики, рассчитанные по разным подходам 

Характеристика 
Подход 

Нелинейный Линейный Линейный без итерации 

Минимальная  
мощность, необходимая 
для горизонтального 
полета, Вт 

2313 2813 2091 

Полная энергия,  
необходимая  
для круглосуточного 
полета, кВт  ч 

55,51 67,52 50,19 

Полная энергия,  
поглощаемая БПЛА  
в течение дня, кВт  ч 

49,435 49,876 49,872 

 
Результаты показывают, что в текущих условиях полета рассмат-

риваемый БПЛА не способен совершать его непрерывно круглосу-
точно. Хотя геометрическая нелинейность, вызванная аэроупругой 
деформацией, влияет на доступную мощность излучения лишь на 0,8 %, 
ее воздействие на минимальную мощность, необходимую для гори-
зонтального полета, достигает 21,6 %. Дальнейший анализ позволяет 
сделать вывод, что влияние статической аэроупругой деформации на 
аэродинамические характеристики значительно превосходит ее влия-
ние на энергетические характеристики. Геометрическая нелиней-
ность вызывает более значительную вертикальную деформацию кон-
струкции, что смещает аэродинамический центр крыла в сторону 
корневой части. Это, в свою очередь, приводит к более существенно-
му снижению коэффициента лобового сопротивления, чем уменьше-
ние коэффициента подъемной силы. Кроме того, сравнение доступной 
радиационной энергии за весь день показывает, что хотя относитель-
ное изменение и невелико, изменение абсолютной величины превы-
шает 400 Вт  ч. Для солнечных БПЛА, чья основная целевая нагрузка 
состоит из электронного оборудования с низким энергопотреблением, 
этим фактором нельзя пренебрегать при проектировании. Полученные 
результаты подтверждают, что, в отличие от ряда других летательных 
аппаратов, при начальном проектировании БПЛА на солнечной энер-
гии необходимо учитывать аэроупругую деформацию, так как она ока-
зывает значительное влияние на летно-технические характеристики. 

Заключение. Разработан комплексный метод анализа статиче-
ской аэроупругости для БПЛА на солнечной энергии с большим 
удлинением крыла, учитывающий геометрическую нелинейность кон-
струкции, аэродинамические характеристики и поглощение солнечной 
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энергии. Метод объединяет гибридную конечно-элементную модель 
(балка–оболочка), метод вихревой решетки для криволинейных по-
верхностей и надежную методику итераций на основе релаксации 
Эйткена, что эффективно решает проблему сходимости при больших 
деформациях. 

Численные примеры доказывают, что предложенный метод поз-
воляет корректно моделировать нелинейную деформацию крыла. Пе-
ремещения законцовки крыла, полученные предложенным методом и 
двумя линейными методами, составляют 13,57, 11,95и 14,24 % от по-
луразмаха крыла соответственно. Что касается аэродинамических ха-
рактеристик, то по сравнению с двумя другими методами аэродина-
мическое качество изменилось на 9,33 и 6,4 %, а коэффициент 
крейсерской эффективности изменился на 0,33 и 4,37 % (см. табл. 1). 
Это подтверждает, что линейная теория не способна точно предска-
зать реальную аэродинамическую эффективность крыла малой жест-
кости. 

В аспекте анализа энергетики и полетного задания относительное 
влияние аэроупругой деформации на захват солнечного излучения 
составляет всего 0,8 %, абсолютная потеря доступной энергии за день 
превышает 400 Вт  ч. Более того, изменение аэродинамических ха-
рактеристик приводит к уменьшению потребной мощности для гори-
зонтального полета на 21,6 %. Это означает, что игнорирование  
эффектов нелинейной аэроупругости на этапе проектирования при-
ведет к консервативным оценкам продолжительности полета и энер-
гетического баланса. Таким образом, предложенный метод анализа 
многодисциплинарного взаимодействия обладает высокой физиче-
ской согласованностью и практической ценностью, что важно для 
общего проектирования и определения тактико-технических характе-
ристик БПЛА на солнечной энергии. 
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Given the elasticity of the structure and high susceptibility to geometrically nonlinear de-
formations of high-aspect-ratio solar-powered unmanned aerial vehicles (UAVs), the pa-
per proposes an integrated analysis method that couples static aeroelasticity with solar 
energy harvesting efficiency. Using a high-aspect-ratio wing as a case study, linear and 
nonlinear analyses are compared, and an energy balance evaluation is conducted for a 
full-day flight during the summer solstice. Results indicate that geometric nonlinearity 
leads to significant bending-torsional wing deformations. Compared to linear analysis, 
the nonlinear method reveals substantial changes in aerodynamic characteristics, with 
the deviation in required power for level flight reaching 21.6%. Although the relative im-
pact of deformation on solar irradiance capture is modest (0.8%), the absolute daily en-
ergy loss exceeds 400 Wh, which is critical for low-power-consumption UAVs. This study 
confirms the necessity of considering nonlinear aeroelastic effects during the preliminary 
design phase for accurate performance and mission capability assessment. 
 
Keywords: geometric nonlinearity, static aeroelasticity, solar-powered UAV, wing de-
formation, flight performance 
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