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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Современные информационные технологии, основан- 
ные на использовании методов математического моделирования и методов обра- 
ботки информации, полученной на основе натурных экспериментов, во многих 
случаях позволяют получить такое описание процессов функционирования слож- 
ной системы, на основании которого возможен анализ дальнейших сценариев 
ее развития и принятие решения о вмешательстве с целью исключения нежела- 
тельных последствий. Так, активно разрабатываются информационные системы 
медицинского назначения, предназначенные для формализации процесса поста- 
новки диагноза при различных заболеваниях и контроля процесса лечения. 

В последнее десятилетие проводятся широкие исследования стволовых кле- 
ток с целью изучения возможностей применения этих клеток в регенеративной 
медицине и клеточной терапии (Н.П. Бочков; 2008). 

Предназначенные для пересадки клетки получают в нужном количестве путем 
их культивирования в лабораторных условиях, поскольку исходного количества 
клеток, взятых из организма пациента, недостаточно. 

В процессе размножения в силу естественной изменчивости в культуре кле- 
ток могут появиться клетки с хромосомными мутациями (аномальные клетки), 
причем клоны аномальных клеток могут обладать селективным преимуществом 
по сравнению с нормальными клетками (Н.П. Бочков; 2008). При трансплан- 
тации такого материала имеется риск возникновения канцерогенеза у пациента, 
поэтому остро встает проблема безопасности при проведении клеточной терапии 
у широкой категории пациентов (Е.Ю. Осипова; 2009). 

При этом возникает необходимость разработки критериев «отбраковывания» 
культур, в которых идет преимущественное размножение клеток с аномальными 
хромосомными наборами (клонообразование) с подавлением развития нормаль- 
ных клеток. 

Выявление факта преобладания аномальных клеток на поздних стадиях выра- 
щивания ведет к необходимости повторения процесса. 

Для отбраковки культуры клеток на ранних стадиях развития и анализа процес- 
сов клонообразования возможно использование современных информационных 
технологий, основанных на методах математического моделирования и параме- 
трической идентификации моделей на ограниченных выборках эксперименталь- 
ных данных о значениях вектора состояния изучаемой системы, а также ста- 
тистических методах. Для решения указанной задачи необходимо разработать 
математические модели развития клеточных популяций и адаптировать к осо- 
бенностям разрабатываемых математических моделей известные алгоритмы их 
параметрической идентификации на ограниченных выборках, а также найти за- 
коны распределения оценок параметров моделей. 



Использование методов математического моделирования в биологии и ме- 
дицине получает все более широкое распространение. Здесь можно выделить 
различные модели межвидовой конкуренции в биологии(Г.Ю. Ризниченко, А.В. 
Рубин; 1993), модели различных заболеваний человека (А.А. Романюха; 2011) 
или процессов, происходящих в организме, в том числе при онкологических за- 
болеваниях (Massey S.C.; 2012), а также модели развития клеточных популяций 
и популяций микроорганизмов, ориентированные на оценку влияния среды на 
рост популяции (Ю.М. Романовский; 1984). Среди известных моделей можно 
отметить модели роста опухолей, учитывающие иммунный ответ организма и 
воздействие химиотерапии (M.R. Owen; 1997). 

Необходимость разработки различных математических моделей, описываю- 
щих как процессы развития клеточных популяций, так и процессы, протекающие 
в самой клетке, подчеркивается многими авторами. 

Известные современные математические модели развития различных клеточ- 
ных популяций (Y. Luo, C.L. Lim; 2012), базируются на методах стохастического 
моделирования, что не позволяет провести их параметрическую идентификацию. 

В динамической модели развития популяций здоровых и раковых клеток (Y.C. 
Ou; 2001) учитываются вероятность перерождения нормальных клеток в раковые 
и селективное преимущество, которым обладают раковые клетки. При этом не 
рассматривается межпопуляционное взаимодействие. 

Методы параметрической идентификации математической модели, позволя- 
ющие получить оценки параметров модели с использованием достаточно малых 
массивов измерений, в настоящее время известны (И.К. Волков; 1994), однако для 
конкретных моделей необходима их доработка и адаптация с учетом особенностей 
моделей. 

Один из подходов к получению законов распределения оценок параметров 
математических моделей базируется на байесовском подходе и теории инвари- 
антности (H. Jeffreys; 1983). Указанный подход активно применяется в задачах 
параметрической идентификации математических моделей экономических про- 
цессов (А. Зельнер; 1980). 

Знание законов распределения, а также точечных и интервальных оценок для 
параметров модели позволяет методами математического моделирования полу- 
чить оценки вероятностей реализации различных сценариев дальнейшего разви- 
тия изучаемой клеточной популяционной системы. 

Основная цель исследований состоит в проведении системного анализа про- 
цесса развития изолированной клеточной популяционной системы в лаборатор- 
ных условиях, разработке математических моделей функционирования этой си- 
стемы и решении задачи их параметрической идентификации на ограниченных 
выборках экспериментальных данных. 
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Для достижения поставленной цели потребовалось решение следующих 
основных задач: 

— проведение системного анализа процесса развития изолированной клеточ- 
ной популяции в лабораторных условиях и выявление его основных «механиз- 
MOBY; 

— построение математических моделей динамики развития изолированной 
клеточной популяционной системы в лабораторных условиях; 

— параметрический анализ разработанных моделей с привлечением аналити- 
ческих и численных методов; 

— разработка алгоритма идентификации параметров моделей по ограничен- 
ным массивам данных наблюдений; 

— теоретический анализ законов распределения оценок параметров модели; 
— получение точечных и интервальных оценок для параметров математиче- 

ских моделей развития популяции. 
Методы исследования. При решении задач, возникших в ходе выполнения 

диссертационной работы, использовались различные классы математических ме- 
тодов: системного анализа, теории дифференциальных уравнений, теории устой- 
чивости, теории вероятностей и математической статистики. 

Научная новизна. В диссертации получены следующие научные результаты, 
которые выносятся на защиту. 

1. Линейная математическая модель развития взаимодействующих клеточных 
популяций нормальных и аномальных стволовых клеток при стандартных лабо- 
раторных условиях культивирования при отсутствии конкуренции за ресурсы. 

2. Нелинейная математическая модель развития взаимодействующих кле- 
точных популяций нормальных и аномальных стволовых клеток в лабораторных 
условиях, учитывающая ограничения на ресурсы. 

3. Условия существования положений равновесия нелинейной модели, зави- 
симости их характера от параметров модели. 

4. Теоретические функции плотности распределения вероятностей параме- 
тров линейной и нелинейной математических моделей, полученные на основе 
байесовского подхода и теории инвариантности Джеффриса. 

5. Маргинальные функции плотности распределения вероятностей параме- 
тров математической модели, интервальные оценки этих параметров. 

Достоверность и обоснованность научных результатов подтверждена стро- 
гими математическими доказательствами и результатами численного моделиро- 
вания. Результаты диссертационной работы согласуются с известными результа- 
тами других авторов. 

Практическая ценность полученных результатов состоит в том, что разра- 
ботанные математические модели позволяют провести качественный анализ воз- 
можных сценариев развития клеточных популяций и могут быть использованы 



для анализа последствий различных внешних воздействий на развитие клеточных 
популяций. 

Теоретические результаты доведены до конструктивных методов, позволяю- 
щих для разработанных математических моделей получать точечные и интер- 
вальные оценки параметров разработанных моделей. Указанные оценки могут 
быть использованы для анализа вероятностей реализации различных сценариев 
развития клеточных популяций. 

Апробация результатов работы. Результаты работы докладывались на 
XVIII-й Международной конференции «Математика. Компьютер. Образование» 
(Пущино, 2011), VIII Международной конференции «Молекулярная генетика со- 
матических клеток» (Звенигород, 2011), научном семинаре кафедры «Математи- 
ческое моделирование» МГТУ им. Н.Э. Баумана (2013). 

Диссертация является составной частью фундаментальных исследований, 
проводимых в рамках грантов № 09-04-00948, № 10-07-00468, № 12-07-00329, 
№ 13-07-00720 и проекта 2.1.1/227 аналитической ведомственной программы 
«Развитие научного потенциала высшей школы на 2009-2011 гг.». 

Публикации. Основные научные результаты отражены в 6 статьях в научных 
журналах, которые включены в Перечень ведущих научных журналов и изданий 
для опубликования основных научных результатов диссертации, рекомендован- 
ных ВАК РФ, и 2 тезисах докладов. Общий объем 5,56 п.л. 

Личный вклад соискателя. Все исследования, результаты которых изложе- 
ны в диссертации, проведены лично соискателем в процессе научной деятельно- 
сти. Из совместных работ в диссертацию включен лишь тот материал, который 
непосредственно принадлежит соискателю, заимствованный материал обозначен 
в работе ссылками. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав, 
выводов и списка литературы. Работа изложена на 128 страницах, содержит 25 
иллюстраций. Библиография включает 95 наименований. 

Содержание работы 

Во введении обоснована актуальность темы, сформулированы цели и задачи 
исследования, научная новизна, теоретическая и практическая значимость полу- 
ченных результатов, основные положения, выносимые на защиту, а также приве- 
дены данные о структуре и объеме диссертации. 

В первой главе проведен системный анализ факторов, определяющих разви- 
тие популяционной системы, состоящей из двух видов стволовых клеток человека: 
нормальных и аномальных, при их культивировании в лабораторных условиях. 
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На основе проведенного анализа предложена линейная модель динамики взаимо- 
действующих клеточных популяций. 

В разделе 1.1 приводятся исходные допущения, принятые при построении 
модели. Эти допущения справедливы при культивировании стволовых клеток в 
условиях отсутствия конкуренции за ресурсы. 

Аномальными будем называть клетки, имеющие численные аномалии хромо- 
сомного набора. Нормальными считаем все остальные клетки в популяционной 
системе. 

При рассмотрении достаточно большой и стволовых клеток, обра- 
зующих изолированную популяцию, можно говорить о средней продолжительно- 
сти клеточного цикла как временной характеристике процессов, происходящих в 
данной популяции. 

При этом для популяции нормальных клеток можно говорить о доле клеток, 
которая за время среднего клеточного цикла разделилась на пару нормальных 
клеток, доле, которая разделилась на пару аномальных клеток, доле клеток, кото- 
рые не разделились и остались живыми, а также о доле клеток, которые погибли. 
Аналогично аномальные клетки за время среднего клеточного цикла могут вы- 
жить или погибнуть, выжившие клетки могут не разделиться, или разделиться, 
оставаясь при этом аномальными. 

При построении математической модели сделаны следующие допущения: 
1) рассматриваемая клеточная популяционная система является изолирован- 

ной и имеет значительную численность, что позволяет использовать детермини- 
рованную модель ее развития; 

2) ресурсы считаются неограниченными, поскольку культивирование прово- 
дится в стандартных лабораторных условиях в культуральных флаконах при ре- 
гулярном «пересеве» клеток со сменой части (или всего объема) питательной 
среды; 

3) внешние воздействия на популяционную систему имеют квазистационар- 
ный характер, что позволяет считать постоянными параметры модели; 

4) изменение количества нормальных и аномальных клеток возможно либо в 
процессе клеточного деления либо в процессе естественной гибели клеток. 

При построении модели в качестве исходных были приняты следующие па- 
раметры: т°, т! — средние продолжительности клеточных циклов в популяции 
нормальных и популяции аномальных клеток; А, А! — доли клеток в популя- 
ции нормальных и популяции аномальных клеток, «погибающих» на временных 
интервалах длительности т° и т! соответственно; MY, М! — доли клеток в ука- 
занных популяциях, разделившихся на временных интервалах длительности 7° и 
т! соответственно; 7? — доля нормальных клеток, «переходящих» на интервале 
длительности т° в процессе деления в популяцию аномальных клеток. Считаем, 
что 0 < 4 < 1,0 < А! < 1,0 < М° < 1,0 < М! < 1и0 < 7 < 1. 



В разделе 1.2 получена математическая модель развития популяционной си- 
стемы 

ат ус. = 

ai > Wz; a IE Tn. (1) 

Здесь т = Х/Хо, у = Y/ Xo, где X и У — текущие численности популяций 
нормальных и аномальных клеток, Хо — численность популяции нормальных 
клеток в начальный момент времени, { = т /т° — безразмерное модельное время, 
т — реальное время, Goo = (1 — А°)(1 + М° - 2М°»)°) — 1, до = 2(1 — А?) М°»?, 
дн = и(-А! + М! - AMY ap = тб /т!. 

В разделе 1.3 проведен анализ сценариев развития клеточной популяци- 
онной системы, реализующихся при различных значениях параметров систе- 
мы (1). Показано, что все решения системы (1), начинающиеся в множестве 
G = {(z,y): 2 > 0, у > 0}, не выходят из этого множества. 

OCHOBHI рии развития клеточной популяционной системы определяют- 
ся значениями параметров Goo и 911. Благоприятные сценарии развития реализу- 
ются при goo > 0, 911 > 0, goo > G11, а также при доо > 0, 411 < 0. При значениях 
параметров из указанных множеств соотношение численностей нормальных и 
аномальных клеток с течением времени стремится к постоянной величине. 

Неблагоприятные сценарии развития, при которых популяция нормальных 
клеток подавляется популяцией аномальных клеток, реализуются при goo > 0. 
Gri > 0, Goo < 911 и при goo < 0, 911 > 0. 

Также неблагоприятным является сценарий полного вымирания популяцион- 
ной системы, реализующийся при доо < 0, 411 < 0. 

Во второй главе на основе математической модели, предложенной в главе 1, 

построена нелинейная модель динамики развития популяционной системы, учи- 
тывающая ограниченность ресурсов. 

В разделе 2.1 предложена математическая модель, в которой учтена функцио- 
нальная зависимость параметров М° и М! от суммарной численности популяций 
нормальных (7 = 0) и аномальных (7 = 1) клеток. Пусть 

folz,y) = ap — Booz — Bory. fiz, vy) = a) - fz — Buy. (2) 

Положим 
0 при f(z,y) < 0; 

М’(2,у) = | 1 при (ту) 2 1; ©) 
fi(z,y) иначе, 

где р Е {0, 1}. Параметры £,; > 0, 4,7 € {0,1}, задают уменьшение доли 
делящихся клеток как за счет внутрипопуляционной (J = 1), так и за счет меж- 
популяционной (J # 1) конкуренции. Интерпретация параметра о’; идентична 
интерпретации параметра М7, и 0 < а; < 1,7 Е {0,1}. 
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Модель развития популяционной системы имеет вид 

Ч (0 - 4%)(1 + M(z,y) - 2М°(2, 9) 7) — 1) 2. 

© = в (А! + МЧ) = AM) у + @ 
+ 2М°(х, у)(1 — A%)~2 

Показано, что траектории системы (4), начинающиеся в точках множества 
С = {(z,y) : т > 0, у > 0} не выходят из этого множества. 

В множестве С в общем случае можно выделить четыре подмножества 

G = (2.9): > 0, у > 0, fo(z,y) > 0, filz.y) > 0}, 
С» = {(2.4) : 2 > 0, у > 0, fo(z,y) < 0, h(z.y) < 0}, 5) 

С4 = {(2.4) : х 2 0, у > 0, fo(z,y) 20, fi(z,y) < 0}. 

на каждом из которых система (4) имеет различный вид. 
Так, на множестве С, 

dz ; 

au = hoz + hoa? + Розу. 
(6) d ° 

я = hz + hioy + за? + hazy + hisy~, 
Г 

hoi == (1 нь А°)(1 я 27% aq в, АО Роз = —Boo(1 Ей А°)(1 - 279), 

hos = — Во (1 — A”) (1 = 27°), hi = 2о0(1 — A%)Y°, 
hip = p((1 - Аа, — AY), hig = —20p0(1 — A°)Y°, 
his = —(uBio(l — А!) + 2801 (1 — 4°))?), his = —pBu(1 - AY). 

(7) 

Также в разделе приведены виды системы (4) на множествах Сэ, Gy и Gy и 
описаны варианты взаимного расположения множеств С, Сэ, Gy и Gy. 

В разделе 2.2 выполнено исследование поведения траекторий. Доказано сле- 
дующее утверждение: если параметры нелинейной системы (4) удовлетворяют 
ограничениям 0) < А? < 1,0 < < 10< а; < 1,0 < 2; < 1,1.) Е {0, 1}, то 
все траектории системы (4), начинающиеся в множестве G34 = GU Сз О Gy, не 
выходят из этого множества. 

В разделе 2.3 исследованы точки покоя системы (6) на множестве С), которые 
разделены на вырожденные (хотя бы одна из координат точки является нулевой) 
и внутренние (обе координаты — положительные числа). 



Теоретически обосновано, что в общем случае изучаемая популяционная си- 
стема не может иметь более двух вырожденных точек покоя в области Gi. При 
этом точка покоя О, (0,0) соответствует полному вымиранию популяционной си- 
стемы, а точка покоя О(0, —hyy/h15) соответствует ее вырождению в популяцию 
аномальных клеток предельно возможной численности. 

При +" = 1/2 популяционная система имеет лишь вырожденные точки покоя, 
и для определения ее внутренних точек покоя полагаем 7° © (0, 1/2) U (1/2, 1). 
Показано, что система не может иметь более двух внутренних точек покоя, коор- 
динаты г которых определяются как положительные решения квадратного урав- 
нения 

Ах? + Вх + С = 0, (8) 

где A = hig — Ак + hisk2, В = hi — higk + hsb — 2hy5bk, С = hob + hysb2. 
Вторая координата находится из соотношения у = —kx + В, где 

hoa Boo hoy 1 Ао 
К = — =>", Et = —— 4 00 г Rl? 

hos Вы hos Bon (1— A124) 
и из условия у > 0. Необходимым условием существования внутренних точек 
покоя является выполнение условия b > 0. Если внутренняя точка покоя (х, у), 
где т > 0, у > 0), найдена, необходимо проверить принадлежность этой точки 
множеству С. 

В разделе 2.4 исследованы условия существования точек покоя в множествах 
Gy, G3 и С4. Установлено, что в множестве С» точек покоя не существует, в 
множестве С; при некоторых значениях параметров может существовать выро- 
жденная точка покоя, а в множестве (G4 не может быть вырожденных точек покоя, 
но может существовать не более двух внутренних точек. 

В разделе 2.5 проведено исследование устойчивости вырожденных точек по- 
коя по первому приближению и проанализированы основные критические случаи. 

В разделе 2.6 проведен анализ результатов, полученных в разделе 2.5, и полу- 
чены фазовые портреты, соответствующие различным сценариям развития попу- 
ляции. Основные результаты удобно записать с использованием параметров 

Ао Al 
жел - 23° dy =a — — —- 1- Al 

Если 7” © (0,1/2), то точка покоя О, будет устойчивым узлом при dy < 0 
и а, < 0, неустойчивым узлом при dg > Оиа, > 0, седлом при выполнении 
условий dg > Ои а, < Оили dg < Oud; > 0. 

Точка покоя О» будет устойчивым узлом при выполнении условий dy < а бол / 011 
и а, > 0, седлом при dy > @\бо/ Вил и а, > 0. Точка покоя Oy не может быть 
неустойчивым узлом. 
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При 7? € (1/2, 1) точка покоя О, будет устойчивым узлом при do > Оиа, < 0, 
седлом при выполнении условий dg > Оиа, > 0. 

Точка покоя О» будет устойчивым узлом при dy > @\ 81/51 и dy > 0, седлом 
при dy < dy Во / ду и а, > 0. 

При указанном диапазоне 7)? точки покоя О, и Oy не могут быть неустойчи- 
выми узлами. 

Исследование устойчивости внутренних точек покоя ввиду громоздкости по- 
лучающихся выражений возможно, по-видимому, только численно. 

ar xX / / a 
y 

Хх 

Рис. 1. Пример фазового портрета 

Фазовый портрет системы (4), приведенный на Рис. 1, получен при следующих 
значениях параметров модели: А° = 0.200, А! = 0.275, 7% = 0.150, ag = 0.900, 
ay = 0.900, Gy = 0.050, Fo; = 0.250, Во = 0.250, £1; = 0.150, и = 1. 

При указанных значениях параметров имеются четыре точки покоя. Выро- 
жденная точка с координатами (0, 0) является неустойчивым узлом, а вторая вы- 
рожденная точка покоя — устойчивым узлом. Имеются две внутренние точки 
покоя — седло, расположенное в множестве G₁, и устойчивый узел, расположен- 
ный в множестве G₄. 

На рисунке проведены границы множеств Gᵢ и сепаратрисы, которые огра- 
ничивают область, из точек которой траектории стремятся к устойчивому узлу. 
Приведена траектория, выходящая из точки (1,0). Данный вариант является бла- 
гоприятным для развития популяции нормальных клеток при начале траектории 
в окрестности этой точки. 



В третьй главе решена задача параметрической идентификации линейной 
модели, предложенной в главе 1, с использованием ограниченных выборок экс- 
периментальных данных. 

В разделе 3.1 рассмотрена задача оценивания параметров модели. Непосред- 
ственно оценить значения параметров указанной модели не удается, поскольку 
по результатам экспериментов можно оценить только количество нормальных и 
аномальных клеток по различным пассажам (Н.П. Бочков; 2008) 

Соответствующие измерения количества нормальных и аномальных клеток 
можно считать проведенными через равные промежутки времени At. 

Будем считать, что измерения являются прямыми и содержат случайные ошиб- 
ки, распределенные по нормальному закону с нулевом математическим ожидани- 
ем и неизвесной дисперсией. 

Дискретный аналог системы (1), записанный в реальном времени, примет вид 

Хьн = Xx, Yin = d'Y + ых, (9) 

где a’ = en +1,a = at + 1,0 = Lat. 
Описана общая схема решения задачи оценивания параметров математической 

модели вида V (ty, ) = AV (tx), где V (tx) — п-мерный вектор состояния системы, 
А — матрица типа n х n параметров системы, которая полагается неизвестной. 

Схема основана на том, что задача линейного оценивания неизвестных па- 
раметров исходной дискретной линейной модели эволюционного процесса на 
ограниченных выборках экспериментальных данных о значениях векторов со- 
стояния и внешних воздействий в смысле совпадения функций правдоподобия 
эквивалентна соответствующей ей задаче линейного оценивания с ошибками в 
инструментальных переменных, записанной на максимально возможной систе- 
ме непересекающихся шаблонов разностного уравнения математической модели 
изучаемого эволюционного процесса (И.К. Волков; 1994). 

Указаны условия, при которых рассматриваемая задача линейного оценива- 
ния с ошибками в инструментальных переменных может быть представлена как 
задача регрессионного анализа. Приведены условия, при выполнении которых 
оценка максимального правдоподобия для матрицы неизвестных параметров мо- 
дели в рассматриваемом случае совпадает с ее оценкой, получаемой методом 
наименьших квадратов. Описан алгоритм решения задачи параметрической иден- 
тификации математической модели, включающий нахождение точечных оценок 
параметров модели, проверку статистической гипотезы о виде закона распреде- 
ления случайных возмущений, нахождение законов распределения параметров 
модели и построения доверительных интервалов для параметров модели. 

В разделе 3.2 приведены основные принципы байесовского подхода к задаче 
получения точечных оценок параметров модели. Этот подход, основанный на 
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применении теоремы Байеса, часто используется при небольших объемах дан- 
ных и неизвестной ковариционной матрице Σ. При его реализации неизвестные 
параметры модели рассматриваются как случайные величины. Также в разделе 
приведены основные положения теории инвариантности Джеффриса, на основе 
которой были выбраны априорные функции плотности распределения вероятно- 
стей параметров модели. 

В разделе 3.3 обоснован метод получения точечных оценок параметров ли- 
нейной модели. Показано, что в силу специфики модели задачу идентификации 
матрицы параметров системы можно разбить на две независимые подзадачи: на- 
хождение оценки параметра a’ и нахождение оценок параметров а! и b'. 

Пусть {to 1; to, } — п-ый двухточечный шаблон первого уравнения системы 
(9), где ly, = (2n — 1)At, 15, = 2nAl, в узлах которого известны эксперимен- 
тальные значения Xo, 1, Xo, суммарной численностей популяций нормальных 
клеток в моменты фиксации lo, и to, соответственно, а массивы эксперимен- 
тальных данных имеют вид: Х, = (Xoo... Хэм), Xu 2 (Х),..., Хэм-1), 
Xo, Xyo © М\хм(В). Реализация оценки параметра a методом наименьших 
квадратов имеет вид a’ = ХХ, где Х;, — матрица, псевдообратная по отно- 
шению к матрице Х - 

Для известных в узлах того же шаблона экспериментальных значений 
Yo, 1, Yo, суммарной численностей популяций аномальных клеток массивы 
экспериментальных данных задаются в виде: У, 2 (Yo, ..., Yon) Е М\хм (В), 
Уд 2 (Yi,.... Хм) Е Miun(R), Z ® (Удо ХТ)? € Мох м (В), а реализация 
оценки параметров а!, b! методом наименьших квадратов находятся по формуле 
(а!, 6!) = YZ", где ZT — матрица, псевдообратная по отношению к матрице 7. 

В разделе 3.4 приведена методика проверки статистической гипотезы о виде 
закона распределения случайных возмущений. Для решения этой задачи исполь- 
зован критерий А.Н. Колмогорова в модификации Ю.Н. Тюрина, адаптированный 
к выборкам малого объема. Описан алгоритм проверки статистической гипотезы 
о нормальном распределении невязок. Алгоритм проиллюстрирован примером. 

В разделе 3.5 решены задачи построения законов распределения параметров и 
задача интервального оценивания параметров линейной математической модели. 

В подразделе 3.5.1 с использованием байесовского подхода получена функция 
плотности распределения вероятностей параметра a’ на основе массивов Х, Хим 
экспериментальных данных. При указанном подходе совместная апостериорная 
функция плотности распределения вероятностей параметра a’ и дисперсии а? 
согласно теореме Байеса может быть представлена в виде 

f(a® 0% Хи, Хим) ^. f( 0.0%) (ХХ чу а°, в?), (10) 

где (Xo Xp, a’, 0%) — условная плотность распределения вероятностей новых 
наблюдений Х при определенных значениях параметра a’, о? и Х „ч, рассматри- 
ваемая как функция правдоподобия, a f(a”, а?) — совместная априорная функция 
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° ис?. Здесь знак ~ обозначает плотности распределения вероятностей величин а 
пропорциональность. 

Апостериорная ~~ функция ~~ плотности — распределения — вероятностей 
f(Xy| Xp, a", 0%) при нормальном распределении ошибок измерений &;, 
i = 1, №, заданных значениях a’, Х„„ и выборочной дисперсии с? имеет вид 

N 
0 2 n=¥ 1 0 0 T FX Xr 620%) ~ (0) * ехр|- эт (Х. = BP XH Xo = 2 XT) (11) 

Записав совместную функцию правдоподобия для параметра a’ и дисперсии 
0? как плотность вероятности совместного появления результатов выборки I}, 
ху, К = 1, №, получим 

в, о Хо Xe) ~ (о) * exp [- (5? = (@ = P(X Xi ))/20%] (1D) 

Совместную априорную функцию плотности распределения вероятностей 
f(a® о?) будем считать расплывчатой (Н. Jeffreys; 1983). Также примем допу- 
щение, что параметр a” и выборочная дисперсия с? независимо распределены. 

Априорную функцию плотности распределения вероятностей параметра а° 
f(a") будем считать константой, поскольку значении параметра a’ ничего сказать 
нельзя, и формально a’ может принимать значения от — 00 до сю. 

Поскольку 0? © [0, +00), то априорная функция плотности распределения 
вероятностей для с принята в виде f(02) ~ т 

Проведя необходимые преобразования, получим функцию плотности распре- 
деления вероятностей параметра а° 

Га" Х., Хи) ~ {5% + (a — &)? (Ха Хи )} 2, (13) 

где 5? & (Х, — @ Xu) (Xo — @ Ха)" = 267. 
В подразделе 5.3.2 на основе байесовского подхода построена совместная 

функция плотности распределения вероятностей параметров а? и b! модели 

3 к Е INT - У Да! bY, 2) > {5* + (а! — а, b' =) ZZ (a! — a,b! —b1)'}"2, (14) 

где 5? & (У, — (a. 6") Z)(Y, — (a, 4") 2)" = тт). 
В подразделе 3.5.3. получены маргинальные функций плотности распреде- 

ления вероятностей параметров а! и 6! модели. Для параметра а! установлено, 
что 

Ка У, Yu, Хи) ~ (15) 
‘ р т т TV —~¥=1 

м {5? + {8.2 (Yen Yor Pe Учи Хич (Хи ни ) Xela) 8, 

где (да) = (а! — &!). 
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Маргинальная апостериорная функция плотности распределения вероятно- 
стей параметра b' имеет вид 

м JOIN URI т Th Ms Me Mg Me В 
где (ду) = (М! — bt), 5? & (У, — (a,b) 2)(У, — (a". 0") 2)" = ai" 

Функция плотности распределения вероятностей параметра a’, совместная 
функция плотности распределения вероятностей параметров a и 6! модели и 
маргинальные апостериорные функции плотности распределения вероятностей 
параметров а! ub! являются обобщенными функциями плотности распределения 
вероятностей Стьюдента. 

В подразделе 3.5.4. описана методика построения доверительных интервалов 
для параметров модели с использованием найденной функции плотности распре- 
деления вероятностей параметра a’ и маргинальных плотностей распределения 
вероятностей параметров а! ub! модели. 

В разделе 3.6 описан метод определения вероятностей реализаций возможных 
сценариев изменения численностей взаимодействующих популяций нормальных 
ианомальных клеток с использованием К -кратной имитации значений {a}, a) УК 
параметров a’ и а! с использованием байесовских апостериорных законов рас- 
пределения, определения соответствующего сценария изменения численностей 
изучаемых популяций для каждой пары значений af, а) с использованием анали- 
тического решения задачи Коши для линейной системы и использования комби- 
наторного определения вероятности. 

Приведен пример получения оценки вероятностей реализации различных сце- 
нариев развития клеточной популяционной системы. 

В четвертой главе решена задача параметрической идентификации нелиней- 
ной модели (6), предложенной в главе 2, по результатам экспериментов. Получен 
дискретный аналог нелинейной модели (6): 

Xis1 = hi Xi + hi, XE + hd Xi Yr 
17 Yee: = №9 Xe + BLY + Ха + BL XY + RLY, (17) 

где 

йа = hoi At + i, he = hop At, ha, = hos At, 1, = ВА, 

№, = Во +1, №, = ВА = ht, AE = hit, (18) 
я ыы hij Хо 

а параметры Л; заданы соотношениями (7). 



Анализируемая модель является линейной относительно искомых параметров, 
что позволяет обобщить на исследуемый случай результаты, полученные в главе 3 

для линейной модели. Предполагается, что измерения численностей проводятся 
через равные промежутки времени Δt. 

В разделе 4.1 решена задача нахождения точечных оценок параметров не- 
линейной модели с учетом присущих ей особенностей. Показано, что задачу 
идентификации векторов параметров первого и вектора параметров второго урав- 
нений модели (17) можно разбить на две независимые подзадачи: нахождение 
оценки параметров hd, hf, hi, определяющих динамику развития популяции 
нормальных клеток, и оценок параметров he), ... hk определяющих динамику 
развития популяции аномальных клеток. 

В разделе 4.2 изложен алгоритм проверки статистической гипотезы о виде 
закона распределения случайных возмущений исходной модели состояния. 

В разделе 4.3 на основе байесовского подхода и теории инвариантности Джеф- 
фриса построены апостериорные функции плотности распределения вероятно- 
стей для параметров нелинейной модели. Показано, что указанные функции 
подчиняются обобщенному закону Стъюдента. 

Например, плотность совместного распределения вероятностей вектора па- 
раметров модели Н& = (hd hd, hi) может быть представлена в следующем 
виде: 

ДН. 2) ~ (58 + (HY — H)(Z.20) (HE - Нд) 5. (9) 
Здесь Xo £ (Хэ,..., Хэм) © Miun(R), Ха £ (X1,..., Xon-1) © Mixn(R), а 

Zoo £ X23, (XueYou)") ‚ Н& = XZ} — оценка вектора параметров He, a 

5% ® (Xo - H{Z.) (Xo - H{Z.)". 
В разделе 4.4 найдены маргинальные апостериорные функции плотности рас- 

пределения вероятностей всех параметров математической модели (17). Напри- 
мер, маргинальная апостериорная функция плотности распределения вероятно- 
стей параметра hil, может быть представлена как 

7 02| ч ) Sr (20) 

ro {52 + (а, — Wo PU дева — 21020 Tn ба) 20 BYE, 

где 52 = (Xo — HZ) (Xo — HZ) a Zip = X20 Zoe = (КТЦ (Xu Ya)" 
В разделе 4.5 описан алгоритм построения доверительных интервалов для па- 

раметров модели на основе полученных маргинальных апостериорных функции 
плотности распределения вероятностей. 
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Основные результаты диссертационной работы 

1. Разработана и исследована линейная модель развития клеточных популяций 
нормальных и аномальных клеток при культивировании в стандартных лабора- 
торных условиях, отражающая поведение клеточных популяций при отсутствии 
ограничений на ресурсы. 

2. Разработана и исследована нелинейная модель, предназначенная для мо- 
делирования динамики развития клеточной популяционной системы в условиях 
ограниченных ресурсов. 

3. На основе баесовского подхода при ограниченных выборках эксперимен- 
тальных данных получены совместные апостериорные функции плотности рас- 
пределения вероятностей параметров предложенных математических моделей, а 
также маргинальные плотности распределения вероятностей этих параметров. 

4. Получены интервальные оценки для параметров моделей с использованием 
найденных маргинальных функций плотности распределения вероятностей. 

5. Разработана методика использования точечных оценок параметров линей- 
ной модели и законов распределения параметров для анализа возможных сцена- 
риев развития изолированной популяционной системы. 
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