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КРАТКТЙй ОТтЧЕТъ 

о дѣяткльности 

ИМПЕРАТОРСКАГО МОСКОВСКАГО ТЕХНИЧЕСКАГО УЧИЛИЩА 

за 1887—88 лклдЕмичкский годъ. 

1. Дѣятельность Педагогическаго Совѣта. 

Въ истекшемъ академическомъ году Педагогическій 
Совѣтъ имѣлъ 11 засѣданій, изъ которыхъ 2 были 

экстраординарными. 
Въ засѣданіи Совѣта 21 сентября 1887 года послѣ- 

довало избраніе министра финансовъ тайнаго совѣтника 

Ивана Алексѣевича Вышнеградскаго въ почетные члены 

Педагогическаго Совѣта. 
Въ засѣданіи Совѣта 21 декабря 1887 года была 

заслушана докладная записка профессора М. М. Чере- 
пашинскаго о необходимости возстановленія въ Училищѣ. 
преподаванія въ курсѣ строительнаго искусства отдѣла 
по водоснабженію и канализаціи городовъ, не читавша- 

гося въ Училищѣ въ теченіе нѣсколькихъ лѣтъ послѣ 

выхода въ отставку профессора П. П. Панаева. Въ виду 
ясно сознаваемой многими городами Россіи потребноети 
имѣть у себя водоснабженіе и канализацію и въ виду 
существующаго запроса на молодыхъ техниковъ съ нѣ- 

которою научною подготовкою по этому дѣлу, Совѣтъ 
вполнѣ согласился съ мнѣніемъ докладчика о необходимо- 



:- 

сти установить чтеніе лекцій по этому отдѣлу строи- 

тельнаго искусства и постановилъ ходатайствовать 

по этому поводу передъ Г. Попечителемъ Московскаго 

Учебнаго Округа. Означенное ходатайство получило 

одобреніе Г. Попечителя, и съ начала 1888 года на- 

значенъ былъ во П спеціальномъ классѣ инженерно-ме- 

ханическаго отдѣленія 1 дополнительный часъ для чтенія 

лекцій по водоснабженію и канализаціи. 

Въ засѣданіи Совѣта 25 января 1888 г. былъ окон- 

чательно выработанъ нижеслѣдующій планъ учебныхъ 

занятій для воспитанниковъ, поступившихъ въ П общій 

классъ Императорскаго Техническаго Училища въ 1886 

и 1887 годахъ. 

Г общій классъ. 

Законъ Божій (свящ. Виноградовъ). 2’ц 

Математика (доц. Шапошниковъ). ѣ., 

Начертательная геометрія (преп. Михалевскй) 3, 

Практическія занятія по начертательной гео- 

метріи (преп. Михалевскій) : ; гт-ъ; 

Теоретическая механика (проф. Жуковскій) з. 
Общій курсъ физики (проф. Щегляевъ)... 2, 

Нѣмецкій языкъ (преп. Бикъ) или французскій 

языкъ (преп. Давиньонъ). 25 
Черченіе (преп. Ронжинъ). -; 

Рисованіе (преп. Турчаниновъ) 4, 

Всгго. . з0 ч. 

П общій классъ. 

Общіе предметы. 

Законъ Божій (свящ. Виноградовъ). . ... імчн. 

Математика (доп. Шапошниковър . ....:, 

Низшая геодезія (преп. Михалевскй. .. і, 

Общій курсъ прикладной механики (про. 
3і Орловъ) 

Общій курсъ Физики проф. іи еясвь) э’охфиы



Химія неорганическая (проф. Колли). дач. 
Нѣмецкій языкъ (преп. Бикъ) или французскій 

языкъ (преп. Давиньонъ) й э. 
Техническое черченіе, въ двухъ группахъ 

(преп. Ронжинъ и преп. Гансъ). г. 
т5.ч. 

Предметы механическаго отдѣленія. 

Токарная по дереву мастерская. 6ч. 

Модельно-столярная мастерская 6, 
Токарная по металлу мастерская. 6 

Всего. 33ч. 

Предметы химическаго отдѣленія. 

Ботаника (преп. Мѣшаевъ).. дч. 

Практическія занятія по ботаникѣ (преп. м- 
шаевъ). : 4, 

Практическія занятъ.по физикѣ ;роч. саяез) 4, 

Всего. 25ч. 

П общій классъ. 

Общее предметы. 
Общій курсъ физики (про. Шегляевъ). ы: 
Химія неорганическая (проф. Колли) 1 , 

Минералогія (преп. Мѣшаевър. .... і,, 
и 5ч 

Предметы механическаго отдѣленіл. 

Интегральное исчисленіе (доц. Шапошниковъ) зи. 

Сопротивленіе матеріаловъ (доц. Худяковъ). 2 , 

Построеніе деталей машинъ (доц. Худяковъ) 2 , 

Проектированіе деталей машинъ (доц. Худя- 
ковъ) . я . 

Техническое черченіе (преп. а 6. 
Слесарная мастерская. 22, 

Всего. . з9ч. 



Предметы химическаго отдѣленія. 

Органическая химія (про». Колли) 

Аналитическая химія (доц. Павловъ). 

Практическія занятія по минералогіи (преп. 

Мѣшаевъ).. : 

Ботаника (преп. Мѣшаевъ). 

Практическія занятія по ботаникѣ (преп. 

Мѣшаевъ). .. . 

Техническое черченіе (преп. Гансъ). 

Занятія въ лабораторіи. 

ТГ спеціальный классъ. 

Общіе предметы. 

Прикладная фФизика (проф. Щегляевъ) 

Металлургія (проф. Коссовъ) 

Технологія металловъи дерева(доц. Мальценъ) 

тич. 

м 

1 „ 

з 

2, 
і2 
і-, 

Всего. . 291,ч 

р! 4 

1і, . 
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Строительное искусство (преп. Залѣсскій). 

Предметы меланическаго отдѣленія. 

Аналитическая механика (проф. Жуковскій). 
Гидравлика и водяные двигатели (проъ. 

Орловъ). 

Грузоподъемныя машины (проф. Эшлиманъ) 

(2 ч. въ1 полугодіи) . 

Проектированіе грузоподъемн. машинъ (3 ч. 

въ 3 группахъ во 2 полугоді). 

Проектированіе деталей машинъ (4 ч. въ 2 
группахъ въ 1 полугодіи). 

Химическая технологія (проф. Коссовъ). 

Слесарная мастерская 

Кузнечная мастерская. 

Литейная мастерская 

д-ч. 

2, 

. 

1 ей „ 

2 „ 

з 
с., 
з., 

3 

Всего.



-т.- 

Предметы аимическао отдѣленія. 

Органическая химія (проф. Колли.. ..з, 
Химическая технологія (проъ. Рудневъ) з 
Аналитическая химія (доц. Павловъ).. ..і, 
г . . 1 Занятія въ лабораторіи.. . . . 165,- 

Всего. Зі ч 

П спеціальный классъ. 

Общіе предметы. 
Химическая технологія (проф. Рудневъ).. 1, ч. 

Технологія волокнистыхъ веществъ, совмѣ- 

стно съ Ш спеціальнымъ курсомъ (доц. 
Федоровъ) . . ... . . . ..., 

Проектированіе по строительному искусству 
(преп. Залѣсскій) . .. т 

Статистика (преп. Фуксъ.. ..... 1, 
бн.ч 

Предметы механическаго отдѣленія. 

Термодинамика и паровыя машины (про. 
Орловъ).іоцоіиторорхув й эиниоыч. 

Земледѣльческая механика (про. Эшлимазъ) т- 
Насосы и водяные двигатели (проф.Эшлиманъ) 17,, 
Проектированіе насосовъ и водяныхъ двига- 

телей (3 часа въ 3 группахъ) ои чриз, 
Водоснабженіе и канализація (проф. Черепа- 

шинскій). хоѣ и ѣ з. 
и ин:енерноеи искусство (пров, Черепашинскій) 3 

Механическая мастерская. .......123 

Всего. 29,ч. 

Предметы химическаго отдѣленія. 

. . 

Химическая технологія (проф. Рудневъ)р., 17,, 
Органическая химія (проъ. Колли) 



, 

Технологія красильныхъ веществъ (про. 

Занятія въ лабораторіи .. . ті,, 
Всего. 29, ч. 

ШТ спеціальный классъ. 

Общее предметы. 

Химическая технологія (проф. Коссовъ)... 2ч. 
Технологія волокнистыхъ веществъ, совмѣ- 

стно со Пспеціальнымъ курсомъ (доц. 
Федоровъ).:.і. .:. кзонкзт моиий 5 

Бухгалтерія (преп. Владиміровъ). .... і, 
5ч 

Предметы механическаг отдѣленія. 

Паровые котлы и паровыя машины (проф. 
Эшлиманъ). еч е ач. 

Проектированіе котловъ и паровыхъ машинъ 

(3 часа въ 5 группахър. .....5, 
Проектированіе по инженерному искусству. 

(проф. Черепашинскій). ...........3, 
Проектированіе по технологъ. волокнистыхъ 

вещестъь (доц. Федоровъ). хо назрориикзий . 

Механическая мастерская ....... 
6б . 

Демонстративныя работы въ мастерскихъ.. 6 , 

Экскурсіи на фабрики и заводы. . ...з , 

Всего. . 28,ч. 

Предметы химическаго отдѣленіл. 

Химическая технологія (проф. Коссовър.. 3 ч. 

4 , те ля і Ру і Химическая технологія (проф. Рудневъ).. & 
Технологія красильныхъ веществъ (проФ. 

Петровъ) . . .. ... . 
. 

Проектированіе по химичеек. производствъ. 
(проф. Рудневъ) и о.ынз, 



зо- 

Проектированіе по химическ. производствъ. 
(проф. Коссовъ.. ... р. 

Проектированіе по химическ. производствъ. 
(проф. Петровъ) .. тие. .зр, 

Занятія въ лабораторіи. ......16,, 
Всего. . 

з0 ч. 

Засѣданіе Совѣта 14 марта, первое послѣ кончины 

профессора А. В. Лѣтникова, было открыто рѣчью пред- 
сѣдателя И. В. Аристова нижеслѣдующаго содержанія. 

Милостивые Государи! 

Открывая настоящее засѣданіе Педагогическаго Со- 
вѣта, я прежде всего считаю своимъ долгомъ выразить 
мое глубокое сожалѣніе о постигшей всѣхъ насъ неза- 

мѣнимой утратѣ: 28 февраля скончался всѣми уважаемый 
и всѣми любимый профессоръ А. В. Лѣтниковъ, посто- 

янно присутствовавшій во всѣхъ засѣданіяхъ Педагог. 
Совѣта и принимавшій самое дѣятельное участіе въ раз- 
рѣшеніи всѣхъ подлежавшихъ обсужденію вопросовъ.— 
Близко знакомый съ исторіею развитія учебнаго дѣла въ 

Императорскомъ Техническомъ Училищѣ со дня его 

основанія Алексѣй Васильевичъ при разрѣшеніи затруд- 
нительныхъ и спорныхъ вопросовъ весьма часто являлся 

нашимъ авторитетнымъ руководителемъ; всѣ мы охотно 

присоединялись къ его мнѣніямъ, хорошо зная, что они 

представляли собою результатъ его серьезныхъ размы- 
шленій и практической опытности. Независимо отъ сего 

Алексѣй Васильевичъ неоднократно по просьбѣ членовъ 

Совѣта принималъ на себя предсѣдательство во всѣхъ 

комиссіяхъ по разработкѣ учебнаго плана Император- 
скаго Техническаго Училища и здѣсь во всей полнотѣ 

высказывались глубина его мысли, его огромная эруди- 
ція и его близкое знакомство съ постановкою учебнаго 
дѣла во всѣхъ высшихъ учебныхъ заведеніяхъ, не только 

русскихъ, но иностранныхъ. Составленные подъ его ру- 



—-о- 

ководствомъ учебные планы принимались Совѣтомъ почти 

безъ измѣненій и давали благотворные результаты. 
Тяжкая болѣзнь сломила сильную натуру Алексѣя 

Васильевича такъ незамѣтно и такъ неожиданно для 

всѣхъ насъ, что съ большимъ трудомъ приходится ми- 

риться съ мыслью о совершившемся фактѣ. Я пола- 

гаю, что всѣми нами чувствуется и живо сознается, что 

Алексѣй Васильевичъ умеръ для насъ только въ Ффизи- 

ческомъ смыслѣ и что его высокій умственный и нрав- 
ственный образъ будетъ долго жить между нами и бу- 
детъ служить для насъ примѣромъ въ нашей дальнѣй- 
шей педагогической дѣятельности. 

Предлагаю, Милостивые Государи, почтить память 

усопшаго вставаніемъ. 

Вслѣдъ за симъ профессоръ ©. Е. Орловъ произ- 
несъ нижеслѣдующую рѣчь. 

Милостивые Государи! 

Прошу позволенія сказать нѣсколько словъ по по- 

воду понесенной нами недавно тяжелой утраты. 
28 Февраля въ 4/, ч. утра скончался нашъ дорогой 

и незабвенный товарищъ, Алексѣй Васильевичъ Лѣтнаи- 
ковъ. 

Первый разъ наше засѣданіе будетъ происходить въ 

отсутствіи этого наиболѣе уважаемаго и вліятельнаго 
члена Педагогическаго Совѣта. Трудно привыкнуть къ 

мысли, что уже никогда мы его не увидимъ среди насъ, 

никогда не услышимъ его честнаго и правдиваго голоса.. 

Но у насъ остались дорогія воспоминанія о немъ, какъ 

нашемъ сотрудникѣ, членѣ нашей корпораціи. Воспо- 
минанія эти еще такъ живы у всѣхъ насъ, что мнѣ не 

трудно вызвать ихъ въ вашей памяти. 

Давно ли всѣ мы, по привычкѣ, обращались къ 

этому опустѣлому теперь мѣсту, ожидая услышать ясно 

Формулированное и убѣдительное, всегда основательное 

и искреннее мнѣніе по тому или другому вопросу, за- 
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нимавшему наше вниманіе, и это мнѣніе почти всегда 

было окончательнымъ и рѣшающимъ для нашихъ поста- 

новленій. Такая первенствующая роль, которую всѣ мы 

охотно уступали покойному, не была результатомъ само- 

любивыхъ стремленій съ его стороны или борьбы партій 

съ нашей стороны, —это было лишь справедливою данью 

сильному уму и громадному трудолюбію покойнаго, ко- 

торый со времени преобразованія Ремесленнаго Учебнаго 
Заведенія въ высшее Техническое Училище посвятилъ 

свои силы разработкѣ вопросовъ, возникшихъ при этомъ 

преобразованіи, учебныхъ, воспитательныхъ и админи- 

стративныхъ. Между всѣми нами онъ обладалъ такою 

обширной опытностью въ этомъ дѣлѣ, что по всякому 

вопросу, занимавшему насъ въ данное время, всегда 

могъ дать необходимыя историческія справки и указанія 

и тѣмъ содѣйствовать правильному его разрѣшенію. Мы 
имѣли въ немъ вѣрнаго и честнаго товарища, на кото- 

раго всегда можно было спокойно и довѣрчиво поло- 

житься, зная, что даже въ нашемъ отсутствіи, если 

только Алексѣй Васильевичъ былъ въ Совѣтѣ (а онъ ни 

разу, кажется, этимъ не манкировалъ), не будетъ сдѣлано 

по интересующему насъ вопросу постановленія, съ ко- 

торымъ мы не могли бы потомъ согласиться. 

Съ особенной любовію занимался покойный Алексѣй 

Васильевичъ разработкою вопросовъ учебныхъ и педаго- 

гическихъ, составленіемъ учебныхъ плановъ и преобра- 

зованіемъ учебныхъ порядковъ, которыя предпринима- 

лись, большею частію, по его иниціативѣ и осущест- 

влялись по его мысли. Можетъ быть, не всегда эти пре- 

образованія имѣли достаточную степень устойчивости, не 

всегда вводились съ надлежащей послѣдовательностью; 

но это неизбѣжно въ исторіи всякаго высшаго учебнаго 

заведенія, переживающаго періодъ своего развитія и само- 

усовершенствованія, и мы, оглядываясь на прошедшее, 

съ гордостію можетъ утверждать, что Педагогическій 

Совѣтъ, душою котораго былъ покойный Алексѣй Ва- 

сильевичъ, добросовѣстно выполнилъ трудную задачу 

организаціи Техническаго Училища въ ту пору, когда



и на западѣ Европы вновь возникавшія политехническія 
школы не имѣли еще достаточнаго опыта въ своемъ 

прошедшемъ. 

Съ особенною привлекательностію возстаетъ передъ 
нами нравственный образъ почившаго, какъ гуманнаго 
воспитателя юношества, на которое онъ производилъ 
неотразимое впечатлѣніе своимъ возвышеннымъ образомъ 
мыслей, прямотою и искренностію своего характера, не- 

подкупной честностію и неуклоннымъ, почти суровымъ 
исполненіемъ долга. Не смотря на кажущуюся недоступ- 
ность этого человѣка, молодежь, хорошо знавшая его 

сердце, смѣло обращалась къ нему въ трудныя минуты 
своей жизни за совѣтомъ и ходатайствомъ и никогда 

не ошибалась въ своей вѣрѣ въ него. Мы всѣ помнимъ, 
какъ самый, повидимому, незначительный случай изъ 

внутренней жизни Училища поглощалъ много времени 
для обсужденія въ нашихъ засѣданіяхъ только потому, 
что покойный Алексѣй Васильевичъ останавливалъ на 

немъ наше вниманіе съ цѣлію изыскать наилучшій спо- 

собъ разрѣшенія вопроса въ интересахъ воспитатель- 

наго дѣла. 

Какъ ученый и профессоръ, А. В. Лѣтниковъ на- 

всегда сохранитъ свое имя въ исторіи русской науки и 

просвѣщенія; при своей жизни онъ достигъ высшихъ 

ученыхъ почестей и былъ окруженъ всеобщимъ уваже- 
ніемъ своихъ учениковъ и товарищей по профессіи. 

И такого человѣка, еще въ полномъ цвѣтѣ силъ и 

таланта, мы безвозвратно лишились, лишились въ такое 

время, когда его умъ и опытность могли бы оказать 

незамѣнимыя услуги дорогому для него учрежденію въ 

настоящемъ переходномъ его состояніи. Но мы навсегда 

сохранимъ о немъ благодарное воспоминаніе и въ тру- 
дахъ своихъ будемъ руководиться тѣми же идеалами до- 

бра и истины, которыми одушевленъ былъ покойный въ 

своемъ служеніи дѣлу просвѣщенія. 
Милостивые Государи! Вамъ предстоитъ обсудить 



нынѣ рѣшеніе вопроса, чѣмъ можемъ мы достойно поч- 

тить память почившаго. 

Съ своей стороны имѣю честь внести на ваше об- 
сужденіе слѣудующіи предложенія: 

1) напечатать подробную бографю А В. Лѣтникова. 
какъ ученаго и педагога, поручивъ составленіе ея од- 

ному изъ членовъ Педагогическаго Совѣта; 
2) издать курсъ его лекцій и упражненій по сохра- 

нившимся рукописямъ и литографіямъ, подъ редакціей 
избранной Вами комиссіи; 

3) въ залѣ засѣданій Педагогическаго Совѣта повѣ- 

сить портретъ покойнаго для вѣчнаго о немъ воспоми- 

нанія и поученія грядущихъ поколѣній учащихся. 

По выслушаніи рѣчей въ Совѣтѣ постановили: 

1) почтить память покойнаго профессора А. В. Лѣтни- 
кова въ сороковой день кончины его поминовеніемъ въ 

церкви Училища, 2) издать его біографію и курсы матема- 

тики, читанные имъвъ Техническомъ Училищѣи3)хода- 
тайствовать: а) объ открытіи подписки для образованія 
капитала на выдачу премій за ученые труды по приклад- 
ной математикѣ и б) о разрѣшеніи повѣсить въ акто- 

вомъ залѣ Училиша портретъ покойнаго. 

Въ томъ же засѣданіи Совѣта обсуждался вопросъ о 

преподаваніи математики во Ши Ш общ. кл. по тѣмъ 

отдѣламъ, которые читалъ покойный профессоръ А. В. 
Лѣтниковъ. Чтеніе лекцій по этимъ отдѣламъ математики 

поручено доценту Нн.х. Шапошникоэву. 
Въ засѣданіи Совѣта 19 апрѣля 1888 г. заслушана 

докладная записка доцента П, К. Худякова о необходи- 
мости ему имѣть съ будущаго учебнаго года въ Шобщ. 
и П спеціал. классахъ механич. отдѣлъ. ассистента для 

занятій съ учащимися проектированіемъ деталей машинъ 

въ виду многолюдности того и другого класса. Совѣтъ 
по обсужденіи этого вопроса вполнѣ согласился съ мнѣ- 

ніемъ П. К. Худякова и своевременно озаботился при- 
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глашеніемъ для этихъ занятій особаго лица, которое было 
бы практически знакомо съ проектированіемъ машинъи 

которому, слѣдовательно, въ будущемъ, при дальнѣй- 

шемъ слѣдованіи этихъ многолюдныхъ классовъ, могли 

бы быть предложены также занятія проектированіемъ и 

по другимъ отдѣламъ машиностроенія. Какъ таковое лицо 

былъ избранъ Совѣтомъ инженеръ-механикъ А. П. Гав- 
риленко. 

П Личный составъ служащихъ. 

а) Почетные члены Педагогическаго Совѣта. 

Его ИмпкрлАтоРсков Высочкство Великій 

Князъь Константинъ Николаевичъ. 

Его ИмпЕврлтоерсков Высочквство Николай 

Максимиліановичъ Романовскій, герцогъ Лихтен- 

бергскій. 

Генералъ-адъютантъ, генералъ отъ кавалеріи, князь 

Владиміръ Андреевичъ Долгоруковъ. 

Дѣйствительный тайный совѣтникъ, графъ Дмитрій 

Андреевичъ Толстой. 

Тайный совѣтникъ Иванъ Алексѣевичъ Вышнеград- 

скій (съ 21 сентября 1887 года). 

Академикъ, тайный совѣтникъ Пафнутій Львовичъ 

Чебышевъ. 

Предсѣдатель Импирлторсклго Русскаго Техническаго 

Общества, Петръ Аркадьевичъ Кочубей. 

Тайный совѣтникъ Петръ Гоновичъ Губонинъ. 

Военный инженеръ, генералъ-маіоръ Амандъ Егоро- 

вичъ Струве. 
Президентъ технологическаго института въ Бостонѣ, 

профессоръ Джонъ Рункль. 
Дѣйствительный статскій совѣтникъ Викторъ Кар- 

ловичъ Делла-Вось.
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Дѣйствительный статскій совѣтникъ Дмитрій Ивано. 
вичъ Менделѣевъ. 

6) Корреспондентъ Совѣта. 

Инженеръ Александръ Веніаминовичъ Баріи. 

в) Управленіе училищемъ и служащіе въ ономъ по адми- 
нистративной и учебно-воспитательной части. 

Попечитель Московскаго Учебнаго Округа, графъ 
Павелъ Алексѣевичъ Капнистьъ. 

Исправляющій должность директора, инспекторъ учи- 
лища, дѣйствительный статскій совѣтникъ Иванъ Ва- 
сильевичъ Аистовъ. 

Исправляющій должность инспектора, коллежскій со- 

вѣтникъ Василій Оедоровичъ Давыдовскій. 
Исправляющій должность помощника инспектора, кол- 

лежскій совѣтникъ Николай Петровичъ Циркуновъ. 

Профессоры: 

Прикладной ме- Орловъ, Оедоръ Евпловичъ, ма- 

ханики: гистръ чистой математики Москов- 
скаго университета, статскій со- 

вѣтникъ. 

Химической тех- Коссовъ, Ильдехонсъ Казимиро- 
нолоіи и металъ- вичъ, магистръ химической техно- 

лургіи: логіи, дѣйствительный статскій со- 

вѣтникъ. 

Химической тех- Рудневъ, Владиміръ Матвѣевичъ,. 
нологіи: магистръ химіи С.-Петербургскаго 

университета, статскій совѣтникъ. 

Высшей матема- Лѣутниковъ, Алексвй Василье- 

тики: вичъ, докторъ чистой математики и 

членъ - корреспондентъ Император- 
ской Академіи Наукъ, дѣйствитель- 

и и кии ный статскій совѣтникъ (4 28 фев- 

раля 1888 г.). 



Строительнаго ис- 

кусства: 

Составленія про- 

ектовъ машинъ и 

заводовъ: 

Химической тех- 

нологіи по отдѣлу 

крашенія: 

Органической и 
неорганической хи- 

міи: 

Общей и прик- 
ладной физики: 

Аналитической 

механики: 

По каеедрѣ хи- 

міи: 

По каведрѣ тех- 

нологіи металловъи 
дерева: 
По каведрѣ тех- 

нологіи красиль- 

ныхъ веществъ: 

По каэедрѣ ма- 

шиностроенія: 
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Черепашинскій, Михаилъ Ми- 

хайловичъ, состоящ. въ М-мъ кл. 

по чинопр. 

Эшлиманъ, Александръ Карло- 

вичъ, кандидатъ математическихъ 
наукъ С.-Петербургскаго Универ- 
ситета, инженеръ-технологъ 1-го 
разряда, статскій совѣтникъ. 
Петровъ, Петръ Петровичъ, уче- 
ный инженеръ-технологъ, коллеж- 
скій совѣтникъ 
1888 г.). 

Колли, Александръ Андреевичъ, 
магистръ химіи Московскаго уни- 

(съ 11 хевраля 

верситета, статскій совѣтникъ. 

Щегляевъ, Владиміръ Сергѣе- 

вичъ, магистръ физики Московскаго 

университета, сост. въ М-мъ кл. по 

чинопр. 
Жуковскій, Николай КЕгоровичъ, 

докторъприкладной математики Мо- 

сковскаго Университета, статскій со- 
вѣтникъ. 

Доценты: 

Павловъ, Владиміръ Евграфовичъ, 
кандидатъ С.-Петербургскаго Уни- 

верситета, коллежскій секретарь. 
Мальцовъ, Павелъ Ивановичъ, 

инженеръ-механикъ, коллежскій се- 

кретарь. 
Петровъ, Петръ Петровичъ, уче- 
ный инженеръ-технологъ, коллеж- 

скій совѣтникъ (по 

1888 г.). 
Худяковъ, Петръ Кондратьевичъ, 

1П оевраля 

ученый инженеръ-механикъ, губерн-



По каеедрѣ вы- 

сшей математики: 

По каведрѣ тех- 

нологіи волокнис- 

тыхъ веществъ: 

Михалевскій, 
вѣтникъ. 

Карельскихъ, 
механикъ. 

скій секретарь (онъ же секретарь 
Педагогическаго Совѣта). 
Шапошниковъ, Николай Але- 

ксандровичъ, магистръ чистой ма- 

тематики МосковскагоУниверситетя, 
статскій совѣтникъ. 

Фе лоровъ, Семенъ Андреевичъ, 
инженеръ-механикъ, сост. въ МП-мъ 
кл. по ыи 

1888 г.). 
чинопр. (съ февраля 

Гепетиторы: 
Иванъ Елеазаровичъ, статскій со- 

Константинъ Павловичъ, инженеръ- 

Тумскій, Константинъ Ивановичъ, коллежскій со- 

вѣтникъ. 

Гавриленко, Александръ Павловичъ, инженеръ- 
механикъ (съ 27 августа 1888 г.). 

По каеедрѣ ме- 

ханики; 

По каеедрѣ фи- 

зики; 

Главный лабо- 

рантъ; 

Помощникъ глав- 

наго лаборанта: 

Ассиствиты: 

Румянцевъ, Василій Алексѣе- 

вичъ, инженеръ-механикъ, губерн- 
скій секретарь. 
Величковскій, Анатолій Пор- 
фирьевичъ, кандидатъ С.-Петербург- 
скаго Университета, коллежскій се- 

кретарь. 

Лаборанты: 

Никитинскій, Яковъ Яковле- 

вичъ, ученый инженеръ-технопогъ, 
коллежскій совѣтникъ. 
Поляковъ, Александръ Андрее- 
вичъ, инженеръ-технологъ, коллеж- 

скій секретарь, 
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Помощникъглав- Куклинъ, Евгеній Владиміро- 
наго лаборанта: вичъ, кандидатъ С.-Петербургскаго 

Университета, коллежскій секретарь 
(по 8 января 1888 г.). 

Законоучитель: 

Виноградовъ, Николай Сергѣевичъ, священникъ, 
кандидатъ богословія. 

Преподаватели: 
Механической Федоровъ, Семенъ Андреевичъ, 

технологіи; инженеръ-механикъ (по 11 февраля 
1888 г.). 

Строительнаго Залѣсскій, Василій Герасимо- 
искусства: вичъ, коллежскій совѣтникъ. 

Французскаго Давиньонъ, Левъ Францовичъ, 
языка: статскій совѣтникъ. 

Нѣмецкаго языка: Бикъ, Евгеній Николаевичъ, стат- 

скій совѣтникъ. 

Естественной ис- Мѣшаевъ, Викторъ Дмитріевичъ, 
торіи: статскій совѣтникъ. 

Статистики: Фуксъ, БВладиміръ Александро- 
вичъ, надворный совѣтникъ. 

Бухгалтеріи: Владиміровъ, Моисей Евстафіе- 
вичъ, коллежскій ассесоръ. 
Гансъ, Адольфъ Христофоровичъ, 
коллежскій совѣтникъ. 

Черченія: Ронжинъ, Николай Васильевичъ, 
коллежскій секретарь (онъ же биб- 

р<нинзиниинини ліотекарь по 9 ноября 1887 г.). 
Рисованія: Турчаниновъ, Капитонъ Оедо- 

ровичъ, статскій совѣтникъ. 

Учители: 

Церковн. пѣнія: Мамонтовъ, Викторъ Николае- 

вичъ, хормейстеръ Императорскихъ 
Московскихъ театровъ. 
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Ганцованія. Литавкинъ, Спиридонъ Алексан- 

дровичъ, артистъ Императорскихъ 
Московскихъ театровъ. 

Воспитатели: 

Пѣвницкій, Викторъ Ивановичъ, статскій совѣт- 

никъ. 

Пахорскій, Николай Адріановичъ, титулярный 
совѣтникъ (по 1 марта 1888 г.). 

Дмитревскій, Иванъ Петровичъ, коллежскій се- 

кретарь, (онъ же библіотекарь съ 9 ноября 1887 г.). 
Смирновъ, Владиміръ Александровичъ, дѣйстви- 

тельный студентъ Московскаго Университета (испр. должн. 

съ 1 марта 1888 г.). 

Письмоводитель при инспекторъ»: 

Кречетовъ, Петръ Семеновичъ, (онъ же помощ- 

никъ библіотекаря). 

Служащіе по хозяйственной и административной 
части: 

И. д. помощника 

директора по хо- П анинъ, Павелъ едоровичъ, 
зяйственной части: титулярный совѣтникъ. 

Правитель дѣлъ: Еремѣевъ, ОВедоръ Дмитріевичъ, 
коллежскій ассесоръ. 

Бухгалтеръ: Лакашинъ, Владиміръ Петро- 
вичъ, надворный совѣтникъ. 

Архитекторъ: Каминскій, Александръ Степа- 

новичъ, коллежскій секретарь (по 
30 января 1889 г.). 

И. д. эконома: Поляковъ, Андрей Гавриловичъ, 
коллежскій совѣтникъ. 

Казначей иполи- Фроловъ, Сергѣй Николаевичъ, 
цеймейстеръ; надворный совѣтникъ. 

Кастелянша: Хавская, Елизавета Алексѣвна. 



Священникъ: 

Діаконъ: 

Церковный ста- 

роста: 

Врачъ: 

Сверхштатный 
врачъ. 

Старшій 
шеръ: 

фельд- 

Младпий охельд- 

шеръ: 

зо - 

При церквни: 

Виноградовъ, Николай Сергѣе- 
вичъ, кандидатъ богословія, 
Соколовъ, Яковъ ШИвановичъ, 
(на вакансіи псаломщика). 
Бородинъ, Николай Михайло- 

вичъ, потомственный почетный гра- 
жданинъ. 

При лазаретъ»: 

Карлинъ, Михаилъ Арсеньевичъ, 
дѣйствительный статскій совѣтникъ. 

Боголюбовъ, Мелитонъ Петро- 
вичъ, коллежскій совѣтникъ. 

Вороновъ, Петръ Никитичъ, 
коллежскій регистраторъ. 
Кирилловъ, Александръ Кирил- 
ловичъ, коллежскій регистраторъ. 

Учебныя мастерскія и меланическій заводь. 

Инспекторъ уче- 
бныхъ мастерскихъ 

Павелъ 

вичъ, губернскій секретарь. 
Протопоповъ, Петро- 

Завъдующіе механическимъ заводомъ: 

Главный инже- 

неръ механикъ: 

Помощникъ глав- 

наго инженеръ-ме- 
ханика: 

Б - т. 

ухгалт еръ. 

Пермяковъ, Александръ Ивано- 

вичъ, коллежскій секретарь. 
Петровъ, Никаноръ Петровичъ, 
коллежскій секретарь. 

Липинскій, Госифъ Оомичъ, стат- 

скій совѣтникъ. 

Завѣдующіе отдѣльными мастерскими: 

Учебно - слесар- 
ною: 

Павелъ Петро- Протопоповъ, 
вичъ, губернскій секретарь, 



Чертежною: 

Токарною по де- 

реву: 

Кузнечною: 

Модельною: 

Токарною по ме- 

таллу: 
Литейною: 
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Варениковъ, Ипполитъ Геор- 
гіевичъ, инженеръ - механикъ (по 
23 сентября 1887 г.). 
Перловъ, Владиміръ Флорентъе- 
вичъ, инженеръ-механикъ (временно 
исправляющій должность по де- 

кабрь 1887 г.). 
Шестковъ, Сергѣй Сергѣевичъ, 
инженеръ-механикъ (по найму съ 

Т января 1888 г.). 
Ларіоновъ, Герасимъ Ларіоно- 
вичъ, ученый мастеръ (по 1 іюля 
1888 г.). 
Козловъ, Владиміръ Ильичъ, мас- 

теръ (испр. д. съ 1 іюля 1888 г.). 
Буровъ, Семенъ Васильевичъ, уче- 
ный мастеръ. 
Михайловъ, Андрей Михайловичъ, 
ученый мастеръ. 
Поповъ, Степанъ Дмитріевичъ, 
ученый мастеръ. 
Веревкинъ, Павелъ Ивановичъ, 
ученый мастеръ (по Піюня 1888 г.). 
Ларіоновъ, Герасимъ Ларіоновичъ 
ученый мастеръ (съ 1 іюля 1888 г). 

Служащіе при мастерскихъ: 

Магазинъ — вах- 

теръ: 
Дюмуленъ, Ипполитъ Генрихо--. 
вичъ, коллежскій совѣтникъ (испр. 
д. понайму по 15 сентября 1887г.. 
Михайловъ, Иванъ Николаевичъ, 
конторщикъ (временно испр. д. по 

10 ноября 1887 г.). 
Доковскій, Нарцызъ Петровичъ, 
дворянинъ (по найму съ 10 ноября 
1887 т.). 
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Смотритель ма- Благообразовъ, Николай Ива- 

стерскихъ: новичъ, потомственный почетный 

гражданинъ. 

г) Движеніе по службѣ. 

Уволены по прошсеніямь: отъ должности—воспита- 
теля, титулярный совѣтникъ Пахорскій--съ 1 марта 
1888 года; завѣдующаго чертежною мастерскою, инже- 

неръ-механикъ Варениковъ—-съ 23 сентября 188Тг. 
и библіотекаря, коллежскій секретарь Ронжинъ—съ 
9 ноября 1887 года; отѣ службы по найму: и. д. ма- 

газинъ-вахтера коллежскій совѣтникъ Дюмуленъ—съ 
15 сентября 1887 года; оть дѣйствительной службы 
вь отставку: завѣдующій литейною мастерскою ученый 
мастеръ Веревкинъ—съ 1 іюня 1888 года. 

Уволенъ оть службы: помощникъ главнаго лаборанта 
коллежскій секретарь Куклинъ—съ 8 января 1888 г. 

Умерѣ: профессоръ высшей математики дѣйствитель- 
ный статскій совѣтникъ Лѣтниковъ — 28 февраля 
1888 года. 

Опредѣлены: репетиторомъ, инженеръ-механикъ Га- 

вриленко—съ 27 августа 1888 года; и. д воспита- 

теля, дѣйствительный студентъ Московскаго Универси- 
тета Смирновъ—съ 1 марта 1888 года; и. д. завѣ- 

дующаго токарною по дереву мастерскою, мастеръ Коз- 
ловъ—съ 1 іюля 1888 года; магазинъ-вахтеромъ дво- 

рянинъ Доковскій-—-съ 10 ноября 1887 г.и завѣдую- 
щимъ чертежною мастерскою, инженеръ-механикъ Ше- 
стковъ—съ 1 января 1888 года (послѣдніе двое изъ 

платы по найму). 
Назначены: доцентъ по каДедрѣ технологіи красиль- 

ныхъ веществъ коллежскій совѣтникъ Петровъ—про- 
фессоромъ химической технологіи по отдѣлу крашенія и 

преподаватель механической технологіи инженеръ-меха- 
никъ Федоровъ—-доцентомъ по каоедрѣ технологіи 
волокнистыхъ веществъ, оба съ 11 февраля 1888 года; 
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завѣдующій токарною по дереву мастерскою ученый ма- 

стеръ Ларіоновъ—-завѣдующимъ литейною мастер- 
скою съ 1 іюля 1888 года; преподаватели черченія: кол- 

лежскій совѣтникъ Гансъи коллежскій секретарь Рон- 
жинъ-—-членами Педагогическаго Совѣта на 18387—88 

учебный годъ съ 4 сентября 1887 года и воспитатель 

коллежскій секретарь Дмитревскій—библіотекаремъ 
съ 9 ноября 1887 года (послѣдніе трое съ оставленіемъ 
въ занимаемыхъ должностяхъ). 

Временно поручалось исправленіе обязанностей: про- 
Фессору Эшлиману по должности директора —съ 

9 ноября по 2 декабря 1887 года; инженеръ-механику 
Перлову по должности завѣдующаго чертежною ма- 

стерскою—съ сентября по декабрь мѣсяцы 1887 годаи 

конторщику Михайлову по должности магазинъ—-вах- 

тера—съ 15 сентября по 10 ноября 1887 года. 

Избраны: въ почетные члены Педагогическаго Со- 
вѣта тайный совѣтникъ Вышнеградскій —21 сен- 

тября 1887 года; въ секретари Педагогическаго Совѣта 
на 18837—88 учебный годъ губернскій секретарь Ху- 
дяковъ—-21 сентября 1887 года. 

Произведены за выслугу лѣтьосо старшинствомо: въ 

статскіе совѣтники—бухгалтеръ при мастерскихъ Ли- 
пинскій (по службѣ при Московской Контрольной эк- 

спедиціи Собственной Его Импкраторсклго ВкличествА 

Канцеляріи по учрежденіямъ ИмпирлтРицы Млви); въ ти- 

тулярные совѣтники: и. д. помощника директора по хо- 

зяйственй части Папинъ-съ 30 января 1887 года и 

въ коллежскіе секретари: главный инженеръ-механикъ 
Пермяковъ—съ 10 іюля 1887 года. 

Утверждено, въ чинѣ коллежскаго секретаря: вос- 

питатель Дмитревскій по степени кандидата Москов- 
скаго университета—со старшинствомъ съ 1П іюня 
1887 года. 

Награждены орденами: Ов. Станислава 2-й ст.— 
профессоръь Черепашинскій и отъ политехническа- 

го музея въ Москвѣ профессоръ Петровъи (С8. Ста- 
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нислава 3 ст. инспекторъ учебныхъ мастерскихъ Про- 
топоповъ, доцентъ Федоровъ, репетиторъ Ка- 

рельскихъ и преподаватель Гансъ. 

д) Высочайшія повелѣнія и особыя распоряженія. 
Госудлеъ Импкраторъ, по всеподданнѣйшему докла- 

ду Г. Министра Народнаго Просвѣщенія, въ 11 день 

февраля 1888 года Высочлише соизволилъ на назначеніе 

доцента Имперлторсклго Московскаго Техническаго Учи- 
лища ученаго инженеръ-технолога коллежскаго совѣт- 

ника Петрова и преподавателя механической техно- 

логіи того же училища инженеръ-механика Федорова 
—перваго изъ нихъ профессоромъ по каоедрѣ химиче- 

ской технологіи по отдѣлу крашенія, а послѣдняго —до- 

центомъ по каеедрѣ технологіи волокнистыхъ веществъ, 
съ производствомъ имъ содержанія согласно & 45 дѣй- 
ствующаго устава названнаго училища на счетъ сво- 

бодныхъ суммъ училища. 

Госудаѣъ ИмпЕрлторъ, по всеподданнѣйшему докладу 
Г. Министра Народнаго Просвѣщенія о пожертвованіи 
потомственною почетною гражданкою Маріею Морозо- 
вою капитала в 30.000 рублей для употребленія про- 
центовъ на расходы по командировкѣ за границу одно- 

го изъ воспитанниковъ, окончившихъ курсъ въ Импев- 
РАгоРскомъ Московскомъ Техническомъ Училищѣ, въ 16 

день іюля 1888 года Высочлйше соизволилъ на приня- 
тіе означеннаго пожертвованія и на предоставленіе Ми- 

нистерству Народнаго Просвѣщенія права утвердить пра- 
вила объ употребленіи процентовъ съ сего капитала и 

Высочайше повелѣлъ благодарить жертвовательницу. 
Въ силу такого Высочайшаго повелѣнія Господи- 

номъ Министромъ Народнаго Просвѣщенія 23 іюля 
1838 года утверждены нижеслѣдующія правила о капи- 

талѣ, пожертвованномъ потомственною почетною гра- 
жданкою Маріею Оеодоровною Морозовою Император- 
скому Московскому Техническому Училищу. 

1, На проценты съ капитала тридцать тысячѣ 
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рублей, пожертвованнаго потомственною почетною гра- 
жданкою Маріею Оеодоровною Морозовою, за удержа- 
ніемъ изъ нихъ въ казну государственнаго сбора, по 

закону 20 Мая 1885 г., ежегодно командируется за 

границу одинъ изъ воспитанниковъ, православнаго ис- 

повѣданія и русскаго происхожденія, окончившихъ 

курсъ въ Импвраторскомъ Московскомъ Техническомъ 
Училищѣ, для практическаго пріобрѣтенія техническихъ 

знаній, могущихъ имѣть примѣненіе на существующихъ 
въ Россіи фабрикахъ и заводахъ. 

2. Означенный капиталъ, заключающійся въ 5% госу- 
дарственныхъ бумагахъ, составляя неотъемлемую собствен- 
ность названнаго училища и оставаясь навсегда непри- 
косновеннымъ, хранится въ Московскомъ Губернскомъ 
Казначействѣ въ числѣ спеціальныхъ средствъ заве- 

денія. 
3. Кандидаты для командировки избираются Педаго- 

гическимъ Совѣтомъ Импкрлторсклго Московскаго Тех- 
ническаго Училища изъ лицъ, указанныхъ въ ст. 1 

сихъ правилъ. 

4. Протоколъ Педагогическаго Совѣта по сему пред- 
мету сообщается Маріи Оеодоровнѣ Морозовой или мужу 
ея Тимооею Саввичу Морозову, для утвержденія состо- 

явшагося избранія. Послѣ смерти Морозовыхъ утвер- 
жденіе избраннаго кандидатя предоставляется Попечителю 
Московскаго Учебнаго Округа. 

5. Время и условія командировки опредѣляются Пе- 
дагогическимъ Совѣтомъ Училища. 

6. Образовавшіяся по какимъ-либо причинамъ сбе- 

реженія присоединяются къ капиталу для приращенія его. 

Госудльъ Императоръ, по всеподданнѣйшему докладу 
Г. Министра Народнаго Просвѣщенія, въ 21 день авгу- 
ста 1888 года Всемилостивѣйшіе соизволилъ на откры- 
тіе между служащими въ Импирлторскомъ Московскомъ 
Техническомъ Училищѣ и бывшими учениками умершаго 



профессора сего Училища Лѣтникова добровольной под- 
циски для образованія капитала на выдачу преміи имени 

А. В. Лѣтникова за ученые труды по прикладной 
математикѣ. 

По распоряженію Господина Министра Народнаго 
Просвѣщенія пріемъ евреевъ, желающихъ получить об- 
разованіе въ Импирлторскомъ Московскомъ Техническомъ 
Училищѣ, ограниченъ тремя процентами. 

По распоряженію Господина Министра Народнаго 
Просвѣщенія, изложенному въ предложеніи Г. Попечи- 
теля Московскаго Учебнаго Округа отъ 9 ноября 1887 

года за № 11931, и.д. директора Императорскаго Тех- 
ническаго Училища, инспекторъ, дѣйствительный стат- 

скій совѣтникъ Аистовъ былъ командированъ по дѣ- 
ламъ службы въ С.-Петербургъ. Въ означенной коман- 

дировкѣ находился съ 9 ноября по 2 декабря 1887 г. 

На основаніи Высочлйшлаго повелѣнія, послѣдовав- 
шаго въ 5 день декабря 1881 г., Господинъ Министръ 
Народнаго Просвѣщенія 27 января 1888 года изволилъ 

утвердить нижеслѣдующее положеніе о стипендіи имени 

умершаго Манухактуръ Совѣтника Герасима Ивановича 

Хлудова при Императорскомъ Московскомъ Техническомъ 
Училищѣ. 

1. На проценты съ капитала въ десять тыслчь руб., 
завѣщаннаго умершимъ Мануфактуръ Совѣтникомъ Ге- 

расимомъ Ивановичемъ Хлудовымъ, за удержаніемъ суммы 
на основаніи закона 20 мая 1885 г., учреждается при 
ИмпкрАторскомъ Московскомъ Техническомъ Училищѣ 
одна стипендія имени завѣщателя. 

2. Означенный капиталъ, заключающійся въ пяти- 

процентныхъ государственныхъ банковыхъ билетахъ, 
признается. неприкосновеннымъ, а на содержаніе сти- 

пендіата употребляются только проценты въ размѣрѣ 
установленной за содержаніе пансіонеровъ платы. Излиш- 
ніе проценты причисляются къ капиталу. Капиталъ хра- 
нится въ Московскомъ Губернскомъ Казначействѣ вмѣстѣ 
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съ спеціальными суммами Импкраторскаго Московскаго 
Техническаго Училища. 

3. Стипендія должна быть предоставляема только 

круглымъ сиротамъ, изъ дѣтей бѣднѣйшихъ обывателей 

города Москвы, православнаго вѣроисповѣданія. Выборъ, 
стипендіата принадлежитъ дочерямъ Герасима Ивановича 

Хлудова: Прасковьѣ Прохоровой, Клавдіи Востряковой, 
Александрѣ Найденовой и Любови Лукутиной по ихъ 

взаимному соглашенію, послѣ же ихъ смерти Москов- 

скому Купеческому Обществу. 
4. Стипендія предоставляется лицу, удовлетворяющему 

требованію ѣ Зи выдержавшему пріемное испытаніе въ 

Импкрлторскомъ Московскомъ Техническомъ Училищѣ на 

общемъ основаніи. 

5. Стипендіатъ по опредѣленію Педагогическаго Со- 
вѣта, уволенный изъ числа учениковъ за неодобритель- 
ное поведеніе, лишается стипендіи, о чемъ немедленно 

доводится до свѣдѣнія лицъ или учрежденія, коимъ при- 
надлежитъ выборъ стипендіата, для избранія другого 
лица. Стипендіату, оставшемуся на второй годъ въ од- 

номъ и томъ же классѣ, стипендія можетъ быть сохра- 
нена только по особо уважительнымъ причинамъ, напр. 
тяжкой продолжительной болѣзни, и при томъ во время 
всего курса лишь одинъ разъ. 

6. Начальство ИмпЕерлторсклго Московскаго Техниче- 
скаго Училища два раза въ годъ, по истеченіи каждаго 

полугодія, увѣдомляетъ лицъ или учрежденіе, поимено- 

ванныхъ въ п. 3 сего положенія, объ успѣхахъ и пове- 

деніи стипендіата. 
7. Пользованіе стипендіею не налагаетъ на стипен- 

діата никакихъ обязательствъ. 

Господинъ Министръ Народнаго просвѣщенія въ ви- 

дахъ упроченія въ будущемъ существованія Импирлтов- 
скаго Московскаго Техническаго Училища призналъ не- 

обходимымъ дарованіе Училищу новаго устава, согласо- 
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ваннаго съ положеніемъ, въ которое оно поставлено пе- 

реходомъ въ вѣдѣніе Министерства Народнаго Просвѣ- 
щенія. 

Для правильнаго разрѣшенія сего вопроса статсъ- 

секретарь И. Д. Деляновъ нашелъ необходимымъ обра- 
зовать въ Москвѣ особую комиссію изъ лицъ, близко 

знакомыхъ съ устройствомъ училища, и возложить на 

нее выработать вышеупомянутый уставъ, учебный планъ 

и программы примѣнительно къ таковымъ же Высочай- 
шк утвержденнымъ для Харьковскаго Технологическаго 

Института, съ тѣмъ, чтобы означенною комиссіею былъ 

представленъ на утвержденіе не только нормальный, но 

и временный штатъ для училища, расчитанный на тѣ 

денежныя средства, которыми располагаетъ Техническое 
Училище въ настоящее время. 

На основаніи вышеупомянутаго распоряженія Госпо- 
нина Министра Народнаго Просвѣщенія Г. Попечитель 
Московскаго Учебнаго Округа предложеніемъ отъ 8 фев- 

раля 1888 года за № 1282 изволилъ учредить подъ 

своимо предсѣдательствомѣ комиссію для выработки 
новаго устава, учебнаго плана и программъ Имперлтов- 

склго Техническаго Училища въ составѣ слѣдующихъ 
лицъ: товарища предсѣдателя-—окружнаго инспектора 
дѣйствительнаго статскаго совѣтника Вейнберга и 

членовъ: и. д. директора дѣйствительнаго статскаго со- 

вѣтиика Аристова, профессоровъ: дѣйствительныхъ 
статскихъ совѣіниковъ: Лѣтникова и Коссова, 
статскихъ совѣтниковъ; Колли, Орлова, Руднева, 
Жуковскаго и Эшлимана, состоящихъ въ \ клас- 

сѣ: Черепашинскаго и Шегляева, доцента гу- 
бернскаго секретаря Худякова, исправляющаго долж- 

ность инспектора коллежскаго совѣтника Давыдов- 
скаго, инспектора учебныхъ мастерскихъ губернскаго 
секретаря Протопопова, исправляющаго должность 

помощника директора по хозяйственной части коллеж- 

скаго секретаря Папина и главнаго инженеръ-механи- 
ка губернскаго секретаря Пермякова, 
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19 іюля 1888 года Господиномъ Товарищемъ Ми- 
нистра Внутреннихъ Дѣлъ Сенаторомъ Плеве, утвер- 
жденъ нижеслѣудующий Уставъ Общества вспомоществова- 
нія нуждающимся воспитанникамъ ИмпЕкрлторсклго Мо- 

сковскаго Техническаго Училища. 

т. Цѣль Общества. 

1. Общество имѣетъ цѣлю доставлять бѣднымъ 

воспитанникамъ Импкрлторсклго Московскаго Техни- 

ческаго Училища средства къ существованію для окон- 

чанія образованія. 

$ 2. Оказываемое Обществомъ вспомоществованіе мо- 

жетъ состоять; 

а) во взносѣ за нуждающихся платы ва ученіе; 

6б) въ выдачѣ имъ единовременныхъ денежныхъпособій; 

в) въ выдачѣ постояннаго содержанія въ продолже- 

ніе года или всего учебнаго курса; 

г) въ улучшеніи матеріальныхъ условій жизни уча- 

щихся; 

д) въ заботахъ какъ о пользованіи заболѣвшихъ на 

дому, такъ и о помѣщеніи ихъ въ больницы; 

е) въ пріисканіи нуждающимся во время ихъ ученія 

занятій, могущихъ доставить имъ средства къ жизни. 

$ 3. Число получающихъ отъ Общества пособіе не- 

ограничено и зависитъ отъ его средствъ. 

При оказаніи вспомоществованія принимается во вни- 

маніе не одна только бѣдность ученика, но также спо- 

собность его къ ученію, прилежаніе и хорошее поведеніе, 

П. Составъ Общества. 

$ 4. Обшество состоитъ изъ неограниченнаго числа 
членовъ обоего пола, всѣхъ состояній и званій, за исклю- 

ченіемъ воспитанниковъ учебныхъ заведеній, нижнихъ 

воинскихъ чиновъ, юнкеровъ, подвергшихся ограниченію 

правъ по суду и несовершеннолѣтнихъ, кромѣ имѣю- 
щихъ классные чины. 

$ 5. Въ составъ Общества входятъ: а) почетные чле-



ны, которыми могутъ быть лица, оказавшія Обществу 

особыя, сообразныя съ цѣлію онаго, услуги или сдѣ- 

лавшія въ его пользу значительныя пожертвованія и 

б) дѣйствительные члены, обязавшіеся вносить ежегодно 

десять рублей въ кассу Общества. 

Примічаніе 1-е. Первоначальный составъ Общества обра- 

зуется изъ учредителей. 

Примѣчаніе 2-е. Попечитель Московскаго Учебнаго Окру- 

га, по званію своему, считается почетнымъ членомъ Обще- 

ства и почетнымъ предсѣдателемъ комитета и общихъ со- 

браній членовъ Общества. 

$ 6. Почетные и дѣйствительные члены избираются 

общимъ собраніемъ членовъ Общества, посредствомъ 

закрытой баллотировки. 

Примѣчаніе. Члены, неуплатившіе своего взноса въ те- 

ченіе двухъ лѣтъ, считаются выбывшими изъ Общества, 

сохраняя, впрочемъ, право вновь вступить въ оное, на 

общемъ основаніи. 

ШШ. Средства Общества. 

$ 7. Средства Общества составляются: 

а) изъ ежегодныхъ взносовъ его членовъ; 

6) изъ единовременныхъ пожертвованій членовъ 

Общества и постороннихъ лицъ деньгами, движимымъ и 

недвижимымъ имуществомъ, и 

в) изъ доходовъ отъ публичныхъ лекцій, спектаклей, 

концертовъ и т. п., устраиваемыхъ Обществомъ съ на- 

длежащаго каждый разъ разрѣшенія и съ соблюденіемъ 

установленныхъ для сего дѣйствующими узаконеніями и 

особыми правительственными распоряженіями правилъ. 

$ 83. Всѣ суммы Общества, по обращеніи ихъ въ 

государственныя или гарантированныя правительствомъ 
), бумаги, сдаются на храненіе въ Государственный 

Банкъ. 

2. Расходъ суммъ и выдача вещей производятся не 

иначе, какъ по постановленіямъ комитета.
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1". Управленіе дѣлами Общества. 

$ 10. Завѣдываніе дѣлами Общества возлагается: 

а) на комитетъ Общества, и 

б) на общее собраніе его членовъ. 

А) Комитетъ Общества. 

11. Комитетъ Общества состоитъ изъ предсѣда- 
теля, его товарища, казначея, секретаря, шести выбор- 
ныхъ членовъ, избираемыхъ общимъ собраніемъ на три 
года, посредствомъ закрытой баллотировки и двухъ не- 

премѣнныхъ, которыми состоятъ директоръ и инспек- 

торъ Императорскаго Московскаго Техническаго Учи- 
лища. 

12. При отсутствіи предсѣдателя, мѣсто его зани- 

нимаетъ товарищъ предсѣдателя, секретаря же можетъ 

замѣнять въ засѣданіяхъ одинъ изъ членовъ комитета, 

по его избранію. На случай отсутствія кого-либо изъ 

членовъ или казначея комитета (по болѣзни или другимъ 
причинамъ) общимъ собраніемъ избираются къ первымъ 
два кандидата, а къ послѣднему одинъ. При полномъ 

составѣ членовъ комитета и при наличности казначея, 
кандидаты къ нимъ имѣютъ въ засѣданіи комитета лишь 

совѣщательный голосъ. 

$ 13. Комитетъ собирается по мѣрѣ надобности, по 

приглашенію предсѣдателя. 
14. Для дѣйствительности засѣданій комитета не- 

обходимо присутствіе въ нихъ, кромѣ предсѣдателя, по 

крайней мѣрѣ, трехъ его членовъ. 

Примѣчаніе. Комитетъ Общества можетъ приглашать 
въ свои засѣданія и постороннихъ лицъ, участіе которыхъ 
въ комитетѣ можетъ быть полезнымъ, съ правомъ лишьсо- 

вѣщательнаго голоса. 

15. Рѣшенія комитета постановляются простымъ 
большинствомъ голосовъ наличныхъ членовъ, о чемъ 

составляется журналъ за общимъ ихъ подписаніемъ. Въ 



случаѣ равенства голосовъ, мнѣніе предсѣдательствую- 
щаго даетъ перевѣсъ. 

16. На обязанности комитета лежитъ: 

а) распредѣленіе занятій между членами комитета: 

б) принятіе прошеній о пособіи; 
в) собираніе по этимъ прошеніямъ всѣхъ необходи- 

мыхъ для ихъ разрѣшенія свѣдѣній; 
г) обсужденіе степени нуждъ просителей, на осно- 

ваніи собранныхъ о нихъ свѣдѣній; 
д) выдача пособій, не превышая при этомъ суммы, 

опредѣленной для сего общимъ собраніемъ (ѣ 2П п.в.) 
е) свидѣтельствованіе суммъ и имущества Общества 

не менѣе двухъ разъ въ годъ, въ началѣ каждаго по 

лугодія; 
ж) попеченіе объ увеличеніи средствъ Общества при- 

глашеніемъ къ пожертвованіямъ, устройствомъ публич- 
ныхъ лекцій и т. п.; 

з) сношеніе съ подлежащими мѣстами и лицами; 
и) наблюденіе за исполненіемъ правилъ сего устава; 
1) представленіе на усмотрѣніе общаго собранія во- 

просовъ по дѣламъ Общества, неразрѣшенныхъ комите- 

томъ или превышающихъ его власть, и 

к) представленіе общему собранію отчета о дѣйстві- 
яхъ Общества за истекшій годъ и смѣты прихода и рас- 
Хода на будущій годъ. 

ѣ 17. Казначей принимаетъ постоянные членскіе 
взносы и единовременныя пожертвованія, производитъ 
денежныя и другія выдачи, ведетъ приходо-расходныя 
книги и составляетъ годовую отчетность и смѣту на бу- 
дущій годъ. Единовременныя пожертвованія и членскіе 
взносы могутъ быть принимаемы по особымъ квитан- 

ціоннымъ книгамъ, кромѣ казначея, всѣми членами ко- 

митета и, по ихъ порученію, членами Общества, изъ- 

явившими на то согласіе, 

Примѣчаніе Приходо-расходныя книги выдаются казна- 

чею за печатью Общества, подписью предсѣдателя и скрѣ- 
пою секретаря. 
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18. Секретарь составляетъ журналы комитета и 

общаго собранія, ведетъ списки членовъ Общества и 

прибѣгающихъ къ его помощи (съ объясненіемъ мѣста 

жительства просителей, собранныхъ о нихъ свѣдѣній и 

какого рода оказано имъ вспомоществованіе) и соста- 

вляетъ годовые отчеты о дѣйствіяхъ Общества. 
19. Всѣ исходящія бумаги подписываются предсѣ- 

дателемъ и скрѣпляются секретаремъ. 

Б) общее собраніе. 

$ 20. Общія собранія членовъ Общества бываютъ 

годовыя и чрезвычайныя. Первыя созываются предсѣда- 
телемъ Общества не позднѣе октября мѣсяца, а чрезвы- 
чайныя, въ случаѣ надобности, предсѣдателемъ, по его 

усмотрѣнію, или по постановленіямъ комитета, или по 

требованію половины числа всѣхъ членовъ Общества. 
Примічаніе. О времени, мѣстѣ и предметахъ занятій 

общихъ собраній заблаговременно извѣщаются какъ члены 

Общества, такъ и Московскій Оберъ-Полицеймейстеръ. 

21. Предметы занятій общихъ собраній соста- 

вляютъ: 

а) избраніе членовъ Общества, должностныхъ лицъ 

и членовъ комитета и кандидатовъ къ нимъ; 
6) разсмотрѣніе и утвержденіе отчетовъ о дѣйствіяхъ 

Общества за истекииій годъ; 

в) разсмотрѣніе и утвержденіе смѣтъ прихода и рас- 
Хода на будущій годъ и опредѣленіе размѣра какъ общей 

суммы на выдачу пособій, такъ и наибольшихъ размѣ- 
ровъ пособія для выдачи одному лицу; 

г) составленіе и утвержденіе инструкцій для коми- 

тета и его отдѣльныхъ членовъ; 

д) разрѣшеніе вопросовъ объ измѣненіи устава и о 

закрытіи Общества, и 

е) разрѣшеніе всѣхъ вообще вопросовъ, предлагае- 
мыхъ комитетомъ и членами Общества. 

22. Общее собраніе считается состоявшимся при 
з 



наличности въ его засѣданіи не менѣе 15-ти членовъ, 

кромѣ принадлежащихъ къ составу комитета. Если со- 

браніе не состоится по неявкѣ требуемаго числа членовъ, 
то для разрѣшенія вопросовъ, подлежащихъ разсмотрѣ- 
нію несостоявшагося собранія, назначается, не ранѣе 
какъ чрезъ недѣлю, новое, которое считается состояв- 

шимся независимо отъ числа явившихся въ оное чле- 

новъ, о чемъ члены Общества въ извѣщеніяхъ о собра- 
ніи и предупреждаются. Дѣла въ общихъ собраніяхъ 
рѣшаются простымъ большинствомъ голосовъ, за исклю- 

ченіемъ вопросовъ объ измѣненіи устава и о закрытіи 
Общества, для рѣшенія которыхъ требуется присутствіе 
въ собраніи по крайней мѣрѣ °/, членовъ Общества и 

согласіе не менѣе ?/, наличныхъ членовъ. О постано- 

вленіяхъ общаго собранія составляются журналы за об- 

щимъ подписаніемъ присутствующихъ членовъ. Для за- 

конности постановленій чрезвычайныхъ собраній, назна- 

чаемыхъ по требованію членовъ Общества, требуется 
присутствіе въ нихъ не менѣе !/, живущихъ въ Москвѣ 
членовъ Общества, а при баллотировкѣ вопросовъ боль- 

шинство */, присутствующихъ въ засѣданіи членовъ. 

23. Общее собраніе избираетъ на три года изъ 

среды себя особую ревизіонную комиссію для повѣрки 
денежныхъ суммъ, книгъ и отчетовъ комитета. Число 
членовъ ревизіонной комиссіи опредѣляется общимъ 
собраніемъ. 

Примѣчаніе. Званіе членовъ ревизіонной комиссіи и 

должностныхъ лицъ, членовъ и предсѣдателя комитета не- 

совмѣстимы. 

У. Права Общества. 

ѣ 24. Общество состоитъ въ вѣдѣніи Министерства 
Внутреннихъ Дѣлъ, на основаніи ст. 1521 и 1523 Уст. 

Общ. Призр. т. ХШ св. зак. 

$ 25. Общество имѣетъ печать съ своимъ наимено- 

ваніемъ. 

$ 26. На измѣненіе или дополненіе устава испраши- 



вается каждый разъ разрѣшеніе въ установленномъ 
порядкѣ. 

$ 27. Отчеты Общества, по разсмотрѣніи и утвер- 
жденіи ихъ общимъ собраніемъ, публикуются въ „Пра- 
вительственномъ Вѣстникѣ“ и въ „Московскихъ Вѣдомо- 
стяхъ“ и представляются въ Министерство Внутреннихъ 
Дѣлъ, чрезъ посредство Губернатора. 

28. Общество имѣетъ право пріобрѣтать и владѣть 
недвижимымъ имуществомъ съ благотворительною цѣлью. 

УГ. О закрытіи Общества. 

29. Если Общество, по какимъ либо обстоятель- 

ствамъ, прекратитъ свои дѣйствія, то весь принадлежа- 
щій ему капиталъ поступаетъ въ качествѣ неприкосно- 
веннаго Фонда въ вѣдѣніе Импкраторсклго Техническаго 
Училища, и проценты съ этого капитала расходуются 
Училищемъ на помощь учащимся. Въ собственность 
того же Училища поступаетъ все движимое и недвижи- 

мое имущество Общества. 
ѣ 30. О закрытіи Общества доводится до свѣдѣнія 

Министерства Внутреннихъ Дѣлъ, чрезъ посредство Гу- 
бернатора. 

е) Особые труды профессоровъ и преподавателей. 

Профессоръ В. М. Рудневъ напечаталъ въ журналѣ 
Министерства Путей Сообщенія статью: „о пропитыва- 
ніи дерева“. 

Профессоръ Н. Е. Жуковскій 1) напечаталъ въ 

Вѣстникѣ опытной физики и элементарной математики 

статью: „Элементарная теорія гироскоповъ“, 2) демон- 

стрировалъ въ Аззосіайоп ѣапсаіве ропг Гауапсешепі 
йе8 ѣсіепсев изобрѣтенный имъ приборъ для опредѣле- 
нія моментовъ инерціи тѣла и напечаталъ его описаніе 
въ отчетахъ ассоціаціи. 

Профессоръ @. Е. Орловъ редактировалъ приложе- 
ніе къ отчету Политехническаго Общества за 18“),, годъ. 
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Профессоръ М. М. Черепашинскій напечаталъ въ 

извѣстіяхъ ИмпЕрАторсклго Московскаго Университета 
„Краткій историческій очеркъ строительной механикий. 

Доцентъ П. К. Худяковъ напечаталъ въ Кіевскомъ 

журналѣ „Инженеръ“ двѣ статьи: 1) Современное со- 

стояніе металло-прокатнаго дѣла за границей; 2) Меха- 
низмъ „ОегтПКоп для преобразованія равномѣрнаго 
вращательнаго движенія въ таковое же поступательное, 
и замѣтку „О профессіональныхъ школахъ на Брюссель- 
ской международной выставкѣ 1888 года“. 

Доцентъ П. И. Мальцовъ началъ печатаніе—,Спра- 
вочной Книги для инженеровъ, механиковъ, техниковъ 

и строителей“ вторымъ изданіемъ. 
Преподаватель Е. Н. Бикъ напечаталъ „Учебникъ 

нѣмецкаго языка, построенный на изученіи связнаго 

текста“, одобренный ученымъ комитетомъ Мин. Нар. 
Просвѣщенія, и сдѣлалъ докладъ въ Учебн. Отд. Общ. 
Распр. Технич. Знан. „Обзоръ методовъ преподаванія 
иностранныхъ языковъ“, напечатанный въ журнаяѣ—- 
„Педагогическій сборникъ“ за апр. и май 1889 года. 

П. Личный составъ учащихся. 
а) Число учащихся. 

Къ началу 18837—1888 учебнаго года состояло на лицо: 

Казеннокоштныхъ ................... .а 
Своекоштныхъ пансіонеровъ и стипен- 

діатовъ..... . ...- и 43 

Приходящихъ учениковъ..... ... 345 
Занимающихся въ мастерскихъ......... і 

Итого... . 
461 

По 1-е Нюня 1888 года. 

а) выпущено: 
Съ правами инженеръ-технолога........ 
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6) уволено: 

Казеннокоштныхъ ........ .. .. з 2 

Своекоштныхъ пансіонеровъ и нвие 4 

Приходящихъ унениковъ ....... 33 

Итого..... 44 

в) принято: 

Своекоштныхъ пансіонеровъ........... 1 

Приходящихъ учениковъ ............. 8 

Итого..... 9 

г) умерло; 

Приходящихъ учениковѣ.. ........... 1 

д) перечислено: 

Изъ приходящихъ въ казеннокоштные... 1 

„ приходящихъ въ пансіонеры....... 3 

„ пансіонеровъ въ приходящіе...... 5 

Итого 9 

Къ 1-му іюня 1888 года состояло: 

Казеннокоштныхъ ...... ...и..... 65 

Своекоштныхъ пансіонеровъ и стипен- 

діатовъ ...... о хезнии 37 
Приходящихъ учениковъ.............. 307 

Занимающихся въ мастерскихъ........ 1 

Итого..... 410 

Съ 1-го іюня 1888 года по 10-е октября 

а) выпущено: 

Съ правами инженеръ-механика.... 13 

„ правами ученаго мастера........... 3 

Итого..... 16
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6) уволено: 

Пансіонеровъ... Р иииком и 
Приходящихъ учениковъ р изнио 12 

Итого..... 13 

в) принято: 

Приходящихъ учениковъ.............. 6 

г) умерло: 

Приходящихъ учениковъ........ і 

д) перечислено: 

Изъ приходящихъ въ казеннокоштные... 14 

„ пансіонеровъ въ приходящіе....... 5 

Итого..... 19 

На открывшіяся вакансіи подано прошеній: 

Въ своекоштные пансіонеры. .. ...... 6 

„ приходящіе ученики............ ..32 

Итого..... 92 

Принято по конкурсу: 

Въ своекоштные пансіонеры........... 5 

,‚„ приходящіе ученики .. ...и 84 

Итого..... 82 

Затѣмъ къ началу 1888—1889 учебнаго года состоитъ на лицо: 

Казеннокоштныхъ.......... ......... т2 

Своекоштныхъ пансіонеровъ и стипен- 

діатовъ .. із..... 34 
Приходящихъ учениковъ.............. 367 

Занимающихся въ мастерскихъ....... ; 2 

Итого..... 475



— з9= 

Въ теченіе 1557—1888 учебнаго года состояли стипендіатами: 

Имени Его Импкратовсклго Вкличкства (Коломен- 
ской городской думы)—Добычинъ Петръ и Зуба- 
ревъ Дмитрій. 

Имени въ Бозѣ почивающей ИмпиратРицы Маріи 
Оеодоровны (Собственной Его Импкрлторсклго Вкличи- 
ствл Канцеляріи по учрежденіямъ Императрицы Млыи)— 
Сутоцкій Стефанъ. 

Имени въ Бозѣ почивающаго Его ИмпирАторскАго 
Высочествл Принца Петра Георгіевича Ольденбургскаго 
—Турчаниновъ Митрофанъ. 

Имени Его ИмпЕирлаторскаго Высочкства Великаго Кня- 
зя Константина Николаевича (Московскаго Биржеваго 
Комитета)—Дмитріевъ Дмитрій. 

Имени бывшаго Министра Финансовъ М. Х. Рей- 

терна— Салтычевъ Иванъ (Московскаго Биржеваго 
Комитета). 

Имени Князя С. М. Голицына-—Чижиковъ Алек- 

сандръ. 
Имени тайнаго совѣтника И. Н. Дурново (Ростов- 

ской на Дону Городской Думы) —Ходатаевъ ПШетръ. 
Кавказскими стипендіатами: Ивановъ 1-й Нико- 

лай, Карповъ Оедоръ, Даль Левъ, Степановъ 

Тикранъ, Теръ-Поаннесовъ Акопъ, Теръ-Татео- 
совъ Аршакъ, Киферъ.Людвигъи Шереметко Петръ. 

Имени Барона Дельвига—Разинъ Константинъ. 
Имени умершаго потомственнаго почетнаго граждани- 

на В. 9. Кокина—-Около-К улакъ Николай. 
Имени умершаго Московскаго купца Г. Г. Хлѣбни- 

кова— Гололобовъ Александръ. 
Имени умершаго инженеръ-механика С. И. Гарели- 

на —Митрофхановъ Петръ. 
Болгарскій стипендіатъ Калянджіевъ Цанъ. 
Вспомогательнаго общества купеческихъ прикащи- 

ковъ въ Москвѣ—Костроминъ Сергѣй, Хохловъ 

Петръ и Тряцкинъ Владиміръ. 
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Донского казачьяго войска —Пѣговъ Дмитрій, Ро- 
говъ Александръ и Самсоновъ Яковъ. 

Имени въ Бозѣ почивающаго ИмпЕирлторл АлвксАндеа П 

(Владикавказской 
Елисѣй. 

Городской Думы) — Козловскій 

Терскаго казачьяго войска—Мелиховъ Иванъ. 

6) Распредѣленіе учащихся по классамъ 
1888 года. 

къ і-му №юня 

за тимЕ 5 | 

не н ш-— и- 
н р= 

- мз- 
——---- — 

=——- ——----—- -—-------- = 

=—и 
——-—== 

Въ 1-мъ общемъ классѣ. 1 8 з 8і 
| 

Во 2-мъ общемъ классѣ. 9 п 1083 198 

Въ 3-мъ общемъ классѣ. 10 10 4з 
, 

63 

„ 1-мъ спеціальномъ классѣ. 19 1 35 55 

Во 2-мъ спеціальномъ классѣ 19 5 40 
| 

64 

Въ 3-мъ спеціальномъ классѣ 6 1 6 | 13 

„ практическомъ разрядѣ 1 1 В 5 

Всего. 65 37 
| 

307 | 409 

Занимающихся въ мастерскихъ = — — 1 

Итого. — =- 410 

в) Распредѣленіе учащихся по классамъ къ началу 
1888 —1889-го учебнаго года. 

з з, і8:)е 
-шиеи еѣ = 

| кхе хі;Ассх. ни - н 
з: |ѣ&| 8іе 
еів ів а 

- 

Въ 1-мъ общемъ классѣ. 1 5 74 80 

Во 2-мъ общемъ классѣ. 1 5 84 90 

Въ 3-мъ общемъ классѣ. 14 10 81 105 

„ 1-мъ спеціальномъ классѣ 14 8 55 77 

Во 2-мъ спеціальномъ классѣ 20 1 36 57 

Въ 3-мъ спеціальномъ классѣ 22 5 37 64 

Всего.. 7тз | 34 |367 | 478 

Занимающихся въ мастерскихъ. — 2 

Итого. — — 

| 

— 1475 
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г) Премъ учащихся. 

Послѣ пріемныхъ испытаній, окончившихся 23-го 

августа 1888 года, по опредѣленію Педагогическаго Со- 
вѣта, были приняты въ Училище: 

Въ 1-й общій классі. 

Акуновъ Иванъ. 
Алексѣевъ Александръ. 
Алексѣевъ Константинъ. 
Баккалъ Илья. 
Балашевъ-Кочетовъ Левъ. 
Барановъ Константинъ. 
Брюхоненко Владиміръ. 
Буркевицъ Евстафій, 
Ваниковскій Михаилъ. 

Варыхаловъ Дмитрій. 
Вердеревскіай Дмитрій. 
Вилькенъ Густавъ. 
Волобуевъ Стефанъ. 
Волынко Евгеній. 
Вороновъ Дмитрій. 
Гильдебрандтъ Карлъ. 
Грейфе Ернестъ-Германъ. 
Давидовъ Иванъ. 

Добровольскій Леонидъ. 
Долголенко Валеріанъ. 
Донде Авраамій. 
Дудинцевъ ПГосифъ. 

Ерасси Николай. 
Ергопуло Викторъ. 
онголовичъ Станиславъ. 
Залѣсскій Андрей. 
Ижболдинъ Григорій. 
Ильинъ Сергѣй. 
Карчагинъ Дмитрій. 
Каспаровъ Арташесъ, 

Кронбергъ Дмитрій. 
Кузнецовъ Константинъ. 

Кулагинъ Николай. 
Левитъ Мовша. 

Либау Густавъ. 
Липгартъ Эрнестъ. 
Лунниковъ Михаилъ. 
Любенковъ Владиміръ. 
Макарьевъ Павелъ. 
Малиновскій Николай. 
Малюковъ Павелъ. 
Медикъ-Дадаянцъ Айрапетъ. 
Меньшиковъ Владиміръ. 
Мокіевскій-Зубокъ Сергѣй 
Напалковъ Викторъ. 
Некрасовъ Кириллъ. 
Нестроевъ Анатолій. 
Николаевъ-Назаровъ Влад. 
Нѣмчиновъ Владиміръ. 
Орловскі&й Семенъ. 

Петровъ Владиміръ. 
Пименовъ Ксенофонтъ. 
Поляковъ Николай. 
Поповъ Николай. 
Россетъ Александръ. 
Рыкачевъ Николай. 
Салтыковъ Левъ. 

Сараджевъ Артемій. 
Сластеновъ Анатомій. 
Соколовъ Сергѣй. 
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Болюсъ Георпій. Шатровъ Сергѣй. 
Трофимовъ Алексѣй. Шевелевъ Николай. 
Унтеръ Леонидъ-Вольдемар.Ширяевъ Николай. 
Федоровъ Иванъ. Шишкинъ Иванъ. 
Халтуринъ Николай. Шугаевъ Сергѣий. 
Хопаевъ Василій. Юдичевъ Григорій. 
Худенко Алексѣй. Юзбашянцъ Микиртичъ. 
Чистяковъ Петръ. Нковлевъ Дмитрій. 

Въ 1-й специльный классъ. 

Инже НЕРНОо-МЕХАНИЧЕСКАГО ОТтДѣлЕНИЯ: 

Гедговдъ Тимонъ. Райгородскій Госифъ. 
Ковалевскій Петръ. Сидоровъ Анатолій. 

Горолевъ Владиміръ Хрущевъ Михаилъ. 

Корхъ Михаилъ. Штуцеръ Андрей. 
Лавровъ Тихонъ. Щепинъ Петръ. 
Наумовъ Иванъ. Нкимовъ Николай. 
Павловъ Петръ. 

Изъ бывшихъ воспитанниковъ приняты: 

Во 2 общій класса. 

Хмѣлевскій Викторъ. 

В з общій классо. 

Громанъ Борисъ. 

Въ 1 спеціальный классо. 

Бойчевскій Петръ. 

Во 2 спещальный класса. 

Березовскій Иванъ. 

Костроминъ Сергѣй. 

В 1 общій классъ по распоряженію Господина Мини- 

стра Народна;о Просвѣщенія. 

Теръ-Акоповъ Микиртичъ, 



д) Переходъ учащихся изъ класса въ классъ. 

Послѣ годичныхъ экзаменовъ, окончившихся 31 мая 

1888 

переведены: 
года, по опредѣленію Педагогическаго Совѣта 

Изъ 1-го общазо класса во 2-й общей. 

Алифатовъ Георгій. 
Арцимовичъ Госифъ. 

Барановъ Адріанъ. 
Басовъ Степанъ. 
Бражниковъ Василій. 
Бѣловъ Иванъ. 
Виноградовъ Федоръ. 
Власовъ Иванъ 
Волковъ Леонидъ. 
Гарнишевскій Алексѣй. 
Городзейскій Давидъ. 
Громъ Николай. 
Гузинъ Госифъ. 

Гуревичъ Шмуль. 
Гуськовъ Владиміръ. 
Евдокимовъ Василій. 

Зворыкинъ Иванъ. 
Звѣревъ Сергѣй. 
Измайловъ Владиміръ. 
Кабачинскій Николай. 
Казанцевъ Алексѣй. 
Казинцевъ Германъ. 
Кифхеръ Людвигъ. 
Кнерцеръ Николай. 

Коржевинъ Дмитрій. 
Костюченко Петръ. 
Круговъ Александръ. 
Лавровъ Василій. 
Лебедевъ Сергѣй. 
Лебединскій Константинъ, 

Леденцовъ Христохоръ. 
Мадатовъ Акопъ. 
Малиновскій Николай. 
Малиновскій Эдуардъ. 
Манвеловъ Болеславъ. 

Масальскій-Конура. 
Мелиховъ Иванъ. 
Миттельштедтъ Южлусъ-Гер- 

манъ. 

Новоселовъ Иванъ. 
Овсенскій Оаддей. 
Петровъ Николай. 
Рейзинъ Туда. 
Ровенъ Ааронъ. 
Русановъ Иванъ. 
Салтычевъ Иванъ. 

Сергѣевъ Владиміръ. 
Смирновъ Николай. 

Скорупскій Александръ. 
Скржипинскій Казиміръ. 
Соколовъ Николай. 
Солодовниковъ Петръ. 
Тарасовъ Оедоръ. 
Теръ-Андреасянцъ Михитар. 
Устиновъ Иванъ. 
Федотовъ Николай. 
Хмѣлевскій Викторъ 
Цвибакъ Мееръ. 
Черкасскій Мордухъ. 
Чернояровъ Георгій, 
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Шейнинъ Янкель. 

Шиндлеръ Камиллъ. 
Шмидтъ Анатомпй. 
Шульгинъ Дмитрій. 

Юкинъ Александръ. 
Юнге Одедоръ. 
Юровскій Нухимъ. 
Юсовъ Александръ. 

Изъ 2 общаго класса вѣ 3-й общій. 

а) Михлническаго отдѣленія: 

Алексѣевъ Николай. 
Барановъ Георгій. 
Березинъ Михаилъ. 

Березовскій Николай. 
Берченко Николай. 

Бирюковъ Иванъ. 
Благовѣщенскій Семенъ. 
Бойчевскій Александръ. 
Болдыревъ Алексѣй. 
Бурджаловъ Георпій. 
Буржинскіёй Владиміръ. 
Бутковскій Файвель. 
Бухоновъ Иннокентій. 
Векшинъ Петръ. 
Войтѣховъ Петръ. 
Володиміровъ Николай. 

Вороновъ Николай. 
Гинглятовъ Иванъ. 
Головнинъ Михаилъ. 
Горбуновъ Григорій. 
Горленко Сергѣй. 
Груннеръ Александръ. 
Громанъ Борисъ. 
Грязновъ Алексѣй. 

Гулуловъ Степанъ. 

Гурляндъ Исаакъ. 

Давиньонъ Петръ. 
Дара Леонидъ. 
Дмитріевъ Александръ. 
Дмитріевъ Дмитрій. 

Дроздовъ Владиміръ. 
Ефремовъ Михаилъ. 
Жаковъ Павелъ. 
Ждановъ Оедоръ. 
Жученковъ Дмитрій. 
Зиминъ Николай. 
Кадагидзе Дмитрій. 
Калабинъ Николай. 

Кардашевъ Иванъ. 

Карнѣевъ Владиміръ. 
Каплянскій Овсей. 
Кастальскій Сергѣй. 
Котельниковъ Алексѣй. 

Котляровъ Филиппъ. 

Комаровичъ Михаилъ. 
Лепехинъ Михаилъ. 

Марковъ Николай. 
Мыльниковъ Андрей. 
Нейманъ Вацлавъ. 
Никитскій Иванъ. 

Около-Кулакъ Николай. 

Первакъ Яковъ. 

Первушинъ Алексѣй. 

Петровъ Александръ. 
Пиіонсковскій Иванъ. 

Покровскій Яковъ. 
Полозовъ Александръ. 
Пономаревъ Степанъ. 
Поповъ Павелъ. 

Сергѣевъ Николай. 
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Скачковъ Михаилъ. 
Слободчиковъ ПШетръ. 
Смирновъ Викторъ. 
Страховъ Петръ. 
Судра Иванъ. 

Туневъ Иванъ. 

Тюремновъ Николай. 

Фраловскій Василій. 

Шуръ Елья. 
Эпштейнъ Владиміръ. 

6б) ХимическАго отдѣленія. 

Беграмовъ Александръ. 
Бирюковъ Дмитрій. 
Валлеръ Ааронъ. 
Веселовскій Евгеній. 

Геслеръ Александръ. 

Лялинъ Леонидъ. 
Малининъ Николай. 
Машкилейсонъ Овсей. 
Напалковъ Николай. 
Немолодышевъ Степанъ. 

Гирей-Гаджи Магометъ ОглыПокровскій Константинъ. 
Гольдовскій Игнатій. 

Добряковъ Иванъ. 

Долинскій Леонидъ. 
Дукельскій Исаакъ. 

Егоровъ Семенъ. 
Закъ Лазарь. 
Исаковичъ Альбертъ. 
Кирпичиковъ Николай. 
Козловскій Елисвй. 
Котковъ Сергѣй. 
Лыжинъ Иванъ. 

Пономаревъ Павелъ. 
Рагозинъ Владиміръ. 
Раутенбергъ Михаилъ. 
Саввинъ Алексѣй. 
Семилѣтовъ Александръ. 
Теръ-Поннесовъ Акопъ. 
Удинъ Михаилъ. 

Ховренко Михаилъ. 

Шифринъ Авраамъ. 
Эпштейнъ Борисъ. 
Оедоровъ Сергѣвй. 

Изь З-го общаго класса вь 1-й спещальный. 

а) ИнжЕнкрено-мЕхлничЕСКАГО отдѣлЕНія, 

Абрамовъ Николай. 
Адамовъ Амбарцумъ. 
Анисимовъ Илья. 
Бенкевичъ Анатолій. 
Близнянскій Яковъ. 
Бонковскй Юліанъ. 
Бушуевъ Александръ. 
Васильсвъ Васишй. 

Грейнеръ Карлъ. 

Григорьевъ Иванъ. 
Долголенко Викторъ. 
Доковскій Тимоевей. 
Дубровинъ Иванъ. 
Дьяковъ Владиміръ. 
Засыпкинъ Иванъ. 

Зворыкинъ Владиміръ. 
Зворыкинъ Гурій. 
Ивановъ 2-й Николай. 
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Игнатьичевъ Константинъ, 
Калугинъ Петръ. 
Кіяницынъ Иванъ. 
Куксенко Николай. 
Локшинскій Николай. 
Мухинъ Чедоръ. 
Палимпсестовъ Владиміръ. 
Пальшау Александръ. 
Панфиловъ Николай. 
Пестичъ Петръ. 
Шотровичъ Петръ. 
Пушкинъ Константинъ. 
Пѣговъ Дмитрій. 
Ромейко-Гурко Николай. 
Роговъ Александръ. 

Савченко Сергѣй, 
Сахацкій Сергѣй. 
Семеновъ Николай, 
Сорокинъ Иванъ. 
Степановъ Тикранъ. 
Суздальцевъ Евгеній. 
Теръ-Маркозовъ Иванъ. 

Троицкій Николай. 
Фроловъ Александръ. 
Четвертининъ Автономъ. 
Чижиковъ Александръ. 
Шереръ Адольфъ. 
Щербаковъ Сергѣй. 
Ншновъ Андрей. 

6) инженерно-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАГО Отдѣленія: 

Бузниковъ Владиміръ. 
Волковъ Николай. 
Гололобовъ Александръ. 
Завадскій Андрей. 
Игумновъ Иванъ. 
Калянджіевъ Цанъ. 
Карповъ Аполлонъ. 

Кутеповъ Оедоръ. 
Левіинъ Соломонъ. 
Митрофановъ Петръ. 
Соколовъ Илья. 
Срѣтенскій Александръ. 
Тряпкинъ Владиміръ. 
Хохловъ Петръ. 

Константиновичъ Аполлонъ.Шеурленъ Николай. 

Изь 1-о спецвальнаго класса во 2-й спеціальный 

а) ИНЖЕРНО-МЕХАНИЧЕСКАГО Отдѣленія. 

Афанасьевъ Дмитрій. 
Березинъ Петръ. 
Бондаревъ Евгеній. 

Ивановъ 2-й Павелъ. 
Квятковскій Донатъ. 
Козьминъ Сергѣй. 

Великосельскій Константинъ.Колдаевъ Владиміръ. 
Волковичъ Иванъ. 
Волховъ Николай. 

Ворогушинъ Александръ. 
Гомолицкій Владиміръ. 

Коленда Константинъ. 
Коровинъ Александръ. 
Коротковъ ПШетръ. 
Кронебергъ Алексѣй. 



Кузнецовъ Сергѣй. 
Курицынъ Михаилъ. 
Михайловъ Васимшй. 

Некрасовъ Владиміръ. 
Никитинъ Антонъ. 
Николаевъ Евгеній. 

Образцовъ Михаилъ. 
Окновъ Михаилъ. 

Полещукъ Алексѣй. 

Потресовъ Михаилъ. 

Пушечниковъ Владиміръ. 
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Салтыковъ Александръ. 
Сиптицъ Петръ. 
Сумеркинъ Алексвй. 
Сухотинъ Всеволодъ. 
Турчаниновъ Митрофанъ. 
Хлѣбниковъ Сергѣй. 
Черногрязскій Яковъ. 
Черновъ Павелъ. 
Шатрюковъ Иларіонъ. 
Цюндзевицкій Михаилъ. 
Оаддеевъ 2-й Николай. 

6) инжЕенкрно-ткхнологическаго отдѣленія. 

Аркинъ Лазарь. 
Барскій Людвигъ. 
Бойчевскій Петръ. 
Гедике Владиміръ. 
Гуськовъ Сергѣй. 
Доковскій Степанъ. 
Зарембо Василій. 

Каринъ Петръ. 
Карчагинъ Александръ. 

Кишкинъ Григорій. 
Круковскій Гирша. 
Кугушевъ Леонидъ. 
Митрофаловъ Владиміръ. 
Никольскій Константинъ. 
Оржешко Францъ. 
Рендель Мовша, 
Таршиловъ Васимій. 

Изь 2-го спещиальнаго класса во 3-й спещальный. 

а) ИНЖЕНЕРНО-МЕХАНИЧЕСКАГО ОТДѣВЛЕНИЯ. 

Анучкинъ Алексѣй. 
Барсовъ Константинъ. 

Березовскій Иванъ. 

Бруевичъ Васижй. 
Бѣловъ Николай. 

Бубновъ Владиміръ. 
Ветчинкинъ Афанасій. 
Герасимовъ Сергѣй. 
Гречинъ Герасимъ. 
Державинъ Алексѣй. 

Дурденевскій Петръ. 

Енишерловъ Константинъ. 

Кнорре Оедоръ. 
Кожевниковъ ПШетръ. 
Кожевниковъ Яковъ. 

Костроминъ Сергѣй. 
Кротовъ Левъ. 

Моргулисъ Исаакъ. 

Назаровъ Григорій. 
Никихоровъ Алексѣй. 

Ольденборгеръ Владиміръ. 
Органовъ Владиміръ. 
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Ошанинъ Юрій. 
Поляковъ Ермолай. 
Попелышкинъ - Каськовъ 

Нилъ. 
Разинъ Константинъ. 
Россихинъ Александръ. 
Саларевъ Петръ. 
Самгинъ Сергѣй. 

Самоловъ Александръ. 
Сперберъ Фридрихъ. 
Толоконниковъ Алексѣй. 

Тропаревскій Иванъ. 
Успенскій Яковъ. 
Шойгамъ Хаймъ-Юлдка. 
Юрьевъ Гоасафъ. 

6) Инжкенкено-твхнологичЕскАго отдѣлкнія. 

Алабинъ Константинъ. 
Бонковскій Александръ. 
Булашевичъ Павелъ. 
Васильевъ Петръ. 
Вилькенъ Карлъ. 
Горбачевъ Петръ. 
Горбенко Яковъ. 
Давыдовъ Аркадій. 
Егоровъ Иванъ. 
Епифановъ Степанъ. 
Жуковъ Леонидъ. 
Инштетовъ Александръ. 
Крапивинъ Владиміръ. 
Кропанинъ Леонидъ. 

Ливенъ Германъ. 
Медвѣдниковъ Иванъ. 
Михальскій Антоній. 
Овсяниковъ Николай. 
Плаксицкій Петръ. 
Розановъ Алексѣй. 
Сутоцкій Стефанъ. 
Травинъ Яковъ. 

Трубниковъ Никаноръ. 
Усышкинъ Михаилъ. 

Фидлеръ Иванъ. 
Ходатаевъ Петръ. 
Чернышевъ Сергѣй. 

е) Выпускъ учащихся. 

1. Оъ званіемо инженеро-механика и награжденіемъ 
сочайше утвержденнымъ знакомѣ отличія: 

Боевъ Николай. 

Брюхановъ Леониій. 

Данцигеръ Соломонъ. 

Дормидонтовъ Алексвй. 

Зубаревъ Дмитрій. 
Кордесъ Сергѣй. 

Левонтинъ Техіель, 
Михальскіай Станиславъ. 

Подерни Сергѣй. 
Семеновъ Иванъ. 
Соснинъ Владиміръ. 
ЯНкоби Вильямъ. 

2. Съ званіемо интенерь-меланика. 

Симоновичъ Маркъ . 

Ви- 
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3. Съ званіемы инженеръ-технолоа и награжденіемъ 
Высочайше утвержденнымъ знакомъ отличія. 

Аносовъ Яковъ. Нечаевъ Семенъ. 
Добычинъ Петръ. Никитинскій Сергѣй. 
Дьяконовъ Николай. Плющовъ Степанъ. 
Комовъ Антонъ. Прокопенковъ Василій. 
Котельниковъ 1-й Алексѣй. Сѣнцовъ Михаилъ. 

Кудрявцевъ Алексѣй. Устимовичъ Николай. 
Ланговой Сергѣй. Шустовъ Александръ. 

4. Съ званіемо инженерге-технолога 

Крашенинниковъ Василій. 

5. Съ званіемъ ученаго мастера. 

Дубовъ Никопай. 
Пѣвницкій Николай. 
Теръ-Татеосовъ Аршакъ. 

Въ истекшемъ академическомъ году Педагогическимъ 
Совѣтомъ, на основаніи 22 Высочайше утвержденнаго 
устава училища, удостоенъ званія ученаго инженеръ- 
механика инженеръ-механикъ Константинъ Алексѣевичъ 
Казначеевъ за представленное имъ разсужденіе „Ме- 
ханическая технологія дерева“. 

По опредѣленію Педагогическаго Совѣта, на осно- 

ваніи примѣчанія къ $ 22 Высочлйшив утвержденнаго 
устава училища, удостоены званія механика-строителя 
окончившіе курсъ въ бывшемъ ремесленномъ учебномъ 
заведеніи ученые мастера Самсоновъ Николай и 

Карташевъ Михаилъ. 
По опредѣленію педагогическаго Совѣта, на основа- 

ніи 26 Высочлйшив утвержденнаго устава училища, 
окончившій курсъ въ Имперлторскомъ Техническомъ учи- 
лищѣ въ 1874 году съ званіемъ ученаго мастера Василій 

Петровичъ Давыдовъ удостоенъ званіемъ инженеръ- 
механика за сдѣланныя имъ значительныя усовершенство- 
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ванія въ устройствѣ вѣтряныхъ двигателей и муко- 

мольныхъ поставовъ и за его многолѣтнюю и плодотвор- 

ную практическую дѣятельность по устройству различ- 

наго рода механическихъ сооруженій (мостовъ, стро- 

пилъ и проч.). 

По опредѣленію Педагогическаго Совѣта, на осно- 

ваніи 25 Высочайши утвержденнаго устава училища, 

были удостоены званіемъ ученаго мастера окончившіе 

курсъ въ бывшемъ ремесленномъ учебномъ заведеніи 

мастера: Барановъ Сергѣй Ивановичъ, Семеновъ 

Алсксѣй Семеновичъ, Оедоровъ Николай Оедоровичъ, 

Кузьмичевъ Владиміръ Оедотовичъ, Кгоровъ Алек- 

сѣй Егоровичъ, Кречмеръ Николай Васильевичъ и 

Кречмеръ ПШетръ Васильевичъ; кромѣ того на осно- 

ваніи того же 25 удостоены званія ученаго мастера 

бывшіе воспитанники ИмпЕрвлторскаго Техническаго Учи- 

лища—Голубковъ Дмитрій Александровичъ и Кув- 
шинниковъ ПШавелъ Павловичъ. 

Изъ числа окончившихъ курсъ ученія воспитанни- 

ковъ Педагогическимъ Совѣтомънаоснованіи 12 устава 

удостоенъ серебряной медали Гартманъ Францъ за 

представленное имъ сочиненіе на тему: „Распредѣленіе 

пара клапанами съ отсѣчкою отъ регулятора по систе- 

мамъ Зульцера, Кольмана и Броуна“ подъ девизомъ 

„На пути къ совершенству“. 

ж) Экскурсіи учащихся и занятія ихъ внѣ училища. 

Воспитанники спеціальныхъ классовъ подъ руковод- 

ствомъ Гг. профессоровъ, доцентовъ и преподавателей 

въ теченіе отчетнаго года осматривали слѣдующіе 

заводы и фабрики: мастерскія и депо Курской желѣзной 

дороги, стеклянный заводъ Дютфуа, механическій за- 

водъ Доброва и Набгольцъ, керосинный заводъ Губо- 

нина въ Кусковѣ, химическій заводъ Лепешкина, Алек- 

сѣевское водоподъемное зданіе, хабрику Гивартовскаго, 

механическій заводъ Бромлей, городскія бойни, гончар-



ный заводъ Гусарева, котельный заводъ Дангауэръ и 

Кейзеръ, мануфактуру Баранова, металлическій заводъ 

Гужона, фабрику Морозова въ Орѣховѣ, механическій 

заводъ Липгартъ, Раменскую мануфактуру Малютиныхъ, 
рафинадный заводъ Романова и Сергѣева, городской 
газовый заводъ, ректификаціонный заводъ Кошелева, 
Трехгорный пивоваренный заводъ, Невскій стеариновый 
заводъ, газовый заводъ при мастерскихъ Московско- 
Брестской желѣзной дороги. 

Въ теченіе двухъ недѣль воспитанники Ги ПШспе- 
ціальныхъ классовъ занимались на Раменской ману- 
Фактурѣ Малютиныхъ. 

з) Темы для сочиненій на 1888—89 учебный годъ. 

А) На золотую медаль: 

1Т. Пароходныя машины съ послѣдовательнымъ рас- 
ширеніемъ пара въ одномъ, двухъ и трехъ цилиндрахъ. 

2. Примѣненіе электролиза въ бѣленіи и крашеніи. 

В) На премію Политехнической выставки: 

1. Аккумуляторы и примѣненіе ихъ къ электрическо- 

“, освѣщенію. 
2. Трансформаторы въ иримѣненій къ электрическо- 

му 

м 

иоввтению, 

1М. Учебныя посаб5. 
1. Лабораторія. 

Къ началу 1887—88 акаде- 

мическаго года состояло по 

инвентарю аппаратовъ и 

приборовъ..... . . 2688пасумму14.885р.б9к. 
Въ теченіе года прюбрѣтено, , , іі,, 956, 
Итого къ 1888—59 г. чис- 

лится аппаратовъ и при- 
боровъ. . ... . , .2776бнасумму15.077р.б5к. 



Въ 1887—1888 учебномъ году въ аналитической ля- 

бораторіи занимались, подъ руководствомъ доцента В. Е. 
Павлова и ассистента Е. В. Куклина, два класса: 

Ш общій (15 человѣкѣ—9 часовъ въ недѣлю) въ тече- 

ніе всего учебнаго года и П спеціальный—въ теченіе 

перваго полугодія (18 человѣкъ, 12 часовъ въ недѣлю). 
Воспитанники Ш общаго класса изучали реакціи ме- 

талловъ, металлоидовъ и ихъ соединеній, пріемы ка- 

чественнаго анализа, производили анализы смѣсей не- 

извѣстнаго имъ состава (а также нѣкоторыхъ минера- 
ловъ) и давали устные отчеты о ходѣ своихъ занятій. 
Воспитанники 1П спеціальнаго класса занимались вѣсо- 

вымъ и объемнымъ анализомъ (послѣднимъ преимуще- 
ственно). Въ виду необходимости контроля надъ степенью 

точности производимыхъ анализовъ, занимающимся вы- 

давались для анализа растворы различныхъ тѣлъ пред- 
варительно проанализированные. 

Работы воспитанниковъ въ технической лабораторіи 
за 1887—1888 учебный годъ состояли въ изученіи ме- 

тодовъ техническаго анализа нѣкоторыхъ сырыхъ ма- 

теріаловъ и важнѣйшихъ заводскихъ продуктовъ. Кромѣ 
того воспитанниками были произведены нѣкоторые тех- 

ническія работы: полученіе керосина и смазочныхъ 

маслъ, сухая перегонка дерева, полученіе льнянаго масла 

посредствомъ экстракціи, полученіе различныхъ сортовъ 
мыла и проч. 

2. Физическій кабинетъ. 

Къ началу 1887—88 года числилось по инвентарю: 
Физическихъ приборовъ, 

инструментовъ, таблицъ, 
книгъ, мебели и пр.. . 

729 на сумму 15.379р.44к. 
Вътеченіе года пріобрѣтено бо, , 468, 19 
Итого къ 1888—89 г. чис- 

лится... ...... 794насумму 15.847р.63к. 
Въ 1587—88 году въ физической лабораторіи про- 

исходили практическія занятія съ учениками П общаго 
класса химическаго отдѣленія. 
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3. Механическій кабинетъ. 

Къ началу 18387—88 г. въ механическомъ кабинетѣ 
числилось: 

Кинематическихъ моделей, машинъ и деталей машинъ, 

инструментовъ и чертежей 406 нум. 553 предм., на 

сумму 7455 руб. 54/, коп. 

Въ теченіе 1987—88 г. пріобрѣтено черезъ контору 
Тольхъ, въ Москвѣ, 2 модели гидравлическихъ машинъ, 
на сумму 58 руб. и внесено въ инвентарь оказавшихся 

въ наличности и не записанныхъ до сего времени 27 нум. 
36 предм., на сумму 256 руб.; всего 29 нум. 38 предм., 
на сумму 314 руб. 

Въ теченіе того же года перечислено въ кабинетъ 

строительнаго искусства П модель моста стоимостію 
50 руб. и исключено за негодностію 26 нум. 35 предм., 
на сумму 49 руб. 60 коп.; всего 27 нум. 36 предм., 
на сумму 99 руб. 60 коп. 

Такимъ образомъ къ началу 1888—89 уч. г. въ 

механическомъ кабинетѣ числится: 

Кинематическихъ моделей, машинъ и деталей машинъ, 

инструментовъ и чертежей 408 нум. 555 предм., на 

сумму 7669 руб. 94/, коп. 

Въ продолженіе настоящаго учебнаго года, вслѣд- 
ствіе перехода механическаго кабинета въ новое помѣ- 

щеніе, трудами ассистента В. Д. Румянцева было пе- 

ресмотрѣно имущество кабинета и составленъ новый 

инвентарь его, причемъ, съ утвержденія хозяйственнаго 

комитета, измѣнено было число отдѣловъ инвентаря и 

исправлена нумерація предметовъ. 

Такимъ образомъ къ 1888—89 г. въ механическомъ 

кабинетѣ, по новому инвентарю, числится: 

|) Кинематическихъ моделей 106 нум. 117 предм. 

2) Моделей машинъ и деталей 
машинъ. зириии48, і62т, 



3) Измѣрительныхъ приборовъ 
и инструментовъ..... В8 нум. 99предм, 

4) Книгъ, чертежей и таблицъ,. 16 , 177 , 

Итого. 358 нум. 555 предм. 
на сумму 7669 руб. 94/, коп. 

4. Кабинетъ естественной исторіи. 
Къ началу 1887—88 учебнаго года по инвентарю 

числилось: 

Минераловъ, моделей кристалловъ и пр. 18347 
Зоологическихъ препаратовъ, моделей и 

пр., и по анатоміи человыка.. ..... 511 
Ботаническихъ моделей, продуктовъ и пр. 116 
Инструментовъ.. ......... 53 
Атласовъ, таблицъ, книгъ и пр..... 132 

Итого,... 2659 пр. 

Сверхъ того мебелии. :. 
бі пр. 

Вновь пріобрѣтено въ теченіе года: 

Минераловъ. . ..ѣ 
і 

Итого къ 1888—89 году числится всего 

въ коллекціихъ и ококатинвиняо660пр. 
Мебели. 

.. эзрзи- бі пр. 

5. Геодезическій кабинетъ. 

Къ началу 1887—88 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Различныхъ геодезическихъ инструментовъ 34 
Въ теченіе года исключено. 
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Къ началу 1888—89 г. числится... 29 
На суммул ир8р ти. 

6. Пособія по начертательной геометріи. 

Къ началу 1887—88 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Таблицъ начертательной геомеріи.... 43 



Коллекція рельефныхъ моделей.. ... 

Всего. 

Въ теченіе года исключено: 

Лекалъ. .... ... ... 25 

Къ началу 1888—89 г. числится. .. 61 

На сумму. коі олнои. .. р. а5к, 

7. Учебныя пособія по черченію. 

Къ началу 1887—88 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Разныхъ коллекцій чер- 

тежей, оригиналовъ,моделей 

и инструментовъ .. . . ПП56насумму 1288 р.01,к. 
Въ теченіе года вновь 

поступило ... 5и мо. 
Къ началу 1888—89 г. 

числится всего ... . . 119Пнасумму і433р.077,к. 

8. Учебныя пособія по рисованію. 

Къ началу 1887—38 академическаго года числилось 

по инвентарю: 

Академическихъ рисунковъ, 

рисунковъ геометрическихъ 
тѣлъ, коллекцій гипсовыхъорна- 

ментовъ, деталей машинъ и пр. 1033 насумму430р.37к. 
Въ теченіе года никакихъ пріобрѣтеній и исключеній 

не было. 

Къ началу 1888—89 года 

всего числится...... . 1033насумму430р.з7к. 

9. По предметупроектированія деталей и машинъ. 

Къ началу 1887—83 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Различныхъ коллекцій чертежей, оригина- 

ловъ, книгъ, моделей и инструментовъ... 372 экз.
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Въ истекшемъ академическимъ году посту- 
пило вновь. . . . Луодоу инзз:о..нйі8ѣэкз. 

Къ 1888—89 числится всего... . .. 547 , 

на сумму...... . 2099р. 8у ж. 

10. Пособія по технологіи металловъ и дерева. 

Къ началу 1887—88 учебнаго года числилось по 

инвентарю: 
Чертежей . т 
Образцовъ-орудій . ... 28 
Разныхъ коллекцій, за 

7 

Всего 
. ѣз 

Въ теченіе года поступленій не было: 

Къ началу 1888—89 числится 52 экземиляра на 

сумму 487 руб. 39 коп. 

П. Кабинетъ механической технологіи воло- 

книстыхъ веществъ. 

Къ началу 1887—88 академическаго года состояло: 

1 приборъ для опредѣленія титра шелка. 

Г вѣски для опредѣленія вѣса и № пряжи. 
| динамометръ Реггеацх. 
1 приборъ М. АПсап для испытанія пряжи. 
| модель волкъ-машины. 

Г модель ленточной машины. 

| модель скатывающаго холстоваго аппарата. 
86 настѣнныхъ таблицъ чертежей. 

1 коллецкія образцовъ волокн. веществъ въ сырьѣ. 
| коллекція образцовъ пряжи и тканей. 

4 коллекціи, иллюстрирующія послѣдовательный ходъ 

фабричныхъ производствъ. 
| коллекція кардныхъ лентъ русскихъи иностранныхъ. 
| коллекція образцовъ орудій и разныхъ принадлеж- 

ностей для прядильныхъ и ткацкихъ фабрикъ. 
1 ручной ткацкій станъ съ приборомъ Жаккара. 
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| дифференціальный механизмъ для банкоброшей. 
] замокъ для банкоброшей. 
1 машинка стараго типа для наборки карлъ. 
Въ теченіе года поступило: 
1 коллекція кардныхъ лентъ изъ желѣзной и сталь- 

ной проволоки на резиновой, кожаной и шерстяной прок- 
ладкахъ—съ англійской фабрики Ног5аПапвй ВісКкѣам. 

Г приборъ для опредѣленія крѣпости и эластичности 

пряжи. 

. Библіотека. 

Къ началу 1887—88 академическаго года числи- 

лось. ., ..... 
8597соч.въ 14,10П7. 

на сумму.. . ...... 26,031 р. 99к. 
Вътеченіе года поступило 93 соч. въ1іПб т. 

на сумму. ....... 1056 р. 95 к. 

Къ 18838—89 академич. году числится 8690 соч. 

въ 14,217 т. 

на сумму. .. ...27,0885. 9ѣи. 

Изъ числа поступившихъ пожертвовано разными ли- 

цами и учрежденіями 20 соч. въ 27 том. 

13. Учебныя мастерскія. 
а) Кабинетъ учебныхъ мастерскихъ. 

Къ началу 1837—88 академическаго года въ каби- 

нетѣ учебныхъ мастерскихъ числилось по инвентарю: 
Разныхъ образцовыхъ инструментовъ, прибо- 

ровъ, таблицъ, коллекцій и машинъ,..... 817 
Разнаго рода предметовъ, . ......., 

23 
Въ теченіе года поступленій и исключеній не было. 
Къ началу 18388—809 академическаго года числится 

6) Учебная токарная по дереву мастерская. 
Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ то- 

карной по дереву мастерской занималось 89 воспитан- 

никовъ, которыми исполнено 2639 отдѣльныхъ работъ. 
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Къ началу 1887—88 академическаго года въ мастер- 
ской числилось по инвентарю: 

Токарныхъ станковъ (одинъ для овальнаго 

точенія) . ..у, фиирион оонен49ии. 
Веротаковитож три атнок тхинхціех их в. 
Точилъ 

іил іоно поори и. ох 
Станокъ для узорной пилы . ..... 

Шаблоновъ 
иэотіѣ зсцио и о5005, 

Разныхъ инструментовъ.. ...... 10352, 
Разнаго рода предметовъ . ..... 4з. 
Въ теченіе года пріобрѣтено: 
Разныхъ инструментовъ.. ...... 158 шт. 

Итого къ началу 1888—89 академическаго года чи- 

слится 1791 шт. на сумму 5135 руб. 20/, коп. 

Учебныя пособія мастерской: 

Коллекція образцовъ нарѣзыванія, состо- 

ящая изъ. . .. ми.. . эка. 

Коллекція образцовъ моделей, состоящая изъ 25 
Коллекція образцовыхъ инструментовъ, со- 

Коллекція инструментовъ изъ дерева, уве- 
стоящая изъ 

личенныхъ въ 6 разъ, состоящая изъ.. 
. 

24 экз. 

Итого на сумму. 196р.99к. 

в) Учебная модельно-столярная мастерская. 

Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ мо- 

дельно-столярной мастерской занималось 89 воспитан- 

никовъ; которыми исполнено было 1190 упражненій и 

110 вполнѣ законченныхъ моделей. 
Къ началу 1887—88 академическаго года въ мастер- 

ской числилось по инвентарю: 

Верстаковъ столярныхъ 760 

Станковъ токарныхъ 5 
Универсальная пила съ принадлежностями. 1 

Точилъ іко бонэноо.лнии з 
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Сверлильная ручная машина для сверленія 
подъ разными углами... зуони. 1 

Шкафовъ для храненія раболъ ..... з 
Разныхъ инструментовъ .й528 
Въ теченіе года пріобрѣтено разныхъ ин- 

струментовъ... з......207 
Итого къначалу 1888— 89 

академическаго года 

числится.... .. 1699 шт.насумму 1497р.68к. 
Учебныя пособія мастерской: 

Двѣ коллекціи соединеній дерева, состоя- 

Коллекція моделей, состощая изъ. ... за4 
Коллекція инструментовъ изъ дерева, увели- 

ченныхъ въ 6 разъ, состоящая изъ.... зі-;, 
Коллекція инструментовъ для строганія де- 

рева, состоящая изъ.. ......... і., 
Коллекція инструментовъ для пиленія де- 

рева, состоящая изъ..... , ...... 19, 
Двѣ коллекціи инструментовъ для сверленія 

и долбленія дерева, состоящія изъ..... а., 
Коллекція измѣрительныхъ инструментовъ, 

состоящая изъ... ................ .олво82 „ 

Итого на сумму 1513 р. 67 к. 

г) Учебная металло-токарная мастерская. 
Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ 

металло-токарной мастерской занималось 90 воспитанни- 

ковъ, которыми исполнено было 1005 отдѣльныхъ работъ. 
Къ началу 18857—88 академическаго года въ мастер- 

ской числилось по инвентарю: 

Самоточка, . , ... .. 1 

Суппортовъ ...Рнто 
Токарныхъ станковъ съ принадлежностями 34 
Точилъ съ чугунными ящиками,. ... м 

Горнъ съ вентиляторомъ,. . ...... 
1 
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Наковальня к. ѣхк. иаик звии.коиц 1 

Разныхъ инструментовъ и принадлежностей 

мастерской . ... тойва мнанух п. оПэка. 

Въ теченіе года пріобрѣтено разныхъ инструментовъ 

12 и исключено 12. 

Къ началу 1838—89 академическаго года числится 

520 штукъ на сумму 3820 руб. 7П коп. 

Учебныя пособія мастерской: 

Двѣ коллекціи образцоваго инструмента, 

состоящія изъ.. . ;.. ........ 193 экз. 

Двѣ коллекціи образцовъ токарнаго по ме- 

талиу искусства, состоящія иъ...... 106, 

Итого на сумму 154р.24к. 

д) Учебная слесарная мастерекая. 

Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ учеб- 

ной слесарной мастерской занималось 75 воспитанниковъ, 

которыми исполнено 379) отдѣльныхъ работъ. 

Къ началу 1887—88 академическаго года числилось 

по инвентарю: 

Верстаковъ. . н0 

Тисокъ слесарныхъ, . 78 
Машинъ стругальныхъ ручныхъ 2 

Машинъ сверлильныхъ ручныхъ : 

Станокъ для сверленія коловоротомъ. 1 
Точило двойное 1 

Горнъ съ вентиляторомъ.. ...... 1 
Столовъ чугунныхъ,. , ...... 3 
Разнаго рода предметовъ.., ..... 104 

Разныхъ слесарныхъ инструментовъ,. 3911 

Въ теченіе года пріобрѣтено разныхъ сле- 

сарныхъ инструментовъ.. . .. .... ѣ иѣ 

Итого къ началу 1888 — 89 академическаго года 

числится 5095 шт, на сумму 4845 р. 457, к.



р 

Учебныя пособія мастерской отнесены къ кабинету 
учебныхъ мастерскихъ. 

е) Учебная чугунно-мѣдно-литейная мастерская. 
Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ 

чугунно-мѣдно-литейной мастерской занималось 18 воспи- 

танниковъ, которыми исполнено 288 отдѣльныхъ работъ. 
Къ началу 1887- 88 академическаго года въ мастер- 

ской числилось по инвентарю: 
Паровой горизонтальный двигатель въ 4 

силы съ котломъ системы Фильда 1 

Вентиляторовъ. і 
Вагранка о двухъ фурмахъ. а 

Самодувный горнъ для трехъ тиглей. . 
1 

Печь системы Ріай для плавки мѣди , 
і 

Литейный кранъ. ., ....... 
1 

Опокъ чугунныхъ . . . .613 
Чугунныхъ грузовъ 28 шхукъ ‚аг с8і7тпуд. 
Печь для сушки стержней, . ..... 1 

Станковъ для шаблонной формовки. 3 

Верстаковъ съ козлами 7 
Комплектовъ формовочнаго инструмента по 

4 въ каждомъ. . ...... .и. 
20 экз. 

Разнаго инструмента. . ....... 26 
Чугунныхъ моделей.. . ....... 

) 

Итого къ началу 1888—-89 якадемическаго 

года числится 713 шт. на сумму. . . 
б861 р. 2і к. 

Учебныя пособія мастерской: 

Коллекція образцоваго инструмента, со- 

стоящая изь 
і. ..о.о.н. аийбит. 

Итого на сумму 35 руб. 

ж) Учебная кузнечная мастерская. 

Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ 

кузнечной мастерской занималось 18 воспитанниковъ, 
которыми исполнено 442 отдѣльныхъ работъ. 
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Къ началу 1887 —38 академическаго года числилось 

по инвентарю: 
Паровой молотъ съ наковальнями.... 1 

Горнъ съ наковальнями и принадлежностями 6 

Вентиляторъ для дутья. . ...... 
1 

Вѣсы десятичные съ гирями и разновѣсами 1 

Шкафовъ для храненія работъ . .... 
2 

Горнъ переносный съ вентиляторомъ .. 
і 

Резервуаровъ желѣзныхъ для воды... 2 
Мѣхъ со станкомъ для горна. 
Жомъ для гнутья колѣнчатыхъ валовъ. . 

1 

Тисокъ столовыхъ желѣзныхъ. .... 
з 

ѣРазнаго ме аг трумента 0 азнаго мелкаго кузнечнаго инструмента. й 

Станокъ для сварки желѣза. 
. .... 

1 

Въ теченіе года пріобрѣтено: 
= Разнаго мелкаго инструмента. . .... 
53 

Итого къ началу 1888—89 академическаго 
г э, э 

года числитсяпо инвентарю 771 шт. насумму З134р. 38 к. 

Учебныя пособія мастерской: 

Образцовая коллекція кузнечнаго инстру- 
мента, состоящая иъ. ......... 

110 шт. 

Образцовая коллекція кузнечныхъ работъ, 
состоящая иъ 

. ...... ,..... 40, 
6 і Итого на сумму 224 р. 297, к. 

з) Учебная механическая мастерская. 
Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ 

учебной механической мастерской занималось 76 воспи- 

танниковъ, исполнившихъ около 60 отдѣльныхъ работъ. 
Между работами наиболѣе выдающіяся; паровая водо- 

качка, стругальная поперечная ручная, паровая машина 

въ 2 силы, токарные станки съ переборомъ, винторѣз- 
ная машина, насосы, супорты, тиски и проч. 

Къ началу 1887—88 академическаго года по учеб- 
ной механической мастерской числилось по инвентарю: 
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Трубчатый паровой котелъ въ 30 силъ 

Постоянный котелъ съ 4 подогрѣвателями 1 

Вертикальная паровая машина системы 

Уатта, съ коромысломъ, въ 235 силъ. 1 

Паровыхъ водокачекъ. ] 

Водомѣръ Шмидта і 
Приводовъ-трансмиссій 3 

Сверлильныхъ машинъ разныхъ системъ: 

Приводныхъ. . 6 
Ручныхъ м 3 

Стругальныхъ машинъ. 6 

Долбежныхъ машинъ з 
Шпоночныхъ машинъ. 1 

Винторѣзныхъ машинъ тханевц.-і 1 

Фрезовыхъ машинъ. 1 

Дѣлительныхъ машинъ й 

Станковъ токарныхъ по металлу 10 
Самоточекъ разныхъ величинъ 9 
Разныхъ принадлежностей къ машинамъ. 1993 
Тисокъ слесарныхъ. ииои. изи.с65 
Верстаковъ слесарныхъ. . ..... 

8 
Разнаго рода предметовъь. ..... 

250 
Разнаго мелкаго инструмента,. . ... 

57239 

Въ теченіе года 
проорасіо 

разныхъ ин- 

струментовъ.. .. са. тРи35 
Итого къ началу 1588— 89 академическаго 

года числится 8527 шт. на сумму 33491 р. 52 к. 

Учебныя пособія отнесены къ кабинету учебныхъ 
мастерскихъ. 

Учебно-механическая мастерская при участіи осталь- 

ныхъ мастерскихъ, кромѣ занятій съ воспитанниками, 
съ помощью наемныхъ рабочихъ, съ П-го Сентября 1887г. 
по П-е Сентября 1888 года исполнила заказовъдля част- 

ныхъ лицъ на сумму 64,7О7 р. 
Выдающимися работами изъ числа этихъ заказовъ 

были слѣдующія: 
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Турбинъ разныхъ. 3 
Паровыхъ машинъ 5 
Паровыхъ водокачекъ. а 

Вѣтряныхъ двигателей, . я 
4 

Стругальныхъ разныхъ 5 
Самоточекъ 2 
Токарныхъ станковъ.... 12 
Сверлильныхъ 4 

Винторѣзныхъ з 
Шлифовальныхъ 8 

Бумагорѣзательныхъ ] 

Скоропечатныхъ билетныхъ... 
; 

1 

Машинъ для высверливанія сучьевъ въ де- 

ревѣі . .. .... .. ..... .нищии ахини 1 

Насосовъ разныхъ . . . тнилим.тылцо21 
Тисокъ разныхъ и супортовъь. .... 4 
Прессовъ разныхъ и штамповъ,.. ... 13 
Приводовъ фабричныхъ . . ...... 9 
Моделей деревянныхъ для черченія. .. 25 



Краткій отчетъ о дѣятельности Политехни- 

ческаго Общества, состоящаго при Император- 

скомъ Московскомъ Техническомъ Училищѣ, 

за 1567—-668 зод5. 

Къ началу 1887—88 г. Политехническое Общество 

считало 38 почетныхъ членовъ, 122 дѣйствительныхъ 

членовъ и 6 членовъ сотрудниковъ. Въ истекшемъ году 

Общество понесло горестную утрату въ лицѣ своего 

почетнаго члена, профессора Техническаго Училища 

Алексѣя Васильевича Лѣтникова, скончавшагося 28 февр. 

1888 года. 

Въ теченіе 1887— 88 г. Политехническое Общество 

имѣло 9 обыкновенныхъ собраній, П экстраординарное 

и 1 годичное. Кромѣ того, по приглашенію Московскаго 

Отдѣленія Императорскаго Русскаго Техническаго Об- 
щества, оно принимало участіе въ слушаніи и обсужде- 

ніи реферата Н. И. Вейнберга. 
Въ обыкновенныхъ собраніяхъ, кромѣ текущихъ дѣлъ, 

обсуждались сообщенія по различнымъ вопросамъ техни- 
ческихъ наукъ и техническаго образованія, сдѣланныя 
слѣд. лицами: почетными членами Н. К, Жуковскимъ, 

О. Е. Орловымъи М. М. Черепашинскимъ; дѣйстви- 

тельными членами А. И. Пермяковымъ, В. ©. Вейссе, 

. И. Щеголевымъ, А. Э. Ливенъ, Я. Н. Никитин- 

скимъ, П. К. Эйгельмейеръ, К. Т. Покровскимъ, О. П. 
Григоровичемъ, Х. ©. Гартманъ и С. А. Владимірекимъ; 
членомъ-сотрудникомъ Е. Э. Бромлей, Д.С. Зерновымъ 

5
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и воспитанниками Техническаго Училища С. Э. Кордесъ 

и Я. Я. Кожевниковымъ. 

Въ ноябрѣ 1887 г. почетный членъ Общества Ю. С. 

Нечаевъ-Мальцевъ въ письмѣ на имя и. д. президента 

Общества препроводилъ двѣ тысячи рублей на поощре- 

ніе трудовъ по приложенію электричества къ обработкѣ 

стекла и хрусталя. —Обыкновенное собраніе Общества 

21 дек. 1887 г., находя полезнымъ распространить вы- 
дачу премій за труды по другимъ отраслямъ промыш- 

ленности, поручило Совѣту Общества обратиться къ 

Ю. С. Нечаеву-Мальцеву за утвержденіемъ слѣд. по- 

рядка употребленія пожертвованнаго имъ капитала: 

1) капиталъ долженъ оставаться неприкосновеннымъ и 

носить имя жертвователя; 2) проценты съ капитала дол- 

жны употребляться на выдачу премій за сочиненія по 

техническимъ вопросамъ на темы, предложенныя Обще- 

ствомъ; 5) первою темою для соисканія премій должна 

быть объявлена тема, предложенная жертвователемъ. Въ 

мартѣ 1888 г. отъ Ю. С. Нечаева-Мальцева получено 

было выраженіе полнаго согласія на вышеприведенный 

порядокъ употребленіи капитала съ тѣмъ добавленіемъ, 

чтобы премія была не менѣе 300 руб. На этихъ глав- 

ныхъ основаніяхъ вице-президентомъ Общества вырабо- 

таны положенія о преміи имени Юрія Степановича Не- 

чаева-Мальцева для внесенія на утвержденіе Годичнаго 

Собранія. 

Въ исполненіе постановленія годичнаго собранія 

16 Апр, 1886 г., а также вслѣдствіе измѣнившагося 
положенія Политехническаго Обществя съ переходомъ 

Импѣрлторскаго Техническаго Училища изъ вѣдомства 

учрежденій ИмпвратРицы Маеви ві вѣдѣніе Министер= 

ства Народнаго Просвѣщенія, обыкновенное Собраніе 

Общества 35 февр. 1888 г. назначило комиссію для 

предварительной разработки проекта измѣненій и до- 

полненій въ дѣйствующемъ уставв Политехническаго 

Общества. По окончаніи работъ комиссіи, составлен- 

ный ею проектъ измѣненій и дополненій устава былъ
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разосланъ всѣмъ членамъ Общества съ просьбою пред- 
ставить свои замѣчанія или принять участіе въ его об- 

сужденіи. Экстраординарное собраніе Общества 14 апр. 
18886 г., по обсужденіи проекта, внесло въ него нѣко- 

торыя редакціонныя поправки и новыя измѣненія и по- 

становило внести его въ окончательномъ видѣ на утвер- 
жденіе Годичнаго Собранія. 

27 апр. 1888 г. Политехническое Общество имѣло 

торжественное засѣданіе по случаю исполнившагося де- 

сятилѣтія его дѣятельности, Передъ началомъ засѣданія 
въ домовой церкви Техническаго Училища былъ отслу- 
женъ молебенъ протоіереемъ Д. И. Кастальскимъ въ 

сослуженіи священниковъ В. М. Славскаго и Н. С Ви- 
ноградова, по окончаніи котораго законоучителемъ Н.С. 

Виноградовымъ было сказано слово. Засѣданіе открыто 
было рѣчью и. д. президента Общества И. В. Аристо- 
ва. Послѣ рѣчи и.д. президента дѣйствительный членъ 

Общества О. П. Григоровичъ прочиталъ составленный 
имъ очеркъ десятилѣтней дѣятельности Политехническаго 
Общества. На принесенныя отъ имени Московскаго От- 
дѣленіи Импкрлаторсклго Русскаго Техническаго Обще- 
ства и Ученаго Отдѣла Общества распространенія тех- 

ническихъ знаній поздравленія вице-президентъ Обще- 
ства ©. Е. Орловъ отвѣчалъ рѣчью, въ которой очер- 
тилъ задачи дѣятельности Политехническаго Общества. 
ъ заключеніе послана была привѣтственная телеграмма 

В. К. Делла-Восъ, какъ основателю и первому прези- 
денту Общества. 

Годичномъ Собраніи 27 апр. 1888 г. избраны 
въ почетные члены 1ПП, въ дѣйствительные члены 34 и 

сотрудники 1П лицо. За отказомъ прежнихъ должностныхъ 

лицъ, единогласно избраны О. П. Григорович 
библіо- таремъ Общества и Совѣта, В. А. Румянцевъ 

текаремъ, П. П. Протопоповъ —секретаремъ справочнаго 
отдѣла, Е. Т. Покровскій — секретаремъ инженерно- 
механическаго отдѣла и Я. Я. Никитинскій — предсѣ- 
дателемъ отдѣла по техническому образованію. Въ томъ 



же собраніи утверждены были положенія о преміи Ю. С. 
Нечаева-Мальцева и проектъ измѣненій и дополненій въ 

уставѣ Политехническаго Общества; кромѣ того, по 

предложенію И. Ю. Варенникова—образовать капиталъ 

для учрежденія стипендіи имени покойнаго профессора 
А. В. Лѣтникова--Собраніе рѣшило присоединиться въ 

этомъ дѣлѣ къ Педагогическому Совѣту Техническаго 

Училища, по постановленію котораго должна открыться 
подписка между служащими въ училищѣ для образова- 
нія стипендіи или преміи имени покойнаго А. В. Лѣт- 
никова. 

Въ истекшемъ году Общество издало годичный от- 

четъ о своей дѣятельности за 1886—87 годъ. Кромѣ того 

Справочнымъ отдѣломъ изданъ списокъ лицъ, окончив- 

шихъ курсъ въ Императорскомъ Техническомъ Училищѣ, 
составленный секретаремъ Справочнаго отдѣла И. Ю. 
Варенниковымъ. 

Справочный Отдѣлъ Политехническаго Общества 
имѣлъ въ отчетномъ году 8 собраній для обсужденія 
различныхъ вопросовъ, касавшихся его дѣятельности. 
Всѣхъ лицъ, обращавшихся въ отдѣлъ съ просьбами о 

доставленіи мѣстъ, было 84; предложеній мѣстъ посту- 
пило въ отдѣлъ 79; изъ нихъ 42 мѣста заняты при по- 

средствѣ и рекомендаціи отдѣла. Изъ числа послѣднихъ 
18 мѣстъ падаетъ на долю педагогической дѣятельности 
и, главнѣйшимъ образомъ, въ желѣзнодорожныхъ техни- 

ческихъ училищахъ Министерства Путей Сообщенія. 
Предоставленіемъ этихъ мѣстъ отдѣлъ обязанъ просвѣ- 
щенному содѣйствію управляющаго Учебнымъ Отдѣломъ 
Министерства Путей Сообшенія. почетному члену Поли- 
техническаго Общества, В. К. Делла-Восъ. Остальныя 
24 мѣста падаютъ преимущественно на долю заводской 
и фабричной дѣятельности. 

Испытательная станціи при Политехническомъ Об- 

ществѣ, находящаяся въ завѣдываніи проф. М. М. Че- 

репашинскаго, устроена въ отведенномъ для нея помѣ- 

щеніи, въ зданіи Техническаго Училища, и, по отно- 
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шенію къ испытанію каменныхъ строительныхъ матеріа- 

ловъ, ее можно считать открытою. Посредствомъ нахо- 

дящагося въ ней гидравлическаго пресса произведено 

уже нѣсколько опытовъ надъ камнями, присланными для 

этой цѣли комиссіей по сооруженію клиникъ на Дѣ- 

вичьемъ полѣ, въ Москвѣ. Опыты надъ цементомъ, кир- 

пичемъ и пр. еще не начинались, но могутъ быть на- 

чаты въ непродолжительномъ времени, такъ какъ нуж- 

ные для этого приборы имѣются на лицо. Къ сожалѣ- 

нію средства станціи въ настоящее время крайне огра- 

ниченны, что и составляетъ главный тормазъ развитія 

ея правильной дѣятельности. Имѣющіеся приборы не да- 

ютъ возможности производить опыты надъ сопротивле- 

ніемъ металловъ, что для испытательной станціи такого 

Общества, какъ Политехническое, имѣетъ несомнѣнно 

еще большую важность, чѣмъ опыты надъ камнемъ, 

Что касается денежныхъ средствъ Общества, то въ 

отчетномъ году, сравнительно съ прошлымъ годомъ, 

средства на изданія Общества увеличились отъ пожерт- 

вованій, продажи изданій и процентовъ съ 234р.43к. 
до 364 р. 35 к.; капиталъ на учрежденіе стипендіи 

имени Д. Н. Лебедева увеличился отъ процентовъи по- 

жертвованій съ 334 р. 45 к. до 85і р. 70 к.; Фондъ 
для вспомоществованія нуждающимся техникамъ отъ по- 

жертвованій, процентовъ, поступленія изь кассы и отъ 

платы за предоставленныя мѣста съ 50 р. увеличился 

до 635 р. 88 к. Итого, считая основной капиталъ и 

капиталъ въ 2000 р., пожертвованный Ю. С. Нечаевымъ- 
Мальцевымъ, денежныя средства Политехническаго Об- 

щества къ і апр. 1888 г. составляють 7246 р. 16 к.
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КРАТКіЙ ОТЧЕТъЪ 

о дъяткльности 

ИМПЕРАТОРСКАГО 

Псковскаго ТУХиМЕСКАРО ЧИЛИА 

а 1888—89 академическій год5. 





КРАТКІЙ ОТтЧчЕТъ 

о двяткльности 

ИМПЕРАТОРСКАГО МОСКОВСКАГО ТЕХНИЧЕСКАГО УЧИЛИЩА 

зл 1838—89 лкАдЕмичкокий годъ. 

1 Дѣятельность Педагогическаго Совѣта. 

Въ истекшемъ академическомъ году Педагогическій 
Совѣтъ имѣлъ 10 засѣданій, изъ которыхъ 2 были 

экстраординарными. 
Въ засѣданіи Совѣта 3 октября 1888 г. были раз- 

смотрѣны и одобрены Совѣтомъ нижеслѣдующія правила 
о веденіи графическихъ занятій въ Училищѣ. 

1) Занятія воспитанниковъ Импкрвлтовсклго Москов- 
скаго Техническаго Училища по рисованію, черченію 
и проектированію ведутся согласно программамъ, утвер- 
жденнымъ Совѣтомъ. Въ сихъ программахъ опредѣляются 
какъ графическія работы, которыя должны быть ис- 

полнены въ теченіе учебнаго года, такъ и сроки, къ 

которымъ каждая изъ этихъ работъ должна быть со- 

вершенно окончена. 

2) Графическія работы исполняются воспитанниками 

въ назначенныхъ для сего помѣщеніяхъ въ Училищѣ 
подъ руководствомъ профессоровъ, доцентовъ и препо- 
давателей соотвѣтственныхъ предметовъ, которые назна- 

чаютъ имъ данныя для каждой отдѣльной работы, слѣ- 
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ѣдятъ за исполненіемъ работъ, дѣлаютъ необходимыя ука- 
занія и объясненія, исправляютъ могущія встрѣтиться 
ошибки и принаступленіи срока, назначеннаго для окон- 

чанія работъ, принимаютъ ихъ отъ воспитанниковъ. 

3) Предварительно окончательнаго вычерчиванія какого- 

либо предмета воспитанникъ долженъ сдѣлать подробный 
эскизъ его и расчетъ, если таковые требуются. Эскизы 
и расчеты представляются руководящему занятіями, ко- 

торый или одобряетъ оные, или указываетъ на необхо- 
димыя измѣненія; по полученіи одобренія эскиза и рас- 
чета отъ руководящаго воспитанникъ приступаетъ къ 

выполненію чертежа въ карандашѣ, который предста- 
вляетъ на разсмотрѣніе руководящаго и только по полу- 
ченіи одобренія обводитъ чертежъ тушью и покрываетъ 
красками. 

4) Выносъ чертежей и рисунковъ и исполненіе ихъ 

внѣ стѣнъ училища не разрѣшаются. 
5) При наступленіи срока. назначеннаго для испол- 

ненія каждой графической работы, чертежи и рисунки 
принимаются отъ воспитанниковъ въ томъ видѣ, въ ка- 

комъ они къ этому сроку находятся, и воспитанники 

немедленно переходятъ къ слѣдующей по программѣ 
графической работѣ. Воспитанники, представившіе ра- 
боты къ назначенному сроку въ неоконченномъ видѣ, 
получаютъ право оканчивать эти работы вътомътопько 

случаѣ, если слѣдующія по очереди работы будутъ ими 

представлены до назначеннаго срока. Оканчиваніе ра- 
ботъ далѣе послѣдняго срока не разрѣшается. 

6) По каждому роду графическихъ работъ произво- 
дится оцѣнка баллами въ теченіе учебнаго года. За не- 

представленную въ срокъ работу выставляется единица, 

которая можетъ быть исправлена по окончаніи работы 
согласно предыдущимъ правиламъ. 

7) Если для графическихъ занятій кромѣ преподава- 
теля назначены совѣтомъ ассистенты, то воспитанники 

соотвѣтственныхъ классовъ раздѣляются инспекторомъ 
Училища въ алфавитномъ порядкѣ на группы, предна- 
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значаемыя для занятій подъ руководствомъ профессора 
или доцента и ихъ ассистентовъ. Ассистенты являются 

для занятій въ назначенное по росписанію времяируко- 
водятъ своими группами самостоятельно на основаніи 
вышеизложенныхъ правилъ, но въ общемъ ходѣ работъ 
подчиняются указаніямъ профессора или доцента. Каж- 

дый изъ проектовъ, представленныхъ для оцѣнки, дол- 
женъ быть подписанъ руководителемъ группы. 

Въ засѣданіи Совѣта 3 ноября 1888 г. былъ со- 

ставленъ и въ подлинникѣ подписанъ всѣми членами 

Совѣта адресъ Его Императорскому Величеству по по- 

воду событія 17 октября 1888 г. нижеслѣдующаго со- 

держанія: 

Ваше Императорское Величество, 
Всемилостивѣйний Государь! 

Дивнымъ Промысломъ Божіимъ драгоцѣннѣйшая 
жизнь Влшикго Импирлторскаго Вкличкства и Влшей Авгу- 
ствйший Свмьи спасена отъ угрожавшей опасности. 

Сильные духомъ Вѣры и глубокою преданностію 
Державному Своему Вождю сыны необъятной Россіи 
соединяются въ теплыхъ и сердечныхъ благодареніяхъ 
къ Господу, явившему въ чудесномъ спасеніи Вашемъ 
знаменіе милости Своей къ Россіи, призываемой къ бла- 

годенствію и процвѣтанію подъ Державнымъ водитель- 
ствомъ Влшимъ. 

Московское Техническое Училище, имѣющее счастіе 
состоять подъ непосредственнымъ Влшихъ Импирлтор- 
скихъ Вкличествъ покровительствомъ, воодушевляясь без- 

предѣльною радостію, дерзаетъ вмѣстѣ со всѣмъ наро- 
домъ русскимъ повергнуть къ стопамъ Влшимъ, Всвмило- 
стивѣйший Госудлрь, свои глубокія вѣрноподданническія 
чувства любви и преданности и молитъ Всемогущаго 
Бога о ниспосланіи ВлшеЕму Импирлторскому Вкличеству 
и Блшквй Царственной Скмьѣ здравія и долгоденствія на 

благо и процвѣтаніе нашего дорогого отечества. 



- 

Въ засѣданіи Совѣта 4 ноября 1888 г. былъ соста- 

вленъ и подписанъ всѣми членами Совѣта нижеслѣдую- 

щій адресъ Его Высокопревосходительству, Господину 

Министру Народнаго Просвѣщенія, статсъ-секретарю И.Д. 

Делянову по поводу исполнившагося 50-лѣтія его го- 
сударственнаго служенія: 

Ваше Высокопревосходительство , 

Глубокоуважаемый 

Иванъ Давидовичъ! 

ИмпЕерлторско:х Московское Техническое Училище, 

Державною Волею переданное изъ вѣдомства Учрежде- 

ній ИмпкрлтрРицы Млыи въ вѣдѣніе Министерства На- 

роднаго Просвѣщенія, второй разъ имѣетъ счастіе со- 

стоятъ подъ Вашимъ просвѣщеннымъ руководитель- 
ствомъ и нынѣ, въ торжественный день исполнившагося 

пятидесятилѣтія Вашего государственнаго служенія, 
считаетъ своимъ пріятнымъ долгомъ принести Вашему 

Высокопревосходительству почтительнѣйшее повздра- 

вленіе. 

Полувѣковая разнообразная и плодотворная админи- 

стративная дѣятельность Вашего Высокопревосходитель- 
ства, Ваша неутомимая заботливость о развитіи истин- 

наго просвѣщенія въ Россіи на началахъ преданности 
Престолу и любви къ Отечеству и Ваши сердечныя и 

доброжелательныя отношенія къ учащемуся юношеству, 

съ особенною силою выразившіяся во время послѣдней 
ревизіи Вашей высшихъ учебныхъ заведеній Импвеи, 

невольно внушаютъ чувства глубочайшаго уваженія и 

искреннѣйшей признательности къ Вашему Высокопре- 
восходительству. 

ИмпЕраторскос Московское Техническое Училище, вы- 

ражая эти чувства, душевно желаетъ Вашему Высоко- 
превосходительству еще много лѣтъ быть исполнителемъ 
мудрыхъ предначертаній нашего дорогого Монарха.



Въ засѣданіи Совѣта 26 мая 1889 г. обсуждался во- 

просъ о выборѣ кандидата изъ лицъ, окончившихъ курсъвъ 
Училищѣ, для посылки его за границу на проценты съ 

капитала, пожертвованнаго М. Ф. Морозовой. АБыло по- 

ложено: 1) установить очередь въ этихъ командировкахъ 
для инженеръ-механиковъ и инженеръ-технологовъ, 2) 
командировать въ нынѣшнемъ году инженеръ-механика 
И. В. Лухина для изученія машиностроенія. Копія съ 

означенной статьи протокола согласно & 4 утвержден- 
ныхъ правилъ о пользованіи капиталомъ имени М. Фѣ. 

Морозовой была представлена на утвержденіе Маріи Фе- 

доровны Морозовой и ею было выражено согласіе на 

командированіе И. В. Лухина за границу. 

П Личный составъ служащихъ. 

а) Почетные члены Педагогическаго Совѣта. 

Его ИмпкрАтоРсков Высочество Великій 
Князь Константинъ Николаевичъ. 

Его ИмпкрлАторсков Высочкство Николай 
Максимиліановичъ Романовскій, герцогъ Лихтен- 

бергскій. 
Генералъ-адъютантъ, генералъ отъ кавалеріи, князь 

Владиміръ Андреевичъ Долгоруковъ. 
Дѣйствительный тайный совѣтникъ, графъ Дмитрій 

Андреевичъ Толстой 25 Апрѣля 1889 г. 

Тайный совѣтникъ Иванъ Алексѣевичъ Вышнеград- 

Академикъ, тайный совѣтникъ Пафнутій Львовичъ 
Чебышевъ. 

Предсѣдатель ИмпЕрлтовсклго Русскаго Техническаго 
Общества, Петръ Аркадьевичъ Кочубей. 

Тайный совѣтникъ Петръ Гоновичъ Губонинъ. 
Военный инженеръ, генералъ-маіоръ Амандъ Егоро- 

вичъ Струве. 



Президентъ технологическаго института въ Бостонѣ, 
профессоръь Джонъ Рункль. 

Дѣйствительный статскій совѣтникъ Викторъ Кар- 
ловичъ Делла-Восьъ. 

Дѣйствительный статскій совѣтникъ Дмитрій Ивано- 
вичъ Менделѣевъ. 

6) Корреспондентъ Совѣта. 

Инженеръ Александръ Веніаминовичъ Баріи. 

в) Управленіе училищемъ и служащіе въ ономъ по адми- 
нистративной и учебно-воспитательной части. 

Попечитель Московскаго Учебнаго Округа, графъ 
Павелъ Алексѣевичъ Капнистъ. 

Исправляющій должность директора, инспекторъ учи- 
лища, дѣйствительный статскій совѣтникъ Иванъ Ва- 

сильевичъ Аистовъ. 
Исправляющій должность инспектора, статскій со- 

вѣтникъ Василій Оедоровичъ Давыдовскій. 
Исправляющій должность помощника инспектора, кол- 

лежскій совѣтникъ Николай Петровичъ Циркуновъ. 

Профессоры: 

Прикладной ме- Орловъ, Оедоръ Евпловичъ, ма- 

ханики: гистръ чистой математики Москов- 
скаго Университета, статскій со- 

вѣтникъ. 

Химической тех- Коссовъ, Ильдефонсъ Казимиро- 
нологіи и металъ- вичъ, магистръ химической техно- 

лургіи: логіи, дѣйствительный статскій со- 

вѣтникъ. 

Химической тех- Рудневъ, Владиміръ Матвѣевичъ, 
нологіи; магистръ химіи С.-Петербургскаго 

Университета, статскій совѣтникъ. 

Строительнагоис- Черепашинскій, Михаилъ Ми- 

кусства: хайловичъ, состоящ. въ М-мъ кл. 



Составленія про- 

ектовъ машинъ и 

заводовъ: 

Химической тех- 

нологіи по отдѣлу 

крашенія: 

Органической и 

неорганической хи- 

міи: 

Общей и прик- 

ладной физики: 

Аналитической 

механики: 

По каведрѣ хи- 

міи: 

По каоедрѣ тех- 

нологіи металловъи 

дерева: 

По каеедрѣ ма- 
шиностроенія: 

По каведрѣ вы- 

сшей математики : 

По каведрѣ тех- 
нологіи волокнис- 

тыхъ веществъ: 

—ло —- 

Эшлиманъ, Александръ Карло- 

вичъ, кандидатъ математическихъ 
наукъ С.-Петербургскаго Универ- 

ситета, инженеръ-технологъ 1-го 
разряда, статскій совѣтникъ. 
Петровъ, Петръ Петровичъ, уче- 
ный инженеръ-технологъ, коллеж- 
скій совѣтникъ. 

Колли, Александръ Андреевичъ, 

магистръ химіи Московскаго Уни- 

верситета, статскій совѣтникъ. 
Щегляевъ, Владиміръ Сергѣе- 

вичъ, магистръ физики Московскаго 
университета, сост. въ \М-мъ кл. 
Жуковскій, Николай Егоровичъ, 

докторъ прикладной математики Мо- 
сковскаго Университета, статскій со- 
вѣтникъ. 

Доценты: 

Павловъ, Владиміръ Евграфовичъ, 
кандидатъ С.-Петербургскаго Уни- 

верситета, коллежскій секретарь. 
Мальцовъ, Павелъ Ивановичъ, 

инженеръ-механикъ, коллежскій се- 

кретарь. 
Худяковъ, Петръ Кондратьевичъ, 

ученый инженеръ-механикъ, губерн- 
скій секретарь (онъ же секретарь 

Педагогическаго Совѣта). 

Шапошниковъ, Николай Але- 

ксандровичъ, магистръ чистой ма- 
тематики МосковскагоУниверситетая, 

статскій совѣтникъ. 
Федоровъ, Семенъ Андреевичъ, 
ученый инженеръ-механикъ, сост. 

въ МП-мъ кл,



Репетиторы: 

Михалевскій, Иванъ Елеазаровичъ, статскій со- 

вѣтникъ. 

Карельскихъ, Константинъ Павловичъ, инженеръ- 
механикъ. 

Тумскій, Константинъ Ивановичъ, статскій со- 

вѣтникъ. 

Гавриленко, Александръ Павловичъ, инженеръ- 
механикъ. 

Ассиствнты: 

По каеедрѣ ме- Румянцевъ, Василій Алексѣе- 

ханики: вичъ, инженеръ-механикъ, губерн- 
скій секретарь. 

По каеоедрѣ Фхи- Величковскій, Анатолій Пор- 
зики; фирьевичъукандидатъ С.-Петербург- 

скаго Университета, коллежскій се- 

кретарь. 

Лаборанты: 

Главный лабо- Никитинскій, Яковъ Яковле- 

рантъ: вичъ, ученый инженеръ-технологъ, , 

коллежскій совѣтникъ. 

( Поляковъ, Александръ Андрее- 
вичъ, инженеръ-технологъ, коллеж 

скій секретарь. 
Помощники главѣ-) 

ретар 
Солонина, Василій Андреевичъ, 

наго лаборанта: | 
кандидатъ С.-Петербургскаго Уни- 

верситета, коллежскій секретарь (еъ 
17 января 1889 г.). 

Законоучитель: 

Виноградовъ, Николай Сергѣевичъ, священникъ, 
кандидатъ богословія. 



Строительнаго 
искусства: 

Французскаго 
языка: 

Нѣмецкаго языка: 

Естественной ис- 

торіи: 
Статистики: 

Бухгалтеріи: 

Черченія: 
....- 

Рисованія: 

Церковн. пѣнія: 

Ганцованія. 

& 

Преподаватели: 

Залѣсскій, Василій ПГерасимо- 
вичъ, коллежскій совѣтникъ. 

Давиньонъ, Левъ Францовичъ, 
статскій совѣтникъ. 

Бикъ, Евгеній Николаевичъ, стат- 

скій совѣтникъ. 

Мѣшаевъ, Викторъ Дмитріевичъ, 
статскій совѣтникъ. 

Фуксъ, Владиміръ Александро- 
вичъ, надворный совѣтникъ. 

Владиміровъ, Моисей Евстафіе- 

вичъ, коллежскій ассесоръ. 
Гансъ, Адольфъ Христофоровичъ, 
статскій совѣтникъ. 

Ронжинъ, Николай Васильевичъ, 
титулярный совѣтникъ. 

Турчаниновъ, Капитонъ Дедо- 
ровичъ, статскій совѣтникъ. 

Учители: 

Мамонтовъ, Викторъ Николае- 

вичъ, хормейстеръ Императорскихъ 
Московскихъ театровъ. 
Литавкинъ, Спиридонъ Алексан- 

дровичъ, артистъ Императорскихъ 
Московскихъ театровъ. 

Воспитатели: 

Пѣвницкій, Викторъ Ивановичъ, статскій совѣт- 

никъ. 

Дмитревскій, Иванъ Петровичъ, коллежскій се- 

кретарь, (онъ же библіотекарь). 
Смирновъ, Владиміръ Александровичъ, губернскій 

секретарь. 
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Письмоводитель при инспекторѣ: 

Кречетовъ, Петръ Семеновичъ, (онъ же помощ- 

никъ библіотекаря). 

Служащіе по хозлйственной и административной 

Помощникъ ди- 

ректора по хозяй- 

ственной части: 

Правитель дѣлъ: 

Бухгалтеръ: 

Архитекторы: 

И. д. эконома: 

Казначей иполи- 

цеймейстеръ: 

Кастелянша: 

Священникъ: 

части: 

Папинъ, Павелъ бОедоровичъ, 
титулярный совѣтникъ (онъ же 

временно исполняетъ обязанности 
казначеи и полицеймейстера съ 25 

апрѣля 1889 г.). 
Еремѣевъ, Оедоръ Дмитріевичъ, 
надворный совѣтникъ. 

Лакашинъ, Владиміръ Петро- 
вичъ, надворный совѣтникъ. 

Каминскій, Александръ Степа- 

новичъ, коллежскій секретарь (по 
30 января 1889 г.). 
Никифоровъ, Александръ Алек- 

сѣевичъ, статскій совѣтникъ (вре- 
менно исп. обяз. по найму съ 10 

Февраля 1889 г.). 
Поляковъ, Андрей Гавриловичъ, 
коллежскій совѣтникъ. 

Фроловъ, Сергѣй Николаевичъ, 
надворный совѣтникъ (за болѣзнію 
числится въ отпуску съ 25 апрѣля 
18339 г.. 
Хавская, Елизавета Алексѣевна. 

При церкви: 

Виноградовъ, Николай Сергѣе- 
вичъ, кандидатъ богословія. 



Діаконъ (на ва- 

кансіи псаломщи- 

ка): 

Церковный ста- 

роста: 

Брачъ: 

Сверхштатный 
врачъ. 

Старпийй ъфельд- 

шеръ: 
Младшій оельд- 

шеръ: 

.= 

Соколовъ, Яковъ Ивановичъ, (по 
14 марта 18839 г). 
Любимовъ, Александръ Алек- 

сандровичъ, (съ 4 апрѣля 1889 г.. 
Бородинъ, Николай Михайло- 

вичъ, потомственный почетный гра- 
жданинъ. 

При лазаретъ: 

Карлинъ, Михаилъ Арсеньевичъ, 
дѣйствительный статскій совѣтникъ. 

Боголюбовъ, Мелитонъ Петро- 
вичъ, статскій совѣтникъ. 

Петръ 
коллежскій регистраторъ. 
Вороновъ, Никитичъ, 

Кирилловъ, Александръ Кирил- 
ловичъ, коллежскій регистраторъ. 

Учебныя мастерскія и механическій заводь. 

Инспекторъ уче- 
бныхъ мастерскихъ 

Протопоповъ, Павелъ Петро- 
вичъ, коллежскій секретарь. 

Завѣдующіе механическимъ заводомъ: 

Главный инже- 

неръ механикъ:; 

Помощникъ глав- 

наго инженеръ-ме- 
ханика: 

Бухгалтеръ: 

Завидующіе 

Учебно - слесар- 
ною: 

Пермяковъ, Александръ Ивано- 

вичъ, коллежскій секретарь. 
Петровъ, Никаноръ Петровичъ, 
коллежскій секретарь. 

Липинскій, Тосифъ Оомичъ, стат- 

скій совѣтникъ. 

отдѣльными мастерскими: 

Протопоповъ, ПШавелъ Петро- 
вичъ, коллежскій секретарь. 
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{ Шестковъ, Сергѣй Сергѣевичъ, 
| инженеръ-механикъ (по 2] февраля 

Чертежною: 1889 -.). 
| Поповъ, Степанъ Дмитріевичъ, 
| ученый мастеръ(съ 15 марта 1889г.). 

Токарною по де- Козловъ, Владиміръ Ильичъ, мас- 

реву: теръ (испр. долж). 
Кузнечною: Буровъ, Семенъ Васильевичъ, уче- 

ный мастеръ. 
Модельною:; Михайловъ, Андрей Михайловичъ, 

ученый мастеръ. 
Токарною по ме- Поповъ, Степанъ Дмитріевичъ, 

таллу: ученый мастеръ. 
Литейною: Ларіоновъ,ГерасимъЛаріоновичъ, 

ученый мастеръ 

Служащіе при мастерскихъ: 

Магазинъ — вах- Доковскій, Нарцызъ Петровичъ, 
теръ: дворянинъ. 

Смотритель ма- Благообразовъ, Николай Ива- 

стерскихъ: новичъ, потомственный почетный 

гражданинъ. 

г) Движеніе по службѣ. 

Уволены по прошеніямъ: отъ должности: состоящій 
на псаломщической вакансіи діаконъ Соколовъ — съ 

14 марта 1889 г.; отъ службы по найму: завѣдующій 
чертежною мастерскою инженеръ-механикъ Шеста- 
ковъ—съ 2] ѣевраля 1889 года,; отв дъйствительной 
службы в5 отставку: архитекторъ коллежскій секретарь 
Каминскій—съ 30 января 1889 года. 

Умеро: почетный членъ Педагогическаго Совѣта 
дѣйствительный тайный совѣтникъ графъ Дмитрій Ан- 

дреевичъ Толстой—25 апрѣля 1889 года. 



Опредѣлены: завѣдующій по найму токарною по 

металлу мастерскою ученый мастеръ Поповъ завѣдую- 
щимъ чертежною мастерскою, съ оставленіемъ за нимъ 

преподаванія токарнаго по металлу искусства, съП5 марта 
1889 года, на вакансію псаломщика діаконъ Любимовъ, 
съ 4 апрѣля 1889 года, и временно исполняющимъ обя- 

занности архитектора статскій совѣтникъ Никифоровъ 
съ 10 оевраля 1889 года. 

Назначены: состоящій на службѣ по Министерству 
Финансовъ въ качествѣ эксперта химика при С.-Петер- 
бургской Сухопутной Таможнѣ коллежскій секретарь 
Солонина—помощникомъ главнаго лаборанта Училища, 
съ 17 января 1889 года; преподаватели черченія: стат- 

скій совѣтникъ Гансъ и титулярный совѣтникъ Рон- 
жинъ—членами Педагогическаго Совѣта на 1888 -89 
учебный годъ съ 2 Сентября 1888 года. 

Унверждены въ должностяхъ: воспитателя, исправ- 
ляющій оную должность губернскій секретарь Смир- 
новъ—съ 1П марта 1889 года и помощника директора 
по хозяйственной части, исправляющій оную, титуляр- 
ный совѣтникъ Папинъ—-съ 12 октября 1888 года. 

Избраны: въ секретари Педагогическаго Совѣта 
на 1888—89 учебный годъ губернскій секретарь Ху- 
дяковъ съ 13 сентября 1888 года и въ церковные 
старосты на 4-е трехлѣтіе потомственный почетный 

гражданинъ Бородинъ -съ 9 іюня 1889 года. 

БВременно было поручено исполненіе обязаниоствй: 
профессору Эшлиману по должности директора съ 

123 ноября по 4 декабря 1888 года; и.д. помощника 

инспектора Циркунову по должности инспектора— 
съ і іюня по П августа 1889 года и помощнику ди- 

ректора по хозяйственной части Папину по должности 

казначея и полицеймейстера съ 25 апрѣля 1889 года. 

Удостовнъ званія ученаго инженеръ-механика доцентъ 

Федоровъ—53 октября 1888 года. 
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Произведены за выслугу лѣьто со старшинствомѣ: 
въ статскіе совътники: И. д. инспектора Давыдов- 

скій—съ П октября 1887 года, репетиторъь Тумскій 
съ 15-го сентября 1887 года, преподаватель Гансъ—съ 

23 февраля 1888 года и сверхштатный врачъ Боголю- 
бовъ (по службѣ при Императорскихъ Московскихъ 

театрахъ) съ 23 сентября 1874 года; въ надворные со- 
вътники правительдѣлъ Еремѣевъсъ б6 ноября 1387г., 
въ титулярные совытники преподаватель Ронжинъ 
(по службѣ при Земледѣльческой школѣ) съ 3 декабря 

1883 года и въ коллежскіе секретари инспекторъ учеб- 
ныхъ мастерскихъ Протопоповъ съ 1 февраля 1888 г. 

Утвержденѣ въ чинѣ губернскаго секретаря воспи- 
татель Смирновъ по. званію дѣйствительнаго студента 
Московскаго Университета со старшинствомъ съ 1 марта 

1888 года. 

Награждены орденами: Св. Станислава 1 ст. профес- 
соръ Коссовъ; Св. Анны 3 сш: профессоръ Колли, 
и. д. помощника инспектора Циркуновъипо службѣ 

при Московскомъ Университетѣ профессоръ Жуковскій; 

Св. Станислава 2 ст: преподаватель Залѣсскій, цер- 

ковный староста Бородинъ и по службѣ при Пет- 
ровской Академіи профессоръ Рудневъ; (в. Анны ст: 

преподаватель Мѣшаевъ и по службѣ при Москов- 

скомъ Коммерческомъ Училищѣ главный лаборантъ Ни- 

китинскій. 

Награжденъ набедренникомѣ священникъ Виногра- 
довъ. 

д) ВысоЧайшія повелѣнія и особыя распоряженія. 

Государь Императоръ, при всеподданнѣйшемъ до- 

кладѣ г. Министра Народнаго Просвѣщенія 3 ноября 

1888 года, изволилъ выразить особое удовольствіе Свое 

и Государыни Императрицы по поводу изъявленія чувствъ 

восторженной радости, которую выказали студенты уни-
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верситетовъ и другихъ высшихъ учебныхъ заведеній, а 

равно и воспитанники всѣхъ прочихъ училищъ при 
встрѣчѣ Ихъ Вкличествъ въ Харьковѣ (19 октября), 
Москвѣ (20 октября)и С.-Петербургѣ (23 октября) послѣ 

чуда милости Божіей, явленной Царской Семьѣ въ день 

17 октября. 
Въ день объявленія о семъ воспитанники Импера- 

торскаго Техническаго Училища были освобождены 
отъ учебныхъ занятій. 

Комитетъ Общества поощренія трудолюбія въ Москвѣ 
отношеніемъ отъ 12 ноября 1888 года за № 750 сооб- 

щилъ Импкрлторскому Московскому Техническому Учи- 

лищу о тоэмъ, что Госудлеыня ИмпЕрАтРицл АвгустВй- 
шая Покровительница Общества поощренія трудолюбія 
въ Москвѣ, по всеподаннѣйшему докладу Помощника 
Главнаго Попечителя ИмпирАторсклго Человѣколюбиваго 
Общества статсъ-секретаря К. К. Рененкамфа объ успѣхѣ 
устроенной въ текущемъ году выставки, по случаю 
исполнившагося Эѣ5-лѣтія дѣятельности Общества и объ 
особыхъ заслугахъ,по устройству выставки, коллежскихъ 

совѣтниковъ, профессоровъ училища Петра Петровича 
Петроваи Якова Яковлевича Никитинскаго, Высо- 
чайше соизволила повелъть объявить означеннымъ лицамъ 

Именную Высочлйшую Ея ИмпЕвлторскаго Ввличкства при- 
знательность. 

Госудлръ ИмпЕрлторъ, на всеподданнѣйшемъ докладѣ 
Г. Министра Народнаго Просвѣщенія о выраженныхъ 
подвѣдомственными Министерству учрежденіями и ли- 

цами вѣрноподданническихъ чувствъ безпредѣльной любви 
и преданности по случаю чудеснаго избавленія Ихъ 
Императорскихъ Вкличествъ и Августвйшихъ Дѣткй отъ 

грозившей опасности на Курско-Харьковско-Азовской 
желѣзной дорогѣ, 9 декабря 1888 года Совственноручно 
начертать соизволилъ: „Сердечно благодаримъ всѣхъ“. 

ГосудАрь Импираторъ, по всеподданнѣйшему докладу 
Господина Министра Финансовъ, въ 3] день апрѣля 
1889 года, Высочайше соизволилъ утвердить въ должности 



члена Московскаго отдѣленія совѣта торговли и ману- 
Фактуръ профессора ИмпЕрлторсклго Техническаго Учи- 
лища статскаго совѣтника Александра Андреевича Колли 
на четырехлѣтіе. 

Съ разрѣшенія Его Сіятельства, Господина Попечи- 
теля Московскаго Учебнаго Округа, графа Павла Алексѣе- 
вича ГКапниста отъ 1П января 1889 года за № 185 со- 

оружена и поставлена въ домовой церкви Импирлторскаго 
Московскаго Техническаго Училища икона Спасителя 
съ нижеслѣдующей надписью: „Икона сія сооружена 
иждивеніемъ служащихъ и учащихся въ ИмпЕрАторскомъ 
Московскомъ Техническомъ Училищѣ въ память чудес- 
наго избавленія Его Императорсклго Вкличкствл, Благо- 
честивѣйшАго Госудлея Импкрлтора АлвксАндел Ш Алк- 

ксАНдРовича и Его Августъйшей Скмьи отъ угрожавшей 
опасности при крушеніи поѣзда 17 октября 1888 года 

на Курско-Харьково-Азовской желѣзной дорогѣ“. 
По распоряженію Господина Министра Народнаго 

Просвѣщенія, изложенному въ предложеніи Г. Попечи- 
теля Московскаго учебнаго округа отъ і23 ноября 1888 года 

за № 12040, и. д. Директора Импкраторсклго Техни- 
ческаго Училища дѣйствительный статскій совѣтникъ 

Аистовъ былъ командированъ по дѣламъ службы въ 

С.-Петербургъ. Въ означенной командировкѣ находился 

съ 12 ноября по 4 декабря 1888 года. 

Предложеніемъ Г. Попечителя Московскаго Учебнаго 

Округа отъ 19 ноября 1888 года за № 12531 въ составъ 

учрежденной 8 февраля того же года комиссіи для вы- 

работки проекта новаго устава ИмпЕрАторсклго Москов- 
скаго Техническаго Училища назначены въ число чле- 

новъ ея профессоръ названнаго училища Петровъ, 
доцентъ Федоровъ и преподаватель Залѣсскій. 

Предложеніемъ Его Сіятельства, Граха П. А. Кап- 
ниста, отъ 14 іюня 1889 года за № 6186 и. д. дирек- 
тора Импирлторсклго Техническаго Училища дѣйстви- 
тельный статскій совѣтникъ Аистовъ назначенъ чле- 

номъ совѣта Попечителя Московскаго Учебнаго Округа. 
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е) Особые труды профессоровъ и преподавателей. 

Профессоръ Н. Е. Жуковскій напечаталъ въ 

журналѣ Русскаго Физико-химическаго Обществастатью 
„О движеніи подпочвенныхъ водъ“. 

Профессоръ О. Е. Орловъ редактировалъ приложе- 
ніе къ отчету Политехническаго Общества за 185"/,, годъ. 

Профессоръ М. М. Черепашинскій напечаталъ 

въ отчетѣ ИмпирАторскаго Техническаго Училища „Теорія 
сооруженій“, выпускъ П. 

Доцентъ П. К. Худяковъ составили издалъ 

„Атласъ конструктивныхъ чертежей деталей машинъ“, въ 

2 частъ., на 112 табл. въ видѣ подробнаго руководства при 
изученіи курса построенія деталей машинъ. Означенный 
Атласъ Учебнымъ Отдѣломъ Министерства Путей Сооб- 
щенія рекомендованъ для библіотекъ желѣзнодорожныхъ 
училищъ въ качествѣ пособія по преподаванію спеціаль- 
наго черченія и механики. 

Доцентъ П. И. Мальцовъ продолжалъ печатаніе 

второго изданія „Справочной книги для инженеровъ, ме- 

ханиковъ, техниковъ и строителей“. 
Преподаватель В. Д. Мѣшаевъ напечаталъ въ жур- 

налѣ „Техникъ“ 1889 г. № 1771 статью „о прочности 
хлопчато-бумажныхъ и льняныхъ тканей“. 

Репетиторъ К. И. Тумскій готовилъ къ печати 

сочиненіе: „Технологія нефти“. 

Ш. Личный составъ учащихся. 
а) Число учащихся. 

Къ началу 1888—1889 учебнаго года состояло на лицо: 

Казеннокоштныхъ 
...... ........ 

72 
Своекоштныхъ пансіонеровъ и стипен- 

діатовъ ....... . зриниехони 
34 

Приходящихъ учениковъ............. 367 

Занимающихся въ мастерскихъ......... 2 
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По Т-е іюня 1889 года. 

а) выпущено: 

Съ правами инженеръ-механика.... 1 

: инженеръ-технолога........ 26 
, ученаго мастера........... а2 

Всего..... 29 

6) уволено: 

Казеннокоштныхъ........ ...... і 

Своекоштныхъ пансіонеровъ........... 1 

Приходящихъ учениковъ.............. 14 

Всего..... 16 

в) принято: 

Приходящихъ учениковъ ............. 1 

г) перечислено: 

Изъ приходящихъ въ пансіонеры....... 

„ пансіонеровъ въ приходящіе..... й 

Всего 2 

Къ 1-пу Пюоня 1889 года состояло: 

Казеннокоштныхъ .................... 62 

Своекоштныхъ пансіонеровъ и стипен- 

діатовъ, ... .-а. 3 

Приходящихъ учениковъ.............. 338 

Итого..... 431 

Съ 1-го іюня 1889 года по 12-з октября 

а) выпущено: 

Съ правами инженеръ-механика......... 35 

6) уволено: 

Казеннокоштныхъ............ 1 

Своекоштныхъ пансіонеровъ........... . 1 

Приходящихъ учениковъ .............. 5 

Всего..... 7



в) умерло: 

Приходящихъ учениковъ.............. и 

г) перечислено: 

Изъ своекоштныхъ пансіонеровъ въ казен- 

нокоштные ..,... ............... 1 
„ приходящихъ въ казеннокоштные... 20 

„ пансіонеровъ въ приходящіе....... в 

„‚ приходящихъ въ пансіэнеры....... 1 

Всего..... 25 

Подано на открывшіяся вакансіи прошеній: 

Въ казеннокоштные................... 2 

„ своекоштные пансіонеры........... 9 
„ приходящіе ученики............ .. 127 

Всего, 133 

Принято по конкурсу: 

Въ казеннокоштные................... 2 

„ своекоштные пансіонеры........... 9 

„ приходящіе ученики .. ........... 103 

Есего...: 114 

Затѣмъ къ началу 1859 —1890 учебнаго года состоитъ на лицо: 

Казеннокоштныхъ... .. ни тз 

Своекоштныхъ пансіонеровъ и стипен- 

діатовъ ....... .... з.уиии. 3: 
Приходящихъ учениковъ............. 396 

Всего 502 

Въ теченіе 1855 —18589 учебнаго года состояли стипендіатами: 

Имени Его Импнрлторсклго Викличествл (Коломен- 

ской городской думы) —Шевелев ъ Николай. 

Имени въ Бозѣ почивающей ИмпкрлтРицы Мяаріи 

Оеодоровны (Собственной Его Импкрлторсклго Вкличе-
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ства Канцеляріи по учрежденіямъ ИмпиратРицы Маи)— 
Сутоцкій Стефанъ. 

Имени въ Бозѣ почивающаго Его ИмпкрАторскАго 
Высочкства Принца Петра Георгіевича Ольденбургскаго 
—Турчаниновъ Митрофанъ. 

Имени Его Импкраторсклго Высочкства Великаго Кня- 
зя Константина Николаевича (Московскаго Биржеваго 
Комитета)—Дмитріевъ Дмитрій. 

Имени бывшаго Министра Финансовъ М. Х. Рей- 

терна (Московскаго Биржеваго Комитета). ——Салтычевъ 

Иванъ. 
Имени Князя С. М. Голипына—Чижиковъ Алек- 

сандръ. 
Имени тайнаго совѣтника И. Н. Дурново (Ростов- 

ской на Дону Думы) —Ходатаевъ Петръ. 
Кавказскими стипендіатами: Степановъ Тикранъ, 

Теръ-Тоаннесовъ Акопъ, Худенко Алексѣй, Ки- 

Феръ Людвигъ, Лебединскій Константинъ, Бур- 
жинскій Владиміръ, Котляровъ Филипиъ, Бегра- 
мовъ Александръ. 

Имени Барона Дельвига—Разинъ Константинъ. 
Имени умершаго потомственнаго почетняго граждани- 

на В. ©. Кокина-Около-Кулакъ Николай. 
Имени умершаго Московскаго купца Г. Г. Хдѣбни- 

кова—Гололобовъ Александръ. 
Имени умершаго инженеръ-механика С. И. Гарели- 

на —Митрофхановъ Петръ. 
Болгарскій стипендіатъ Калянджіевъ Цанъ. 
Вспомогательнаго общества купеческихъ прикащи- 

ковъ въ Москвѣ—Костроминъ Сергѣй, Хохловъ 

Петръ и Тряпкинъ Владиміръ. 
Донского казачьяго войска — Пѣговъ Дмитрій, 

Роговъ Александръ и Васильевъ Василій. 
Имени въ Бозѣ почивающаго ИмпкврлторРл Алккслн- 

дра П Владикавказской Городской Думы) —Козловскій 
Клисѣй. 

Терскаго казачьяго войска—Мелиховъ Иванъ. 



б) Распредѣленіе учащихся по классамъ 

1889 года. 
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Въ 1-мъ общемъ классѣ. 1 5 68 74 

Во 2-мъ общемъ классѣ. 1 5 79 85 

| | 
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„ 1-мъ спеціальномъ классѣ. 14, |:7 55 76 
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Итого. 63 з. 338 431 

в) Распредѣленіе учащихся по классамъ къ началу 

1889 —1890-го учебнаго года. 

изи 
. нѣи иие 

зи 
ѣі| | = 

Въ 1-мъ общемъ классѣ. р ;рлиі 124 

Въ 2-мъ общемъ классѣ. 5т 66 75 

Въ 3-мъ общемъ классѣ. з 4т таинеео 

Въ 1-мъ спеціальномъ классѣ 23 о 64 | 96 

Во 2-мъ спеціальномъ классѣ 15 6в | ы |-7 

Въ 3-мъ спеціальномъ классѣ . з0 | 55 
| 

Итого... 72 | 3а | 396 | 502 
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г) Пріемъ учащихся. 

Послѣ пріемныхъ испытаній, окончившихся 

вѣта, быхли приняты въ Училище: 

В 1-й общій классг. 

Абакумовъ Константинъ. 
Адамянцъ Александръ. 
Адашевъ Георпй. 
Алсксандровъ Павелъ. 

Андреевъ Алексѣй. 

Андреевъ Николай. 
Антоновъ Сергѣй. 
Артемьевъ Николай. 

Астровъ Александръ. 
Аттаповичъ Константинъ. 
Бабанасянцъ Константинъ. 
Бакастовъ Николай. 
Бакаллъ Илья. 

Безходарный Федоръ. 
Бейнгардтъ Васимй. 
Богомоловъ Владиміръ. 
Бурцевъ Николай. 
Валевахинъ Иванъ. 
Вансовичъ ПТосифъ. 

Вареновъ Александръ. 
Васильевъ 1-й Николай, 
Васильевъ 2-й Николай. 

Вернандеръ Сергѣй. 
Вильбоа Эгмонтъ. 
Волковъ Николай. 
Герасимовъ Дмитрій. 
Гладовъ Евгеній. 
Глинковъ Александръ. 
Гриневецкій Василій. 

Дмитріевъ Василій. 

Дроздовъ Николай. 
Звѣржхановскій Николай. 

Зерцевъ Михаилъ. 
Зубаревъ Николай. 

Зубковъ Алексѣй. 
Ивановъ Владиміръ. 
Ивановъ Николай. 
Игнатовъ Константинъ. 
Измировъ Николай. 
Ильинъ Петръ. 
Каменевъ Ивант. 
Канцель Александръ. 
Каяловъ Степанъ. 

Кивокурцевъ Николай. 
Коваленко Петръ. 
Кольевъ Сергѣй. 
Колчинъ Михаилъ. 

Коммисаровъ Гавріилт. 
Коноваловъ Карпъ. 
Красоткинъ Николай. 

Крафтъ Владиміръ. 
Кржижановскій Адріанъ. 
Кривоносовъ Хаймъ. 

Крыловъ Дмитрій. 
Кузьминъ Николай. 

Купріяновъ Сергѣй. 
Лебедевъ Борисъ. 
Лебедевъ Николай. 

Лейцингеръ Родіонъ. 
Липницкій Иванъ. 

- 

27-то 

августа 1889 года, по опредѣленію Педагогическаго Со- 



Лятошинскій Оедоръ. 
Малининъ Владиміръ. 
Мамушинъ Иванъ. 
Михайловъ Николай. 
Мошковъ Павелъ. 
Мѣшковъ Александръ. 
Недѣлко Владиміръ. 
Образцовъ Николай. 
Обуховъ Макарій. 
Оганесянцъ Оганесъ. 
Ольманъ Артуръ. 
Оржешко Вацлавъ. 
Панфнутьевъ Николай. 
Петровъ Геннадій. 
Пономаревъ Сергѣй. 
Поповъ Иванъ. 
Поповъ Петръ. 
Потемкинъ Иванъ. 
Прушевскій Феликсъ. 
Пѣвницкій Сергѣй. 
Розенблюмъ Михаилъ. 
Румянцевъ Николай. 

9 ѣ— 

Синевъ Петръ. 
Скворцевъ Василій. 
Скворцевъ Николай. 
Скопкинъ Петръ. 
Соколовъ Михаилъ. 
Сонгайло Витольдъ. 
Станкевичъ Госифъ. 

Ступинъ Алексѣй. 

Сѣриковъ Николай. 
Тарасовъ Андрей. 
Тройниковъ Валентинъ. 

Турчаниновъ Петръ. 
Унанянцъ Тикранъ. 
Фанталовъ Леонидъ, 
Филипповъ Владиміръ. 
Цукерманъ Сергѣй. 
Чемолосовъ Владиміръ 
Черновъ Гавріилъ. 
Чернякъ Цемахъ. 
Шешковъ Николай. 
Шпилевъ Дмитрій. 
Шутковъ Алексѣй. 

Семенченко-Даценко Петръ.Якимовскій Иванъ. 

Сергѣевъ Владиміръ. 
Симоновъ Михаилъ. 

Ооминъ Иванъ. 

Во 2 общёій классъ. 

(ХимичЕскаго отдвлени). 
Чевелевъ Алексѣй. 

Въ 3 общіи классъ. 

(МихлничЕескАго отдѣленія). 
Климушинъ Иванъ. 

Юрьевь Григорій (изъ бывшихъ воспитанниковъ). 

Въ 1 спеціальный класса. 

(ХимическАго отдѣленія). 
Степановъ Дмитрій (изъ бывшихъ вослитанниковъ). 



—-э — 

ѣво 2 специльный классъ. 

(МиханичкскАго отдълкня). 

Гиппіусъ Иванъ. 

Изъ бывшихъ воспитанниковъ принятъ: 

в 2 общій классъ. 

Агеенко Леоний. 

д) Переходъ учащихся изъ класса въ классъ. 

Послѣ годичныхъ экзаменовъ, окончившихся 26 мая 

1889 года, по опредѣленію Педагогическаго Совѣта 

переведены: 

Изь 1-го общаго 

Акуновъ Иванъ. 
Алексѣевъ Александръ. 
Алексѣевъ Константинъ. 
Баккалъ Илья. 

Вердеревскій Дмитрій. 
Вилькенъ Густавъ. 
Волобуевъ Стефанъ. 
Волынко Евгеній. 

Вороновъ Дмитрій. 
Гильдебрантдъ Карлъ. 
Грейфе Ернестъ-Германъ. 
Давидовъ Иванъ. 

Долголенко Валеріанъ. 
Донде Авраамій. 
Ергопуло Викторъ. 
Жонголовичъ Станиславъ. 
Ижболдинъ Григорій. 
Карчагинъ Дмитрій. 
Каспаровъ 
Кронбергъ 

Арташесъ. 
Дмитрій. 

Кузнецовъ Константинъ. 

клисса во 2-й общій. 

Кулагинъ Николай. 
Левитъ Мовша. 

Либау Густавъ. 
Лунниковъ Михаилъ. 
Любенковъ Владиміръ. 
Малиновскій 2-й Николай. 

Медикъ-Дадаянцъ Айрапетъ. 
Меньшиковъ Владиміръ, 
Мокіевскій-Зубокъ Сергѣй 
Напалковъ Викторъ. 
Некрасовъ Кириллъ. 
Нестроевъ Анатолій. 

Николаевъ-Назаровъ Влад. 
Нѣмчиновъ Владиміръ. 
Орловскій Сергѣй. 
Петровъ Владиміръ. 
Поляковъ Николай. 
Поповъ Николай. 
Рыкачевъ Николай. 

Сараджевъ Артемій. 
Сластеновъ Анатомій. 



Соколовъ Сергѣй. 
Болюсъ Георгій. 
Тимофеевъ Василій. 

Трофимовъ Алексѣй. 

Федоровъ Иванъ. 
Холевинскій Петръ. 
Хопаевъ Василій. 

Худенко Алексѣй. 

Шатровъ Сергѣй. 
Шевелевъ Николай, 
Ширяевъ Николай. 
Шишкинъ Иванъ. 
Юдичевъ Григорій. 
Юзбашянцъ Микиртичъ, 
Нковлевъ Дмитрій. 

Изъ 2 общаго класса вг 2-й общій. 

а) Михлническаго отдѣленія: 

Алифатовъ Георгій. 
Арцимовичъ Госифъ. 

Барановъ Адріанъ. 
Басовъ Степанъ. - 

Бѣловъ Иванъ. 

Гарнишевскій Алексѣй. 

Горбачевъ Иванъ. 

Гузинъ ТЦосифъ. 

Гуревичъ Шмуль. 
Гуськовъ Владиміръ. 
Зворыкинъ Иванъ. 
Звѣревъ Сергѣй. 
Ивановъ Иванъ. 
Ильинскій Петръ. 
Кабачинскій Николай. 
Казанцевъ Алексѣй. 
Карпачевскій Иванъ. 

Кифхеръ Людвигъ. 
Кнерцеръ Николай. 
Коржевинъ Дмитрій. 
Леденцовъ Христофоръ. 
Мадатовъ Акопъ, 

Малиновскій Эдуардъ. 
Машкилейсонъ Ааронъ. 
Миттельштедтъ Юждусъ. 
Молинарій Георпій. 
Овсенскій Оаддей. 
Плихановъ Василій. 

Пузановъ Николай. 

Русановъ Иванъ. 
Салтычевъ Иванъ. 
Семеновъ Павелъ. 

Скржипинскій Казимиръ. 
Смирновъ Николай. 
Стахѣевъ Оедоръ. 
Федотовъ Николай. 

Цвибакъ Мееръ. 
Шиндлеръ Камиллъ. 

Шиидтъ Анатомй. 

Шульгинъ Дмитрій. 
Юкинъ Александръ. 
Юнге Оедоръ. 
Юсовъ Александръ. 

6б) ХимичкесклАго отдвленія. 

Бражниковъ Василій. 
Виноградовъ Федоръ. 

Власовъ Иванъ 

Городецкій Гирша. 



Громъ Николай. 
Евдокимовъ Василій. 

Зозулевскій Иванъ. 

Круговъ Александръ. 
Лавровъ Василій. 
Лебедевъ Сергѣй. 
Лихтенштейнъ Нотель. 
Малиновскій 1-й Николай. 
Мелиховъ Иванъ. 
Никольскій Николай. 
Новоселовъ Иванъ. 

28 — 

Петровъ Николай. 

Региреръ Израиль. 
Ровенъ Ааронъ. 
Семеновъ Михаилъ. 

Скорупскій Александръ. 
Соколовъ Николай. 
Теръ-Андреасянцъ Михитар. 
Фонъ-Бременъ Алексѣй. 
Хмѣлевскій Викторъ. 
Юровскій Нухимъ. 

Изь з-го общаго класса в 1-й спеціальный. 

а) Инженкьно-мЕхАничЕСКАГО отдѣленія. 

Алексѣевъ Николай. 
Барановъ Георпій. 
Березовскій Николай. 
Берченко Николай. 

Бирюковъ Иванъ. 
Благовѣщенскій Семенъ. 
Бойчевскій Александръ. 
Болдыревъ Алексѣй. 
Бурджаловъ Георпій. 
Бутковскій Файвель. 
Бухоновъ Иннокентій. 
Войтѣховъ Петръ. 
Володиміровъ Николай. 

Вороновъ Николай. 
Гинглятовъ Иванъ. 
Горбуновъ Григорій. 
Горленко Сергѣй. 
Громанъ Борисъ. 
Грязновъ Алексѣй. 

Гулуловъ Степанъ. 

Гурляндъ Исаакъ. 

Давиньонъ Петръ. 
Дара Леонидъ. 

Дмитріевъ Дмитрій. 
Дроздовъ Владиміръ. 
Ефремовъ Михаилъ. 
Жаковъ Павелъ. 
Ждановъ Оедоръ. 
Жученковъ Дмитрій. 
Зиминъ Николай. 
Кадагидзе Дмитрій. 
Калабинъ Николай. 
Каплянскій Овсей. 

Карнѣевъ Владиміръ. 
Кастальскій Сергѣй. 
Комаровичъ Михаилъ. 
Котельниковъ Алексѣй. 
Котляровъ Филиппъ. 
Лепехинъ Михаилъ. 

Марковъ Николай. 
Мыльниковъ Андрей. 
Нейманъ Вацлавъ. 
Никитскій Иванъ. 

Около-Кулакъ Николай. 

Первакъ Яковъ. 

Первушинъ Алексѣй. 
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Петровъ Александръ. 
Покровскій Яковъ. 
Полозовъ Александръ. 
Пономаревъ Степанъ. 
Поповъ ПШавелъ. 

Сергѣевъ Николай. 
Скачковъ Михаилъ. 
Слободчиковъ Петръ. 

Смирновъ Викторъ. 
Страховъ Петръ. 
Судра Иванъ. 

Туневъ Иванъ. 
Тюремновъ Николай. 

Фраловскій Васимй. 
Эпштейнъ Владиміръ. 

6) инжеЕНнЕРНО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАГО ОтДВлЕНіЯ: 

Беграмовъ Александръ. 
Бирюковъ Дмитрій. 
Валлеръ Ааронъ. 
Веселовскій Евгеній. 

Геслеръ Александръ. 

Лыжинъ Иванъ. 
Лялинъ Леонидъ. 
Малининъ Николай. 
Машкилейсонъ Овсей. 
Напалковъ Николай. 

Гирей-Гаджи Магометъ ОглыНемолодышевъ Степанъ. 
Гольдовскій Игнапй. 

Добряковъ Иванъ. 

Долинскій Леонидъ. 
Дукельскій Исаакъ. 

Егоровъ Семенъ. 
Закъ Лазарь. 
Исаковичъ Альбертъ. 
Кирпичиковъ Никопай. 
Козловскій Елисѣй. 
Козьминъ Владиміръ. 
Котковъ Сергѣй. 

Покровскій Константинъ. 

Пономаревъ Павелъ. 

Раутенбергъ Михаилъ. 
Саввинъ Алексѣй. 
Семилѣтовъ Александръ. 
Теръ-ТДоннесовъ Акопъ. 
Удинъ Михаилъ. 

Ховренко Михаилъ. 

Шифринъ Авраамъ. 
Эпштейнъ Борисъ. 
Оедоровъ Сергѣй. 

Из 1-о спещильнаго класса во 2-й спеціальный 

а) ИНЖЕНЕРНО-МЕХАНИЧЕСКАГО ОТДѣВЛЕНИЯ. 

Абрамовъ Николай. 
Адамовъ Амбарцумъ. 
Анисимовъ Илья. 
Бенкевичъ Анатолій. 
Близнянскій Нковъ, 
Бонковскй Юліанъ. 

Бушуевъ Александръ. 
Васильевъ Василій. 
Гедговдъ Тимонъ. 

Грейнеръ Карлъ. 
Григорьевъ Иванъ. 
Доковскій Тимоеей. 
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Долголенко Викторъ. 
Дубровинъ Иванъ. 
Дьяковъ Кузьма. 
Засыпкинъ Иванъ. 

Зворыкинъ Владиміръ. 
Зворыкинъ Гурій. 
Ивановъ Николай. 
Игнатьичевъ Константинъ. 
Калугинъ Петръ. 
Кіяницынъ Иванъ. 
Ковалевскій Петръ. 
Королевъ Владиміръ. 
Корфъ Михаилъ. 

Куксенко Николай. 
Локшинскій Николай. 

Мухинъ Оедоръ. 
Наумовъ Иванъ. 
Павловъ Петръ. 
Палимпсестовъ Владиміръ. 
Пальшау Александръ. 
Панфиловъ Николай. 
Пестичъ Петръ. 

Шотровичъ Петръ. 
Пушкинъ Константинъ. 
ПШѣговъ Дмитрій. 
Ромейко-Гурко Николай, 
Роговъ Александръ. 
Савченко Сергѣй, 
Сахацкій Сергѣй. 
Семеновъ Николай, 
Сидоровъ Анатолій. 
Сорокинъ Иванъ. 
Суздальцевъ Евгеній. 
Теръ-Маркозовъ Иванъ. 

Троицкій Николай. 

Флоровъ Александръ. 
Четвертининъ Автономъ. 
Чижиковъ Александръ. 
Шереръ Адольфъ, 
Шпуцеръ Андрей. 
Щербаковъ Сергѣй 
Шепинъ Петръ. 
Нкимовъ Николай. 
Ншновъ Андрей. 

6) инжЕнкрно-твхнологичеЕскаго отдѣленія. 

Бузниковъ Владиміръ. 
Волковъ Николай. 
Гололобовъ Александръ. 
Завадскій Андрей. 
Игумновъ Иванъ. 
Карповъ Аполлонъ. 

Левіинъ Соломонъ. 

Митрофановъ ПШетръ. 
Соколовъ Илья. 

Срѣтенскі&й Александръ. 
Тряпкинъ Владиміръ. 
Хохловъ ПШетръ. 

Константиновичъ Аполлонъ.Шеурленъ Николай. 

Кутеповъ Оедоръ. 

Изъ 2-го специльнаго класса вь 3-й спещальный. 

а) ИНЖЕНЕРНО-МЕХАНИЧЕСКАГО ОТДВЛЕНИЯ. 

Афанасьевъ Дмитрій. 
Березинъ Петръ. 

Бондаревъ Евгеній. 
Великосельскій Константинъ. 
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Волковичъ Иванъ. 
Волховъ Николай. 

Ворогушинъ Александръ. 
Гуляевъ Римма. 
Ивановъ Павелъ. 
Квятковскій Донатъ. 
Козьминъ Сергѣй. 
Колдаевъ Владиміръ. 
Коленда Константинъ. 
Коровинъ Александръ. 
Коротковъ Петръ. 
Кронебергъ Алексѣй. 

Кузнецовъ Сергѣй. 
Курицынъ Михаилъ. 
Михайловъ Васишй. 
Никитинъ Антонъ. 
Некрасовъ Владиміръ. 

Николаевъ Евгеній. 

Образцовъ Михаилъ. 
Окновъ Михаилъ. 

Полещукъ Алексвй. 

Потресовъ Михаилъ. 

Пушечниковъ Владиміръ. 
Салтыковъ Александръ. 
Сиптицъ Петръ. 
Сумеркинъ АлексвВй. 

Сухотинъ Всеволодъ. 
Турчаниновъ Митрофанъ. 
Хлѣбниковъ Сергѣй. 
Цюндзевицкій Михаилъ. 

Черновъ ПШавелъ. 

Черногрязскій Яковъ. 
Шатрюковъ Иларіонъ. 
Оаддеевъ Николай. 

б) ИнжЕенирно-технологическаго отдвлЕНія. 

Аркинъ Лазарь. 
Бардскі@й Людвигъ. 
Бойчевскій Петръ. 
Гедике Владиміръ. 
Гуськовъ Сергѣй. 
Доковскій Степанъ. 

Зарембо Василій. 

Каринъ Петръ. 
Карчагинъ Александръ. 

Кишкинъ Григорій. 
Круковскі@й Гирша. 
Кугушевъ Леонидъ. 
Митрофановъ Владиміръ. 
Никольскій Константинъ. 

Оржешко Францъ. 
Рендель Мовша. 
Таршиловъ Василій. 

е) Выпускъ учащихся. 

7. Со званйемо инженерѣ-меланика и наражденіемо Вы- 
сочайше утвержденнымъ знакомѣ отлиця: 

Анучкинъ Алексѣй, 
Барсовъ Константинъ. 

Березовскій Иванъ. 

Бруевичъ Басилй. 

Бубновъ Владиміръ. 
Бѣловъ Николай. 
Ветчинкинъ Афанасій. 

Герасимовъ Сергвй. 



Гречинъ Герасимъ. 
Державинъ Алексѣй. 

Дурденевскій Петръ. 
Енишерловъ Константинъ. 

Кнорре Оедоръ. 
Кожевниковъ Петръ. 
Кожевниковъ Яковъ. 

Кокуринъ Павелъ. 

Кротовъ Левъ. 

Моргулисъ Исаакъ. 

Назаровъ Григорій. 
Никифхоровъ Алексѣй. 

Ольденборгеръ Владиміръ. 
Органовъ Владиміръ. 
Ошанинъ Юрій. 
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Поляковъ Ермолай. 
Попелышкинъ - Каськовъ 

Нилъ, 
Разинъ Константинъ. 
Россихинъ Александръ. 
Саларевъ Петръ. 
Самгинъ Сергѣй. 
Самоловъ Александръ. 
Сперберъ Фридрихъ. 
Толоконниковъ Алексѣй. 
Тропаревскій Иванъ. 
Успенскій Яковъ. 
Шойгамъ Хаймъ-Юдка. 
Юрьевъ Гоасафъ. 

2. (Съ званіемо инженера-технолога и награжденіемъ 
Высочайше утвержденнымъ знакомо отлия. 

Алабинъ Константинъ. 
Бонковскій Александръ. 
Булашевичъ Павелъ. 
Васильевъ Петръ 
Вилькенъ Карлъ. 
Горбачевъ Петръ. 
Горбенко Яковъ. 
Давыдовъ Аркадій. 
Егоровъ Иванъ. 
Епифановъ Степанъ, 
Жуковъ Оедоръ. 
Инштетовъ Александръ. 
Кропанинъ Леонидъ. 

Крапивинъ Владиміръ. 
Ливенъ Германъ. 
Медвѣдниковъ Сергѣй. 
Овсяниковъ Николай. 
Плаксицкій Петръ. 
Розановъ Алексѣй. 
Сутоцкій Стефанъ. 
Травинъ Яковъ. 

Трубниковъ Никаноръ. 
Усышкинъ Михаилъ. 

Фидлеръ Иванъ. 
Ходатаевъ Петръ. 
Чернышевъ Сергѣй. 

23. Съ званіемъ ученаго мастера. 

Зайковскій Николай. ПНанченко Семенъ. 

Въ истекшемъ академическомъ году Педагогическимъ 
Совѣтомъ, на основаніи $ 23 Высочайши утвержденнаго 
устава училища, удостоенъ званія ученаго инженеръ- 
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механика доцентъ училища инженеръ-механикъ С. АД. 

Оедоровъ за представленное имъ разсужденіе: „Общія 
изслѣдованія о карло-чесаніи хлопка“. 

Въ истекшемъ академическомъ году Педагогическимъ 
Совѣтомъ, на основаніи примѣчанія къ & 22 Высочлйшк 

утвержденнаго устава училища, удостоены: званія меха- 

ника-строителя —окончившій курсъ въ бывшемъ ремеслен- 
номъ учебномъ заведеніи ученый мастеръь Бакенъ 
Михаилъ Дмитріевичъ; званія инженеръ - механика — 

Пропперъ Николай Андреевичъ; званія инженеръ-тех- 
нолога— Гавриловъ Александръ Гавриловичъ и Хла- 
повъ Иванъ Александровичъ. 

По опредѣленію Педагогическаго Совѣта, на основа- 

ніи 25 Высочайшк утвержденнаго устава училища. 
удостоенъ званія ученаго мастера бывшій воспитанникъ 

Училища Челушкинъ Юрій Ивановичъ. 

ж) Экскурсіи учащихся и занятія ихъ внѣ училища. 

Воспитанники спеціальныхъ классовъ подъ руковод- 
ствомъ Гг. профессоровъ, доцентовъ и преподавателей 
въ теченіе отчетнаго года осматривали слѣдующіе 
заводы и фабрики: Коломенскій механическій заводъ, 
механическій заводъ Доброва и Набгольцъ, механиче- 

скій заводъ Листа, механическій заводъ Бромлей, кожевен- 

ный заводъ Бахрушина, металлическій заводъ Гужона, 
ремонтныя мастерскія Курской желѣзной дороги,сукон- 
ную фабрику бр. Носовыхъ, Нефтяной заводъ Россій- 

ско-Американской Компаніи въ Кусковѣ, шерсто-прядиль- 
ную фабрику Дюфурмантель, стеклянный заводъ Дютфуа, 
Алексѣевскую водокачку, Прохоровскую Трехгорную ма- 

нуфактуру, химическій заводъ Лепешкина, сахаро-рафи- 
надный заводъ Московскаго Товарищества, парчевую 
фабрику Сапожниковыхъ, фабрику Баранова, фабрику 
Морозова въ Орѣховѣ-Зуевѣ, Трехгорный пивоваренный 

заводъ, Невскій стеариновый заводъ, ткацкую фабрику 
смѣшанныхъ тканей Бородина, Экспедицію заготовленія 



—104 - 

государственныхъ бумагъ, ИмпирАторскій стеклянный за- 

водъ, ИмпЕрлторсккй фарфоровый заводъ, Обуховскій 
сталелитейный заводъ, Невскую писчебумажную фабри- 
ку Варгуниныхъ, кожевенный заводъ Брусницыныхъ и 

Музей Горнаго Института. 

з) Темы для сочиненій на 1889—90 учебный годъ. 

а) На золотую медаль: 

Т. Паровозы обыкновенные, двойные (системы Ферли) 
и компаундъ—системы. 

2. Примѣненіе нефти для полученія углеродистыхъ 
водородовъ ароматнаго ряда. 

6) На премію Политеанической выставки: 

Методы изслѣдованія жировъикритическая оцѣнка ихъ. 

Темы для сочиненій на 1890 —91 учебный годъ. 

а) На золотую медаль. 

1. Фрезы и фрезовыя машины; ихъ конструктивное 
устройство и работа. 

2. О добываніи хлора и соляной кислоты изъ ма- 

точныхъ растворовъ отъ соды, получаемой по аміачному 
способу. 

6) На премію Политехнической выставки. 

Современное состояніе вопроса о преобразованіи элек- 

триуества въ механическую работу и осушествленные 
опыты замѣны, въ вѣкоторыхъ частныхъ случаяхъ, жи- 

вотныхъ, водяныхъ, газовыхъ и паровыхъ двигателей— 
двигателемъ электрическимъ, съ описаніемъ относящихся 

къ этому предмету машинъ, аппаратовъ и механическихъ 

приспособленій. 
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1№М. Учебныя пособія. 

і. Лабораторія. 
Къ началу 1888 —89 ака- 

демическаго года состоя- 

ло по инвентарюаппара- 
товъ и приборовъ. . 2776насумму15.077р.65 к. 

Въ теченіе года пріобрѣте- 
. з..18с. у 

Исключено. 
. ....1054, , оч3 

Итого къ 1889 —90 г. чис- 

лится аппаратовъи при- 
боровъ, ,.... .. 1858насумму 11.295р.097,к. 

Между различными приборами и аппаратами, пріоб- 
рѣтенными въ отчетномъ академическомъ году, вы- 

даются: печь Эрленмейера для органическаго анализа, 
вѣсы Вестфалія, аппаратъ Фишера для пробы смазоч- 

ныхъ маселъ, аппаратъ Орса для изслѣдованія продук- 
товъ горѣнія топлива, аппаратъ Абеля-Пенскаго для оп- 

редѣленія температуры вспышки керосина. Въ техни- 

ческой лабораторіи установленъ въ кирпичной кладкѣ 

мыловаренный котелъ. Къ началу 1889—90 академиче- 
скаго года отдѣлана въ нижнемъ помѣщеніи лаборато- 
ріи комната на 6 человѣкъ съ установкою стола со 

шкафиками, съ проведеніемъ газа, воды и устройствомъ 
тяги. 

Въ 18388—1889 учебномъ году въ аналитической ла- 

бораторіи занимались, подъ руководствомъ доцента В. Е. 
Павлова, два класса; Ш общій (35 человѣкъ—-П5 ча- 

совъ въ недѣлю) въ теченіе всего учебнаго годаи Пспе- 
ціальный—въ теченіе перваго полугодія (16 человѣкъ — 

12 часовъ въ недѣлю). 
Воспитанники Ш общаго класса изучали реакціи ме- 

талловъ, металлоидовъ и ихъ соединеній, пріемы ка- 

чественнаго анализа, производили анализы смѣсей не- 

извѣстнаго имъ состава (а также и нѣкоторыхъ минера- 
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ловъ) и давали устные отчеты о ходѣ своихъ занятій. 

Воспитанники Т спеціальнаго класса занимались вѣсо- 

вымъ и объемнымъ анализомъ, послѣднимъ—-по преи- 

муществу. Въ виду контроля производимыхъ анализовъ, 

занимающимся выдавались для анализа растворы различ- 

ныхъ тѣлъ и ихъ смѣсей, предварительно проанализи- 

рованные. 

Работы воспитанниковъ въ технической лабораторіи 

за 1888—1889 учебный годъ состояли въ изученіи ме- 

тодовъ техническаго анализа нѣкоторыхъ сырыхъ ма- 

теріаловъ и важнѣйшихъ заводскихъ продуктовъ, Кромѣ 

того воспитанниками были произведены нѣкоторые тех- 

ническія работы: полученіе керосина и смазочныхъ 

маслъ, сухая перегонка дерева, полученіе льнянаго масла 

посредствомъ экстракціи, полученіе различныхъ сортовъ 

мыла и проч. 

— 
2. Физическій кабинетъ. 

Къ началу 1888—89 года числилось по инвентарю: 
Физическихъ приборовъ, 

инструментовъ, таблицъ, 

книгъ, мебели и пр.. . 794 на сумму 15.847р. б3к 

Вътеченіе года пріобрѣтено 68, , 885, 86, 

Итого къ 1889—90 г. чис- 
лится... ...... 862насумму 16.733р. 49к. 
Въ 1888—89 году въ физической лабораторіи про- 

исходили занятія съ учениками П общаго класса хими- 

ческаго отдѣленія. 

3. Механическій кабинетъ. 

Къ началу 1888—89 г. въ механическомъ кабинетѣ 

по инвентарю числилось: 

Г. Кинематическихъ моделей. 106 нум. 117 предм. 

2. Моделей машинъ и деталей 

ін ѣ ажизт в) «й485 „ин 162тоя, машинъ
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3. Измѣрительныхъ приборовъ 
и инструментовъ.... . .. . 88 нум. 99 предм. 

4. Книгъ, чертежей итаблицъ. 16 , 177 = 

Итого 
. 358 нум. 555 предм. 

На сумму 7669 руб. 94/, коп. 

Въ теченіе 1888—89 г. пріобрѣтено отъ Фойгтъ, въ 

Берлинѣ, 4 модели муфтъ, на сумму 245 руб. 
Такимъ образомъ къ началу 1889—90 уч. г. въ 

механическомъ кабинетѣ числится: 

Ш. Кинематическихъ моделей. 110 нум. 121 предм. 
2. Моделей машинъ и деталей 

машинъ 
.., ноѣ о. 

і4 кой6о8 . 

3. Измѣрительныхъ знбнко и инструментовъ... .‚ 88., 99 , 

4, Книгъ, ерхнйі и ні і6 , 177 в 

Итого 
, 

362 нум. 559 предм. 

На сумму 7914 руб. 94/, коп. 

4. Кабинетъ естественной исторіи. 
Къ началу 1888—89 учебнаго года по инвентарю 

числилось: 

Минераловъ, моделей кристалловъ и пр. 1848 
Зоологическихъ препаратовъ, моделей и 

пр., и по анатоміи человѣка.. .... 51 
Ботаническихъ моделей, продуктовъ ипр. 1716 

Инструментовъ,.... . ..... ... 53 
Атласовъ, таблицъ, книгъ и пр..... 133 

Итого, ... 2660пр. 
Сверхъ того мебели. 

. ....... 
61 пр. 

Въ теченіе года исключено изъ коллекціи 24 пр. 

Итого къ 1889—90 году числится всего: 

въ коллекціяхъ .;;... и2636пр. 
мебели знуи... . :и бТ пр. 
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5. Геодезическій кабинетъ. 

Къ началу 1888—839 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Различныхъ геодезическихъ инструментовъ 29 

Въ теченіе года вновь поступило.... 57 

Къ началу 1889—90 г. числится... 86 

На сумму. . п.. т зоойіьыѣрі7кн. 

6. Пособія по начертательной геометріи. 

Къ началу 1888—89 академическаго года по инвен- 
тарю числилось: 

Таблицъ начертательной геомеріи.... 43 
Лекалъ. . .Д.. . , . .... 17 
Коллекція рельефныхъ моделей..... 1 

Всего :. 6і 

Въ теченіе года пріобрѣтеній и исключеній не было. 

Къ началу 1889—90 г. числится... 61 

На сумму.. .... -А4р.4ік 

7. Учебныя пособія по черченію. 

Къ началу 1888—89 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Разныхъ коллекцій чер- 

тежей, оригиналовъ,моделей 
и инструментовъ ... . 1П9Пнасумму 1433 р.07%,к. 

Въ теченіе года вновь 

поступило ..... 38, Г6.„4 

Къ началу 1889 —90 г. 
числится всего . .. .. 12239насумму 1609р.537,к.
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8. Учебныя пособія по рисованію. 
Къ началу 1888—89 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Академическихърисунковъ, 
рисунковъ геометрическихъ 
тѣлъ, коллекцій гипсовыхъорна- 
ментовъ, деталей машинъ и пр. 1033 насумму430р.37к. 

Въ теченіе года никакихъ пріобрѣтеній и исключеній 
не было. 

Къ началу 1889—90 года 

всего числится.. ..... 1033насумму430р.37к. 

9. Пособія по предмету проектированія деталей 
машинъ. 

Къ началу 1888—89 академическаго года по инвен- 

тарю числилось: 

Различныхъ коллекцій чертежей, оригина- 
ловъ, книгъ, моделей и инструменховъ.. . 

547 экз. 

Въ истекшемъ академическимъ году посту- 
пило вновь.. . .. . . ..и 65 экз. 

Къ 1889—90 числится всего.... .. 612, 
на сумму.... .... 2690 р. 53, к. 

10. Пособія по технологіи металловъ и дерева. 

Къ началу 1888—89 учебнаго года числилось по 

инвентарю: 

Чертежей. .......12 
Образцовъ-орудій . ... 38 
Разныхъ коллекцій,. ,. 

7 

Всего 
. ку 

Въ теченіе года поступленій не было: 

Къ началу 1889—90 числится 52 экземпляра на 

сумму 487 руб. 39 коп. 



— 110 — 

П. Кабинетъ механической технологіи воло- 

книстыхъ веществъ. 

Къ началу 1888—89 академическаго года состояло: 

| приборъ для опредѣленія титра шелка. 

1 вѣски для опредѣленія вѣса и № пряжи. 
| динамометръ Реггеацх. 
П приборъ М. АПсап для испытанія пряжи. 
| модель волкъ-машины. 

| модель скатывающаго аппарата. 
] модель ленточной машины. 

86 настѣнныхъ таблицъ чертежей. 
| коллецкія образцовъ волокн. веществъ въ сырьѣ. 
Г коллекція образцовъ пряжи и тканей. 
4 коллекціи, иллюстрирующія послѣдовательный ходъ 

фабричныхъ производствъ. 
Т коллекція кардныхъ лентъ русскихъи иностранныхъ. 
1 коллекція образцовъ орудій и разныхъ принадлеж- 

ностей для прядильныхъ и ткацкихъ фабрикъ. 
П ручной ткацкій станъ съ машиною Жаккара. 

дифференціальный механизмъ для банкоброшей. 
замокъ для банкоброшей. —— 

машинка стараго типа для наборки карлъ. 
коллекція кардныхъ лентъ съ фабрики Ног5йП 

апйа ВісКѣат въ Ангиіи. 
и 

1 приборъ для опредѣленія крѣпости и растяжимости 
пряжи. 

Въ теченіе года поступило: 
6 таблицъ настѣнныхъ чертежей. 
1 приборъ баШег’о для испытанія крѣпости и эла- 

стичности пряжи. 

і2. Библіотека. 

Къ началу 1888—89 академическаго года числи- 

лось 
;. .. . 

8690соч. въ 14,217т. 
на-сумму.... к 27,088 р. Эѣк 
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Вътеченіе года поступило 103 соч. въі32т. 

на сумму. ....... ШП25р. 40к. 

къ 1889—90 академич: году числится 8793 соч. 
въ 14,349 т. 

на сумму.... .5.... 28,214 р. З4 к. 

Изъ числа поступившихъ пожертвовано разными ли- 

цами и учрежденіями 1П соч. въ 20 том. на сумму 38р. 

13. Учебныя мастерскія. 

а) Кабинсть учебныхъ мастерскихо. 

Къ началу 1838—89 академическаго года въ каби- 

нетѣ учебныхъ мастерскихъ числилось по инвентарю: 

Разныхъ образцовыхъ инструментовъ, прибо- 

ровъ, таблицъ, коллекцій и машинъ,. .... 817 

Разнаго рода предметовъ. . .. .....,. 23 

Въ теченіе года пріобрѣтеній и исключеній не было. 

Итого къ началу 1889—90 академическаго года 

числится 8340 штукъ на сумму 5284 р. 19%, к. 

б) Учебная токарная по дереву мастерская. 
г 

Въ истекшемъ 1888 —89 академическомъ году въ то- 

карной по дереву мастерской занималось 62 воспитан- 

ника, которыми исполнено 1506 отдѣльныхъ работъ. 

Къ началу 1888—89 академическаго года въ мастер- 

ской числилось по инвентарю: 

Токарныхъ станковъ (одинъ для овальнаго 

точенія) т...издн.и.ий 4і;иш. 
Верстаковъ : з, 

Точилъ........... тирио ..; г, 
Зтанокъ для узорной пилы . . .... і, 

Шаблоновъ . . . -оор ивнч500 

Разныхъ инструментовъ..... очик1190 і 

Разнаго рода предметовъ . ...... 48
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Въ теченіе года исключено. 
н Разныхъ инструментовъ... ..... 

147 шт. 

Итого къ началу 1889—90 академическаго года чи- 

слится: 1644 штуки на 3084 руб. 50°7, коп. 

Учебныя пособія мастерской: 
Коллекція образцовъ нарѣзыванія, состоя- 

щая изъ.. ... .. .. .....2экз. 
Коллекція моделей, состоящая изъ... 5 . 

Коллекція образцовыхъ инструментовъ, со- 

стоящая изъ ... .... ѣ 163, 
Коллекція инструментовъ изъ дерева, уве- 

личенныхъ въ 6 разъ, состоящая изъ.. 24 экз. 

Итого на сумму. 196р.99к. 

в) Учебная модельно-столярная мастерская. 
Въ исъекиемъ 1388 —59 академическомъ году въ мо- 

дельно-столярной мастерской занималось 63 воспитан- 

ника, которыми исполнено было 890 упражненій и 86 
вполнѣ законченныхъ моделей. 

Къ началу 1888—89 академическаго года въ мастер- 
ской числилось по инвентарю: 

Верстаковъ столярныхъ. . ...... 
60 

Станковъ токарныхъ 5 
Универсальная пила съ принадлежностями. 1 

Точилъ 
найло 01.очзопѣи ниа@ 2 

Сверлильная ручная машина для сверленія 
подъ разными углами. . ........ 1 

Шкафовъ для храненія а ... з 
Разныхъ инструментовъ.. ....16238 
Въ теченіе года исключено: 

Верстаковъ столярныхъ. . ...... з 
Разныхъ инструментовъь.. ...... 18 

Итого къ началу 1339—90 
академическаго года 

числится..., .. 1679шт.насумму1473р.88к. 
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Учебныя пособія мастерской: 

Двѣ коллекціи соединеній дерева, состоя- 

щія изъ ......... . рзйѣои 

Коллекція моделей, состощая изъ. . .. 34, 

Коллекція инструментовъ изъ дерева, увели- 

ченныхъ въ 6 разъ, состоящая изъ. ... 31, 

Коллекція инструментовъ для строганія де- 

рева, состоящая изъи. му .4.о 2 
Коллекціи инструментовъ для пиленія де- 

рева, состоящая изъ. . ... ... ...т9, 
Двѣ коллекціи инструментовъ для сверленія 

и долбленія дерева, состоящіи изъ..... о, 

Коллекція измѣрительныхъ инструментовъ, 

состоящая изъ., ... и 22:, 

Итого на сумму 1513 р. б7 к. 

г) Учебная металло-токарная мастерская. 

Въ истекшемъ 1887—88 академическомъ году въ 

металло-токарной мастерской занималось 63 воспитанни- 

ка, которыми исполнено было 800 отдѣльныхъ работъ. 

Къ началу 1888—89 академическаго года въ мастер- 

ской числилось по инвентарю: 

Самоточка. 1 

Суппортовъ ѣ 10 

Токарныхъ станковъ съ принадлежностями. 34 

Точилъ съ чугунными ящиками. 8 3 

Горнъ съ вентиляторомъ. . й 1 
Наковальня . 1 

Разныхъ инструментовъ и принадлежностей 

мастерской . . чй47іГэка 

Въ теченіе года пріобрѣтено разныхъ инструментовъ 

и принадлежностей мастерской 3 шт. и исключено 5. 

Къ началу 1888—89 академическаго года числится 

въ мастерской 518 предметовъ на сумму 3880 р. 63 к.
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Учебныя пособія мастерской: 

Двѣ коллекціи образцоваго инструмента, 

состоящія изъ,. ... ........ 193 экз. 

Двѣ коллекціи образцовъ токарнаго по ме- 

талиу искусства, состоящія изъ. . .... 106 , 

Итого на сумму 154р. 24к. 

д) Учебная слесарная мастерскал. 

Въ истекшемъ 1888—89 академическомъ году въ учеб- 

ной слесарной мастерской занималось 83 воспитанника, 
которыми исполнено 578 отдѣльныхъ работъ. 

Къ началу 1888—89 академическаго года числилось 

по инвентарю: 

Тисокъ слесарныхъ. : 78 

Машинъ строгальныхъ ручныхъ 2 

Машинъ сверлильныхъ ручныхъ 5 
Станокъ для сверленія коловоротомъ. 1 

Точило двойное ] 

Горнъ съ вентиляторомъ. 1 

Столовъ чугунныхъ. 3 
Разнаго рода предметовъ.. ..... 104 
Разныхъ слесарныхъ инструментовъ.. , 3943 

Въ теченіи года пріобрѣтено 
разнаго рода предметовъ 15 штукъ и исключено разнаго 
рода слесарныхъ инструментовъ 421 штука. 

Итого къ началу 1889 — 90 академическаго года 

числится по инвентарю 4689 шт. насумму 4644р.417, к. 
Учебныя пособія мастерской отнесены къ кабинету 

учебныхъ мастерскихъ. 

е) Учебная чугунно-мѣдно-литейная мастерская. 

Въ истекшемъ 1888—89 академическомъ году въ 

чугунно-мѣдно-литейной мастерской занималось 40 воспи- 

танниковъ, которыми исполнено 697 отдѣльныхъ работъ.



— 115 — 

Къ началу 1888 -89 академическаго года въ мастер- 
ской числилось по инвентарю: 

Паровой горизонтальный двигатель въ 4 
силы съ котломъ системы Фильда 1 

Вентиляторовъ.э;ицннизнриии 1 

Вагранка о двухъ фурмахъ. 4 
1 

Самодувный горнъ для трехъ тиглей 1 
Печь системы Ріаі для плавки мѣди и 
Литейный кранъ й н4эі 

1 
Опокъ чугунныхъ . «очио8 
Чугунныхъ грузовъ эвсомъ 814 нул. сэ «28 

Печь для сушки стержней. : 1 

Станковъ для шаблонной формовки... 2 

Верстаковъ съ козлами 
. ...... 

7 
Комплектовъ формовочнаго инструмента по 

4 въ каждомъ, . ...... 
20 экз. 

Разнаго инструмента.. ..... 36 
Чугунныхъ моделей- .и.и. 

9 
Въ теченіе года мастерская расширена пристройкою 

помѣщенія для заняпй 10 воспитанниковъ и пріобрѣтено: 
Вагранка малані5и иозон венм- 

1 

Разнаго рода предметовъ .. 
....і 

Исключено: 

Разнаго рода предметовъь.. ..... 
138 

Итого къ началу 1889 —90 академическаго 

года числится по инвентарю 747 шт. на сумму 7О88р.5к. 
Учебныя пособія мастерской: 

Коллекція образцоваго инструмента, со- 

стоящая изъ зир-еий 76 шт. 

Итого на сумму 35 руб. 

ж) Учебная кузнечная мастерская. 
Въ истекшемъ 1888—89 академическомъ году въ 

кузнечной мастерской занималось 38 воспитанниковъ, 
которыми исполнено 792 отдѣльныхъ работъ. 
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Къ началу 1888—89 академическаго года числилось 

по инвентарю: 

Паровой молотъ съ наковальнями. : 1 

Горнъсъ наковальнями и принадлежностями 6 
Вентиляторъ для дутья ѣ 

1 

Вѣсы десятичные съ гирями и разновѣсами 1 

Шкафовъ для храненія работъ . 2 

Горнъ переносный съ вентиляторомъ 1 

Резервуаровъ желѣзныхъ для воды... 2 
Мѣхъ со станкомъ для горна. 1 

Жомъ для гнутья колѣнчатыхъ валовъ. 1 

Тисокъ столовыхъ желѣзныхъ 
а 

э 
Разнаго мелкаго кузнечнаго инструмента, 753 
Станокъ для сварки желѣза. 1 

Въ теченіе года поступленій и исключеній не было. 

Къ началу 1889—90 академическаго года 

числится по инвентарю 77] шт. на сумму 3134р.38к. 

Учебныя пособія мастерской: 

Образцовая коллекція кузнечнаго инстру- 
мента, состоящая изъ.. 

. ..... 1П0 шт. 

Образцовая коллекція кузнечныхъ работъ, 
состоящая изъ. .... . ........ 40, 

т рии і Итого на сумму 224р.29к. 

з) Учебная механическая мастерская. 

Въ истекшемъ 1888—89 академическомъ году въ 

учебной механической мастерской занималось 90 воспи- 

танниковъ, исполнившихъ около 60 отдѣльныхъ работъ. 
Между работами наиболѣе выдающіяся; паровыя водо- 
качки, паровыя машины, строгальныя для металла при- 
водныя и ручныя, строгальныя для дерева, станки то- 

карные, насосы, супорты, тиски и проч. 
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Къ началу 1888—89 академическаго года по учеб- 
ной механической мастерской числилось по инвентарю: 

Трубчатый паровой котелъ въ 30 силъ. 1 
Постоянный котелъ съ 4 подогрѣвателями 1 

Вертикальная паровая машина системы 

Уатта, съ коромысломъ, въ 25 силъ, 

Паровыхъ водокачекъ. 

Водомѣръ Шмидта 
рзещи Приводовъ-трансмиссій 

Сверлильныхъ машинъ разныхъ системъ: 

Приводныхъ. 
Ручныхъ . 

Стругальныхъ машинъ.... 

Долбежныхъ машинъ .. 

Шпоночныхъ машинъ. 

Винторѣзныхъ машинъ 

Фрезовыхъ машинъ. 

Дѣлительныхъ машинъ 

—— 
--—- 

-ъ 

с 

со- 

Станковъ токарныхъ по металлу 
Самоточекъ разныхъ величинъ. .... с 

Разныхъ принадлежностей къ машинамъ. 1993 
Тисокъ слесарныхъ. ...65 
Верстаковъ слесарныхъ . 8 
Разнаго рода предметовъ .в:и 
Разнаго мелкаго инструмента...... 6164 

Въ теченіе года пріобрѣтено разныхъ ин- 

струментовъ 1057 шт. и исключено 1495 шт. 

Итого къ началу 1889 —90 академическаго 

года числится 8089 шт. на сумму 32186 р. 18 к. 

Учебныя пособія отнесены къ кабинету учебныхъ 
мастерскихъ. 

Учебно-механическая мастерская при участіи осталь- 

ныхъ мастерскихъ, кромѣ занятій съ воспитанниками, 

съ помощью наемныхъ рабочихъ, съ 1-го Сентября 1888г. 
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по 1-е Сентября 1889 года исполнила заказовъ для част- 

ныхъ лицъ на сумму 56,988 р. 

Выдающимися работами изъ числа этихъ заказовъ 

были слѣдующія: 

Турбинъ... тизивеносв 3 
Паровыхъ машинъ 2 
Водокачекъ. .. .еаио 2 
Стругальныхъ .. 

: 

Сверлильныхъ, .. ооно: 4 
Самоточекъ.... и 

Вѣтряныхъ двигателей, ... нзимь 3 
Насосовъ паровыхъ въ 4000 ведръ. 1 

й разныхъ .... 
.иинкон80 

Сновальныхъ машинъ. .... 
1 

Токарныхъ станковъ, . ;; .а 
Подъемныхъ машинъ 1 

Прессовъ разныхъ.. . ..... 3 
Приводовъ Фабричныхъ 7 

Батарей воднаго отопленія. 
. .... 147 

Тисокъ. разныхъ. . інниии туинтноз 
Супортовъ... ѣкктэи эи, туинзяот тіолніа 



Краткій отчетъ о дѣятельности Политехни- 
ческаго Общества, состоящаго при Император- 

скомъ Техническомъ Училищѣ 
за 1858—-69 зод8. 

Къ началу 1888 —89 г. Политехническое Общество 
считало 38 почетныхъ членовъ, 156 дѣйствительныхъ 
членовъ и 7 членовъ-сотрудниковъ. 

Въ теченіе 1888—89 г. Общество имѣло 7 обыкно- 
венныхъ собраній и П годичное. 

Въ обыкновенныхъ собраніяхъ, кромѣ текущихъ дѣлъ, 
обсуждались сообщенія, сдѣланныя слѣд. лицами: почет- 

ными членами Н. Е. Жуковскимъ, П. П. Петровыми 
П. И. Мальцовымъ; дѣйствительными членами А.С.Шеста- 
ковымъ, А. И. Пермяковымъ, С. О. Бѣдовымъ, А. П. 

Гавриленко, С. Я. Тимоховичемъ, М. П. Прокунинымъ 
и ѣ. ©. Гартманъ и членомъ сотрудникомъ Д. С. Зер- 
новымъ. 

Изъ текущихъ дѣлъ въ истекшемъ году особенное 
вниманіе обратило общество на изданіе органа Политех- 
ническаго Общества и для предварительнаго обсужденія 
этого вопроса назначило комиссію подъ предсѣдатель- 
ствомъ вице-президента, которая выработала проспектъ 
и программу ежемѣсячнаго промышленно-техническаго 
журнала и составила смѣту расходовъ по его изданію, 
причемъ выяснилось, что изданіе журнала при 12 но- 

мерахъ въ годъ и размѣрѣ каждаго номера около 8 пе- 

чатныхъ листовъ, включая чертежи и политипажи, при 
стоимости 12 руб. подписной цѣны, обѣщаетъ въ пер- 
вый годъ изданія не болѣе 4000 руб. дефицита; сумма 
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эта можетъ понизиться еще, если должностныя лица при 
журналѣ и сотрудники, хотя бы на первое время, най- 

дутъ возможнымъ отказаться отъ вознагражденія за трудъ; 
остальная же сумма дефицита можетъ покрыться частными 

пожертвованіями и правительственнойсубсидіей. Общество 
уполномочило комиссію обратиться къ постороннимъ 
лицамъ за матеріальнымъ содѣйствіемъ по изданію органа 
и назначило депутацио къ г. Попечителю Московскаго 

учебнаго округа съ просьбою ходатайствовать передъ 
Правительствомъ о назначеніи субсидіи на изданіе жур- 
нала при Политехническомъ Обществѣ. Изъ частныхъ 

пожертвованій въ истекшемъ году на дѣло изданія жур- 
нала наиболѣе крупнымъ было пожертвованіе Т. С. Мо- 

розова, который препроводилъ въ Общество 1000 руб. 
на изданіе проектируемаго промышленно-техническаго 
журнала и выразилъ свою готовность и впредь содѣй- 
ствовать этому дѣлу, смотря по степени приносимой имъ 

пользы. 

Въ связи съ вопросомъ объ изданіи органа Поли- 
техническаго Общества было осуждаемо предложеніе 
секретаря Общества О. П. Григоровича объ увеличеніи 
Формата повѣстокъ, приглашающихъ гг. членовъ на за- 

сѣданія, съ цѣиію помѣщенія въ нихъ краткихъ отче- 

товъ о предыдущихъ засѣданіяхъ, а также для опубли- 
кованія въ нихъ свѣдѣній о дѣятельности справочнаго 
отдѣла. Находя, что вышеупомятая замѣна прежнихъ 
повѣстокъ новымъ типомъ ежемѣсячныхъ бюллетеней мо- 

жетъ быть особенно полезна въ интересахъ гг. иного- 

роднихъ членовъ, а также для цѣлей справочнаго отдѣла, 
Общество одобрило Предложеніе г. секретаря. 

Принятый предыдущимъ годичнымъ собраніемъ про- 
ектъ измѣненій и дополненій въ уставѣ Политехническаго 
Общества, вмѣстѣ съ объяснительною къ нему запискою, 
былъ представленъ г. Попечителю Московскаго учебнаго 
округа для внесенія на утвержденіе Правительства. 

Пользуясь кратковременнымъ пребываніемъ г. Ми- 

нистра Народнаго просвѣщенія въ Москвѣ, депутація 
Политехническаго Общества имѣла честь представиться 
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Его Сіятельству и поднести уставъ, годичные отчеты и 

всѣ напечатанные до сего времени труды Политехни- 

ческаго Общества, причемъ депутація ходатайствовала 

передъ г. Министромъ объ утвержденіи проектирован- 

ныхъ измѣненій и дополненій въ уставѣ Политехниче- 

скаго Общества и о дарованіи ежегодной субсидіи на 

изданіе періодическаго журнала при Политехническомъ 

Обществѣ. 

Въ годичномъ собраніи Общества 12 апр. 1889 г. 

избраны въ почетные члены 3, въ члены-сотрудники 1 

и въ дѣйствительные члены 44 лица. Профессоръ ©. Е. 

Орловъ, по выслугѣ 3-хъ лѣтъ въ должности вице-пре- 

зидента, избранъ единогласно вице-президентомъ Поли- 

техническаго Общества на слѣдующее 3-лѣтіе. Собраніе 

постановило передать капиталъ, собранный на учреж- 

деніе стипендіи имени покойнаго профессора Д. Н. Ле- 

бедева въ собственность вновь учрежденнаго Общества 

вспомоществованія нуждающимся воспитанникамъ Импе- 

раторскаго Техническаго Училища съ тѣмъ, чтобы ка- 

питалъ оставался неприкосновеннымъ, а изъ процентовъ 

онаго выдавалась ежегодно одному изъ нуждающихся 

воспитанниковъ Техническаго училища стипендія имени 

Д. Н. Лебедева. Въ томъ же собраніи утверждены пред- 
ложенія Совѣта о взиманіи съ членовъ Политехническаго 

Общества 3', сбора съ дѣйствительно получаемаго ими 

въ первый годъ жалованья или вознагражденія за вре- 

менныя занятія въ случаѣ полученія ими мѣстъ или за- 

нятій черезъ посредство справочнаго отдѣла;о покрытіи 

впредь расходовъ по справочному отдѣлу за счетъ до- 

ходовѣ самого Отдѣла ио перечисленіи могущихъ быть 

за симъ остатковъ въ Фондъ для вспомоществованія нуж- 

дающимся техникамъ. Наконецъ собраніемъ утверждены 

были временныя правила для выдачи ссудъ изъ вспо- 

могательнаго фФонда лицамъ, окончившимъ курсъ въ 

Императорскомъ техническомъ училищѣ и бывшемъ ре- 

месленномъ учебномъ заведеній. 

Въ отчетномъ году Общество, кромѣ ежемѣсячнаго 

бюллетеня, издало брошюру подъ заглавіемъ „Десяти-
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лѣтіе Политехническаго Общества. 18977—885 и годич- 
ный отчетъ за 1887—88 г., въ которомъ помѣщенъ 
некрологъ профессора техническаго училища А. В. Лѣт- 

никова, съ его портретомъ. Въ приложеніи къ годичному 
отчету помѣщены сообщенія: 

О. И. Щеголева. О полировкѣ поверхностей. 
ЯН. Я. Никитинскаго. Алюминій и его сплавы. 

С. Э. Кордесъ. Электрогефестъ. 
Н. Я. Кожевникова. Описаніе машины для обмотки 

проволоки. 
Д. С. Зернова. Калориметрическое изученіе па- 

ровыхъ машинъ. 

Справочнымъ отдѣломъ Политехническаго Общества 
напечатанъ 2-мъ изданіемъ списокъ лицъ, окончившихъ 

курсъ въ Императорскомъ Техническомъ Училищѣ, къ 

которому присоединенъ списокъ лицъ, окончившихъ 

курсъ въ бывшемъ ремесленномъ учебномъ заведеніи. 
Дѣятельность справочнаго отдѣла за прошлый годъ 

видна изъ слѣд. цифръ. Всѣхъ лицъ, обращавшихся въ 

отдѣлъ съ просьбами о доставленіи мѣстъ было 96; пред- 
ложеній мѣстъ поступило въ отдѣлъ 74, изъ нихъ 36 
мѣстъ замѣщены при посредствѣ и по рекомендація от- 

дѣла. Общая сумма взносовъ за предоставленныя мѣста 

и занятія равняется 425 р. 75 к. 

Денежныя средства Политехническаго Общества въ 

отчетномъ году состояли: П) изъ основного капитала 

3101 р. 23 к., 2) изъ спеціальныхъ капиталовъ: на 

изданія Общества 380 р. 59 к., на учрежденіе стипен- 

діи имени Д. Н. Лебедева 897 р. 7 к., для врпомо- 
ществованія нуждающимся техникамъ 963 р. 88 к., на 

учрежденіе преміи имени А. В. Лѣтникова 75 р., на 

премію имени Ю. С. Нечаева-Мальцова 2095 р., на 

на изданіе органа Общества 1000 р., 3) Кассы Общества 
382 р. 47 к. исбора за предоставленныя Справочнымъ 
отдѣломъ мѣста 466 р. 75 к. Итого къ Гапр. 1889 г. 

состоитъ 9361 р. 99 к. 



Алексѣй Васильевичъ 

лттттятов. 

НЕКРОЛОГѣ. 

28-го февраля 1888 года скончался на 52-мъ году 
своей жизни профессоръ математики Техническаго Учи- 
лища, Алексѣй Васильевичъ Лѣтниковъ. 

Техническое училище потеряло въ немъ блестящаго 
профессора, глубокаго ученаго и выдающагося нрав- 
ственными качествами человѣка. 

Алексѣй Васильевичъ Лѣтниковъ былъ человѣкомъ 

рѣдкихъ достоинствъ. 

Его житейская роль опрдѣлилась съ полной ясностью 

для всѣхъ, кто его зналъ. 

Какъ человѣкъ науки онъ очертилъ для себя опре- 
дѣленную область изслѣдованія, въ началѣ своей дѣя- 
тельности поставилъ себѣ ясно намѣченныя задачи и, 
постепенно раскрывая въ рѣшеніи этихъ задачъ все 

большія и большія силы эрудиціи и таланта, занялъ 

первоклассное мѣсто среди сподвижниковъ ученыхъ, ра- 
ботавшихъ въ той же спеціальной отрасли математиче- 

скаго анализа. 

Какъ профессоръ онъ создалъ полную систему чи- 

танныхъ имъ курсовъ высшей математики, обработалъ 
эти курсы до мельчайшихъ деталей и оставилъ въ па- 

мяти своихъ учениковъ неизгладимый образъ наставника, 

всегда блестѣвшаго своими знаніями, выдающимся педа- 

гогическимъ и лекторскимъ талантомъ и неуклонной, 
живой, твердой любовью къ дѣлу. 

Какъ дѣятель въ общественной и въ частной жизни 

онъ стяжалъ у всѣхъ знавшихъ его глубочайшее ува- 
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женіе. Всегда и всѣмъ онъ высказывалъ свои убѣжде- 

нія и взгляды съ тою откровенностью, какая присуща 

сильнымъ натурамъ, и съ тою рѣшительностью, какая 

характеристична для человѣка, воспитаннаго строгой 

наукой, привыкшаго мыслить по точнымъ законамъ ло- 

гики и оцѣнивать каждое явленіе жизни внимательно, 

глубоко, безпристрастно. 

Всегда и вездѣ онъ служилъ дѣлу, вкладывалъ въ это 

служеніе всѣ свои силы и достигалъ такихъ результа- 

товъ, какіе только могли считаться наилучшими. Всегда 

и во всемъ его дѣятельность была разумна, широка, 

плодотворна. 

Оцѣнка выдающейся личности покойнаго представля- 

етъ глубокій нравственный интересъ. 

Алексѣй Васильевичъ Лѣтниковъ родился 1-го ян- 
варя 1837 года. Происхожденіе его изъ дворянъ. 

Его дѣдъ былъ учителемъ математики. Отца своего, 

занимавшаго незначительное мѣсто въ Московской Ка- 

зенной палатѣ, онъ потерялъ, еще будучи мальчикомъ. 

Первоначальное воспитаніе дано ему его матерью. 

Алексѣй Васильевичъ началъ свое ученіе во 2-й мо- 

сковской гимназіи, куда поступилъ въ 1847-мъ году во 

второй классъ. Но въ гимназіи онъ пробылъ только 
годъ, перешелъ съ успѣхомъ въ третій классъ и взятъ 

былъ оттуда по недостатку у матери его денежныхъ 

средствъ для платнаго обученія сына. 

Въ 1848-мъ году Лѣтниковъ былъ опредѣленъ на ка- 

зенный счетъ въ Константиновскій межевой институтъ, 

и въ немъ получилъ свое основное образованіе. 

Въ это время Константиновскій межевой институтъ 

преобразовался изъ средняго учебнаго заведенія въ за- 

веденіе перворазрядное. Къ существовавшимъ прежде 

семи классамъ былъ прибавленъ восьмой, инженерный, 

гдѣ воспитанники, готовившіеся быть землемѣрами, по- 

лучали высшее геодезическое образованіе. 

Въ 1856-мъ году 19 лѣтъ отъ роду Лѣтниковъ окон- 

чилъ курсъ института и съ этихъ поръ началась его, 

тогда же опредѣлившаяся, спеціальная карьера, выра-
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вившаяся сначала въ чрезвычайно сложной, системати- 

ческой подготовкѣ къ научной и преподавательской дѣ- 
ятельности, а затѣмъ въ еще болѣе широкой и плодо- 

творной утилизаціи плодовъ этой подготовки. 

Замѣчательныя способности Алексѣя Васильевича 

еще въ его бытность въ институтѣ обратили на него 

особое вниманіе его непосредственныхъ руководителей, 
изъ числа которыхъ онъ впослѣдствіи съ особой призна- 
тельностью вспоминалъ личность директора института, 
генерала Смецкаго и преподавателя математики, Ло- 
мовскаго. 

Особое значеніе для его послѣдующей карьеры имѣло 

то обстоятельство, что въ опредѣленіи его дѣятельности 
принялъ живое, энергическое участіе знаменитый рус- 
скій администраторъ, Михаилъ Николаевичъ Муравьевъ, 
занимавний тогда постъ управляющаго межевымъ кор- 
пусомъ. 

Благодаря личному содѣйствію Муравьева, который 
рѣшилъ привлечь Алексѣя Васильевича къ преподава- 
нію математики въ межевомъ институтѣ и дать ему для 

этого образцовую подготовку, Алексѣй Васильевичъ 
могъ дополнить свое образованіе университетскимъ кур- 
сомъ въ Московскомъ университетѣ, а затѣмъ еще кур- 
сомъ политехнической школы въ Парижѣ. 

Такимъ образомъ, немедленно по окончаніи курса 
въ Константиновскомъ межевомъ институтѣ, Алексѣй Ва- 
сильевичъ поступилъ вольнымъ слушателемъ на физико- 

математическій факультетъ Московскаго университета и 

здѣсь, слушая въ теченіи двухъ лѣтъ лекціи третьяго 
и четвертаго курсовъ, положилъ начало своему спеці- 
ально-математическому образованію подъ руководствомъ 
извѣстныхъ профессоровъ Брашмана, Перевощикова и 

Давицова. 
Въ апрѣлѣ 1858-го года, передъ самымъ концомъ 

университетскихъ занятій Лѣтникова, его покровитель 
Муравьевъ, придававшій чрезвычайное значеніе повы- 

шенію уровня математическихъ заняхій въ межевомъ 

институтѣ, испросилъ Высочайшее повелѣніе объ 
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отправленіи за границу одного или двухъ офицеровъ, 

съ назначеніемъ каждому по 2500 рублей въ годъ. 

На первый разъ въ іюнѣ того же 1858-го года былъ 

отправленъ именно Лѣтниковъ, числившійся тогда по 

институту подпоручикомъ корпуса межевыхъ инженеровъ. 

Его послали въ Парижъ, срокомъ на два года и 

поставили ему цѣлью командировки—пріобрѣтеніе осно- 

вательныхъ современныхъ свѣдѣній по чистой мэтема- 

тикѣ, геодезіи, астрономіи, теоріи вѣроятностей, меха- 

никѣ и оптикѣ, изученіе педагогическихъ пріемовъ пре- 

подаванія математики и обозрѣніе разныхъ спеціальныхъ 

училищъ. 

Главнымъ образомъ рекомендовались Лѣтникову шко- 

лы политехническая и центральная, Французская кол- 

легія и Сорбонская академія. 

Центромъ личныхъ занятій Алексѣя Васильевича сдѣ- 

лалась именно политехническая школа, но и съ другими 

высшими учебными заведеніями онъ ознакомился вполнѣ 

обстоятельно. 

Занятія Лѣтникова въ Парижѣ продолжалисьбезпре- 
рывно въ теченіи двухъ съ половиной лѣтъ по декабрь 

1860-го года. Здѣсь, находясь въ самомъ центрѣ тогда- 

шней научно-математической дѣятельности, онъ слушалъ 

лекціи знаменитыхъ математиковъ Бертрана, Ліувилля, 

ПШюизе, Серре и Шаля. 

Французская школа положила прочный отпечатокъ 

на послѣдующую преподавательскую дѣятельность са- 

мого Лѣтникова. Въ читанныхъ имъ самимъ лекціяхъ 

по общему курсу высшей математики онъ былъ точнымъ 

коментаторомъ именно французскаго направленія матема- 

тическихъ воззрѣній. 

Въ своихъ подготовительныхъ занятіяхъ въ полите- 

хнической школѣ Лѣтниковъ шелъ наиболѣе правиль- 

нымъ путемъ, посвящая все время слушанію лекцій и 

изученію знаменитыхъ твореній, но не отвлекаясь ни- 

сколько въ сторону преждевременной самостоятельной 

дѣятельности. Его личное творчество въ наукѣ нача- 

лось значительно позже, черезъ шесть лѣтъ послѣ воз-
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вращенія изъ Парижа и начала преподавательской дѣя- 

тельности. 

Такимъ образомъ въ основу преподавательской дѣя- 

тельности Лѣтникова были положены курсы трехъ выс- 

шихъ учебныхъ заведеній, въ основу его научной дѣя- 

тельности десятилѣтняя подготовка въ сферѣ высшей ма- 

тематики и ближайшихъ къ ней прикладныхъ наукъ. 

Немедленно по возвращеніи въ Москву съ 1-го января 

1861-го года Лѣтниковъ былъ утвержденъ Муравьемымъ 

въ должности преподавателя математики въ офицерскомъ 

классѣ Константиновскаго межевого института, а еще въ 

бытность за границей былъ произведенъ въ поручики. 

Черезъ три года Лѣтниковъ въ чинѣ штабсъ-капитана 

занялъ преподавательское мѣсто своего бывшаго учителя 

Ломовскаго, который былъ переведенъ на инспекторскую 

должность. 

Самостоятельная литературно-научная дѣятельность 

Алексѣя Васильевича Лѣтникова началась черезъ 10 лѣтъ 

по окончаніи имъ курса въ межевомъ институтѣ, въ 

18366-мъ году, на 30-мъ году его жизни. 

1866-й годъ былъ началомъ изданія журнала Мате- 

матическаго Сборника, издаваемаго Московскимъ мате- 

матическимъ обществомъ, которое не задолго до того 

было основано по иниціативѣ Брашмана и Давидова и 

въ которомъ Лѣтниковъ явился въ числѣ первыхъ по 

времени членовъ. Почти всѣ послѣдующіе ученые труды 

Алексѣя Васильевича печатались также въ Математиче- 

скомъ Сборникѣ. 

Въ первомъ томѣ Математическаго Сборника помѣ- 
щенъ первый мемуаръ Лѣтникова: „Объ условіяхъ инте- 

грируемости нѣкоторыхъ дифференціальныхъ уравненій“. 

Въ этомъ изслѣдованіи авторъ исходилъ изъ весьма обща- 

го принципа, указаннаго Эйлеромъ, и состоящаго въ опре- 

дѣленіи зависимости между формой дифференціальнаго 

уравненія первой степени и Формой соотвѣтствующаго 

этому уравненію интегрирующаго множителя. Слѣдуя 

отчасти по пути, указанному Дерптскимъ профессоромъ 

Миндингомъ, Лѣтниковъ обобщилъ нѣкоторые резуль-
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таты, полученные этимъ ученымъ, а затѣмъ, изолиро- 
вавъ свои изслѣдованія по отношенію къ одной частной-. 

Формѣ дифференціальнаго уравненія, имѣющей важное 

значеніе, съ большой обстоятельностью разсмотрѣлъ во- 

просъ объ условіяхъ интегрируемости этого уравненія. 
Однимъ изъ весьма частныхъ послѣдствій выводовъ Лѣт- 
никова явилась обстоятельная теорія извѣстнаго въ на- 

укѣ уравненія Рикатти, въ которой авторъ получилъ 
своимъ методомъ и весьма просто различные выводы, 

полученные до него другими учеными посредствомъ прі- 
емовъ, не имѣвшихъ общей связи. 

Вышеуказанное изслѣдованіе, съ которымъ авторъ выс- 

тупилъ на научное поприще, по основному методу стоитъ 

нѣсколько въ сторонѣотъ послѣудующихъего изслѣдованій, 
принявшихъ со временемъ строго изолированное поло- 

женіе. Но по направленію изслѣдованій оно находится 
въ связи съ дальнѣйшими работами и впослѣдствіи было 
всецѣло поглощено дальнѣйшими выводами. 

Общій характеръ изслѣдованія указываетъ на то, что 

Лѣтниковъ выступилъ на сцену уже совершено зрѣ- 
лымъ ученымъ, детально изучившимъ общую научную 
литературу и усвоившимъ себѣ современныя цѣли и бли- 
жайшія задачи науки. Въ то же время это изслѣдованіе 
такъ же наглядно раскрываетъ и особенность научнаго 
таланта Лѣтникова. 

Эта особенность состояла въ стремленіи къ обобще- 
ніямъ частныхъ данныхъ науки, но къ обобщеніямъ та- 

кимъ, которыя для даннаго момента въ историческомъ 
развитіи науки представлялись вполнѣ возможными, ко- 

торыя имѣли ближайшую цѣль въ приложеніяхъ и были 

совершенно чужды общей научной философіи, а тѣмъ 

болѣе метафизики. 

Такое направленіе научныхъ изслѣдованій характе- 
ризуетъ и всѣ послѣдующіе научные труды Лѣтникова, 

Ставъ сразу и твердо на почву спеціальныхъ на- 

учныхъ изысканій, Лѣтниковъ почти одновременно вы- 

ступилъ и на поприще педагогической литературы, по 

преимуществу въ сферѣ анализа и аналитической гео- 
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метріи, касаясь немного и курса элементарной матема- 

тики. Во второмъ томѣ Математическаго Сборника по- 

мѣщены его статьи: „О кривизнѣ поверхности въ данной 
точкѣ“, „Объ общемъ доказательствѣ тригонометричес- 
кихъ Формулъ синуса и косинуса суммы“ и „Критиче- 
ская рецензія курса элементарной геометріи Руше и 

Комберуса“. Послѣднія двѣ статьи были кажется един- 

ственными, въ которыхъ онъ посвящалъ свое вниманіе 

курсу элементарной математики. Впрочемъ нужно замѣ- 

тить, что нѣкоторые изъ рефератовъ его въ математи- 

ческомъ обществѣ, касавшихся педагоги математики, не 

были совсѣмъ напечатаны. Тѣмъ не менѣе извѣстно, что 

между членами математическаго общества Лѣтниковъ съ 

наибольшимъ вниманіемъ относился къ вопросу объ усо- 
вершенствованіи пріемовъ преподаванія высшей и эле- 

ментарной математики. Главнымъ образомъ по его на- 

стоянію при Математическомъ Сборникѣ былъ состав- 

ленъ —приложенный въ нѣсколькихъ первыхъ томахъ 

второй отдѣлъ Сборника, включавиий статьи педагоги- 
ческаго характера. 

Посвящая свое главное вниманіе безкорыстной науч- 
ной и педагогической дѣятельности, Алексѣй Василье- 
вичъ Лѣтниковъ мало заботился о личныхъ отличіяхъ. 
Но стремленіе расширить свою педагогическую дѣятель- 
ность, для которой у него былъ заготовленъ запасъ не- 

сравненно болышй того, какой требовался для одного 

только межеваго института, заставило его подумать о 

пріобрѣтеніи ученой степени. 

Въ концѣ шестидесятыхъ годовъ возникла мысль о 

преобразованіи бывшаго тогда ремесленнаго училища 
въ высшее техническое училище. Такимъ образомъ въ 

Москвѣ открывалась новая каДедра высшей математики. 

Лѣтниковъ, имѣлъ много шансовъ для того, чтобы за- 

нять ее. Недоставало только ученой степени. Для по- 

лученія же ученой степени магистра, Лѣтникову, какъ 

воспитаннику спеціальнаго учебнаго заведенія, требова- 
лось идти окольнымъ путемъ, —пріобрѣсти сначала сте- 

пень доктора въ одномъ изъ заграничныхъ универси- 
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теговъ и уже потомъ докторскимъ дипломомъ открыть 
себѣ дорогу къ русскимъ ученымъ степенямъ. Этотъ по 

видимому трудный и длинный путь не остановилъ Лѣт- 
никова. 

Съѣздивъ на короткое время въ Германію, онъ въ 

Дрезденѣ напечаталъ на нѣмецкомъ языкѣ переводъ сво- 

его перваго научнаго сочиненія „Объ условіяхъ интег- 

рируемости нѣкоторыхъ дифференціальныхъ уравненій“, 
съ небольшими измѣненіями, и, по представленіи этого 

трактата философскому факультету Лейццигскаго уни- 
верситета, безъ труда былъ удостоенъ званія доктора 
Философіи этого университета. 

Немедленно по возвращеніи въ Москву Лѣтниковъ 

приступилъ къ экзаменамъ въ Московскомъ университе- 
тѣ на степень магистра чистой математики, а б-го іюня 
1868-го года защитилъ диссертацію, напечатанную за 

тотъ же 1868-й годъ въ третьемъ томѣ Математическаго 
Сборника подъ заглавіемъ „Теорія дихференцированія 
съ произвольнымъ указателемъ“. 

29-го іюня того же года Лѣтниковъ былъ допущенъ 
къ исправленію должности профессора техническаго 

училища. Въ это время по межевому институту, кото- 

рый въ 1867-мъ году былъ преобразованъ изъ военнаго 

устройства въ гражданское, онъ числился младшимъ зем- 

лемѣромъ 2-го разряда и преподавателемъ, и изъ военна- 

го чина штабсъ-капитана былъ переименованъ въ соот- 

вѣтствующій гражданскій чинъ. Въ ноябрѣ того же го- 

да онъ былъ назначенъ младшимъ землемѣромъ 1-го 

разряда. 

Магистерская диссертація Алексѣя Васильевича по- 

ложила начало той совершенно изолированной, спеці- 
альной роли, которую онъ занялъ въ исторіи математи- 

ки, и отъ которой по существу не отклонялся до кон- 

ца своей жизни. Въ небольшой, но важной, по ея изто- 

рическому значенію, книгѣ, онъ изложилъ общія науч- 
ныя основанія особаго рода исчисленія и оформилъ весь- 

ма общій принципъ. 
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Развитая въ сочиненіи Лѣтникова идея о производ- 
ной произвольнаго порядка возникла въ наукѣ съ сама- 

го начала развитія дифференціальнаго и интегральна- 
го счисленія. Ее возбудилъ Нковъ Бернулли, обратив- 
шійся по этому поводу за разъясненіемъ къ Лейбницу. 
Послѣдній только вскользь коснулся этого вопроса. Пу- 
вилль былъ первымъ изъ ученыхъ, сдѣлавшимъ серьез- 
ную попытку для рѣшенія вопроса. Но и эта попытка 

была частной и довольно натянутой. Послѣ первыхъ 
трудовъ Лувилля, обратившихъ все таки вниманіе уче- 
ныхъ на новый вопросъ, слѣдовали въ томъ же направ- 
леніи труды Келленда, Тарди, Роберта, не имѣвшіе 

существеннаго значенія, и наконецъ работа Грюнваль- 
да, поставившаго задачу наиболѣе общимъ и опредѣ- 
леннымъ образомъ. 

Изслѣдованіе Лѣтникова, напечатанное почти годомъ 

спустя послѣ изслѣдованія Грюнвальда, исходило изъ 

той же постановки вопроса. Есть много основаній ду- 
мать, что Лѣтниковъ напалъ на основной принципъ са- 

мостоятельно, независимо отъ Грюнвальда. Это вѣроят- 
но во первыхъ въ виду чрезвычайной простоты основ- 

ной идеи и также потому, что изслѣдованіе Лѣтникова 
отличается отъ работы Грюнвальда—и большей точно- 

стью, и большей полнотой. Во всякомъ случаѣ однако 
историческій пріоритетъ удерживается за Грюнвальдомъ. 

Въ диссертаціи Лѣтникова, имѣющей сравнительно 
небольшой объемъ, даны общія основанія теоріи дифФ- 

Фференцированія съ произвольнымъ указателемъ, безъ 

указанія однако примѣненій этой теоріи. 

Черезъ годъ послѣ изготовленія диссертаціи Алек- 
сѣй Васильевичъ былъ утвержденъ въ должности стар- 
шаго преподавателя межевого института и вмѣстѣ съ 

тѣмъ въ должности профессора техническаго училища. 

Задачи преподавательской дѣятельности надолго при- 
влекли къ себѣ главное вниманіе Лѣтникова. Въ теченіи 
нѣсколькихъ лѣтъ онъ, постепенно видоизмѣняя свои 
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и въ началѣ уже образцовые курсы, доводилъ ихъ до 

большаго и большаго совершенства. 
Въ то же время онъ не прекращалъ своей чисто на- 

учной дѣятельности и готовилъ новый капитальный 

вкладъ въ математическую литературу. 
Послѣ шестилѣтнихъ подготовительныхъ работъ Лѣт- 

никовъ защитилъ 22-го марта 1874 года свою доктор- 
скую диссертацію, напечатанную за тотъ же годъ въ 

седьмомъ томѣ Сборника подъ заглавіемъ „Изслѣдова- 
нія, относящіяся къ теоріи интеграловъ особаго вида“ 
Въ этомъ сочиненіи авторъ уже вполнѣ овладѣлъ тѣмъ 

математическимъ принципомъ, на разъясненіе котораго 
онъ былъ наведенъ своимъ бывшимъ наставникомъ Шу- 
виллемъ, которымъ въ эпоху его магистерскаго диспута 
былъ у него почти отиитъ Грюнвальдомъ и который 
съ этихъ поръ сталъ уже неотъемлемой его собствен- 
ностью. 

Чрезвычайно характерно то необычайное научное 
безпристрастіе, съ которымъ отнесся нашъ замѣчатель- 

ный ученый къ этой, дорогою цѣною пріобрѣтенной 
имъ, собственности. Казалось бы, что въ качествѣ са- 

мостоятельнаго творца вполнѣ имъ оформленнаго ученія 
о дифференцированіи съ произвольнымъ указателемъ, 
онъ болѣе другихъ былъ способенъ увлекаться сво- 

имъ твореніемъ, придавать ему наибольшее научное 
значеніе. 

Этого однако мы совершенно не видимъ. Диссерта- 
ція Лѣтникова представляетъ замѣчательный образецъ 
капитальнаго научнаго изслѣдованія, въ которомъ ав- 

торъ, совершенно маскируя передъ читателемъ громад- 
ный, имъ выполненный трудъ, даетъ ему необыкновен- 
но простое, точное и изящное выраженіе важнаго науч- 
наго принципа, подвергаетъ этотъ излюбленный имъ 

принципъ суровой критикѣ и, строго опредѣливъ сферу 
его примѣненія, раскрываетъ для всѣхъ желающихъ до- 

ступные пути для его эксплоатаціи. 
Въ первой главѣ диссертацуи Лѣтниковъ разсматри- 

ваетъ рядъ задачъ, поставленныхъ великими геометрами 



Абелемъ, Амперомъ, Гауссомъ, Лапласомъ, Пуассономъ, 
и силой остроумнаго анализа разбиваетъ воззрѣнія Ліу- 

вилля на эти задачи, какъ на такія, которыя доказы- 
ваютъ особое могущество новаго метода. Лѣтниковъ по- 

казываетъ, что почти всѣ эти задачи могутъ быть безъ 

особаго затрудненія рѣшены обыкновенными средствами 
анализа. Съузивъ такимъ образомъ сферу необходимаго 
примѣненія новаго принципа, онъ во второй главѣ об- 
лекаетъ этотъ принципъ въ новую, вполнѣ опредѣлен- 
ную изаконченную форму. Наконецъ вътретьей главѣ онъ 

раскрываетъ ту именно область анализа, въ которой 
примѣненіе принципа можетъ оказать существенную 
пользу. Въ этой послѣдней главѣ онъ пользуется диффе- 

ренцированіемъ съ произвольнымъ указателемъ для из- 
слѣдованія свойствъ функцій — общихъ гипергеометри- 
ческихъ и въ частности сферическихъ, а также Бессе- 

левыхъ, которыя разсматриваетъ какъ интегралы соот- 
вѣтствующихъ имъ дифференціальныхъ уравненій. 

Докторская диссертаціи Лѣтникова принадлежитъ къ 

числу сочиненій, которыми русская математическая на- 

ука вправѣ гордиться. 

Черезъ два мѣсяца послѣ защиты докторской дис- 

сертаціи Алексѣй Васильевичъ получилъ командировку 

на лѣтнее вакаціонное время за границу для обозрѣнія 

политехническихъ институтовъ и изученія ихъ учебной 

части. Это изученіе отразилось благотворно на тѣхъ 

трудахъ, которые вложилъ онъ въ дѣло организаціи 

Техническаго Училища. 

Лѣтомъ 1876-го года онъ снова былъ командиро- 

ванъ съ ученой цѣлью за границу и въ Варшаву на 

съѣэдъ естествоиспытателей. На съѣздѣ были представ- 

лены имъ рефераты „Объ интегрированіи линейнаго од- 

нороднаго уравненія съ линейными коэффиціентами“ и 

о приведеніи многократныхъ интеграловъ“. За тотъ же 

годъ въ 8-мъ томѣ Математическаго Сборника помѣщена 

имъ небольшая статья педагогическаго характера „Объ 

интегрированіи двухъ извѣстныхъ уравненій“.
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Лѣтомъ 1878-го года Лѣтниковъ посѣтилъ въ Парижѣ 
всемірную международную выставку. Въ концѣ того же 
года онъ напечаталъ въ Сборникѣ небольшую статью 

подъ заглавіемъ: „Общая формула для интегрированія 
линейнаго уравненія съ постоянными коэффиціентами и 

со’ вторымъ членомъ*. Статья эта имѣетъ существенное 
педагогическое значеніе. 

Съ октября 1879-го года въ теченіи 10 мѣсяцевъ 
Алексѣй Васильевичъ исправлялъ должность инспектора 
техническаго училища и при этомъ неоднократно замѣ- 

щалъ и директора училища во время выѣздовъ послѣд- 
няго изъ Москвы. 

Вѣ 1881-мъ году Лѣтниковъ напечатанъ во француз- 
скомъ журналѣ: „М№опуеПез Аппаіев йев Майетайциев“ 
небольшое изслѣдованіе „Объ общихъ свойствахъ фоку- 
совъ кривыхъ 2-го порядка“. 

Съ 1882-го года возобновилась, послѣ очевидной 
предварительной подготовки, прежняя научно-литератур- 
ная дѣятельность Лѣтникова въ томъ же направленіи 
примѣненій теоріи дифференцированія съ произвольнымъ 
указателемъ къ изслѣдованію интеграловъ частныхъ ви- 

довъ гипергеометрическаго уравненія. За этотъ годъ въ 

десятомъ томѣ.’ Математическаго Сборника появились 

одинъ за другимъ два обширныхъ мемуара его. 

Первый изъ нихъ, подъ заглавіемъ „Новыя изыска- 

нія о тригонометрическихъ функціяхъ“, раскрываетъ въ 

весьма доступной хормѣ пріемы практикуемаго авторомъ 
особаго исчисленія. 

Второй мемуарь—,О различныхъ выраженіяхъ сфе- 

рическихъ функцій съ произвольнымъ указателемъ и о 

разложеніи ихъ въ ряды“ имѣетъ важное значеніе, какъ 

по существу развиваемой въ немъ теоріи, такъ и по 

изобилію извѣстныхъ приложеній этой теоріи, дѣлаю- 
щихъ ученіе о сферическихъ функціяхъ одной изъ на- 

стоятельныхъ потребностей для современнаго намъ раз- 
витія прикладныхъ математическихъ наукъ. Въ этомъ 

мемуарѣ Лѣтниковъ далъ наиболѣе общее построеніе те- 

оріи сферическихъ функцій и объединилъ своимъ мето- 
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домъ множество частныхъ выводовъ, полученныхъ за 

длинный періодъ времени извѣстными учеными Лапла- 

сомъ, Дирихле, Мелеромъ, Айвори, Гейне и другими. 
Въ 1883-мъ году въ одиннадцатомъ томѣ Сборника 

появился новый обширный мемуаръ Лѣтникова „Объ 
опредѣленныхъ интегралахъ, содержащихъ функціи, удов- 
летворяющія гипергеометрическому уравненію.“ Въ этомъ 

мемуарѣ указанъ новый путь, на которомъ помощью 

принципа дифференцированія съ произвольнымъ указа- 
телемъ могутъ быть получены многіе существенные ре- 
зультаты. 

Въ концѣ 1883-го года Лѣтниковъ вышелъ въ от- 

ставку по должности преподавателя межевого института, 
съ ежегодной пенсіей по тысячѣ рублей, но продол- 
жалъ тамъ же свои прежнія преподавательскія занятія 
изъ платы по найму. 

29-го февраля 1884 года онъ былъ назначенъ по 

министерству финансовъ директоромъ Александровскаго 
коммерческаго училища. 

Этому новому учебному заведенію Лѣтниковъ ус- 
пѣлъ до конца своей жизни принести громадную поль- 

зу почти полной выработкой организаціи его и уста- 
новленіемъ учебныхъ программъ. 

29-го декабря того же года С.-Петербургская ака- 

демія наукъ избрала Лѣтникова въ члены корреспонден- 
ты по разряду. математическихъ наукъ. 

Въ 1885-мъ году появилось въ 12-мъ томѣ Сборни- 
ка послѣднее изъ обнародованныхъ сочиненій Лѣтнико- 
ва „О гиперсферическихъ функціяхъ и о разложеніи 
произвольной функціи въ ряды расположенные по функ- 
ціямъ гиперсферическимъ“. 

Въ этомъ сочиненіи авторъ изслѣдовалъ новый видъ 

Функцій, на которыя только въ самое послѣднее время 
было обращено вниманіе ученыхъ, и которыя представ- 
ляютъ обобщеніе функцій сферическихъ. 

ВЕъ посмертныхъ запискахъ Лѣтникова сохранился 
еще одинъ обширный математическій трактатъ. 
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Преждевременная смерть похитила выдающагося на- 

учнаго и общественнаго дѣятеля въ полномъ разцвѣтѣ 

его силъ и среди многообразной, глубоко плодотворной 

дѣятельности. 

Несомнѣнно, что многіе еще, богатые результаты 

далъ бы для науки и общества этотъ свѣтлый, талант- 

ливый, энергичный человѣкъ. 

Техническое училище обязано покойному крупной 

затратой его дорогого труда. 

Глубокій ученый, блестящій лекторъ и неутомимый 

труженикъ вкладывалъ въ свои курсы развѣтвленные 

дары эрудиціи, таланта и любви къ дѣлу. 

Онъ вполнѣ организовалъ систему математическаго 

преподаванія, составилъ и детально обработалъ цѣлый 

рядъ курсовъ по всѣмъ главнымъ отдѣламъ высшей ма- 

тематики и приложилъ къ нимъ самостоятельные сборники 

разнообразныхъ, искусно подобранныхъ упражненій. 

Но организаторская дѣятельность покойнаго не огра- 

ничивалась одной отвлеченной стороной преподаванія. 

Онъ былъ дѣятельнымъ членомъ педагогическаго со- 

вѣта, имѣлъ въ немъ вѣскій, уважаемый сотоварищами 

голосъ и, безпристрастно направляя свое вліяніе, отражалъ 

его на всѣхъ крупныхъ актахъ совѣтской дѣятельности. 

Задачамъ административнаго устройства училища онъ 

придавалъ не меньшее значеніе, чѣмъ задачамъ научно- 

педагогическимъ. 

Его отношенія къ товарищамъ и къ ученикамъ были 

проникнуты искренностью душевнаго чувства, соединен- 

наго съ принципіальной твердостью убѣжденій. 

Алексѣй Васильевичъ Лѣтниковъ былъ всегда и во 

всемъ широко развитымъ человѣкомъ, соединявшимъ въ 

себѣ выдающіяся качества ума, характера и воли. 

Неизгладимымъ отпечаткомъ должна лечь память о 

немъ—не только въ кругу лицъ, которыя его близко 

знали, не только въ сферѣ тѣхъ учрежденій, которымъ 

онъ служилъ, но и въ общей исторіи россійскаго про- 

свѣщенія, въ которой имя свое онъ записалъ отчетливо. 

Н. Шапошникова.
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1. 

Введеніе. —Правила образованія разсматриваемыхъ въ настоя- 

щей статьѣ фермъ указаны въ моемъ сочиненіи: „Упрощенная 

теорія статически неопредѣленныхъ строительныхъ сооруженій“ 

стр. 22—30. 

Мы предполагаемъ, что фермы удовлетворяютъ слѣдующимъ 

условіямъ: 

1) Составляющіе ихъ стержни соединены между собою на 

концахъ шарнирами безъ тренія, 

2) на мѣстахъ перекрещиванія стержни не имѣютъ ника- 

кихъ соединеній, 

3) фермы имѣютъ неизмѣняемый видъ, 

4) всѣ на ферму дѣйствующія силы (или равнодѣйствующія 

этихъ силъ) а также оси составляющихъ ее стержней находятся 

въ одной плоскости. 

Ферма называется неизмѣняемой, когда невозможны никакія 

измѣненія ея геометрической формы безъ измѣненія длинъ стерж- 

ней. Въ неизмѣняемой фермѣ возможны только такія дефор- 

маціи, какія допускаетъ упругость матеріала. Вслѣдствіе незна- 

чительности упругихъ деформацій мы будемъ ими при состав- 

леніи условій равновѣсія пренебрегать, и будемъ принимать, что 

ферма и послѣ нагруженія сохраняетъ свой первоначальный видъ. 

Пока напряженія стержней не превышаютъ предѣла упругости, 

то послѣднее предположеніе не имѣетъ на получаемые резуль- 

таты практически никакого вліянія. 

Ферма называется статически опредѣленной, когда напряже- 

нія всѣхъ ея стержней могутъ быть опредѣлены помощію од-



нихъ условій равновѣсія. Такая ферма имѣетъ только нужные 

стержни, т. е. она не имѣетъ, ни одного такого стержня, ко- 

торый могъ бы быть устраненъ безъ нарушенія ся неизмѣняе- 

мости. Если означимъ число стержней черезъ 5, а число уз- 

ловъ—черезъ П7, то для статически опредѣленной фермы дѣй- 

ствительно условіе; 
ѣз-—. .. еѣ 

т. е. чиело стержней равняется на 3 уменьшенному удвоенному 

числу узловъ. 

Ферма, не удовлетворяющая послѣднему условію, не можетъ 

быть статически опредѣленной, но не всякая ферма, удовлетво- 

ряющая ему, есть статически опредѣленная. Если 207-—-3 стерж- 

ня расположены такимъ образомъ, что образованная ими ферма 

по виду неизмѣняема, то она всегда статически опредѣленная. 

Неизмѣняемые многоугольники. Пточекъ могутъ быть со- 

единены (7—3 стержнями въ неизмѣняемую систему различнымъ 

образомъ. Одинъ изъ простѣйшихъ способовъ слѣдующій; Обо- 

значивъ данныя точки цыфрами 1, 2, 3...п, въ произвольномъ 

порядкѣ. соединяемъ 1 съ 2, 2ЗсъЗит.д. Въ полученномъ 

многоугольникѣ, имѣющемъ 07 сторонъ, проводимъ (7—3 діа- 

гонали; если послѣднія проведены такимъ образомъ, что въ 

многоугольникѣ остается не болѣе двухъ вершинъ, изъ кото- 

рыхъ не выходитъ ни одна діагональ, и если обѣ эти верши- 

ны не смежныя, то можно вообще принять, что полученная фи- 

гура представляетъ неизмѣняемую ферму. 

На черт. Ти2 представлены двѣ неизмѣняемыя системы 

стержней, изъ которыхъ каждая имѣетъ по 6 узловъ изх6—3==9 

стержней. Узлы имѣютъ въ обѣихъ системахъ одинаковое отно- 

сительное положеніе, но въ системѣ 2 они соединены стержнями 

не въ томъ порядкѣ, что въ системѣ 1. 

Въ обоихъ случаяхъ стержни образуютъ шестиугольникъ 

(1234561) съ діагоналями 63, 53 и 43, въ системѣ 1,и—26, 
14 и 53—въ системѣ 2. 

Представленный на черт. 3 шестиугольникъ имѣетъ тоже три діа- 

гонали, но такъ какъ отъ двухъ непосредственно по себѣ слѣдую- 

щихъ вершинъ Ти 6 не выходитъ ни одна діагональ, то этотъ 

шестиугольникъ не имѣетъ свойства неизмѣняемости, и легко 

увидѣть, что не измѣняя длины ни одного изъ его стержней, 

можно вершинамъ Ти 6 придать безчисленное множество дру- 

гихъ положеній ’и 6'. Представленная этимъ шестиугольни- 

комъ ферма удовлетворяетъ условію (1), но не имѣетъ неизмѣ. 

няемаго вида, она поэтому статически неопредѣленная.
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На черт. 8—14 представлено нѣсколько неизмѣняемыхъ ста- 

тически опредѣленныхъ многоугольниковъ которые могутъ быть 
употреблены для образованія фермъ; каждый изъ этихъ много- 

угольниковъ имѣетъ при Псторонахъ 07—3 діагонали. Если 
означимъ число сторонъ черезъ ѣ,а діагоналей —черезъ Д, то для 

черт: 8: з==3 а=3—3=0 
„о: з= 4 а-=4—3-=1 

„ 10—1068: 5=5 а5—3-=2 
„ 11—115: з= 6 @=6—3=3 
„ 12—12а: з= 7й =—3=4 

„ 13—13а: 5= 8 а-=3—3-=5 
‚ 

14—14е: з= 9 а=д—3=6 

Изъ этихъ примѣровъ видно, что измѣняя въ одномъ и томъ- 

же многоугольникѣ расположеніе діагоналей, получаются фермы 
различнаго вида. Но не всѣ эти фермы имѣютъ одинаковыя 
свойства неизмѣняемости, въ томъ отношеніи, что устраненіе 
одного стержня можетъ нарушить неизмѣняемость только на нѣ- 

которыхъ мѣстахъ фермы, или на всемъ ея протяженіи. Такъ 
легко видѣть, что устраненіе діагонали 26, въ фиг. 1і4, на- 

рушаетъ неизмѣняемость только въ четыреугольникѣ (2361), а 

неизмѣняемость части (3 654) отъ этого не страдаетъ. Но если 

въ фиг. 11 устранимъ напр. діагональ (25), то будетъ уничто- 
жена неизмѣняемость всего многоульника, такъ что всякая вер- 
шина можетъ измѣнять свое положеніе по отношенію къ осталь- 

нымъ. Приустраненіи діагонали (26) въ фермѣ, представленной на 

черт. 14, послѣдняя распадается на треугольники (129), (348) 
(576), которые въ извѣстныхъ предѣлахъ могутъ измѣнять свое 

относительное положеніе; устраненіе діагонали (26) въ фиг. 14а 
нарушитъ неизмѣняеность относительнаго положенія треуголь- 
никовъ (129) и (345), и точекъ 6, Т7и 8, а отсутствіе какой 

нибудь діагонали въ фиг. 146 уничтожаетъ неизмѣняемость всего 

многоугольника. 
Мы будемъ называть многоугольникъ или ферму, въ кото- 

рыхъ для неизмѣняемости недостаетъ одного только стержня, 
раскосой цѣпью, а ея неизмѣняемыя части—членами. Раскосыя 
цѣпи, въ которыя превращаются многоугольники фиг. 11, 114, 
14, 14а и 146 состоятъ изъ слѣдующихъ членовъ: 

фиг. 1іа: четыреугольникъ (36 54) истержни 16, і2 и 23; все- 

го 4 члена. 

фиг. 14: треугольники (129), (348) (567) истержни: 23,45, 
78, 839 и15; 

фиг. 14а: треугольники (129) и(345) истержни 23, 56, 67, 
78, 59, 18, 38 і4 
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фиг. 1і и 145: каждый стержень представляетъ одинъ членъ; 

число членовъ равно, поэтому, числу стержней. 

Существуетъ родъ многоугольниковъ, которые при и—3 діа- 

гоналяхъ не имѣютъ свойства абсолютной неизмѣняемости, и 

потому для образованія фермъ не годятся. Съ такими много- 

угольниками мы познакомимся ниже. 

3. 

Неизмѣняемыя фермы. 

Фермы составляются изъ неизмѣняемыхъ многоугольниковъ, по- 

средствомъ соединенія послѣднихъ въ одну неизмѣняемую систему. 

Для образованія статитически опредѣленной фермы могутъ 

быть употреблены слѣдующіе 3 способа соединенія плоскихъ 

системъ А и В: 

Соединяемъ А съ В. 

Т) помощію трехъ стержней 1, 2, 3 (черт. 4) не пересѣкаю- 

щихся въ одной точкѣ, и не параллельныхъ между собою. Точ- 

кирицд, въ которыхъ продолженія этихъ стержней встрѣча- 

ются, называютъ „воображаемыми шарнирами“. Начерт.44а стерж- 

ниі, Зи3 образуютъ дѣйствительные шарниры р ий, 

2) помощію одного шарнира 5 (черт. 5) и одного стержня1. 

3) обѣ системы Аи В имѣютъ одинъ стержень ай (черт.6) 

общимъ. 

Если означимъ число стержней и узловъ 

для системы А—черезъ 5 ии 

для системы В —черезъ 5и и, 

а для составленной изъ нихъ фермы АВ—черезъ ѣи П, 1о, 

такъ какъ по предположенію А и В—статически опредѣленныя 

системы 
—=2ди—3 

и =2ди, —3 

Для фермы фиг. 4 имѣемъ: 

В-——- --=з—--(2и -—3зн-з=2 и)-3 

и такъ какъ въ этомъ случаѣ 

П-=и--и, 
то 5=20—3 

Для фермы фиг. 5. 

ѣ—=---й 
П--ри —1і



слѣдовательно 

ѣ= —3)--ди, —3)--і--дои-и ——з 

Для фермы фиг. 6. 

ѣ—=--— 
п—ри—-2 

5—=(и-—--(ди —3)—і--лини —2)—3 
5=20—3 

Каждая изъ полученныхъ фермъ удовлетворяетъ, поэтому, 
условію (1), а такъ какъ эти фермы неизмѣняемы, то онѣ ста- 

тически опредѣленныя. 
Очевидно что доказанное для двухъ системъ А и В дѣйстви- 

тельно для соединенія указанными способами произвольнаго числа 

системъ въ одну ферму. 
4) Кромѣ указанныхъ здѣсь способовъ образованія фермъ изъ 

. многоугольниковъ имѣетъ важное практическое значеніе еще 

одинъ, состоящій въ томъ, что къ данной системѣ (12354 
фиг. 7 добавляются новые узлы. посредствомъ прикрѣпленія къ 

ней новыхъ точекъ, употребляя для каждой точки по два стержня. 
Такъ на черг. 7 точка 6 прикрѣплена къ системѣ А посред- 
ствомъ стержней 6 и 6, соединяющихъ ее съ узлами 5 и 3, 
точка 7—помощію стержней Ти7й, а точка 8—помощію стер- 
жней 8 и 8. Если число добавленныхъ такимъ образомъ узловъ 
означимъ черезъ т, то число добавленныхъ стержней—=2 т, слѣ- 

довательно 

ѣ=--дт 
иЗтакъ какъ 5=2и—-3 

то 

ѣ=ди—3--дт=ди--т)—3 
но и--т=й 

поэтому 
ѣ=20-—-3 

т. е. полученная ферма—статически опредѣленная. 
Когда составленная этимъ послѣднимъ образомъ ферма имѣетъ 

только одинъ неизмѣняемый многоугольникъ, то мы будемъ на- 

зывать его основнымъ многугольникомъ. 
На черт. 16, 17, і8 и 21 представлены образцы фермъ, 

составленныхъ изъ многоугольниковъ, при чемъ ферма 
фиг. 16 состоитъ изъ треугольниковъ (или четыреугольниковъ 

типа фиг. 9 и треугольниковъ) 
фиг. 17—изъ шестиугольниковъ типа фиг, 11. 
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фиг. 18—изъ семиугольниковъ типа фиг. 12 а 

фиг. 21—изъ девятиугольниковъ типа фиг. 14 5. 

Изображенныя на фиг. 22—30 фермы образованы по спосо- 

бу 4. За основной многоугольникъ принятъ: для фермъ 

фиг. 22, 23 и 26 : пятиугольникъ айсй 

фиг. 24 : шестиугольникъ абсаа 

фиг. 25 : семиугольникъ айсарв 

фиг. 27 : девятиугольникъ абсай 

фиг. 28 и 29 : каждая изъ этихъ фермъ состоитъ изъ много- 

угольника айсй къ которому прикрѣплены узлы, обозначен- 

ные цыфрами, 1, 2, 3. 

Фермы фиг. 15 и 15 а составлены изъ многоугольниковъ, обра- 

зованныхъ такимъ образомъ, что къ неизмѣняемому пятиуголь- 

нику абсар прикрѣпленъ помощію двухъ стержней узелъ й. 

$4. 

Расчетъ многораскосныхъ, статически опредѣленныхъ 

фермъ. 

Когда ферма не состоитъ изъ однихъ треугольниковъ, то 

при опредѣленіи напряженій нѣвоторыхъ стержней часто бы- 

ваетъ невозможно разрѣзать ферму такимъ образомъ, чтобы бы- 

ли пересѣчены не болѣе трехъ стержней съ неизвѣстными на- 

пряженіями, такъ что напряженія этихъ стержней не могутъ 

быть опредѣлены изъ одного только уравненія. Хотя для рас- 

чета такихъ фермъ условія равновѣсія вполнѣ достаточны, но 

при употребленіи обыкновенныхъ методовъ опредѣленіе неизвѣ- 

стной изъ болѣе или менѣе значительнаго числа уравненій мо- 

жетъ сдѣлать расчетъ сложнымъ и затруднительнымъ. 

Обыкновенно приложенію простыхъ методовъ мѣшаетъ одинъ 

или два стержня, которые препятствуютъ также употребленію 

простыхъ графическихъ способовъ. Предварительное опредѣле- 

ніе напряженій этихъ стержней устраняетъ встрѣчаемыя за- 

трудненія, такъ что напряженія остальныхъ стержней могутъ 

быть опредѣлены помощію способовъ, употребляемыхъ при рас- 

четѣ простыхъ треугольныхъ системъ. 

Въ слѣдующемъ указываются методы, облегчающіе расчетъ 

въ тѣхъ случаяхъ, когда употребленіе простыхъ способовъ при- 

водитъ къ сложнымъ вычисленіямъ.



— — 

44. 

1. Методъ временныхъ стержней. 

Этотъ методъ состоитъ въ томъ, чго положеніе нѣкоторыхъ 

стержней фермы измѣняемъ такимъ образомъ, чтобы она, оста- 

ваясь неизмѣняемой, могла быть расчитана обыкновеннымъ спо- 

собомъ. Для краткости будемъ называть тѣ стороны преобра- 

зованной фермы, которыхъ данная ферма не имѣетъ, времен- 

ными стержнями. 

Опредѣляемъ напряженія временныхъ стержней 

1) происходящія въ нихъ тогда, когда ферма не нагружена, 

и напряженіе одного изъ устраненныхъ стержней равно произ- 

вольной величинѣ 7. 

2) произведенныя дѣйствующими на ферму внѣшними силами. 

Если напряженіе одного изъ временныхъ стержней, произ- 

веденное внѣшними силами, означимъ черезъ И’, а его напря- 

женія, произведенныя.силами Р, замѣняющими напряженія устра- 

ненныхъ стержней 7. П... —черезъ 0,, а.... тэ полное напря- 

женіе этого стержня 

== -е, -о и2) 

Означимъ дѣйствительныя напряженія стержней 7, ПП.. че- 

резъ № №..., то для опредѣленія этихъ неизвѣстныхъ имѣемъ 

слѣдующія условія: 

1) Данную ферму можно разсматривать какъ ферму неимѣю- 

щую устраненныхъ стержней, на которую кромѣ внѣшнихъ силъ 

дѣйствуютъ силы №, №...., равныя напряженіямъ этихъ стерж- 

ней. Произведенныя этими силами во временныхъ стержняхъ на- 
: і0і г0 

пряженія будутъ, очевидно= М№ 

2) Въ данной фермѣ временныхъ стержней нѣтъ, ихъ дйѣй- 

ствительное напряженіе, поэтому =0. 

На основаніи этихъ условій получаемъ вмѣсто выраженія (2) 

уравненіе 

о=м-- м+ №+ ..е 

Для каждаго временнаго стержня получимъ одно такое урав- 

неніе, число уравненій будетъ слѣдовательно равно числу неиз- 

вѣстныхъ №, изъ которыхъ всѣ неизвѣстныя могутъ быть опре- 

дѣлены.
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Примѣръ 1. Опредѣлить напряженія стержней неизмѣняемаго 
шестиугольника фиг. произведенныя дѣйствующими на него си- 

лами, 1, 2,3.. 
Если стержень Г устранимъ, и вмѣсто его введемъ въ фер- 

му стержень И, то получимъ неизмѣняемый шестиугольникъ 
фиг.3іа расчетъ котораго можетъ быть исполненъ легко однимъ 
изъ обыкновенныхъ способовъ. На фиг. 31, эта задача рѣшена 
графически. : 

На данныхъ силахъ построенъ сначала замкнутый многоуголь- 
никъ (123456), фиг. 31,. Затѣмъ на силахъ 2, а ий, уравно- 
вѣшивающихъ узелъ а. построенъ треугольникъ, посредствомъ 
котораго опредѣлились напряженія а, и й,, послѣ чего послѣ- 
довательно построены замкнутые многоугольники силъ для уз- 
ловъ в, уиб. Помощію послѣдняго изъ этихъ многоугольниковъ 
получено И = с5. 

Такимъ же образомъ построенъ многоугольникъ силъ фиг. 
31, для случая, когда ферма ненагружена, а напряженіе устра- 
неннаго стержня П== Р,гдѣ Р — произвольная величина (фиг. 
31,). Посредствомъ послѣдняго многоугольника получено 

с== иу 
По (3) 

гдѣ №— дѣйствительное напряженіе стержня П. 

Изъ этого уравненія получаемъ 
и 

№= — —Р. 
10 

Для построенія величины № откладываемъ на сторонахъ пря- 
маго угла (фиг. 317) отъ его вершины Я 

го = ѣ 

гу- и 
гР== Р== по (фиг.314) 

Соединяемъ го съ И, а черезъ Р приводимъ 

РМ№| Из 

ло пересѣченія съг въ №, то напряженіе №= г№ 

Такъ какъ И’и го отрицательны, то М тоже отрицательно, т.е. 

стержень 1П сжимается. 

Теперь разсматриваемъ № какъ внѣшнія силы, и опредѣля- 
емъ напряженія остальныхъ стержней, произведенныя данными 

силами 1, 2, 3, и силами Ми— М (фиг. 319.). Для графи- 



аа—- 

ческаго рѣшенія строимъ на этихъ силахъ замкнутый многоуголь- 
никъ ййрстпй (фиг. 31і), въ которомъ сила Пр есть равнодѣй- 
ствующая силъ 2 и № асила тп—-равнодѣйствующая силъ 5 и 

№ Напряженія а, ѣ, с, @, , а, й, %, опредѣлены помощію этого 

многоугольника обыкновеннымъ образомъ. 
При употребленіи аналитическаго способа для расчета вели- 

чины И’ нужно сначала провести сѣченіе тп (фиг. 31а) и опре- 
дѣлить напряженіе стержня ух. Если й, ий—вертикальныя раз- 
стоянія точекъ у и х отъ пересѣченныхъ стержней ав и 8, 
М,и М,—моменты внѣшнихъ силъ, дѣйствующихъ на ферму 
слѣва сѣченія, и а—уголъ стержня ух съ вертикалью, то напря- 
женіе этого стержня 

м, мл . р--- @ рпеогоий ррлч) 

*) Пусть фиг. 32 представляетъ часть фермы произвольнаго наружнаго 
очертанія. Чтобы получить напряженіе стержня 76, проведемъ сѣченіе т и 

означимъ черезъ 
о иу— углы образуемые пересѣченными верхнимъ и вижнимъ стержнями 

ѣси 7й, съ горизонталью. 
Мил—- напряженія этихъ стержней, 
& — уголъ стержня 0С съ вертикалію. 
р — его напряженіе, 
й, ий, — вертикальныя разсіоянія его конечныхъ точекъ 7 и с, отъ пересѣ- 

ченныхъ стержней 7 и 4@ 
МуиМ, — моменты внѣшнихъ силъ, находящихся по одну сторову сѣченія, взя- 

тыхъ по отношенію къ точкамъ @ и т. 

Принимая за точку моментовъ сначала точку 7. а затѣмъ точку 77, получимъ 
И’лсо5во -- М, = о 

И’п,созо -- Ой5таи -- М, = о 

Раздѣлимъ первое изъ этихъ уравненій на Й,, а послѣднее — на й, 
Исозо -- м о 

й, 
м, Исо5о -- Оэта -- іе о 

Изъ обоихъ уравненій слѣдуетъ 

и, : ѣ ѣ- Дзта - № 
й з 

откуда 
м, й р= С ѣ -ѣ) созеса 

Это выраженіе можетъ быть употреблено только для наклонныхъ стержней по- 

тому что для вертикальныхъ еогови.а 
. Для послѣднихъ имѣется формула 

— о— ѣ о о: 
гдѣ 
й — длина вертикали 
@ — равнодѣйствующая внѣшнихъ силъ находящихс слѣва сѣченія, и 

й — моментъ этихъ силъ по отношенію къ вертикалѣ. 
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Когда напряженіе стержня ух извѣстно, то помощію сѣченія 
ра получается напряженіе И стержня и. 

Такимъ же образомъ можетъ быть опредѣлено напряженіе . 

Примѣръ 2. При расчетѣ представленной на фиг. 30 хер- 
мы опредѣляемъ сначала напряженія стержней Ти 1, выходя- 

щихъ изъ узла 1, затѣмъ переходимъ пъ узлу 2, получаемъ на- 

пряженія стержней З и 2, далѣе къ узлу 3, 4. 5...пока нако- 

нецъ не дойдемъ до узловъа ий. Дѣйствуя подобнымъ образомъ 
начиная съ праваго конца влѣво, дойдемъ до узловъ @ и 7. Такъ 
какъ отъ каждаго изъ узловъ (а, &, @ и ) выходятъ по 3 стер- 
жня съ неизвѣстными напряженіями то многоугольникъ (айбсйд№ѣ) 
расчитываемъ по методу временныхъ стержней. 

Дѣйствующіяна этотъ многоугольникъ силы указаны на фиг. 30 
стрѣлками, и обозначены буквами п, и буквами «, В, у. 6, , 
& й., , 8,, е,. Эти послѣднія, греческими буквами обозначен- 
ныя силы суть напряженія соотвѣтственныхъ стержней (фиг. 30), 
опредѣленныя предыдущимъ расчетомъ, которыя теперь раз- 
сматриваемъ какъ внѣшнія силы. Для упрощенія находимъ для 
тѣхъ узловъ, на которые дѣйствуетъ болѣе чѣмъ 1 сила, равно- 
дѣйствующіи соотвѣтствующихъ имъ силъ. 

Устраняемъ стержни а7 и @і, обозначены цыфрами Ги П, 
и вмѣсто ихъ ставимъ стержни ѣй и сй (которые на фиг. 306 
обозначены буквами И, и И). Опредѣляемъ напряженія И, и 

И, послѣднихъ стержней, произведенныя дѣйствующимина много- 

угольникъ силами (фиг. 30с), затѣмъ—-ихъ напряженія гоа и 

о, произведенныя напряженіемъ== Р стержня 7 (фиг. 304) и 

напряженія , и , произведенныя напряженіемъ стержня 
П, тоже равнымъ Р (фиг. 30 р. 

Для опредѣленія напряженій № и № стержней Ги ПП, имѣ- 
емъ по (3), уравненія:; 

г04 гоа 

т+ ім 
Изъ этихъ уравненій получаемъ 

—- и, о’ —- и, іоа р № == 

і 
я 

= = и, а - и а г05, р ‘э 
в 

гдѣ 
А= о о, — 0, а 

Если числители этихъ выраженій имѣютъ коечныя значенія, 
а знаменатель А = о , то № и № равны СО. 
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Если А= 
о, 

и при томъ оба числителя == о , то ферма 
статически неопредѣленная и тогда № и №, могутъ имѣть про-: 
извольныя значенія. 

Когда напряженія № и №, опредѣлены, то разсматриваемъ 
ихъ какъ внѣшнія силы, и опредѣляемъ напряженія остальныхъ 

стержней посредствомъ расчета многоугольника фиг. 304, ко- 

торый стержней Ги Пне имѣетъ, но на который кромѣ дан 

пыхъ силъ д и опредѣленныхъ предварительнымъ расчетомъ 
силъ а, В, у... дѣйствуютъ еще 4силы №, №и — №, —.. 

5. 

П. Методъ параллельныхъ многоугольниковъ. 

Уже предыдущій примѣръ показываетъ, что расчетъ напря- 
женій по методу временныхъ стержней, при большомъ числѣ 
этихъ стержней, приводитъ къ довольно сложнымъ вычисленіямъ. 
Къ неудобствамъ этого метода принадлежитъ также то обстоя- 
тельство, что для расчета стержней многоугольника необхо. 

димо знать напряженія всѣхъ, не принадлежащихъ ему, но выхо- 

дящихъ изъ его узловъ, стержней, (стержних, В, у... въ фиг. 30) 
чѣмъ значительно усложняется вычисленіе предѣльныхъ напря- 
женій, производимыхъ подвижной нагрузкой, когда каждый почти 

стержень разсчитывастся при предположеніи другой нагрузки, 
наиболѣе для него невыгодной. Такъ въ послѣднемъ примѣрѣ 
было бы вообще нужно приведенный въ немъ расчетъ дѣлать 
два раза, одинъ разъ для наиболѣе невыгодной нагрузки стержня 
і а другой—для такой-же нагрузки стержня П. Расчетъ услож- 
няется еще болѣе, когда кромѣ максимальныхъ требуются и ми- 

нимальныя напряженія. 
Въ такихъ случаяхъ гораздо проще получаются требуемые 

результаты помощію другого метода, который будемъ называлъ 

методомъ параллельныхъ многоугольниковъ. 

Пусть (12345) фиг. 32, произвольный неизмѣняемый и стати- 

чески опредѣленный многоульникъ, на который дѣйствуютъ на- 

ходящіяся между собою въ равновѣсіи силы Р,, Р,, ѣ,,... и по- 

ложимъ, что требуется опредѣлить напряженіе стержня д. 

Устранимъ стержень д, а на мѣсто его приложимъ силы № 
и —№, замѣняющія производимое имъ на ферму дѣйствіе, ко- 

торыя, поэтому, равныего напряженію. Построимъ другой много- 

угольникъ (1'2'3'45) такъ, чтобы его стороны и діагонали 
были соотвѣтственно параллельны стержнямъ многоугольника, 
но съ условіемъ, чтобы прямая новазо многоугольника, со- 
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отвѣтствующая тому стержню, котораго напряженіе ищетея, 
не была параллельна этому стержню. Этотъ второй многоуголь- 
никъ будемъ называть параллельной фиурой. Изъ послѣдняго ус- 
ловія слѣдуетъ, что параллельная фигуране должна быть подоб- 
ной тому многоугольнику, котораго одинъ стержень устраненъ, 
который, слѣдовательно, не представляетъ неизмѣняемую ферму, 
но раскосую цѣпь. 

Длины двухъ сторонъ параллельной фигуры могутъ быть взя- 

ты произвольно, остальныя вершины его опредѣляются уже 
условіемъ параллельности. Въ фиг. 32 прямыя а’и 7 проведенына- 
раллельно прямымъ а и на произвольныхъ отъ послѣднихъ 
разстояніяхъ, и на нихъ взяты произвольно точки 2 и 5. Для 
полученія точки 3 проводимъ черезъ 27 5ѣ, и черезъ 5 4а. 
а для полученія точки 4’ нужно провести черезъ 3 с)с, и че- 

резъ 5 д’д. 
Въ дальнѣйшемъ изложеніи будемъ обозначать: 

длину перпендикуляра, опущеннаго на внѣшнюю силу Р, изъ 

точки эі, соотвѣтствующей ея точкѣ приложенія т—черезъ ум, 
напряженіе устраненнаго стержня—черезъ №, 
длину перпендикуляра, опущеннаго на напряженіе № изъ 

точки ѣ’, соотвѣтствующей его точкѣ приложенія ѣ, черезъ ѣ, 

напряженіе произвольнаго стержня д, черезъ ѣ, 
разстояніе стержня 4 отъ соотвѣтственной ему прямой 7. 

черезъ й. 
Такъ какъ въ каждомъ узлѣ внѣшнія силы уравновѣшиваются 

направленіями встрѣчающихся въ этомъ узлѣ стержней, то сумма 
моментовъ внѣшнихъ силъ и напряженій, дѣйствующихъ на ка- 

кой-нибудь узелъ и, взятыхъ по отношенію къ его соотвѣтствен- 
ной точкѣ , должна равняться нулю. Если составимъ такія 

уравненія для узловъ 1, 2, 3..., принимая за точки моментовъ 

(соотвѣтственно) точки Г, 2, 3.... то получимъ слѣдующія 
выраженія: 

для узла і: 
—Ру —№--Тт4—тТ=о 

„, 2: —-Ру-т—тТ=о 
» .3 --Би,-Тт.—ліи— т ==0 

й ,‚ 4: —-Ру, —т4-Ти--й№=о 
5: —Рм,—тиртнн-іи 

Сложивъ всѣ эти уравненія въ одну общую сумму получаемъ 

№(о —п)—Ру —Ри-Ри,—Ри, —Ру=о 
или, обозначивъ алгебраическую сумму статическихъ моментовъ 

Ру черезъ Ру, а плечо (п, —п,) —черезъ п, 

№--УРу==о 

» » 
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откуда 
хР, л= — 

. 

Послѣднее уравненіе содержитъ только одну неизвѣстную №. 
Чтобы получить № построеніемъ откладываемъ на сторонахъ 

произвольнаго угла АмВ отъ его вершины і ѣп==сп, гдѣ 
х —произвольное цѣлое число, и затѣмъ пр,== Р, пр, =Р,... 
ту, =и, пи, = и,... Соединяемъ псъ у,и,..., а черезъ р.р... 
проводимъ параллельныя жВ, до пересѣченія съ туі въ хі, съ 

ту въ х, ит.д. Тогда 

и — Ру, 171 23 хр=-- хр,== —... ѣ = 

т ра 
хп 

и слѣдовательно 
№-== —Ухр 

. получается также легко помощію построенія веревоч- 

наго многоугольника, принимая Р,,Р,... за параллельныя силы, 

дѣйствующія на разстояніяхъ у,,„,... отъ какой-нибудь постоян- 

ной точки о. Если полюсное разстояніе возьмемъ == хп, и озна- 

чимъ отрѣзокъ прямой, проведенной черезъ о параллельно при- 
нятому направленію силъ Р, отсѣченный крайними сторонами 
веревочнаго многоугольника, черезъ 7), то 

Въ фиг. 34 это построеніе исполнено для многоугольника 
фиг. 32. Силы Р приняты всѣ положительными и отложены на 

прямой ио сверху внизъ. Разстоянія у считались положитель- 

ными для положительныхъ Ру, и отрицательными—для отрица- 
тельныхъ Ру. Положительныя у отложены отъ точки о вправо, 
а отрицательныя—влѣво. Построеніе видно изъ фигуры, и не 

требуетъ поясненіи. 
Когда п==о, то № безконечно велико; но № получается = с 

вслѣдствіе пренебреженія деформаціи, произведенной внѣшними 
силами Р. Въ дѣйствительности оно не будетъ безконечно ве- 

лико, но все таки будетъ столь значительно, что многоуголь- 
ники, для которыхъ п==о, для образованія фермъ не пригодны. 
Какъ примѣръ такого многоугольника можетъ служить шести- 

угольникъ Паскаля, котораго частный случай представленъ на 

фиг. 35. 
Въ фермѣ имѣющей многоугольники послѣдняго рода, равно- 

вѣсіе возможно только тогда, когда УРу =о, въ какомъ случаѣ 
всякое конечное значеніе величины удовлетворяетъ уравненію 
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П, оно имѣетъ поэтому безконечное число рѣшеній Вътакой фер- 
мѣ могутъ бытъ вызваны напряженія и въ ненагруженномъ со- 

стояніи, (всѣ Р==0) напр. неравномѣрнымъ нагрѣтіемъ ея, или 

натяженіемъ какого нибудь стержня, она въ этомъ отношеніи 
имѣетъ слѣдовательно свойства статически неопредѣленной фер- 
мы. Чтобы ферма была неизмѣняемая и статически опредѣлен- 
ная необходимо, чтобы п не было=о. 

Выраженное уравненіемъ Г правило дѣйствительно для вся- 

кой статически опредѣленной неизмѣняемой фермы, потому что 

всякая такая ферма можетъ быть разсматриваема какъ одинъ много- 

угольникъ. Такъ число наружныхъ стержней фермы фиг. 18 == 

27, а внутреннихъ—-24, ферма можетъ быть слѣдовательно разсма- 
триваема какъ многоугольникъ, имѣющій 27 сторонъ,и 27 —3=24 
діагонали. Ферма фиг. 30 представляетъ многоугольникъ, имѣющій 
41 сторону и 38 діагоналей, и т.д. 

Полюсъ члена раскосой цѣпи. 

Если въ представленной на фиг. 36 фермѣ стержень 47 
устранимъ, то она превратится въ раскосую цѣпь, состоящую 
изъ слѣдующихъ членовъ, обозначенныхъ цыфрами і, П. шШ, і: 
изъ невмѣняемаго шестиугольника (123456) 
изъ стержня 4а 

стержня 5 и 

неизмѣняемаго пятиугольника абсф. 

Для построенія параллельной фигуры беремъ точки @ и@ 
произвольно. Чтобы получить 4’ проводимъ черезъ а’и @ пря- 
мыя параллельныя а4 и @а4; т.е. 

аѣи4 а4а4 

Точно также для построенія точки 7, соотвѣтствующей точ- 

кѣ 7, соединенной съь апй стержнями 74 и й, проводимъ 
черезъ а’и-@ 

ииии 
Такимъ же образомъ могутъ быть получены другія точки 

параллельной фигуры. 
Параллельная фигура, соотвѣтствующая шестиугольнику (12 

3456) будетъ подобный ему шестиугольникъ, потому что всѣ 
стороны обоихъ многоугольниковъ будутъ соотвѣтсвенно парал- 
лельны между собою. Но два подобные и параллельные много- 

угольника имѣютъ слѣдующія свойства: 



.. 
Т) Всѣ прямыя, соединяющія точки одного многоугольника съ 

соотвѣтствующими имъ точками другого, пересѣкаются въ одной 
точкѣ, называемой центромъ подобія. 

2) Прямая, соединяющая двѣ произвольныя точки одного 
многоугольника параллельна прямой, соединяющей соотвѣтствен- 
ныя имъ точки другого. 

Изъ этого слѣдуетъ непосредственно: 

1) Всѣ прямыя, соединяющія точки неизмѣняемаго много- 

угольника съ соотвѣтственными имъ точками его параллельной 
фигуры, пересѣкаются въ одной точкѣ. Эту точку будемъ на- 

зывать полюсомъ многоугольника, а проведенныя отъ полюса къ 

его точкамъ прямыя—лучами этихъ точекъ. 

2) Прямая параллельной фигуры, соотвѣтственная какому-ни- 
будь стержню многоугольника, параллельна этому стержню. 

Изъ перваго пункта слѣдуетъ, что если 4’и @ точки, со- 

отвѣтственныя точкамъ 4 иай члена П, то соединивъ и @ 
съ 4 иа, получимъ въ пересѣченіи прямыхъ 44’и йй полюсъ 

т, члена 1. Черезъ этотъ полюсъ проходятъ всѣ прямыя 17, 
227,33.... соединяющія точки 1, 2, 3... съ ихъ соотвѣтствен- 
ными точками Г. 2", 3.... 

Полюсъ х, члена П (стержня 4а) находится въ пересѣченіи 
прямыхъ 44”и а@, полюсъ п, члена Ш (стержня 57) — въ 

пересѣченіи прямыхъ 5 5’и 77, а полюсъ п, члена 1ПУ (пяти- 
угольника айсй) —въ пересѣченіи прямыхъ ааи 7. 

Употребленіе полюсовъ часто облегчаетъ построеніе соотвѣт- 
ственныхъ точекъ. 

Изъ 2-го пункта слѣдуетъ, что если соединимъ двѣ произ- 
вольныя точки одного и того же члена цѣпи, напр. точкиЗи 
1. то прямая 31 будетъ параллельна прямой 37", соединяющей 
ихъ соотвѣтственныя точки 3’и 1”. Чтобы поэтому для произ- 
вольной точки 4 члена П найти соотвѣтственную ей точку й, 
можно дѣйствовать слѣдующимъ образомъ: Соединяемъ точку @ 

съ какой-нибудь другой точкой того же члена, которой соот- 

вѣтственная точка уже имѣется, напр. съ 5, то 4 будетъ на- 

ходиться на прямой, проведенной черезъ 5’ параллельно пря- 
мой 45; кромѣ того @ лежитъ на лучѣ д п, точки 4. Вмѣсто 

луча 4 п, можно было соединить д съ другой точкой напр. 4, и 

провести черезъ 4 4’| 44 до пересѣченія съ 5’7 въ точкѣ 7. 
Величины у въ формулѣ 1 означаютъ разстоянія точекъ, со- 

отвѣтственныхъ точкамъ приложенія силъ Р, отъ этихъ силъ. 

Если будемъ разсматривать прямую зт (фиг. 37), опредѣляю- 
щую положеніе силы Р„, связянной неизмѣняемо съ тѣмъ чле- 
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номъ цѣпи. которому ея точка приложенія принадлежитъ, 

то соотвѣтственная ей прямая 5т будетъ параллельна 5т. 

Для опредѣленіи величины у„ Мможно поэтому вмѣсто точки ѣ 

взять произвольную другую точку на силѣ Р, напр. точку й 

или @, и опредѣлить соотвѣтственную ей точку й или @. Такъ 

какъ обѣ послѣднія точки иаходятся на прямой т, то ихъ 

разстояніе отъ силы Р,, взятое по какому-нибудь направле- 

нію, точно такое, какъ и разстояніе точки ’ отъ тойже си- 

лы, измѣренное по томуже направленію. 

Линія разстояній у неизмѣняемой систены.—Пусть а, ѣ,с... 

произвольныя точки неизмѣняемой системы, п—полюсъ послѣд- 

ней, и«, ѣ, с... точки, соотвѣтственныя точкамъ а, В.с... 

Такъ какъ прямыя @ѣ, ѣс'... параллельны прямымъ аф, й.... 

а прямыя а@, ѣ№, сс... пересѣкаются въ одной точкѣ , то 

аа ѣы се 

ат ѣѣв ст 

гдѣ С означаетъ постоянную величину. 

Проведемъ черезъ а, й, с... прямыя ах,, ѣ,. су,..., парал- 
и . й 

лельныя произвольной прямой Р,и означимъ разстоянія @а, ѣѣ, 

су... точекъ @« ѣ6, с... отъ этихъ прямыхъ, измѣренныя по ка- 

кому нибудь направленію АВ, черезъ у , а разстояніи тх,, 

тВ,, пу,... полюса т отъ тѣхъ же прямыхъ, взятыя но томуже 

направленію АВБ, черезъ х, то 

=
 
ѣ
 

=
 
э
 

к
 

в
=
 

<
 

откуда 

Изъ послѣдняго уравненія слѣдуетъ: Если будемъ проэкти- 

ровать точки а, ѣ, с... прямыми, параллельными Р, на прямую 

АВ, и отложимъ отъ ихъ проэкцій а,, ѣ,, с,... на проэктирую- 

щихъ прямыхъ 

то точки х,. В,, }... получатся на прямой , проходящей черезъ 

проэкцею т, точки -. 

Это свойство упрощаетъ построеніе разстояній у для неизмѣ- 

нлемыхъ членовъ цѣпи въ случаѣ, когда дѣйствующія на ферму 

силы параллельны между собою.
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Примѣръ. На ферму. представленную на черт. 39, лежащую 
на опорахъ П и о, дѣйствуютъ вертикальные грузы Р,, Р ий; 
опредѣлить напряженіе стержня 67. 

Устраняемъ стержень 67, а на его мѣсто ставимъ силы Д,и 
Д, равныя его напряженію; также устраняемъ опоры Тио, и 

ихъ дѣйствіе замѣняемъ реакціими В, и В,. Ферма находится 

теперь въ равновѣсіи подъ дѣйствіемъ силъ Р,, В, В,, ), 
р,, В, и В,, изъ которыхъ силы ЭО,и Д, равны и прямо про- 
тивоположны другъ другу. 

. 

Вслѣдствіе устраненія стержня 67 ферма превратилась въ 

раскосую цѣпь, имѣющую членами неизмѣняемый многоуголь- 
никъ й78ойй, заштрихованный на чертежѣ, и находящіеся слѣва 
7а стержни. 

Строимъ для этой цѣпи соотвѣтственную ей „параллельную 
фигуру“. Чтобы точки 6’и 7 этой фигуры не получились на 

прямой, параллельной 67 (т. е. параллельной устраненному стер- 
жню, & 5) начинаемъ построеніе съ четыреугольника б7са, не 

имѣющаго діагонали. Беремъ точки 6’и 7" произвольно, но такъ 

чтобы прямая 67 не была параллельна прямой 67, проводимъ 
67"|67, и черезъ 7 77 |77, до пересѣченія съ 67 черезъ 6 67 

въ 77; положеніе всѣхъ остальныхъ точекъ параллельной фигуры 
этими тремя точками 6’, Т, и 7 совершенно опредѣлено. По- 

строеніе этихъ точекъ уясняетъ слѣдующая таблица: 

—4 

| 
точка 

| 
| 

ревъ | 

і === @ таніа т.. гана| 
| 5биа| @ниб5 ѣ а5’иб5) а а5 и 65 

е| биа| биа с| б;е иасі би ) беий 

ѣіѣ5ис| 5ѣ ис ь | 5ѣ ись| ѣис 5ѣис 

4 ѣ5ис| 54 иес4 4 | 54исѣу ѣис 54ис) 
) 

3|4иѣ|.43п53 |43' ийѣ3 ий 43ив3 

о| 7иі7і Поир о ч і тий Тоир| 
і | 

При чтеніи этой таблицы нужно, переходя отъ одной графы 
къ слѣдующей, прочесть предварительно заглавіе этой послѣдней 
графы. Такъ н. пр. строку, соотвѣтствующую точкѣ 4, слѣдуетъ 
читать такъ: Узелъ 4 — соединенъ съ узлами 5 ис — стержнями 
54 и с4 — слѣдовательно точка 4" — находится на прямыхъ 
54и с4—проведенныхъ черезъ 5и с--параллельно 54 и е4. 
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При построеніи точекъ @, 5... удобно пользоваться соот- 

вѣтственными полюсами, посредствомъ которыхъ можетъ быть 

контролирована точность построенія. На фиг. 39а опредѣлены 
полюсы для раскосаго члена и для стержня са. 

Проводимъ прямую 10, перпендикулярную къ силамъ №, 
принимаемъ ее за ось абсциссъ, и проэктируемъ на нее пря- 
мыми, параллельными силамъ Р, узлы 1, @, ѣ, с... получимъ 
точки , а, ,, с... Откладываемъ отъ этихъ точекъ какъ орди- 
наты проэкціи прямыхъ 17, аа, ѣ6,... т. е. откладываемъ 

П,==иу ——= =рѣ=5... 
и соединяемъ точки 1,, @,, ѣ,, со, й, и ф прямыми линіями. Если 

перпендикуляры, опущенныя изъ 6’и 7 на Д означимъ черезъ 
по и п;, то можемъ написать 

Ви, — Р. — Ру — Д,--п) |- Руу, — Ку=о 
откуда 

Ву — В№, — Ру — Руь -- Р,и 
» 

р= 

гдѣ п = п, |-п. 
Послѣднему уравненію можно придать другой, болѣе простой 
видъ. 

Такъ какъ 

р Ра-) + Р-—-о) + Ра-) 

и.в= тй ѣ 2, -- вѣ 
1 —х ѣ 1—х 2 

р-=- (7" —ѣ. —ти) ѣѣ ( т—.-- )+- 
‚ 

і—ѣ ѣ 
\ 

-, С ии -) .) 

Соединимъ 1, (черт. 394) сьо ифо,и означимъ точки пере- 
сѣченія ординатъ у, уп, у.... съ 1,0 черезъ ,, В,. ... а съ 

То—черезъ а,, й,, с,.. Примемъ П;о за ось абсциссъ, и озна- 

чимъ ординаты многоугольника 1,4б,с..., взятыя по направле- 
нію силъ Р, черезъ і, то 

т—=аа,, =ѣѣ, =с-... 

Изъ черт. 39х получаемъ легко 

—==В8 —- в=и —р т 
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Такимъ же образомъ получимъ 

; 

. —-х, . 

А .й 
Помощію этихъ значеній уравненіе получаетъ видъ 

и р-(—Р--Ри--ѣВч 
1 

а р- -РиеРо-и- 
Послѣднее уравненіе не содержитъ реакцій В и даетъ пра- 

вило, что напряженіе равно амебраической сумміѣ произведеній 
силъ Р на соотвѣтствующія имъ ординаты и. 

Бторой способъ построенія ординатъ у.— Пусь аѣвсай 
(черт. 40) произвольный статически опредѣленный многоуголь- 
никъ, представляющій, вслѣдствіе отсутствія одной діагонали, 
(напр діагонали ас) раскосую цѣпь. Возьмемъ точки @’ис'про- 
извольно. Чтобы получить точку 6’ проводимъ (такъ какъ узелъ 
Вв соединенъ съ узлами с и а стержнями со и ай) черезъ с 
сѣ| со, ичерезъ а’ аѣ | аб. Подобнымъ образомъ можно теперь 
построить точку @, а затѣмъ 7. 

Проведемъ черезъ й ба, |аа до пересѣченія съ аѣ въ а, 
и—бс, | се до пересѣченія съ сѣ въ с,, получаемъ для опре- 
дѣленія точки ѣ’ изъ четыреугольника ѣоѣа слѣдующее по- 

строеніе: (фиг. 404). 

Черезъ произвольную точку г, проводимъ 

гом% | аа и гс, ес 
дѣлаемъ 

га,=ал гс=сс 
и проводимъ 

черезъ с, сй, | с6 
и черезъа, @йв, | аб 

получаемъ въ пересѣченіи обѣихъ послѣднихъ прямыхъ точку 
ѣ, такъ, что 

гѣб,=бѣ и г,б, |ѣѣ 
Для построенія точки д, нужно (такъ какъ точка д соединена 

съ узлами сий стержнями дс и дѣ) провести черезъ й, 6,д,йд, 
и черезъ с, 6,д, | сд, а точка 7, получается помощію прямыхъ 
ат, и д,ѣ, параллельныхъ стержнямъ иі и д7. Легко узналъ, 
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что если полученныя такимъ образомъ точки ѣ,, д, Д... соеди- 

нимъ съ 2,, то 

ѣ,2 равно и параллельно ѣ№ 

о2 » „ » 0д° 

72 » - » РР 

Если силы, дѣйствующія на данный многоугольникъ парал- 

лельны прямой Р, то ординаты у,, уъ, у.... для силъ, дѣй- 

ствующихъ въ точкахъ а, ѣ, с... равны разстояніямъ точекъ 

а,, б, с... (фиг. 406) отъ прямой ММ, проведенной черезъ 2, 

параллельно Р. 

Если всю фигуру 40, повернемъ на 90%, то получимъ фи- 

гуру 40, которой всѣ линіи будутъ соотвѣтственно перпенди- 

кулярны къ линіямъ фиг. 40, или, что все равно —къ соотвѣт- 

ственнымъ линіимъ фигуры 40. Фиг. 40, получается поэтому 

помощію такогожъ построенія, какъ фиг. 404. только знакъ | 

нужно замѣнить знакомъ -.. Первая отличается отъ послѣдней 

тѣмъ преимуществомъ, что въ ней разстоянія точекъ а,, ѣ,, @,,... 

отъ прямой АВ, проведенной черезъ г перпендикулярно къ 

Р, параллельны ординатамъ у. 

На фиг. 39, указано построеніе ординатъ у для фермы 

фиг. 39 по послѣднему способу. Прямыя г7 и г7, и точки 

Т и на нихъ, беремъ произвольно, (для согласованія получае- 

мыхъ послѣднимъ построеніемъ ординатъ у съ построенными 

прежде принято на фиг. 39, гѣ, ги =ѣигодо іи=д0). 

Чтобы получить точку 7, проводимъ (соотвѣтственно прямымъ 

67 и д7, посредствомъ которыхъ узелъ 7 соединенъ съ узлами 

бид) черезъ 6, 6,7, іб7 и черезъ д, д,7, + д7. Затѣмъ по- 
лучаемъ 

точку с, помощію прямыхъ д,с, и б,с, перпендикулярн. въ дсибс 

5, , й 6,5, и ,5, ѣ „ бѣи05 
.4 . 5,4, и с4 4 „ э4и с4 

6, й й сой, и 5,56, . „ сб и5бо 
,‚ @ э . 4,а, иб, 8 „ 4а ийа 

Черезъ г проводимъ гЛ перпендикулярно къ силамъ Р, а че- 

резъ 1,. @,, ѣу, с-.. прямыя 1,1,, а,4, ѣѣ, бб-.., параллельныя 

Пг, до пересѣченія съ прямыми 17, ах, ѣ..., параллельными 

Р, въ точкахъ 1,, @,, ѣ,..., которыя соединяемъ прямыми ли- 

ніями. какъ и въ предыдущемъ случаѣ. 

Помощію послѣдняго способа можно опредѣлять ординаты у 

независимо отъ ранѣе указаннаго способа, или употреблять его 

для провѣрки построенія, исполненнаго по первому способу.
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с зо. 

Упрощеніе построенія параллельной фицуры. —Параллельная 
фигура для данной раскосой цѣпи можетъ быть построена слѣ- 

дующимъ образомъ (фиг. 43): На одномъ изъ членовъ цѣпи, 
который обозначимъ черезъ А (въ фигурѣ этотъ членъ заштри- 
хованъ), беремъ двѣ произвольныя точки и п, проводимъ гдѣ 
нибудь прямую сй параллельно тип, и беремъ на ней точки ѣ 

и п’ произвольно. Этими послѣдними точками полюсъ т члена 4 
вполнѣ опредѣленъ. Затѣмъ на смежномъ членѣ В, имѣющемъ 
на А шарниръ 7, беремъ произвольную точку @ (вмѣсто точки 

@ взятой на фигурѣ, можно было взять любую точку на членѣ 

@7), проводимъ черезъ 7" 7 параллельно /й, и беремъ на 78 
точку @ опять произвольно. Этими тремя точками: , ий 

параллельная фигура вполнѣ опредѣлена. (Построеніе осталь- 

ныхъ точекъ этой фигуры видно изъ черт. 43, и не требуетъ 
поясненій). 

Построеніе параллельной фигуры часто упрощается тѣмъ что 

первыя двѣ точки ѣ'и п принимаемъ на точкахъ 7і и п, такъ 

что і совпадаетъ съ т, и псъ ѣ, потому что тогда членъ 4, 
которому эти точки принадлежатъ, будетъ уже собственной па- 

раллельной фигурой. Такъ какъ въ этомъ случаѣ точка 7 сов- 

падетъ съ точкой 7, то и прямая 70 совпадетъ съ прямой 79, 
и точкой д’будетъ произвольная точка на 70. 

Прииѣръ. Представленная на фиг. 44 статически опредѣ- 
ленная и неизмѣняемая ферма превращается по устраненіи стерж- 
ня 42 въ раскосую цѣпь, состоящую изъ заштрихованныхъ 
въ фигурѣ раскосыхъ членовъ Ми №, и изъ находящихся 

между ними 18 стержней, проведенныхъ двойными линіями; цѣпь 
имѣетъ, слѣдовательно, 20 членовъ. Если примемъ, что точки 

&и 6 совпадаютъ съ точками Ли 6, то членъ № будетъ соб- 
ственной параллельной фигурой. Поэтому беремъ точку 7 на 

@7 произвольно и опредѣляемъ точку 5 (5|45 б5|65). 
Такъ какъ прямая 6% совпадаетъ съ 65 (вслѣдствіе совпаденія 
точекъ б6’и 6) то для полученія точки 5 нужно только прове- 
сти черезъ і 5|п5до пересѣченія съ 65 въ5’. Остальныя 
точки получаются теперь весьма просто по даннымъ ранѣе пра- 
виламъ. 

При такомъ способѣ построенія параллельной фигуры упро- 
щается, кромѣ построенія послѣдней, также уравненіе П, такъ 

какъ для всѣхъ силъ дѣйствующихъ на тотъ членъ, который 
принятъ за собственную параллельную фигуру, равны нулю, эти 
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силы, поэтому, въ уравненіе Г не входятъ. Если на ферму фиг. 
44 дѣйствуютъ силы Р, до Р, то произведенное ими въ стерж- 
нѣ 42 напряженіе № опредѣлится, по П, изъ уравненія: 

—№--Ки —-Ри—-Ри, —-Ру=о. .... (6 
Задача: —Для фермы, представленной на физ. 45, соединен- 

ной съ опорой въ В шарниромъ, а которой друзой конецъ можетьъ 

перемѣщаться вдоль прямой у5. построить параллельную фиуру 
такъ, чтобы двъ точки послѣдней, соотвѣтственныя двумъ точ- 

камъ цѣпи, образованной этой фермой по истраненіи одного изъ 

ея стержней, взятымъ на двухъ различныхъ членахъ цѣпи, удов- 
летворяли сльдующимъ условіямъ: 

1) Одна изъ точекъ цѣпи должна быть собственной соотвѣт- 
ственной точкой. 

2) Точка, соотвѣтственная другой точкѣ цѣпи, должна нахо- 

диться на данной прямой. 

Эта задача рѣшена на фиг. 45 для стержня ас, при чемъ 

принято, что собственной соотвѣтственной точкой должна быть 
точка В, а точка о’, соотвѣтственная точкѣ о, должна нахо- 

диться на прямой от, перпендикулярной къ хз. Очевидно что 

при исполненіи этихъ условій для опредѣленія напряженія стерж- 
ня не будетъ надобности опредѣлять опорныя реакціи. 

По устраненіи стержня ас ферма превращается въ цѣпь, 
состоящую изъ двухъ раскосыхъ членовъ Ги 1\, заштрихован- 
ныхъ въ фигурѣ 45, и изъ двухъ стержней Пи Ш. Такъ какъ 

по предположенію В совпадаетъ съ В, то В есть уже полюсъ 

члена 1\, точки &’и с находятся поэтому на лучахъ 5В исВ 
точекъ ѣ и с. 

Беремъ & на ѣВ произвольно, и проводимъ черезъ —ѣс)Ве, 
до пересѣченія съ сВ въ с. Точка а’должна находиться на 

прямой 6х проведенной черезъ й параллельно йа, точка і—на 

прямой су, параллельной сд, а точка о’—на от. Такъ какъ точ- 

ки а, д, ио принадлежатъ неизмѣняемому члену Ги образуютъ 
треугольникъ адо, то точки @а, й ио’ будутъ образовать тре- 
угольникъ, параллельный послѣднему. Для полученія этихъ то- 

чекъ нужно, слѣдовательно, построить треугольникъ, котораго 
вершины находились бы на данныхъ прямыхъ ѣи, суножм, 
а стороны были бы параллельны сторонамъ треугольника ;а4й. 

Для этого пользуемся слѣдующей геометрической теоремой: 

Если мнозоугольникъ, имѣющій п сторонъ, движется, измѣняя 

свою форму, такимъ образомъ, что ео стороны вращаются около 

постоянныхъ точекъ (которыя могутъ находитъыся и въ безконеч- 
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ности) а п—1П вертинъ описываютъ прямыя линіи, то и по- 

слѣдняя вершина описываетъ прямую линію. 

Строимъ два треугольника а,д,0, и айоз, параллельные 

треугольнику адо, такъ, чтобы вершины а, и @ находились 

на прямой ѣх, а вершины д, и д; —на прямой су; ихъ третьи 

вершины получаются въ о, и о,. Если соединимъ о, съ 0і, то 

на основаніи предыдущей теоремы, получимъ въ пересѣченіи 

прямой о, о, съ о т, точку о’. Проводимъ черезъ о’о’а’|оа, до 

пересѣченія съ а, @; въ аи—прямую о’?|од до пересѣченія 

съ д,д, въ @. Полученная такимъ образомъ прямая @а д будетъ 

параллельна ай. 

Для опредѣленія напряженія стержня № нужно составить 

уравненіе 1. Въ фигурѣ обозначены силы, дѣйствующія на верх- 

ній поясъ, буквами @, а на нижній —буквами Р. Силы ф, и 

Р, до Р, —вертикальны,асилы @, @, @, и @, имѣютъ различ- 

ныя направленія. На послѣднихъ силахъ беремъ произвольныя 

точки й, й, йи 4; соотвѣтственныя имъ точки й№, і, Ги4 

опредѣляемъ слѣдующимъ образомъ: 

точку й соединяемъ съа ий, и черезъ @и @ проводимъ 

ай|айнан|а,; 

если продолжимъ @йП до пересѣченія съ о о’ въ п,, то по- 

лучимъ полюсъ члена 1. Точка & лежитъ на лучѣ п, ина 

прямой а’ѣ проведенной черезъ @ параллельно ай; 

точка 7 взята на стержнѣ ай, поэтому 7 лежитъ на аѣина 

лучѣ точки й; для опредѣленія полюса члена @ай продолжены 

прямыя аа’и ѣ№ до взаимнаго пересѣченія; 

точка 7 взята на прямой ѣВ, проходящей черезъ полюсъ 

В члена 1\У, вслѣдствіе чего точка 7получается въ пересѣче- 

ніи ѣВ съ прямой су, проведенной черезъ с параллельно сд. 

Для вертикальныхъ силъ построенъ многоугольникъ о,д,с,В, 

котораго ординаты о,о,, @й,, с%,.. равны горизонтальнымъ раз- 

стояніямъ точекъ о’, @, с отъ точекъ о, @, е. о,й, проходитъ 

черезъ проекцію полюса п,, а с,В, — черезъ проекцію полюса 

В. Проекція полюса члена Ш получается въ точкѣ пересѣченія 

прямой й@,с, съ осью обсциссъ о, В. 

Если означимъ перпендикуляры, опущенные изъ точекъ й. 

і, Гил насоотвѣтственные силы, черезъ,, 4,, @ф и 4,, и упо- 

требимъ для обозначенія плечъ напряженія № и параллельныхъ 

силъ Р — прежнія буквы п и у, то изъ чертежа получимъ: 

№ (п, --п.)--Ри--Ри--ода--од--оа—-Ри, —Ри, —Ри— 

— —ѣи,=
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откуда 
і 

ѣ 
1 

і шѣ ѣ-и [-ѣ.- Ри—-ода-о-оанРи, Ри-- 

-ѣ.-ом-о. 
Изъ этого примѣра видно, что всѣ силы, находящіяся слѣва 

точки г (вращающія вправо), производятъ въ ас отрицатель- 
ное — а силы, дѣйствующія справа г (вращающія влѣво) — 

положительное напряженіе. Сила, проходящая черезъ полюсъ 

того члена, на который она дѣйствуетъ, производитъ №=-=0о. 

Если бы имѣлись силы, дѣйствующія на стержень ас, то для 

опредѣленія производимаго ими напряженія было бы нужно раз- 
ложить ихъ на слагающія, проходящія черезъ точки а и с. 

10. 

Хотя параллельная фигура тремя точками вполнѣ опредѣле- 
на, но можетъ случиться, что этихъ трехъ точекъ для построе- 
нія ея будетъ недостаточно. Такой случай имѣется на фиг. 40. 
Изображенному на ней многоугольнику (123456789) недостаетъ 

для неизмѣняемости одной діагонали, онъ представляетъ по- 

этому раскосую цѣпь. 
Для построенія параллельной фигуры принимаемъ стержень 

1'9° за собственную параллельную сторону 1"9". Беремъ точку 
2 на 12 произвольно и проводимъ черезъ нее 28|28допе- 
ресѣченія съ 98 въ $. Такъ какъ ни одна изъ остальныхъ 

вершинъ 3, 4, 5 би7 не соединена съ четыреугольникомъ 
(1289) двумя стержнями, то дальнѣйшее построеніе параллельной 
фигуры по обыкновенному способу невозможно. Но для продол. 
женія построенія знаемъ, что 

г ѣ .) и 
точка 3должна лежать на прямой 2'с, проведенной черезъ 2|23 

» 6 » » » 2’%, » » 2 26 
г т. » г » » 8’и, -) г 8 | 8 7 

у 
—ѣ 

и 3 94 

Одну изъ этихъ точекъ беремъ на соотвѣтственной прямой 
произвольно. Въ фигурѣ взята точка 3х на прямой 22; если 

черезъ 3а проведемъ 37|37 то получимъ точку 7х, кото- 

рая вообще не упадетъ на 94. 
Беремъ на 2’ другую произвольную точку Зй, и находимъ по- 

мощію ея 7в, и затѣмъ 42. Наоснованіи приведенной въ преды- 
дущемъ параграфѣ геометрической теоремы заключаемъ, что 
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точка 4’ будетъ находиться на прямой 4 48, а такъ какъ она 

должна лежать также на 94, то она получится въ пересѣченіи 

прямыхъ 4 4и94. Помощію точки 4 можно теперь по- 

строить точку 3’, затѣмъ — точку 7’, и наконецъ — точку 6”. 

іи 

Инфлюэнтныя линіи. 

Положимъ что на данную неизмѣмяемую систему дѣйствуютъ 

силы Р, Р,, Р,..., и означимъ дѣйствіе, произведенное ими 

въ какомъ-нибудь мѣстѣ этой системы, черезъ Х. Этимъ дѣй- 

ствіемъ можетъ быть: напряженіе, опорная реакція, сгибающій 

моментъ, и т. п. 

Если дѣйствіе, произведенное одной только силой Р, озна- 

чимъ черезъ лі, одной только силой Р,— черезъ х,, и т. д.,то 

Х- х х -х ... 

ПЦусть у,— дѣйствіе, произведенное силой Р, въ случаѣ, ко- 

гда она == 1, уз — дѣйствіе, произведенное силой Рэ == 1,.... 

то 

л= Ру = Руз... 

и слѣдовательно 

Когда силы Р,,Р,.... параллельны между собою, то опредѣле- 

ніе величины Х часто облегчается построеніемъ линіи, выража- 

ющей вліяніе силы == 1 въ ея всевозможныхъ положеніяхъ, ка- 

кія она можетъ занимать на данной системѣ или фермѣ. Эта 

линія называется лиміей вліянія, или инфлюэнтной линіей. Ин- 

флюэнтная линія относится всегда къ опредѣленной точкѣ, сѣ- 

ченію или стержню фермы. 

Если о,й,с,В, (фиг. 45а) инфлюэнтная линія для напря- 

женія стержня ай (фиг. 45) то ея ордината у равняется на- 

пряженію этого стержня, произведенному силой == 1 тогда, ког- 

да ея положеніе опредѣлено этой ординатой. Если сила 1 бу- 

детъ замѣнена силой Р,, то напряженіе будетъ = Ру, а 

когда на ферму дѣйствуютъ параллельныя силы В,, Р,, ѣ,..., во- 

торымъ соотвѣтствуютъ ординаты у,, уз у,..., то произведенное 

ихъ совмѣстнымъ дѣйствіемъ напряженіе стержня ай : 

м=Руи - Ри, + Ри, ......(8)
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при чемъ, очевидно, какъ силы Р, такъ и ординаты у, нужно, 
вводить въ послѣднее уравненіе съ соотвѣтственными знаками. 

При сравненіи уравненія (8) сч. уравненіемъ (7) замѣчаемъ 
легко. что послѣднее отличается отъ перваго только знамена. 

гелемъ па -- п,, такъ что если положимъ 

п. -п =й 

то оба уравненія будутъ совершенно однородны. Изъ этого за- 

ключаемъ, что принимая за единицу силы длину п, -- ѣ, по- 

лучимъ какъ инфлюэнтную линію для напряженія стержня ас 

(фиг. 45) —ломанную линію о,й,с, В.. 

Для построенія инфлюэнтной линіги напряженія даннаго стерж- 
ня нужно, поэтому, превратить ферму, посредствомъ устра- 
ненія этого стержня, въ ціѣпъ, и построить для послѣдней па- 

раллельную фиру, причемъ единица силы должна быть взята 

равной амебраической суммъ плечъ того стержня, котораго на- 

пряженіе ищется. 

Если на ферму дѣйствуетъ непрерывная нагрузка, которой 
сдиничный грузъ (постоянный или перемѣнный), равенъ 7, то 

элементу йх фермы соотвѣтствуетъ грузъ дйх, а произведенное 
имъ въ стержнѣ напряженіе будетъ 

@а № == (4.ах) у 

гдѣ у—- ордината инфлюэнтной линій, соотвѣтствующая этому 
грузу дйх. Вся нагрузка, начинающаяся на разстояніи ліи кон- 

чающаяся на разстояніи хз—отъ лѣвой опоры, произведетъ по- 

этому напряженіе 
х 

м- эйгэ.. зее) 
ѣ 

Когда непрерывная нагрузка равномѣрна то д_ — величина 

постоянная, и тогда 
2а 

м- гуае. А оиа)) 
“ 

Послѣдній интегралъ выражаетъ площадь инфлюэнтной ли- 

ніи, заключенную между ординитами у„ и у,, соотвѣтствую- 
щими предѣльнымъ точкамъ т ил непрерывной нагрузки. Если 
означимъ площадь (ттйіт) (фиг. 45а) черезъ @м, а площадь 

(хс,ппл)—черезъ оз, то 

№ = в(—о, - о) 
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Инфлюэнтныя"линіи весьма удобны для нахожденія такихъ 

положеній подвижной нагрузки, при которыхъ напряженія въ 

данныхъ мѣстахъ достигаютъ своихъ предѣльныхъ значеній. Осо- 
бенно просто получаются эти положенія для непрерывной равно- 
мѣрной нагрузки. —Такъ изъ формы инфлюэнтной линіи фиг. 45а 
слѣдуетъ непосредственно, что въ стержнѣ ай произойдетъ най- 
большее положительное напряженіе тогда, когда будетъ нагру- 
жена часть хВ,, и когда на части ох не будетъ никакой на- 

грузки. Отрицательное максимумъ произойдетъ при нагруженіи 
части о, х, и ненагруженіи части зВ.. 

Когда подвижная нагрузка состоитъ изъ сосредоточенныхъ 
грузовъ, то наиболѣе невыгодное положеніе будетъ то, при ко- 

торомъ одинъ изъ тяжелыхъ грузовъ совпадаетъ съ одной изъ 

найбольшихъ ординатъ инфлюэнтной линіи. а другіе тяжелые 

грузы сосредоточены по возможности вблизи большихъ ординатъ. 
На отрицательной части линіи должно въ это время находиться 

какъ можно менѣе грузовъ. Такое положеніе получается легко 

устанавливая нагрузку въ нѣсколько такихъ положеній, которыя 
кажутся наиболѣе невыгодными, и опредѣляя для каждаго изъ 

нихъ ХРу; наиболѣе невыгоднымъ будетъ то положеніе для во- 

тораго ѣРу будетъ больше, чѣмъ для остальныхъ. Это положе- 

ніе получается помощію инФфлюэнтной линіи значительно скорѣе, 
чѣмъ аналитическамъ путемъ ѣ). 

$ 12. 

Задача. Построить инфлюэнтную линігю напряженій для стерж- 
ня 6й представленной на фиг. 41 фермы. 

Устраняемъ стержень бѣ, и для полученной такимъ обра- 
зомъ цѣпи строимъ параллельную фигуру. Цѣпь состоитъ изъ 

раскосаго члена, заштрихованнаго въ фигурѣ, и изъ осталь- 

ныхъ стержней фермы. 
Раскосый членъ принимаемъ за собственную параллельную 

фигуру. Точку 4 беремъ на 45 произвольно, и проводимъ че- 

резъ 4 4ѣ|4л, до пересѣченія съ й№ въ й теперь опре- 
дѣлаемъ точку # (она совпадаетъ съ точкой 4.) затѣмъ помо- 

щію уи 4 получаемъ точку 3, ит.д. 

Проэктируемъ узлы а, й, с, @, і, д, й і, из на ось 45, 
получаемъ точки @, ѣ,, @, й, 7, п, й№ й и5,, которыя со- 

единяемъ между собою прямыми линіями, образующими много- 

угольникъ а, д, с, @, й № % 5. Если соединимъ а, съ 5,, то 

*) Болѣе подробно объ инфлюэнтныхъ линіяхъ см: „Черенашинскій: Теорія 
сооруженій“. Вып. 1. стр. 116—126 $. 71—75. 



послѣдній многоульникъ, по отношенію къ оси а, 5, представ- 

ляетъ инфлюэнтную линію стержня 6 й. 

Въ самомъ дѣлѣ : положимъ, что грузъ — 1 дѣйствуетъ на раз- 

стояніи х отъ лѣвой опоры въ точкѣ р. Если разстояніе опоръ 

означимъ черезъ й, то реакція опоры а 

й = і- ѣ, 

й 

а произведенное этимъ грузомъ въ стержнѣ 6й напряженіе по- 

лучится изъ уравненія 

рс-а ри ѣ пп=о 

откуда 

= ѣ (В.ѣ і) 

и подставивъ для Н, значеніе, 

. 1 і—х 
у = — —(—і.аа — ) 

п ( 7 м 

Продолжимъ линію груза 1 до пересѣченія съ е8 въ р, съ 

с @й въ ру, и съ аф5, — въ р,, то получимъ 

рв, = р,р, -- рр 

щи эв, = 

и такъ какъ по построенію 

р,р, == р наа, = а 

то обозначивъ рр, черезъ 7, 

аа —, 
з аи , 

Помощію этого уравненія получаемъ 

1 
р = — — ѣ 

п 

и для п = 1. 

у = —х 

Если, поэтому, за единицу силы примемъ длину == ѣ, то 

ординаты многоугольника а, й, с,... (фиг. 41 а) взятыя по от- 

ношенію къ оси а,5), будутъ равны напряженіямъ стержня 6й, про- 

изведеннымъ грузомъ==й во время его передвиженія вдоль фермы.
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Инфлюэнтная линія стержня 4Л. 

Когда грузъ — 1 приложенъ къ точкѣ й (фиг. 41) то изъ 

условій равновѣсія получаемъ (фиг.4і с) 

Дезах ѣ-У — й 

откуда 
РДсза = і-—иг 

Если этотъ грузъ находится на какомъ-нибудь другомъ мѣ- 

стѣ, напр. слѣва й на узлѣ с, или справа й на узлѣ п, то 

Доза--Ту==о 

Роза=—-и 

Изъ этихъ уравненій слѣдуетъ, что ординаты инфлюэнтной 
линіи для Дсозо, равны, но противоположны ординатамъ инфлю- 
энтной линіи для Г. Исключеніе составляетъ только ордината 
узла й, которая для Дсозх на 1 меньше ординаты йй, 

Инфлюэнтная линія для Дсоза представлена на фиг. 41. Для 
ея построенія отложено 

в в=ѣ, ѣѣ=с 8=, 
дѣо л—=—і-—=й, — ѣ=й хх, = 

Задача. Построить инфлюэнтную линію для стержня 7 

Дермы, представленной на физ. 4За 

Устраненіе стержня 77 нарушаетъ неизмѣняемость всей фер- 
мы, и превращаетъ ее въ цѣпь, имѣющую столько членовъ 

сколько стержней. Для построенія параллельной фигуры принято. 
что точки 77 и совпадаютъ съ точками Т из. Точку 6 бе- 

ремъ на 67, (или на продолженіи 67), произвольно; точка йпо- 

лучается въ пересѣченіи прямой 6’ѣ, проведенной черезъ 6" па- 

раллельно бй, съ продолженіемъ прямой гй; точка 5’ находится 

на прямыхъ і5 и 6ѣ5, изъ которыхъ послѣдняя параллельна 65, 
точка —-на прямыхъ 5’7 и й7, параллельныхъ 5д и йд, ит.д. 

Такимъ же образомъ получаются точки &, 9... &й. 7... для 

узловъ справа 7і. Такъ & находится на прямыхъ й и 6%, 
8—на прямыхъ 78 и іѣ, ит.д. 

Помощію разстояній а, й№, сс а@й... полученъ многоуголь- 
никъ оф;о.. Для этого отложено а=а@ Вѣ=5 уу=се 
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2-=а7... и попученныя точки а, В, у, 8... соединены между 

собою прямыми линіями. Также соединяемъ прямой линіей край- 

нія точки х и с этого многоугольника, соотвѣтствующія край- 

нимъ узламъ а и 5 фермы. 

Если за единицу груза примемъ длину п, (перпендикуляръ, 

отпущенный изъ 7 на №) то многоугольникъ а Ву 8...п @ро@ 

будетъ инфлюэнтной линіей для стержня 77. Доказательство мо- 

жетъ быть получено такимъ же образомъ, какъ въ предыдущемъ 

случаѣ для стержня 6л.
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ВАРТАЦіОННОЕ 
ИСЧИСЛЕНиЕ. 

ВВЕДЕНІЕ. 

Варіаціонное исчисленіе имѣетъ въ виду преимущественно 
дать способы для рѣшенія особаго рода задачъ о наибольшихъ 
и наименьшихъ. Задачи о шахіпа и шіишіша уже рѣшались нами 

въ дифференціальномъ исчисленіи; въ нихъ требовалось опре- 
дѣлить тѣ значенія независимыхъ перемѣнныхъ, при которыхъ 
данная функція получаетъ наибольшее или наименьшее значеніе. 

Въ варіаціонномъ исчисленіи разсматриваются выраженія, — 
большею частію опредѣленные интегралы, —которыя въ своемъ 

составѣ заключаютъ нѣкоторую неизвѣстную функцію и ея произ- 
водныя. Задача состоитъ въ томъ, что-бы найти тотъ видъ или 

форму, которую надо дать неизвѣстной функціи для того, чтобы 

разсматриваемое выраженіе получило наибольшее или наимень- 

шее значеніе; неизвѣстнымъ вопроса является форма функціи. 
Въ интегральномъ исчисленіи намъ уже встрѣчались вопросы, 

въ которыхъ неизвѣстнымъ была форма функціи; такъ было 
при интегрированіи дифференціальныхъ уравненій. Искомыя функ- 
ціи опредѣлялись интегрированіемъ этихъ уравненій. Тѣмъ-же 
самымъ процессомъ находится видъ функціи и въ варіаціонномъ 
исчисленіи. Мы увидимъ впослѣдствіи, какъ здѣсь составляется 

дифференціальное уравненіе, интегрированіе котораго даетъ не- 

извѣстную функцію. 
Понятіе о шахішишѣ и шшішишиѣ въ варіаціонномъ исчи- 

сленіи остается тоже, что и въ дифференціальномъ; для того, 
чтобы отличать шахппіиий или шіишішиш, предстоитъ и здѣсь 
сравнивать величины разсматриваемаго выраженія со смежны- 

ми его значеніями, но только для полученія этихъ смежныхъ 

значеній должно измѣнить безконечно мало форму или видъ функ- 
ціи, оставляя безъ перемѣны величины перемѣнныхъ независи- 

мыхъ. Такія безконечно-малыя измѣненія формы функціи назы- 

ваются варіаціями. Употребленіе этихъ безконечно малыхъ со- 

ставляетъ особенность варіаціоннаго исчисленіи. Подобныя-же 
безконечно малыя играютъ важную роль въ теоретическихъ по- 

строеніяхъ механики. Прежде чѣмъ приступить къ изложенію 
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началъ варіаціоннаго исчисленія, я считаю полезнымъ сообщить 

въ сжатомъ очеркѣ нѣкоторыя историческія свѣдѣнія о проис- 

хожденіи и развитіи теоріи наибольшихъ и наименьшихъ, тѣмъ 

болѣе, что исторія возникновенія этихъ вопросовъ тѣсно свя- 

зана съ началомъ развитія анализа вообще. Обработка этой те- 

оріи весьма много способствовала уясненію истинныхъ началъ 

науки. Геніальные математики прошлаго и настоящаго столѣ- 

тія посвящали ей свои труды. 

Въ первый разъ вопросы о наибольшихъ и наименьшихъ встрѣ- 

чаются у греческаго геометра Апполонія (родившагося за 200 лѣтъ 

до Р.Х.). Апполоній Пергейскій былъ творцомъ теоріи коническихъ 

сѣченій. Въ своемъ трактатѣ объ этихъ кривыхъ онъ ставитъ и 

рѣшаетъ вопросъ о нахожденіи наибольшаго и наименьшаго раз- 

стояній данной точки отъ даннаго коническаго сѣченія. Рѣше- 

ніе этого вопроса, соотвѣтствующаго проведенію черезъ данную 

точку нормали, мало поучительно для насъ по своему чисто син- 

тетическому характеру. Апполоній просто предлагаетъ постро- 

еніе и затѣмъ доказываетъ, что всякая другая линія, проведен- 

ная отъ точки до сѣченія, будетъ въ случаѣ шийшишиа длиннѣе 

той, которая дается построеніемъ. 

Настоящее начало ученія о наибольшихъ и наименьшихъ от- 

носится къ ХУП столѣтію. Французскій математикъ Ферматъ, 

современникъ и другъ знаменитаго Паскаля, живиій въ срединѣ 

ХУП столѣтія и слѣдовательно послѣ Декарта, но до открытія 

дифференціальнаго и интегральнаго исчисленія Лейбницемъ и 

Ньютономъ, первый далъ истинный принципъ, могущій служить 

для опредѣленія наибольшихъ и наименьшихъ значеній функціи. 

Онъ замѣтилъ,что, когда функція, измѣняясь, подходитъ къ наи- 

большему или наименьшему значенію, малыя измѣненія ея ста- 

новятся все меньше и меньше и наконецъ, въ сосѣдствѣ съ 

шахіиіии или шиішиши, дѣлаются совсѣмъ нечувствительными. Не 

трудно видѣть, что это есть тотъ самый принципъ, которымъ мы 

пользуемся и теперь въ дифференціальномъ исчисленіи для отъ- 

исканія шахіииш’а и шийшишшиа. Дѣйствительно, если у = 7(@), 

то приращеніе функціи Ду выразится, какъ извѣстно, такъ: 

а 2 

Аи= іА - т-.. 

Изъ этого мы видимъ, что вообще Д\у есть безконечно-ма- 

лая величина того-же порядка, какъ и Дх;но для значеній наи- 

ги с 

большихъ или наименьшихъ зы (, а потому: 
а: 

Дцииу 
Аѣті5 ааіаЗий
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слѣдовательно Ду будетъ безконечно-малымъ въ сравненіи съ 

Д\х, т. е. измѣненія функціи дѣлаются нечувствительными въ 

сосѣдствѣ ея наибольшихъ и наименьшихъ значеній. Способъ 

Фермата столь близокъ къ способу дифференціальнаго исчисле- 

нія, что Лагранжъ и Лапласъ, великіе авторитеты въ дѣлѣ на- 

уки, считали Фермата изобрѣтателемъ новаго анализа. Самый 

способъ Фермата состоитъ въ слѣдующемъ: чтобы найти шахі- 

шиши или шіпішии функціи, надо написать уравненіе, выража- 

ющее, что эта функція равна той-же функціи, въ которой пере- 

мѣнному дано неопредѣленно малое приращеніе; по сокращеніи 

въ обѣихъ частяхъ одинаковыхъ членовъ и раздѣленіи на это 

приращеніе, мы получимъ уравненіе, дающее рѣшеніе вопроса. 

Для примѣра разсмотримъ шахітии выраженія: 

и == ѣх* — @і. 

Этотъ шахиии соотвѣтствуетъ наибольшему объему цилиндра, 

вписаннаго въ данный конусъ, при чемъ й есть высота конуса, 

а х разстояніе верхняго основаніи цилиндра отъ вершины ко- 

нуса. Дадимъ х неопредѣленно-малое приращеніе е и напишемъ, 

что величина функціи не измѣнится отъ этого приращенія; бу- 

демъ имѣть: 

ѣ? — х? = ѣ (п -- )? — (@ -о) 
откуда 

0 = 2дѣхе -- №:* — 3л% — 3хе? — & 

по раздѣленіи на е получимъ: 

0 = 25х -- ѣ: — 3хй — Зхе — г?. 

Пренебрегая членами содержащими е по ихъ неопредѣлен- 

ной малости, находимъ: 

3хі ==2ѣ, 

откуда: 

Не трудно замѣтить, что способъ этотъ въ сущности одинаковъ 

съ предлагаемымъ въ дифференціальномъ исчисленіи. 

Въ самомъ дѣлѣ, пусть и== 7(2); тогда по способу Фермата 

г(@ = 7(а--о 

Ге -—- тТ=0. 

Раздѣляя на с, находимъ: 

е-о -то-, 
с 

или: 
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Затѣмъ должно сдѣлать е == (0; но 

(= я ) л 
=(@ 
=-о 

и такимъ образомъ способъ Фермата приводитъ къ уравненію 

г’(@ = 0. 

Ферматъ не указалъ однако общихъ пріемовъ для отыскиванія 
производныхъ отъ всякихъ функцій, почему при каждомъ прило- 
женіи его способа приходилось выполнять на самомъ дѣлѣ все 

указанное выше вычисленіе. Вычисленіе это, вслѣдствіе присут- 
ствія въ уравненіи радикаловъ, тригонометрическихъ функцій и 

т. п. дѣлалось иногда затруднительнымъ, и потому способъ Фер- 
мата не всегда оказывался приложимымъ. 

Лейбницъ, раздѣляющій съ Ньютономъ славу открытія диф- 
ференціальнаго исчисленія, въ первомъ своемъ мемуарѣ объ 
этомъ предметѣ (въ 1684 году), далъ общій способъ для нахо- 

жденія наибольшихъ и наименьшихъ значеній функцій. Припом- 
нимъ въ нѣсколькихъ словахъ, въ чемъ заключается сущность 
этого способа. Пусть: 

и= 7(ѣ,и,...). 
Максимумомъ называется значеніе этой функціи большее смеж- 

ныхъ съ нимъ значеній,а минимумомъ—-значеніе меньшее смеж- 

ныхъ, такъ-что разность 

Г(--й, у--й....) — і(2, и....) 
для шахіиииа отрицательна, а для шишшипіа положительна. 

Разность эта есть полное приращеніе функціи Ди, которое, по 

строкѣ Тейлора, напишется такъ: 

@а*и аи 
= й -- -ъ -... 

@ @ 
гѣ а= = -- &--.... есть совокупность членовъ 

съ безконечно малыми 1-го порядка. Доказывается, что для зна- 

ченій тахіиши и шииіпшии должно-быть @йи == 0, и что по зна- 

ку @и можно различить шахішии отъ шіиішишѣа. Такимъ об- 
разомъ процессъ отъисканія наибольшихъ и наименьшихъ значе- 

ній состоитъ изъ двухъ частей: 1) въ полномъ измѣненіи функ- 
ціи совокупность безконечно малыхъ членовъ 1-го порядка долж- 
на быть приравнена нулю и 2) знакъ суммы безконечно малыхъ 

членовъ 2-го порядка служитъ для отличія шахииша отъ ші- 
піицшіа. Тотъ-же въ сущности методъ употребляется и въ 

варіаціонномъ исчисленіи. 



Въ 1687 году появилось безсмертное твореніе Исаака Ньютона 

„Математическія начала естественной философіи“, содержавшее въ 

себѣ между прочимъ и основанія новаго математическаго ученія, 
получившаго впослѣдствіи наименованіе дифференціальнаго и ин- 

тегральнаго исчисленія. Въ книгѣ Ньютонабыла помѣщена слѣдую- 
щая задача: найти кривую линію, которая при вращеніи околооси 

образовала-бы тѣло, испытывающее при движеніи въ жидкости по 

направленію оси наименьшее сопротивленіе, при чемъ сопротивле- 
ніе жидкости принимается пропорціональнымъ квадрату скорости. 
Ньютонъ рѣшилъ эту задачу, давъ дифференціальное уравненіе кри- 

вой, которое служитъ для ея построенія, но при этомъ не указалъ 
способа, которымъ онъ дошелъ до дифференціальнаго уравненія. 
Задача Ньютона была первою задачею о минимумѣ особаго ро- 
да: въ ней требовалось опредѣлить, какой видъ нужно дать не- 

извѣстной функціи, для того чтобы нѣкоторое выраженіе, ев 

содержащее (интегралъ, выражающій величину сопротивленія), 
получило наименьшее значеніе. Задача эта была рѣшена впо- 

слѣдствіи Иваномъ Бернулли (въ 1701 году. 
Въ 1696 г. Иванъ Бернулли предложилъ въ Лейпцигскихъ 

актахъ на рѣшеніе математиковъ задачу о брахистохронѣ *), или 

А кривой наискорѣйшаго ската. За- 
дача эта состоитъ въ слѣдующемъ: 
тяжелая точка падаетъ изъ точки 

А въ точку В по скакой нибудь кри- 
вой; требуется опредѣлить видъ кри- 
вой, по которой точка дойдетъ отъ 

у 
. А до В вънаименьшеевремя. 

Задача эта была извѣстна и до Ивана Бернулли; такъ о ней 

размышлялъ еще Галилей, который ошибочно считалъ брахисто- 
хроною дугу круга; другіе полагали, что брахистохрона есть пря- 
мая линія, что съ перваго взгляда казалось довольно правдопо- 
добнымъ. Впрочемъ достаточно сдѣлать одно простое замѣчаніе, 
чтобы поселить сомнѣніе въ томъ, что брахистохрона есть не- 

премѣнно прямая. Дѣйствительно, тяжелая точка, опускаясь по 

дугѣ кривой, которая въ началѣ пути ближе подходитъ къ вер- 
тикальной линіи чѣмъ прямая, пріобрѣтетъ въ меньшее время 
извѣстную скорость, и потому пройденное ею пространство мо- 

жетъ-Оыть значительно болѣе того, которое она прошла-бы, дви- 

гаясь по прямой линіи АВ. Вслѣдствіе этого, по крайней мѣрѣ 
въ началѣ движенія, проэкція точки, движущейся по кривой ли- 

ніи, на вертикальную линію Ау будетъ впереди проэкціи точки, 

*) Названіе это происходитъ отъ двухъ греческихъ словъ; Вохусто;— 
кратчайшій и хромос—время, 
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движущейся по прямой и начавшей свое движеніе одновремен- 

но съ первою точкою. Очевидно, что то-же можетъ быть и во 

все время движенія, и тогда точка, движущаяся по кривой, дой- 

детъ до В скорѣе точки, перемѣщающейся по прямой АВ. 

Бернулли еще до напечатанія задачи сообщилъ ее въ пись- 

мѣ Лейбницу, который рѣшилъ ее тотчасъ-же по полученіи письма. 

Тогда они вдвоемъ условились предложить ее для рѣшенія всѣмъ 

геометрамъ, давши одинъ годъ времени для состязанія. Еще до 

истеченія установленнаго срока, было предложено три рѣшенія: 

одно принадлежало Якову Бернулли, брату Ивана Бернулли, за- 

нимавшему должность профессора въ Базелѣ, другое маркизу 

Лопиталю, а третье появилось въ Извѣстіяхъ Лондонскаго Ко- 

ролевскаго общества (РѣПоворЫса! Тгапзасйоп$) безъ имени ав- 

тора. Иванъ Бернулли, разсмотрѣвъ рѣшенія, тотчасъ узналъ 

безъименнаго автора по его львинымъ когтямъ, какъ онъ вы- 

разился (іапцпат ех ппсапе іеопеш). Рѣшеніе это принадлежало 

Ньютону. По прошествіи года Иванъ Бернулли напечаталъ и 

свое рѣшеніе. Оно отличалось синтетическимъ характеромъ и 

основывалось на рѣшеніи слѣдующей задачи. Въ вертикальной 

плоскости дается безконечно малый уголъ ©, стороны котораго 

пересѣкаются горизонтальной пря- 

мой АВ. Требуется опредѣлить, въ 

какой точкѣ тяжелая точка Ш дол- 

жна войти въ этотъ уголъ, чтобы 

пройти черезъ него въ наименьшее 

время, причемъ скорость точки 

въ М соотвѣтствуетъ высотѣ паде- 

нія, равной разстоянію отъ АВ, то 

есть она равна )у24.МР. Пусть 
ос=й МС =, МР = у, / ИМОР =. Тогда скорость точ- 
ки М будетъ ф = уаи, асМмм = (а--й О,а время, въ ко- 

торое точка М пройдетъ безконечно малый элементъ ММ’, выра- 
зится такъ: 

; (--о 

угпи 

ибо движеніе по элементу должно быть принимаемо равномѣр- 

нымъ; но у = 2. зтхи потому: 

ии 
уут уг 

. @ 8 
Положивъ для отъисканія минимума -- 0, найдемъ, что время 

й будетъ наименьшимъ при х = й.
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Переходя затѣмъ къ рѣшенію задачи о брахистохронѣ, замѣ- 

тимъ, что точка должна проходить не только всю дугу АВ, но 

и каждый элементъ этой кривой въ наименьшее время. Возьмемъ 
оси координатъ какъ по- 

о казано на чертежѣ; пусть 
х Ми Мбудутъ двѣ без- 

и конечно близкія точки 

. брахистохроны, а МОи 
й М’О двѣ смежныя нор- 

—-х мали; тогда должно быть 
\ 

й подсказанному МС=06, 
но МСесть величина нор- 
мали №аО Мрадіусъ кри- 
визны р. Поэтому брахис- 
тохрона есть кривая, об- 
ладающая тѣмъ свойст- 

въ вомъ, что о=2№ а та- 

кая кривая, какъ намъ 

извѣстно изъ интегральнаго исчисленія, есть циклоида, имѣющая 
точку возврата въ А, причемъ основаніе ея находится на Ал. 

Приведемъ постановку той же задачи съ общеупотребительными 
йз 

-й 

7 

| 
| 

въ анализѣ обозначеніями. Скорость всякаго движенія ф 

й$ 
№ 

откуда @ — Время-же, въ которое точка пройдетъ изъ од- 

ного положенія въ другое, выразится слѣдующимъ образомъ: 
аз 

і = \ , причемъ интегралъ долженъ быть взятъ между со- 

отвѣтствующими предѣлами. Для падающей тяжелой точки 

- инй й@у 
о = Удду; притомъ @ = у1--р*.айх, гдѣ р = а. ПоэтоМу: 

иэн. 
- ах. 

. утт 
ѣ о 

Это выраженіе должно быть наименьшимъ. Понятно, что для 

нахожденія этого минимума мы не можемъ приложить извѣстнаго 
намъ способа. Дѣйствительно мы прежде всего должны были- 
бы произвести интегрированіе, но оно въ настоящемъ случаѣ 
невыполнимо, такъ какъ мы не знаемъ у ирвъ функціи х. 

Варіаціонное исчисленіе дастъ намъ способъ для опредѣленія 
того вида, или той формы, которую нужно дать неизвѣстной 
функціи у въ послѣднемъ выраженіи для того, чтобы оно по- 

лучило наименьшее значеніе. 
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Приведенное выше рѣшеніе Ив. Бернулли не указываетъ 
намъ пути, къ рѣшенію задачъ, аналогичныхъ задачѣ о брахи- 
стохронѣ: оно основывается на соображеніяхъ исключительно 

приложимыхъ къ этой задачѣ. 
Въ 1697 году Яковъ Бернулли, давъ рѣшеніе задачи о бра- 

хистохронѣ, сообщилъ своему брату, что онъ имѣетъ предложить 
для рѣшенія много задачъ, хотя и однородныхъ съ предъидущею, 
но болѣе трудныхъ и усложненныхъ новыми условіями. Задачи, 
о которыхъ онъ говорилъ, извѣстны подъ названіемъ задачъ объ 
изопериметрахъ; онѣ и теперь еще не утратили своего инте- 

реса. „Требуется опредѣлить видъ кривой, удовлетворяющей 
извѣстному условію шахітиша съ тѣмъ, что-бы длина ея оста- 

валась постоянной“. Простѣйшая изъ задачъ этого рода есть 

слѣдующая: нить опредѣлен- 
м ной длины укрѣплена въ двухъ 

- 

- 

—=—-- 
и 

= м — точкахъ А4 и В, найти видъ 

й а . кривой 4МВ такъ, чтобы 
— 

площадь 4АМВСА была наи- 

большая. Вопросъ рѣшается элементарнымъ путемъ; пскомая 

кривая есть дуга круга. Первая задача объ инзопериметрахъ, 
предложенная Лковомъ Бернулли, состояла въ слѣдующемъ: 

пусть имѣются двѣ кривыя 4АМВ 
и А№МВ. Ордината №Р есть извѣ- 
стная функція ординаты МР,тре- 
буется опредѣлить видъ кривой 
АМВ, такъ, чтобы длина ея оста- 

: 

валась постоянной, а площадь 
А р В АМВА была-бы шахішиш. Ив. 

Бернулли далъ рѣшеніе этой задачи, которое оказалось невѣрнымъ, 
и когда братъ его указалъ на ошибку, онъ не хотѣлъ съ нимъ 

согласиться, что повело къ непріятному спору между двумя зна- 

менитыми братьями. Задачи объ изопериметрахъ впослѣдствіи 
обратили на себя вниманіе Эйлера, который далъ общій спо- 

собъ для рѣшенія этихъ и другихъ аналогичныхъ имъ вопро- 
совъ; способъ этотъ, называемый способомъ относительныхъ наи- 

большихъ и наименьшихъ, до сихъ поръ остается въ варіаціон- 
г 

номъ исчисленіи и носитъ имя Эйлера. 

Работы Якова Бернулли по рѣшенію задачъ объ изопери- 
метрахъ должны быть признаны особенно замѣчательными. Не 
должно забывать, что работы эти появились всего чрезъ 10 лѣтъ 
послѣ открытія дифференціальнаго исчисленія, въ то время, 
когда обращеніе съ этимъ новымъ математическимъ орудіемъ 
сопряжено было съ большими затрудненіями, 
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Не имѣя времени для подробнаго разбора изслѣдованій Яво- 
ва Бернулли, я ограничусь краткимъ изложеніемъ сущности его 

пріема рѣшенія задачъ объ изопериметрахъ. Тотъ-же способъ 
съ небольшими измѣненіями онъ прикладывалъ и къ рѣшенію 
другихъ вопросовъ. 

При рѣшеніи подобныхъ задачъ приходилось сравнивалъ пло- 

щади, ограниченныя двумя безконечно близкими кривыми. Прин- 
ципомъ было принято, что если кривая обладаетъ свойствомъ 
шахипиш’а или шішішиша, то и каждая безконечно малая часть 

ея обладаетъ такимъ-же свойствомъ. Безконечно малая часть эта 

разсматривалась какъ состоящая изъ 2-хъ, 3-хъ, 4-хъ прямолиней- 
ныхъ элементовъ..Для этой части нужно было выразить, что 

длина ея остается постоянною; затѣмъ, измѣнивъ безконечно ма- 

ло положеніе вершинъ воображаемой ломанной линіи, замѣняю- 
щей кривую, получали двѣ площади, ограниченныя двумя бев- 
конечно близкими кривыми. На основаніи принципа, доказан- 
наго въ дифференціальномъ исчисленіи, разность этихъ площа- 
дей въ случаѣ шахииш’а или шишйшипа площади должна быть 

равна нулю, такъ какъ эта разность представляетъ безконечно 
малое измѣненіе площади, предполагаемой наибольшею или на- 

именьшею. Исключивъ изъ полученнаго такимъ образомъ урав- 
ненія и изъ уравненія, выражающаго условіе задачи, безконечно 
малыя измѣненія координатъ, получали уравненіе, рѣшающее 
вопросъ. 

Послѣ Якова Бернулли вопросами того-же рода занимались 

съ усиѣхомъ Тейлоръ, Германъ, Маклорень и наконецъ знамени- 

тый Эйлеръ. Послѣдній былъ приглашенъ къ рѣшенію подобныхъ 
задачъ Иваномъ Бернулли, предложившимъ ему задачу о про- 
веденіи кратчайшей линіи между двумя точками на данной по- 

верхности. Для нѣкоторыхъ частныхъ случаевъ, именно: для 

поверхностей цилиндрическихъ, коническихъ и нѣкоторыхъ ко- 

ноидовъ рѣшенія этого вопроса даны были еще Яковомъ Бер- 
нулли, который однако не сообщилъ подробностей употреблен- 
наго имъ анализа. Эйлеръ, тогда еще молодой математикъ (въ 
1729 году), въ запискахъ Петербургской Академіи Наукъ, далъ 

общее рѣшеніе вопроса. Съ того времени Эйлеръ не разъ воз- 

вращался къ вопросамъ этого рода. Такъ въ 1732 году онъ на- 

печаталъ еще мемуаръ, въ которомъ былъ указанъ общій способъ 
для рѣшенія задачъ объ относительныхъ наибольшихъ и наимень- 

шихъ, —такъ названы имъ всѣ задачи, въ которыхъ искомая кри- 
вая линія, обладающая свойствомъ шахіииш?а или піоішиша, 
должна при томъ удовлетворять какому-либо данному условію; 
понятно, что къ этой категоріи вопросовъ относятся и задачи 
объ изопериметрахъ. 
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По способу Эйлера всѣ задачи этого рода приводятся къ прос- 

тѣйшимъ, въ которыхъ на искомую кривую линію не налагается 

никакихъ условій. Дальнѣйшія изслѣдованія Эйлера были напеча- 

таны въ 1736 и въ 1741 годахъ; наконецъ въ 1744 году явился 

самый большой и подробный мемуаръ Эйлера о варіаціонномъ 

исчисленіи. Въ этомъ мемуарѣ были рѣшены почти всѣ задачи, 

извѣстныя до того времени, и множество другихъ, общимъ и одно- 

образнымъ пріемомъ. При рѣшеніи всѣхъ вопросовъ Эйлеръ вы- 

ходитъ изъ общаго принципа, прилагаемаго и теперь, а именно: 

чтобы найти шахипіии или шийпии интеграла, содержащаго 

нѣкоторую функцію, должно измѣнить безконечно мало форму 

функціи и измѣненіе, происшедшее отъ этого въ интегралѣ, при- 

равнять нулю. 

Пріемы Эйлера въ приложеніи къ частнымъ случаямъ встрѣ- 

чали однако не мало затрудненій, часто непреодолимыхъ. Самыя 

начала анализа не были еще поставлены съ полною ясностью и 

нѣкоторыя изъ соображеній, основанныхъ на разсмотрѣніи без- 

конечно малыхъ измѣненій формы безконечно малыхъ-же частей 

кривыхъ линій, оставляли многаго желать со стороны точности. 

Послѣ Эйлера изслѣдованіями того-же рода занимался зна- 

менитый Лагранжъ, первыя работы котораго были направлены къ 

устраненію недостатковъ способа, бывшаго до того времени въ 

употребленіи. Онъ нашелъ необходимымъ измѣнить самыя начала 

новаго исчисленія; устранивъ геометрическія соображенія, къ 

которымъ обыкновенно обращались его предшественники, онъ 

придалъ этимъ началамъ чисто аналитическій характеръ, черезъ 

что сдѣлалъ ихъ болѣе общими. Расширивъ вмѣстѣ съ тѣмъ 

весьма значительно поле изысканій, относящихся къ разсматри- 

ваемому предмету, онъ сдѣлалъ въ то-же времй его болѣе до- 

ступнымъ, вслѣдствіе совершеннаго устраненія имъ многихъ неяс- 

ностей и неточностей, остававшихся въ старыхъ способахъ из- 

слѣдованія. Въ рукахъ Лагранжа варіаціонное исчисленіе при- 

няло совершенно новый видъ, который оно сохраняетъ за не- 

многими исключеніями и до сего времени. Самъ Эйлеръ первый 

съ восхищеніемъ отнесся къ новымъ изысканіямъ Лагранжа, 

которыя заставляли позабыть весьма многое изъ его собствен- 

ныхъ открыпй. 

Первыя работы Лагранжа сдѣлались извѣстными Эйлеру еще 

до появленія ихъ въ печати. Въ письмѣ къ Лагранжу, писйн- 

номъ въ 1754 году, Эйлеръ говоритъ, что аналитическое рѣше- 

ніе задачи объ изопериметрахъ, данное Лагранжемъ, не остав- 

ляетъ ничего болѣе желать; онъ находитъ, что новое исчисленіе 

доведено теперь до полнаго совершенства. Въ томъ-же письмѣ 

Эйлеръ сообщаетъ Лагранжу, что, руководствуясь его указаніями,
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онъ и самъ, слѣдуя аналитическому методу, достигъ до новыхъ 

результатовъ, но, что онъ не будетъ ихъ печатать до тѣхъ поръ, 

пока Лагранжъ не обнародуетъ своихъ открытій, чтобы не ли- 

шить Лагранжа, хотя бы и въ малой степени, той чести, кото- 

рая должна ему принадлежать всецѣло, какъ творцу новаго 

исчисленія. Эйлеру пришлось ждать до 1760 года, когда Ла- 

гранжъ впервые обнародовалъ въ запискахъ Туринской Академіи 

свои изысканія по предмету варіаціоннаго исчислзнія. Для Ла- 

гранжа вопросы о кривыхъ линіяхъ, обладающихъ свойствами 

шахпіииа и шшішииа, стали вскорѣ предметомъ второстепен- 

наго интереса; цѣль, которую онъ имѣлъ въ виду при усовер- 

шенствованіи этихъ теорій, простиралась гораздо далѣе: онъ 

ставилъ ихъ въ основу своихъ изысканій въ теоретической 

механикѣ, гдѣ однимъ изъ главнѣйшихъ принциповъ являлось 

начало наименьшаго дѣйствім, впервые имъ уясненное при по- 

мощи варіаціоннаго исчисленія. Знаменитый трактатъ по Ана- 

литической Механикѣ, изданный Лагранжемъ, навсегда останется 

памятникомъ необычайной силы теоретическаго мышленія. Со 

времени Лагранжа взглядъ на варіаціонное исчисленіе вполнѣ 

установился и оно сдѣлалось необходимою частью классическаго 

курса математическаго анализа. 

Въ настоящемъ столѣтіи работы по варіаціонному исчисленію 

продолжались въ направленіи, указанномъ Лагранжемъ, при чемъ 

трудами многихъ геометровъ поле приложеній новаго исчисленія 

значительно расширено и разрѣшены нѣкоторые вопросы теоріи, 

оставленные почти незатронутыми Лагранжемъ. Изъ ученыхъ, 

наиболѣе способствовавшихъ новымъ успѣхамъ варіаніоннаго 

исчисленія, можно назвать Гаусса, Пуассона, Остроградскаго, 

Сарруса, Кошии Якоби. Большинство этихъ ученыхъ принимали 

то понятіе о варіаціи функціи, котораго держался и Лагранжъ 

и которое нѣкоторые (Коши, Остроградскій) доводили до весьма 

значительной степени общности, расширявшей область варіаціон- 

наго исчисленія до того, что дифференціальное исчисленіе явля- 

лось въ немъ лишь частнымъ случаемъ. Обобщеніе это, хотя и 

весьма выгодное съ теоретической стороны, вело однако и къ 

весьма важному неудобству: при немъ понятіе о варіаціи функціи, 

и безъ того довольно отвлеченное, становилось частію неопредѣ- 

леннымъ и трудно постигаемымъ. Вслѣдствіе этого многіе изъ 

новѣйшихъ авторовъ, желая достигнуть возможно большей яс- 

ности въ своихъ сочиненіяхъ по предмету варіаціоннаго исчи- 

сленія, принуждены были, возвращаясь къ тому существенному 

значенію варіаціи, которое было указано Эйлеромъ и Лагран- 

жемъ, ограничить это понятіе, относя его исключительно къ 

измѣненію формы и не подвергая въ то-же время измѣненіимъ
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величины перемѣнныхъ независимыхъ. Такое опредѣленіе варіаціи 

функціи принято въ наиболѣе подробныхъ и обстоятельныхъ 

курсахъ новаго времени, между которыми слѣдуетъ указать сочи- 

ненія Штрауха, Джеллета, Штегмана, Муаньо-Линделова и Тодген- 

тера, изъ которыхъ послѣдній авторъ издалъ превосходный трудъ 

по критической исторіи варіаціоннаго исчисленія въ ХПХ столѣтіи. 

Въ послѣдующихъ лекціяхъ я буду держаться тѣхъ воззрѣній 

на варіацію, которыя были развиты новѣйшими писателями объ 

этомъ предметѣ. Тѣмъ не менѣе, такъ какъ другое болѣе общее 

понятіе о варіаціи до сихъ поръ еще принимается многими уче- 

ными и уже успѣло проникнуть въ область прикладныхъ наукъ, 

я нахожу необходимымъ изложить здѣсь также сущность этого 

другаго воззрѣнія на предметъ, что и разсчитываю сдѣлать въ 

концѣ настоящаго краткаго курса варіаціоннаго исчисленія. 

Приступимъ затѣмъ къ изложенію занимающаго насъ предмета. 

Объ изиѣненіяхъ формы функціи. Понятіе о варіаціи. 

Въ варіаціонномъ исчисленіи, какъ было сказано выше, раз- 

сматриваются измѣненія величины функціи, происходящія отъ 

измѣненія ея формы, при чемъ величина перемѣннаго независи- 

маго остается постоянной. Пусть 

ио 
есть нѣкоторая функція х извѣстнаго вида. 

Положимъ, что мы измѣнили этотъ видъ, не измѣняя вели- 

чины перемѣннаго независимаго, и разсматриваемъ другую функ- 

цію и (2). Тогда разность 

г(; —т 
представитъ измѣненіе, происшедшее въ величинѣ первоначально 

данной функціи, вслѣдствіе измѣненія ея формы. Это измѣненіе 

можно назвать конечной варіаціей функціи. 

Но въ варіаціонномъ исчисленіи разсматриваются не конеч- 

ныя варіаціи, а непрерывное измѣненіе формы функціи, такъ 

что переходъ 7(х) къ функціи Р(х) совершается не скачкомъ, но 

непрерывно, чрезъ безконечно малыя измѣненія величины функціи. 

Чтобы представить себѣ эти безконечно малыя измѣненія 

формы функціи, обратимся къ мысли, высказанной еще Эйле- 

ромъ. Именно, данную намъ функцію 7(ж)будемъ разсматривать, 

какъ частный случай другой болѣе общей функціи, содержащей 

кромѣ перемѣннаго независимаго х еще нѣкоторый перемѣнный 

параметръ й& Пусть эта функція будетъ: 

у=ф(ѣ,



такъ-что при і= й , гдѣ й есть нѣкоторая опредѣленная по- 

стоянная величина, мы должны имѣть: 

о (, &) =й(. 

Если мы эту функцію ф выберемъ такъ, чтобы еще при 
і= й. гдѣ й также нѣкоторая опредѣленная постоянная вели- 

чина, : 

о (;ѣ) = г(а), 
тогда, измѣняя непрерывно параметръ й отъ і=й до і=й, 
мы непрерывно, чрезъ рядъ безконечно-малыхъ приращеній, пе- 
рейдемъ отъ функціи 7 (2) въ функціи Е (ѣ). 

Выбрать такую функцію ф, которая удовлетворяетъ двумъ 
вышесказаннымъ условіямъ, можно безчисленнымъ множествомъ 

способовъ. Дѣйствительно, мы можемъ, напримѣръ, взять: 

ѣ 3 
У=о ( = г н- т —й 

.—- т 
й я —й о 

“, 

потому что тогда будемъ имѣть при г= й 

а при= й 

ф, ѣР. 
Но очевидно, что коэфиціэнты при 7(і) и Г(х) можно воз- 

высить въ какія угодно положительныя степени, и функціяхъ (х;і) 
будетъ все таки имѣть требуемыя свойства; можно также замѣ- 
нить эти коэфиціэнты множествомъ другихъ функцій й, лишь-бы 
эти функціи были таковы, чтобы коэффиціэнтъ при 7 () обра- 
щался въ 1 при = й и въ нуль при і= й, а коэффиціэнтъ 
при Р (х) дѣлался-бы равнымъ 1 при й= й и нулю при і= 4. 
Наконецъ очевидно къ данному выше выраженію для ф (й, й 
можно прибавить какую угодно функцію х ий, лишь-бы эта функ- 
ція обращалась въ нуль при = й и при й=й, длячего было- 
бы достаточно ввести въ нее множитель (# — 4%) (і—й). Од- 
нимъ словомъ требуемыхъ функцій о очевидно можно найти без- 
численное множество. 

И такъ, возьмемъ опять данную намъ функцію 7 (2) и при- 
мемъ, что она есть частный случай болѣе общей функціи о (х,і), 
такъ что при й = й 

; @ & = 7(. 
Разсмотримъ безконечно-малое измѣненіе этой функціи болѣе 

общаго вида, происходящее отъ безконечно малаго измѣненія па- 
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раметра й т. е. разность ф(@, і--@)—ф(, &; это безко- 
нечно малое измѣненіе разложимъ по строкѣ Тейлора; тогда по- 

лучимъ: 

, а%а@? @о @“ 
ф(2, г-- ар — ф ( = @ --- а . 3 .. 

Сдѣлаемъ въ обѣихъ частяхъ этого равенства й == й, тогда: 

@ао ѣ 
Мы ко всѣмъ производнымъ приставили значки (о) для того, 

чтобы обозначить, что въ нихъ вмѣсто й поставленой. Это разло- 
женіе представляетъ безконечно малую варіацію, или измѣненіе 
величины функціи 7(х), происходящее отъ измѣненія ея вида 
вслѣдствіе приращенія @%, полученнаго параметромъ й. Мы бу- 
демъ называть эту варіацію полною и обозначимъ ее черезъ \у, 
такъ-что; 

а 
- (« )з т 

Членъ 1-го порядка въ этомъ разложеніи называется варі- 
аціею 1-го порядка или просто варіаціею функціи у и обозна- 
чается чрезъ бу; поэтому 

-()“ 
Членъ 2-го порядка называется варіаціею 2-го порядка и обозна- 
чается чрезъ 6у, т.е. 

й @ф ф 

причемъ дѣлитель 2 не относятъ къ варіаціи. Точно также 

варіаціею 3-го порядка будетъ: 

а 
2 ѣ \. з 6у -= ( ів ) 

ит. д. Такъ что полная варіація 

в 8°у , 8 уи= у- -+ 23 -.. 

Такимъ образомъ, по этому опредѣленію, варіаціи функціи 
не отличаются отъ дифференціаловъ. Варіація, какъ видимъ, 
есть дифференціилъ функціи, взятый по параметру й при част- 



номъ значеніи этого параметра. Полная-же варіація составляет- 

ся изъ варіацій различныхъ порядковъ точно такъ, какъ при- 
ращеніе функціи составляется изъ дифференціаловъ различныхъ 
порядковъ. Разсмотримъ теперь ближе, что такое бу, 8°, у 

) @ѣ\ (і9 Производныя ( ва г), ( ), ... всѣ должны быть 

разсматриваемы, какъ совершенно произвольныя функціи х. Въ 
самомъ дѣлѣ, во Т1-хъ, очевидно, что это суть функціи од- 
ного х, такъ какъ вмѣсто йвъ нихъ поставлено %; во 2-хъ, видъ 

функціи ф (х, й зависитъ отъ нашего произвола, нужно только, 
чтобы она удовлетворяла одному опредѣленному условію, вы- 

ражающемуся равенствомъ: 

ф (@, &) = 7(); 

поэтому мы можемъ положить, что: 

. -н-о тион-буио--. 
гдѣ ф,(®), ф,(®), ф,(),... суть какія угодно я со х. Это по- 

ложеніе мы можемъ сдѣлать, такъ-какъ главное требованіе при 
этомъ удовлетворяется, то есть при й==6 

Возьмемъ теперь производную отъ обѣихъ частей равенства: 

- о-н--оѣъо 
ипри й=й получимъ (5 =,(@ и слѣдовательно г— ой 

о 

. . ѣ - ц 

т.е. варіація бу равняется совершенно произвольной функціи г. 

Точно также: 

@а 
-ео-н-е- о--, 

@*ф а при #=й будемъ имѣть () —=ф,(ѣ)которая тоже есть про- 
о 

извольная функція, ит.д. для всѣхъ прочихъ производныхъ. 

Такимъ образомъ будемъ имѣть: 

б’ = ф(. ав 
ёзу = ф,(). ав 
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и ясно стало-быть, что эти варіаціи суть произвольныя функціи 

хи при томъ имѣютъ величины безконечно малыя 1-го, 2-го, 

3-го ит. д. порядковъ 

Кромѣ функціи у въ выраженія, отъ которыхъ приходится 

брать варіаціи, обыкновенно входятъ еще производныя различ- 

ныхъ порядко . порядковъ —, =—..... 
р йх’ ах? 

ся варіаціи этихъ производныхъ и при томъ варіаціи 1-го по- 

рядка, такъ какъ мы пока ограничимся въ нашихъ послѣдую- 

щихъ разсмотрѣніяхъ безконечно малыми 1-го порядка. 

Посмотримъ сначала, чему равняют- 

Пусть у перемѣнился на 

г*у 
-Хиы- 3 

@ 
; перемѣнится на: тогда = 

ла і 

слѣдовательно варіація 

8 ау _ @аоу 

йх ах 

т. е. варіація производной функціи равняется производной ва- 
2 

. @а’у 
ріаціи функціи. Точно также 2-я производная --, перемѣнится 

@х* 

на г2% 
@у. @а22у @а263 

а а +3 --- 
и 

іи о 
а? ах* 

Вообще: 
@у _ @оу 
ах" ах“ з 

Такимъ образомъ варіація отъ производной равняется произ- 

водной отъ варіаціи. 

Далѣе разсмотримъ варіацію функціи отъ у и ея производныхъ. 

Пусть: 

ау @’ @у у- г(е и, а @- 7), 

Обозначимъ: 

йи ‚ а% @йч 
азе 48
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тогда: 

У = 7 (#, у. у. у”..... “). 

Чтобы получить варіацію И, ограничиваясь первымъ поряд- 

комъ безконечно малыхъ, перемѣнимъ у на у 4- ёу; вслѣдствіе 

этого у’ перемѣнится на „--оу, у’ перемѣнится на „--бу" 

Варіація нашей функціи будетъ: 

ір=7 (@ зн-ои, --оу, ч-ои...)—7 (#, , у, иу...) 

съ тѣмъ, чтобы въ этой разности были удержаны только чле- 

ны 1-го порядка. Разлагая ее по строкѣ Тейлора, получимъ: 

аи аи ., аи ) 

ѣ бу —- ѣ ѣа бу" -.... 

Примемъ теперь такія обозначенія (Муаньо): 

ду= 

йу @ау -. @у р..... 

Тогда 

Если замѣтимъ, что 

а4ду а8у 
ёу = = ,‚ бу"= .. 

то получимъ окончательно варіацію нашей функціи въ видѣ: 

ау а8 @ёу -— . . .. вти 

Небезполезно сравнить варіацію функціи съ дифференціа- 

ломъ. Пусть 

и = (); 
тогда 

ау = 7(х -- ав) — Г(в); 

ограничиваясь въ этой разности только членомъ Т-го порядка, 

имѣемъ 

@у= 7(п).ах, 

при чемъ 7“(ѣ) есть опредѣленная функція. Чтобы получить ва- 

ріацію, мы должны взять такую функцію ф (2,і), чтобы при 

в== й было ф (2,%) = 7(@), и тогда: 

гу = ф@ -@ —і(а); 
ж*
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ограничиваясь также только членомъ 1-со порядка, найдемъ 
49 ) =фо.й 

гдѣ () совершенно произвольная функція. Возьмемъ теперь 

лй отъ й: 
„ 

ак =т т а-с и + а--ии. 

спнаная. это разложеніе съ разложеніемъ , мы видимъ 

во 1-хъ, что здѣсь есть лишній членъ: і @х; во 2д-хъ, множи- 

и : 

гели бу,оу,.... суть функціи х совершенно произвольнаго вида, 
тогда какъ @у,йу..... суть тоже функціи х, но не произвольныя. 

Варіаціи опредѣленнаго интеграла съ постоянными 

предѣлами. 

Положимъ мы имѣемъ выраженіе: 
ха 

- | ра. 
л 

гдѣ жи х, суть постоянныя количества, а подъинтегральная 
функція И есть: 

ау @а @ з з 
гдѣ у есть неизвѣстная функція х. Чтобы получить варіацію этого 

интеграла, представимъ себѣ, ограничиваясь безконечно ма- 

лыми 1-го порядка, что у измѣнился на у 4ди, 
вслѣдствіе 

@ р @ @а8 
чего и я измѣнится на т-8 . или на а -ой У ит.д. 

. . 

Функція У измѣнится на Уи слѣдовательно варіація 65 

будетъ равна разности: 
іа и и 
огѣ)а— а=|гплг. 

г 2и 

Варіація 6К была уже вычислена; такимъ образомъ, употреб- 
ляя принятыя обозначенія, будемъ имѣть: 

г= | г - 
і 

. @ к @6 
-Р т-... нѣл).. 

і 
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Преобразуемъ теперь это выраженіе такъ, чтобы подъ знакъ 

интеграла не входили производныя отъ у, а только само бу. 

Этого можно достигнуть чрезъ интегрированіе по частямъ. Пер- 

вый членъ | эгу.аз такъ и останется. Второй членъ преобра- 

л 
зовываемъ чрезъ интегрированіе по частямъ: 

агу ѣ м р.ѣ а= р.б —н8 і ах 27 #. 

л л, - 

н 
2 

Н употребляю здѣсь знакъ / ‚ данный Саррусомъ и называемый 

ѣ 

знакомъ подстановки. Онъ- показываетъ, что въ выраженіе, сто- 

ящее за нимъ, надо вставить вмѣсто х сначала верхній предѣлъ 

хз, а потомъ нижній х, и взять разность, вычитая изъ перваго 

результата второй. Если-же знакъ имѣетъ только одинъ ука- 

затель (2), то это значитъ, что въ послѣдующее выраженіе 

просто надо вставить вмѣсто перемѣннаго х количество м. 

. г 
Возьмемъ въ выраженіи с5 третій членъ 

х 
а8у ит 

ла 

и интегрируемъ по частямъ два раза; послѣ перваго интегриро- 

ванія получимъ: 

2 г лѣ 

@а*оу асу аРр, агу 

і =|.- і4 
л ѣ ѣ 

Взявъ по частямъ интегралъ во 2-й части, найдемъ: 

, ѣ, 
@оу а ,3ѣ, —. @р 

, л л 

Подобнымъ же образомъ поступимъ съ четвертымъ членомъ 

въ выраженіи 68 ит.д. Законъ образованія послѣдовательныхъ 

равенствъ очевиденъ и по аналогіи можемъ прямо написать слѣ-
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дующее выраженіе общаго члена, также получаемаго чрезъ инте- 
грированіе по частямъ: 

и 

\ р. аги = 

ѣ 
ха 

л ф-у ав, ѣ-8и. й ии ) 
\а— ах а-2 @і а- та- 

і, 2 

аР,, 
-ѣ бу.аг. 

ѣ, 

Теперь всѣ эти выраженія надо вставить въ данное выше 

выраженіе варіаціи 68. Такъ какъ окончательная формула по- 

лучится очень сложною, то для сокращенія введемъ слѣдующія 
новыя обозначенія. Коэфиціэнтъ при ёу подъ знакомъ интеграла 

обозначимъ чрезъ (Р); онъ будетъ: 

@Р, е г 

и: 

Внѣ знака интеграла всѣ члены будутъ находиться подъ зна- 

комъ подстановки. Коэфиціэнтъ при ду подъ знакомъ подста- 

новки обозначимъ чрезъ (Р)), т.е. положимъ 

аР, , @В, @5-іР, 

-а та =з—(Р 
: @ау 

Подъ тѣмъ-же знакомъ подстановки коэфиціэнтъ при — 
бу 

обозначимъ чрезъ (Р,); онъ будетъ: 

ар, а*Р, @-*Р, 
р---з ни ; 

й, ѣ а? —а-з ( 

Далѣе получимъ рядъ подобныхъ-же выраженій, служащихъ 

чие аоу @а’оу 
коэфиціэнтами при а 

становки; обозначимъ хъ чрезъ (Р,), (В)... ит. д. Послѣдній 
п 18 

‚.. подъ тѣмъ-же знакомъ под- 

коэфиціэнтъ при° „ будетъ просто Р,. Мы его по аналогіи 

обозначимъ чрезъ ѣ.. Наше выраженіе варіаціи 68 будетъ та- 

кимъ образомъ: 

Дэ 

а8) @оу у ѣ 
и - .. (Р) хи 

х, ая 

Это и есть искомое выраженіе варіаціи опредѣленнаго инте- 

грала съ постоянными предѣлами.
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Формула () есть основная въ варіаціонномъ исчисленіи: по- 

мощію ея рѣшаются всѣ вопросы о наибольшихъ и наименьшихъ 

значеніяхъ простыхъ опредѣленныхъ интеграловъ. Относительно 

ея состава сдѣлаемъ слѣдующія замѣчанія. 

Замѣчаніе 1. Въ коэфиціэнты . 

входятъ производныя 

ар ар, @рв, .и . 
а@х а ах 

Нужно замѣтить, что это суть полныя (а не частныя) про- 

изводныя Р, Р,, Р,.... по х;я хочу этимъ сказать, что въ выра- 

женіе Р,, напримѣръ, можетъ входить х явно и кромѣ того въ 

него входятъ у, у’, у”....., которыя суть неизвѣстныя функціи 
ѣ й „ @ 

х; поэтому, при составленіи производной а надо дифферен- 

цировать Р, сначала по х, а потомъ по у, у’, у”..., разсматривая 

послѣднія, какъ фунціи х. . 

Замѣчаніе 2. Мы видимъ, что варіація опредѣленнаго инте- 

грала съ постоянными предѣлами состоитъ изъ двухъ частей, су- 

щественно различныхъ. Во первыхъ изъ интеграла 
2» 

\ (р).ёу @х; 

. 
эта часть зависитъ, очевидно, отъ формы, которая будетъ при- 

дана безконечно малой функціи су. Другая часть: 

Псрнии 
л 

не зависитъ отъ этой формы, по крайней мѣрѣ непосредственно, 

потому что въ нее не входитъ сама функція бу, а только зна- 

ченія, получаемыя ею и ея производными при предѣлахъ инте- 

грированія. Вотъ и все, что надо было сказать о варіаціи опре- 

дѣленнаго интеграла съ постоянными предѣлами. 

Наибольшія и наименьшія значенія интеграла съ постоян- 

ными предѣлами. 

Разсмотримъ опредѣленный интегралъ 

ха 

2
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гдѣ У имѣетъ указанное прежде значеніе, и положимъ, что намъ 

требуется найти. какую форму надо дать неизвѣстной функціи 

у для того, чтобы этотъ интегралъ получилъ наибольшую или 

наименьшую величину. 

Вопросъ этотъ можетъ быть приведенъ къ обыкновенному 

вопросу о шахітшишѣ или шішішишѣ, который разсматривался 

въ дифференціальномъ исчисленіи. Пусть 

у=(2) 

есть искомый видъ функціи, при жоторомъ интегралъ будетъ 

шахітит или шшіпим. 

Будемъ эту функцію разсматривать, какъ частный случай 

другой—болѣе общаго вида, которая кромѣ х содержитъ въ се- 

6ѣ перемѣнный параметръ й и которая при частномъ значеніи 

параметра обращается въ 7(х). Пусть эта функція будетъ ф (х, й) 

и положимъ, что при і==й. гдѣ й опредѣленное число, эта 

функція обращается въ искомую 7(х), такъ-что 

$ (.%) =7(@о. 

Вообразимъ теперь, что вмѣсто у въ интегралъ вставлена 

эта функція ф (2, й); тогда весь интегралъ представится, какъ 

нѣкоторая функціи параметра й, и эта функція при і==й,, по 

предположенію, будетъ шахіиии или шішішим, а потому. по 

извѣстной теоремѣ о наибольшихъ и наименьшихъ, производная 
і @48 

этой функціи @ лЖНа быть == 0 при і==й и, слѣдовательно, 

()..— 
Но первая часть этого равенства и представляетъ то самое, 

что мы назвали выше варіаціею функціи 8, ибо по опредѣленію: 

ѣ а5 
о8 — ѣ). @. 

также 

Такимъ образомъ выходитъ, что въ случаѣ шахииишиЭа или 

шіпіии’а мы необходимо должы имѣть равенство: 

8—=0. 

Для отличія шахіииш’а отъ шіишішииіа нужно, какъ намъ 

и 
извѣстно изъ дифференціальнаго исчисленія, разсматривать ів 

и опредѣлить ея знакъ при #==й. Но этотъ знакъ будетъ оче- 
. . м 

видно одинаковъ со знакомъ 2-й варіаціи с*8, которая по опре-
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3 
@58 

; 

дѣленію — @. И такъ, здѣсь шахииши отъ шишишиа 
70 

, . о отличается по знаку 2-й варіаціи о*8. 
Мы остановимся пока исключительно на разсмотрѣніи 1-го 

необходимаго условія 85==0; что. касается до отличія шахиииша 
отъ шишіпшиша, то хотя въ теоретическомъ отношеніи вопросъ 
объ этомъ предметѣ имѣетъ высокую важность для варіаціон- 
наго исчисленія, мы должны будемъ, въ виду большой сложности 

относящихся сюда изслѣдованій, оставить его безъ разсмотрѣнія. 
Если позволитъ время, я изложу впослѣдствіи его рѣшеніе, но 

только для простѣйшихъ частныхъ случаевъ. Полное рѣшеніе 
этого вопроса для простыхъ интеграловъ составляетъ одно изъ 

лучшихъ открытій Якоби. Съ практической стороны для большей 
части вопросовъ о наибольшихъ и наименьшихъ значеніяхъ ин- 

теграловъ признаки, отличающіе шахиіии отъ піиіипшишиа, не 

являются необходимыми, потому что это отличіе легко дѣлается 
а рііогі изъ свойствъ самой задачи. 

Возьмемъ теперь выведенное выше выраженіе с5 и приравня- 
емъ его 0. Равенство это должно имѣть мѣсто, какую-бы форму 
мы ни придали безконечно малой функціи ду. Чтобы выполнить 

это требованіе, я утверждаю, что небходимо положить (Р)—=0; 
иначе оно не можетъ-быть выполнено. Дѣйствительно, если (Р) 
не=0, абудетъ = или < 0, то всегда можно будетъ выбрать для бу 
такую форму, что 58 не будетъ равно нулю, и слѣдовательно 58 

не будетъ-ни шахиишомъ ни шшйиишиш’омъ. Въ самомъ дѣлѣ, 
дадимъ бу видъ 

п—) (—, 

гдѣ произвольная безконечно малая функція х. Если я дамъ 

бу такую форму, то легко видѣть, что всѣ члены, стоящіе внѣ 
знака интеграла въ формулѣ (1), будутъ=0. 

Дѣйствительно, самая функція бу и всѣ ея производныя до 
п—-П1 порядка очевидно будутъ при этомъ содержать множителей 

—хих — 2 въ положительныхъ степеняхъ;, поэтому всѣ 
эти члены обратятся въ нули, когда сдѣлаемъх = , или х=л; 
и такимъ образомъ при этой формѣ функціи бу выраженіе ва- 

ріаціи приведется къ виду: 
2э 

= (Р).оу.ах. 
ѣ 

Теперь, такъ какъ а совершенно произвольно, то мы можемъ 

взять его такъ, чтобы при (Р) 0 было иа =0,анри (Р) <0 
было-бы и х< 0; тогда въ этомъ интегралѣ всѣ элементы будутъ 
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положительны и потомус8 не будетъ = ( ислѣдовательно усло- 
віе шахПпип’а или шіийшииа не будетъ соблюдено. И такъ, 
нельзя предположить, чтобы (Р) не равнялось нулю и, слѣдова- 
тельно, въ случаѣ шахишіиш’а или шіпіииша необходимо должно 
быть: 

(Р) =д. 22)) 

Затѣмъ, если (Р) = 0, то должно-быть также: 

„ л 

3 пги е жй 
г 

Эти-то два уравненія (П) и (Ш) и дадутъ все, что нужно, 
для полнаго рѣшенія занимающаго насъ вопроса. 

Разсмотримъ эти уравненія нѣсколько ближе. Уравненіе (П) 
есть дифференціальное: производныя у’, у”, у”.... входятъ въ й, 
а слѣдовательно ивъ Р, Р,,.... В,. Высшая производная, входя- 

тъ“у с 
щая въ ИУесть = Эта-же производная будетъ вообще входить 

с . 

@Р аи . 
и въ Р=- А потому выраженіе ауо входящее въ составъ 

ѣ 

(Р), будетъ содержать . слѣдовательно, уравненіе (П) бу- 
детъ дифференціальное уравненіе 2лѣ порядка. Порядокъ его, 
какъ видимъ, вдвое болѣе порядка высшей производной, входя- 

щей въ выраженіе подъинтегральной функціи ИУ. Интегрирова- 
ніе этого уравненія и должно намъ доставить форму неизвѣстной 
функціи у. Общій интегралъ уравненія не опредѣлитъ однако 
вполнѣ этой функціи, потому что, какъ извѣстно, онъ будетъ 
содержать 2п произвольныхъ постоянныхъ и рѣшеніе этого урав- 
ненія, если мы его найдемъ, будетъ имѣть видъ 

и= Ех,ев5, ... са). 

Наша задача тогда только будетъ рѣшена, когда мы найдемъ 
величины всѣхъ этихъ произвольныхъ постоянныхъ. Но мы 

имѣемъ еще уравненіе (ПП). Вотъ это-то уравненіе и послужитъ 
намъ для опредѣленія всѣхъ произвольныхъ постоянныхъ. 

Тутъ надо различать слѣдующіе два случая: 

1-й случай. Положимъ, что намъ не дано никакихъ условій, 
стѣсняющихъ измѣненія у и его производныхъ при предѣлахъ 
интегрированія. Тогда я говорю, что значенія 

бйаи 
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при х==ѣі и при х==х, должны быть разсматриваемы, какъ со- 

вершенно произвольныя количества, конечно, безконечно малыя. 

Въ этомъ нетрудно удостовѣриться изъ слѣдующихъ замѣчаній. 

Припомнимъ, что варіація 
гу—рой, 

гдѣ ф(2) есть совершенно произвольная функція х; поэтому бу- 
демъ имѣть: 

@а8 ; і =ф (@ «, 

@а26 
= ф"(ѣ).а ит.д. 

Предположимъ, что произвольная функція ф,(2)содержитъ въ 

своемъ составѣ нѣсколько произвольныхъ постоянныхъ 4,В,С,.... 
Пусть число этихъ постоянныхъ будетъ равно или больше 2м, 
такъ что: 

ф(ѣ) =ф(х,л,вс..о. 
Тогда ясно, что, располагая величинами этихъ р постоянныхъ, 

мы всегда можемъ удовлетворить слѣдующимъ равенствамъ: 

фе)=а ; ф(с)=й , ф’(с)=о.фи — (&)=й 
и далѣе 

ѣ(г)=. фи(о)=ѣ, фи(о)=о,. фе— соо, 
гдѣ а,ѣ с,,....й,а,, б, , с,,.....і—произвольныя числа. 

Очевидно, что, если выберемъ значенія ш ,й,, сі,.... й,а, 
йз,с,,....й, то всегда имѣемъ возможность опредѣлить изъ по- 

ставленныхъ 2і уравненій постоянны А, В,С и т.д. такъ, 
чтобы всѣ эти уравненія были удовлетворены. 

Тогда выйдетъ, что: 

и л х, 
й 

‚ 
@ау і-—оу 

) —аа; |—й =ыт.... ..=і. 
при верхнемъ предѣлѣ и 

ха 2а х 

=.а ; и- =—= ѣ.а; ..... е %.« 

при нижнемъ предѣлѣ. 
Если всѣ эти выраженія внесемъ въ уравненіе (Ш), то, сокра- 

тивъ на @і, получимъ въ немъ сумму членовъ, имѣющихъ мно- 

жителями совершенно произвольныя количества @,й,,....4 , , 
ѣ,.....В, и эта сумма должна быть==0. Чтобы это было, не- 
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обходимо, чтобы всѣ коэффиціэнты при а,,ѣ,,...4,. @,б,,....4 

каждый отдѣльно были равны нулю. Такимъ образомъ это 

уравненіе разложится на 2п слѣдующихъ уравненій 

ѣ, лі лі л, 

| =0; о=0: ѣ5=о.....|(8э=о 
2 і 2 

[еэ=о;] (Рэ=0; в)-....о-о. 

Этимъ 2дп уравненіямъ должна будетъ удовлетворять искомая 

функція у. Вставивъ вмѣсто у въ эти уравненія его выраженіе 

Е, с,,..... сэ„), найденное чрезъ интегрированіе уравненія 

(П), получимъ 2л уравненій съ 2п неизвѣстными постоянными 

ссо, с,.....б;. Изъ этихъ уравненій мы найдемъ величины 

всѣхъ постоянныхъ и функція у будетъ вполнѣ опредѣлена. 

2-й случай. Положимъ, что даны нѣкоторыя условія, стѣсня- 

ющія измѣненія у и его производныхъ при одномъ или при обо- 

ихъ предѣлахъ интегрированія. Пусть дано р такихъ условій *), 

связывающихъ между собою варіаціи: 

2 4з 4і 

м ау 
ц бу, —л а 

/ ъ ) у, а 

Тогда всѣ варіаціи уже не будутъ произвольны, потому что изъ 

этихъ р условій мыбудемъ въ состояніи выразить р варіацій въ 

функціи остальныхъ дп—р. Эти остальныя дп—р варіацій оста- 

ются уже произвольными. Поэтому, если внесемъ въ уравненіе (Ш 

вмѣсто р варіацій ихъ выраженія въ функціи остальныхъ 2п —р, 

опредѣленныя изъ р данныхъ условій, то въ 1-й части этого урав- 

ненія получимъ 2п—р членовъ, изъ которыхъ каждый будетъ умно- 

женъ на произвольную варіацію. Удовлетворить этому уравненію 

*) Эти условія необходимо будутъ имѣть линейный видъ относительно варі- 

ацій. Дѣйствительно, если-бы намъ было дано уравненіе 

@ 
Р (у. и. (& се ) =й, 

которому должны удовлетворять предѣльныя величины у и его производныхъ, то, 
взявъ варіацію, и, слѣдовательно, ограничиваясь безконечно малыми перваго 
порядка, будемъ имѣть 

т. 
д= —=-8 = „ ѣ-- иер..-, 

или, но прежнему у ооознензе, 

ли я ѣ, й 
аЕ и а й ав Фи 

а / клм @уз . у ѣ.-о.
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можно, стало-быть, только тогда, когда коэфиціэнты при этихъ 

дп—-р произвольныхъ варіаціяхъ будутъ приравнены нулю каждый 

отдѣльно. Сдѣлавши это, мы получимъ 2п—р уравненій. Если 

присоединимъ къ нимъ еще р данныхъ уравненій, то будемъ 

имѣть всего 2п уравненій, которыя вполнѣ достаточны для опре- 

дѣленія всѣхъ постоянныхъ 

су б.еѣ.... збор. 

Условія, связывающія варіаціи при предѣлахъ, чаще всего вы- 

ражаются слѣдующимъ образомъ. Требуется соблюсти, чтобы у 

и нѣкоторыя изъ его производныхъ имѣли данныя величины 

при верхнемъ или нижнемъ предѣлѣ. или при обоихъ предѣ- 

лахъ. Напримѣръ, положимъ, что требуется, чтобы при х=х, 

у иу имѣли данныя величины А и В, то-есть чтобы 

ѣ, 2, 

|, = Аи .=в 

При такомъ требованіи очевидно, что 

ѣ 

% = 0, 

такъ-какъ у при х = х, имѣетъ постоянную величину. Точно 

также изъ 2-го требованія слѣдуетъ, что: 

х ѣ 2и 

--= у = 0. 

Въ этомъ примѣрѣ уравненіе (Ш) будетъ содержать только 

2п—2 произвольныхъ варіацій, коэфиціэнты при которыхъ 

приравняются 0. Такимъ образомъ будемъ имѣть 2п—2 уравне- 

ній. Изъ 2л уравненій вышеразсмотрѣннаго случая два не имѣ- 

ютъ мѣста: именно, теперь будемъ имѣть вообще, что 

«, @ 

(Р) не=йи 5 не =0. 

Но взамѣнъ этихъ двухъ уравненій намъ даны другія два 

уравненія: 
х, 2и 

Е -и, ) ѣ, 

которымъ должна удовлетворять функція 

у= Р(ѣ, с,. с.....с),
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такъ что мы все-таки будемъ имѣть 2л уравненій, достаточныхъ 

для опредѣленія всѣхъ постоянныхъ. 

При рѣшеніи вопросовъ о наибольшихъ и наименьшихъ зна- 

ченіяхъ опредѣленныхъ интеграловъ вся сила заключается въ 

интегрированіи уравненія (П). такъ что указанія о возможности 

упрощенія этого уравненія въ нѣкоторыхъ частныхъ случаяхъ 

весьма полезны, потому мы и сдѣлаемъ нѣсколько замѣчаній объ 

этомъ предметѣ. 

Замѣчанія объ интегрированіи уравненія (1). 

Уравненіе (П) вообще будетъ 2п-го порядка. Укажемъ на 

слѣдующіе случаи, въ которыхъ порядокъ его можетъ быть по- 

ниженъ на одну или на двѣ единицы. 

1-й случай. Положимъ, что функція Уне содержитъ х. 

Чтобы показать, какъ упростится уравненіе (П) въ этомъ 

случаѣ, предположимъ, что Уне содержитъ производныхъ выше 

у”, при чемъ мы это дѣлаемъ только для простоты вычисленій: 

тѣ-же разсужденія могли-бы быть приложены, когда И содержа- 

ло-бы у‘). И такъ пусть: 
к-іо...4). 

Въ этомъ и производная 

—= Р--Ру--Риу--ру. 

Изъ й 

(рР= 
слѣдуетъ, что 

аР, аѣ,, аѣ, 
1 — ииий 

Р= а@ а*ѣа- 
. „ @ 

Вставивъ это выраженіе Р въ выраженіе производной 

и расположивъ члены такъ. чтобы указатели при Р возрастали, 

получимъ: 

-(ти) с-ии-(.-»). 
Каждая изъ скобокъ представляетъ полную производную, имен- 

но будетъ имѣть: 

=(, )-а(7. — - ѣ .-- ). 
йх
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что можно непосредственно провѣрить. Такъ какъ въ обѣ части 

этого равенста входятъ только производныя по х, то мы мо- 

жемъ его объинтегрировать одинъ разъ и тогда получимъ 

аР, - ѣР, , 
и-с--Р --і, . —-Ри — - .ѣ. 

ах* 

Такимъ образомъ вмѣсто уравненія 

(р)= 
которое было-бы въ нашемъ случаѣ 6-го порядка, мы получили 

уравненіе, тоже дифференціальное, но только 5ѣ-го порядка 

"Р, 
ах* 

низили порядокъ уравненія на единицу. 

Здѣсь важны два частные случая, которые часто встрѣчаются 

въ приложеніяхъ. 

а) Положимъ, что Уне содержитъ х, но содержитъ только 

уиу, такъ-что 

с 
(такъ-какъ - содержитъ вообще уУ), и такимъ образомъ по- 

=7йи. 
Въ этомъ случаѣ 

==0 исР=0 

и уравненіе наше обратится въ 

у = с--Р у. 

Это будетъ дифференціальное уравненіе 1-го порядка, интегри 

рованіе котораго доставитъ у. 

ѣ) Положимъ содержитъ только уи у”,, такъ что 

= іи.). 

Р=0, р,=0 

и уравненіе наше обратится въ 

Въ этомъ случаѣ 

й 5 аР, =с-- Ру--Р,у — и. 

Это уравненіе еще упрощается, такъ какъ уравненіе 

” 

(Рр)=0 
въ этомъ случаѣ будетъ 

а-а. 
ах ах? 

Отсюда интегрированіемъ получимъ: 

аР 
Р, = ——. 

Вставивъ это выраженіе Р, въ И, найдемъ 

— и-щи 
и по сокращеніи 

- ин-ри.
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Это дифференціальное уравненіе 2-го порядка, а непосредственно 
получили бы уравненіе 4-го порядка. 

2-й случай. Положимъ, что Уне содержитъ у, тогда 

Р=0 
и уравненіе 

(Р)=0 
приводится къ такому: 

@Р, аР, „аР, 
й йх* ах3 

=0. 

По интегрированіи этого уравненія, получимъ 

аР @а*Р 
ѣ.-- 

или 

(Р)=с. 
Это будетъ дифференціальное уравненіе порядка 2„—1. 

Если положимъ, что У не содержитъ у и у’, тогда 

Р=0 и Р=0 
и уравненіе (П) будетъ: 

а*Р, «взВ, =0 тзг-- . 

Это уравненіе можно объинтегрировать два раза, послѣ чего 

получимъ: 

Р,— а --...=с--ех, 
или 

(Р)=с--са. 
Это будетъ уравненіе порядка 2п—2. 

Точно также, еслибы У не содержало у, у, у, то порядокъ 
уравненія (П) можно было-бы понизить на 3 единицы и т. д. 

Примѣры рѣшеніи задачъ. 

Мы будемъ разсматривать одно необходимое условіе шахішии’а 
и шиішиша. состоящее въ томъ, что 

85=0. 
Чтоже касается до отличія шахиіишиа отъ шийшипиа, то мы его 

пока не будемъ дѣлать, а будемъ по самому свойству вопроса 
заключать, допускаетъ-ли онъ шахіпии или шийшши. 

Задача 1. Найти кратчайшее разстояніе между двумя точками 

на плоскости. 



Эта задача, очевидно, приведена нами только съ цѣлью по- 

казать приложеніе выведенныхъ правилъ и формулъ. 

Пусть двѣ данныя точкибудутъ Аи В, абсциссы ихъ хіих. 

Если аслМ=з, то 

а =уЧ-у?. ав; 
слѣдовательно: 

2з 

—| ууз.. 
ѣ 

м Требуется найти такой у, 

чтобы этотъ интегралъ былъ 

Вв шішішиши. Очевидно, что шахі- 

- шии здѣсь быть не можетъ. 
А Здѣсь подъинтегральная 

функція 

ѣ и- уй 
не содержитъ у, потому мож- 

но взять уравненія случая (2), 
то есть уравненіе 

о х х 

Но для настоящаго примѣра: 

аит и 

слѣдовательно: 

зи — 7 . и = соп5й.; 

отсюда 

=6 
и 

у=с -с,. 

Это есть уравненіе прямой линіи, и потому искомая линія есть 

прямая. 

Для опредѣленія постоянныхъ с, и се нужно имѣть предѣль- 

ныя условія. Положимъ, что точки Аи В неподвижны. Тогда 

і ѣ 
2 

=(у)=0и -п-. 
Уравненіе (Ш) въ этомъ случаѣ будетъ: 

ѣ 

) (Р). бу=0. 

ѣ,
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Это уравненіе само собою удовлетворяется, такъ что оно са- 

мо по себѣ ничего не даетъ; слѣдовательно, постоянныя опре- 
дѣлятся изъ условія, что прямая проходитъ чрезъ двѣ данныя 

точки, которое даетъ 

2 2 

-: / у—-, 

гдѣ у, и у, данныя ординаты нашихъ точекъ. 

Пусть будутъ даны другія условія. Положимъ напримѣръ, что 

точки А и В не даны неподвижными, а должны находиться на 

двухъ прямыхъ линіяхъ, параллельныхъ оси у. Для этого 

надо положить х, и х, постоянными, а угиуз произвольными. Въ 
этомъ случаѣ (г“), и (у), будутъ произвольны и уравненіе (Ш) 
приведется къ такому 

или 

ги —- @и — 

т, б..=о 
і т и 

гдѣ у, и у’, суть значеніе у’ при х равномъ х, и х,. Такъ какъ 
ь 

(оу,) и (ги) произвольны, то коэфиціэнты при нихъ должны 

равняться (0. Слѣдовательно нужно. чтобы было: 

и,=йіиу=0. 
Но такъ какъ мы нашли выше, что 

” 

у=. 

то оба уравненія удовлетворятся, когда положимъ с,=0, и ура- 
вненіе прямой будетъ: 

у=с 
Это есть прямая, параллельная оси х и на произвольномъ 

отъ нея разстояніи, что и должно-быть. 
Задача 2. Въ вертикальной плоскости даны двѣ точки. Тре- 

буется найти для тяжелой точки линію кратчайшаго ската, иду- 
щую отъ 1-й точки ко 2-й. 

А х Примемъ начало координатъ 
| въ верхней точкѣ 4; за ось у 

\, в возьмемъ вертикальную линію, 
идущую внизъ, а за ось х гори- 
зонтальную линію. Другая точка 

пусть будетъ В. Искомая кри- 
вая должна идти отъ А къ Б. 
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Возьмемъ точку, движущуюся подъ дѣйствіемъ силы тяжести 

по этой кривой, въ какой нибудь моментъ времени й. Пусть ея 

положеніе тогда будетъ М. а ордината у. Скорость въ этотъ 

моментъ: 
а @а8, 

== 7. ду=-= и си ѣ 

отсюда: 

й5 1--? 
@ == = н 
ѣ ау к Эл 

Интегрируя, получимъ, что время прохожденія отъ А до В 

будетъ 

.й. 

Требуется найти шшши этого интеграла (здѣсь также шахі- 

шиш’а очевидно не можетъ быть). Въ этомъ случаѣ: 

кн-й 
у 

то есть Р содержитъ только у и у, ане содержитъ х. 

Поэтому беремъ уравненіе случая (а): 

у= --Ру; 
здѣсь 

м иуи 
слѣдовательно 

и оемя 
уи у и 

или 

..х 

у. ин- 
Отсюда 

1 
и )= =2 

- и й йх ѣ- ; 

Раздѣляемъ перемѣнныя и потомъ интегрируемъ: 

ни а—(а — ѣа 
й =- ——-——= - —== 

удау- уда-
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з, «—и (а-у)а—, 
х==с а —а—и) ра* — («—у -)* 

х=с--а. анссов —* — удаи—и. 

Постоянное с’легко опредѣлится, если замѣтимъ, что при 

= ( имѣемъ и х = 0, стало-быть с =Ои 

ѣ=@. апесов — у даи —и?. 

Это есть уравненіе циклоиды, для которой верхняя точка есть 

точка возврата; основаніе-же циклоиды направлено по оси х. 

Для опредѣленія произвольнаго постояннаго а разсмотримъ 

предѣльное условіе, то есть уравненіе (ПШ). Такъ какъ подъин- 

тегральная функція 

и 
уи 

зависитъ только отъ у и у, то Р-0и(Р)= Р,. Слѣдовательно 

уравненіе (П) для нашего случая будетъ: 

і, 

[ ёу=0. 

о 

Замѣняя въ этомъ уравненіи Р, его величиной 

и производя дѣйствіе, указанное знакомъ подстановки, получимъ 

предѣльное условіе въ такомъ видѣ: 

т с0 і =0, 

гдѣ уіи у, суть значенія у’ при з = х, иприх= 0, а (у)іи 

си, суть варіаціи у при тѣхъ-же значеніяхъ независимаго 

перемѣннаго. 

Если точки Аи В даются неподвижными, то сги, —=Ои 

(8и), =0 и предѣльное условіе, удовлетворяясь само собой, не 

опредѣляетъ произвольнаго постояннаго а. 

Это показываетъ, что въ самой задачѣ имѣются условія для 

опредѣленія произвольнаго постояннаго. Въ самомъ дѣлѣ въ 

этомъ случаѣ постоянное а можетъ-быть опредѣлено изъ того 

условія, что кривая должна проходить чрезъ точку В, коорди- 

наты которой даны.
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Положимъ точка А дана неподвижной, тогда какъ для точки 

В дана только постоянная абсцисса х,, ордината-же уі произ- 
вольна. Въ этомъ случаѣ (и =0, а (и), есть произвольная 
безконечно малая функція хі; слѣдовательно, предѣльное усло- 
віе будетъ: 

уі 

у с=2 

Такъ какъ (8). вообще не равно нулю, то полученное урав- 
неніе можетъ быть удовлетворено только, когда положимъ у=0. 
Это равенство и послужитъ для опредѣленія постояннаго а. Оно 
показываетъ, что касательная къ циклоидѣ въ точкѣ В парал- 
лельна оси х, то есть, что вершина циклоиды находится въ 

точкѣ В,; а потому абсцисса 

4л дпа 
-з.-. откуда а =- 

х х Разстояніе точки 

В отъ оси х, соот- 

А 
х вѣтствующеенаимень- 

шему времени, будетъ 
2хи 

уг = 2да = — 
Еслибы х<яжелая 

точка выходила изъ 

А съ данной началь- 

м ной скоростью ѣ,, то 

за ось х приняли-бы 
горизонтальную линію х’х, лежащую выше Ал имна такомъ раз- 
стояніи, чтобы тяжелая точка, идя отъ нея до А, пріобрѣтала 
въ А скорость, равную данной начальной скорости %). 

Это разстояніе у, найдется изъ слѣдующаго соотношенія, 
существующаго между скоростью и высотой паденія: 

Выраженіе скорости въ произвольной точкѣ останется тоже, 
что и въ предыдущемъ случаѣ: 

=у2у. 
слѣдовательно и рѣшеніе задачи останется безъ перемѣны. Но 
точка возврата циклоиды будетъ находиться въ этомъ случаѣ на 

оси х’п. Произвольныя постоянныя с иа, въ случаѣ неподвиж- 
ности точекъ Аи В, опредѣлятся изъ условія, что кривая 
должна проходить чрезъ эти двѣ данныя точки. Если-же точка 

| 
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А неподвижна, а точка В можетъ измѣнять свое положеніе, 

всегда оставаясь на вертикальной линіи, имѣющей своей абсцис- 

сой жі, то постоянныя с’и а опредѣлятся изъ условія, что цик- 

лоида проходитъ чрезъ точку А и что вершина ея находится 

въ точкѣ В. 

Задача 3. Между двумя данными точками провести такую 

кривую, для которой площадь, ограниченная этой кривой, двумя 

радіусами кривизны въ ея крайнихъ точкахъ и ея разверткой, 

была-бы наименьшая. 

Положимъ, что на плоскости ху даны двѣ постоянныя точки 

Аи В. Нужно провести кривую АВ такъ, чтобы площадь 

САВД была шиішии. АСи ВД радіусы кривизны въ точкахъ 

ди В, СО развертка кривой АВ. 

Представимъ себѣ, что 

проведено безчисленное 

множество безконечно 

близкихъ другъ къ другу 

нормалей. Всѣ эти нор- 

мали будутъ касатель- 

ными къ разверткѣ Ср. 

Возьмемъ двѣ смежныя 

безконечно близкія нор- 

мальныя линіи въ точ- 

кахъ Ми М’. Пересѣ- 

ченіе этихъ двухъ без- 

конечно близкихъ норма- 

лей, точка О’, въ пре- 

! дѣлѣ будетъ центромъ 

ѣ кривизны кривой АВдля 

точки М, и слѣдова- 

тельно будетъ лежать на разверткѣ С. Всю площадь САВр 

можно разсматривать, какъ предѣлъ суммы безконечно малыхъ 

площадей такихъ секторовъ какъ МО’М. 

у 

Имѣя въ виду нахожденіе предѣла суммы безконечно малыхъ 

площадей, мы при опредѣленіи величины площади МО’М’ мо- 

жемъ отбросить безконечно малыя высшаго порядка предъ без- 

конечно малыми низшаго порядка. Обозначая уголъ нормали МО 

съ осью х черезъ ф и безконечно малый уголь МО'М" черезъ 

@й, найдемъ, что площадь круговаго сектора при радіусѣ рав- 

номъ МО’и при углѣ @ф будетъ = Е мо.мо.. = мМо. *а. 

Нетрудно убѣдиться, что найденная величина площади 

круговаго сектора отличается отъ площади криволинейнаго сек- 

тора МО’М’ на безконечно малую величину высшаго порядка.
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Проведемъ изъ точки О’двѣ дуги круга: одну радіусомъ О’М"до 
пересѣченія съ продолженіемъ нормали ом, другую радіусомъ 
О’М до пересѣченія съ нормалью О’М". Такимъ образомъ полу- 
чимъ два круговыхъ сектора. Площадь перваго круговаго сектора 
будетъ болѣе площади МОМ, а площадь втораго будетъ менѣе 

площади МОМ’. Выражая это, получимъ: 

, Мо? а = чмо--)?.аф-пл. (МОо’М) , МО.ао, 
гдДѣ с есть величина безконечно малая. Такъ какъ два крайнихъ 
члена неравенства отличаются другъ отъ друга на безконечно 
малыя высшаго порядка относите. льно @, то слѣдовательно пло- 

щадь МОМ’ отличается отъ ‚ мо“. @ф только на безконечно 
малыя высшаго порядка. 

Называя всю искомую площадь черезъ 5, будемъ имѣть: 

5= пті моО". @. 
Но МО’ отличается отъ радіуса кривизны о въ точкѣ М также 

на величину безконечно малую, такъ-что МО’-=ф ѣе &; вслѣд- 
з, ствіе чего въ полученной суммѣ безконечно малое - „мо @йф 

1 
можно замѣнить безконечно малымъ р. @ф и такимъ образомъ 
получимъ окончательно 

і 2 ѣ= и р*. @. 
: 

ай8 
Припомнимъ, что радіусъ кривизны р = @ гдѣ 5 = аксАМ, 

а х есть уголъ касательной въ точкѣ М съ осью х, и такъ какъ 

т й 
«=ѣ —з3. то йх =а@фир- - 

Вставляя эту величину въ найденное выраженіе для , по- 

лучимъ: 

ф= 
1 й @, =-= тѣ - а5 и 3 : -нѣ)ч и = н иизы й= иэ аг. 

Называя абсциссы точекъ А и В черезъ м и ѣ, будемъ 
имѣть: 

из - 
л 

Разсматривая найденное выраженіе, видимъ, что подъ инте- 

гральная функція 

и" 
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зависитъ только отъ у’и у”. Для этого случая, какъ было по- 

казано выше, уравненіе, которое должно доставить неизвѣстную 
функцію у, будетъ: 

-—-су--Ру, 

э-ѣ-—ин ии у 

гдѣ. 

Замѣняя Ріи У ихъ величинами, найдемъ 
- , 

ѣ —.ообие ѣ. ки 
или 

ы. с--е. 
Это уравненіе есть дифференціальное 2-го порядка и содер- 

житъ только у’и у". Интегрировать его можно было-бы по 

общему правилу, указанному въ курсѣ интегральнаго исчисле- 

нія. Но въ видахъ упрощенія вычисленія мы воспользуемся 
частнымъ пріемомъ. 

а 
Вставивъ вмѣсто у", найдемъ 

2(1--ѣ)?. ах=сау--суау. 
3 

Раздѣливъ обѣ части равенства на (14-у”), получимъ: 

=- с.@ау су.ау 2 1 2. ах= —---—. з - ктр ан ѣант) 
Такъ какъ 

.- 

уі--у.ап=а, 
то, интегрируя предъидущее равові находимъ: 

——а : 
положимъ у’=іа, тогда @ —- и— тотла 4у и 

. сова и. -дари иризз 
замѣняя . чрезъ со5% 

и проинтегрировавъ второй членъ, получимъ 
з —-з! 

2(—с) = еова йх --е і щаи з 



=4- 

или 

. с 
2(5—с)=с зт — —— 

уг-уз 
Замѣняя 5іпа чрезъ его выраженіе по іух=у, будемъ 

имѣть: 

ие 

сі су—@ 
уы ун уии? 

Умноживъ обѣ части равенства на @ = -у.а, найдемъ: 

2(— са) = 

2 (& — со)й5 = с йу — с.йа. 

Интегрируя это послѣднее уравненіе, получимъ уравненіе, от- 

вѣчающее на вопросъ: 
(—е,)*=су—си--са 

Чтобы упростить это уравненіе, перенесемъ начало коорди- 
натъ такъ, чтобы 

, 
сз —и 

—-х - —, ау-у, 
с 

тогда 

(—)*=су—-с. 
Перемѣнивъ начало счета дугъ такъ, чтобы 

—с=, 
будемъ имѣть: 

=су—-с. 
Чтобы упростить это уравненіе, повернемъ оси координатъ 

х’, у около начала на уголъ ф и воспользуемся неопредѣленностью 
угла 4. 

Формулы перехода будутъ: 

х=псовъ ѣ—цу, зтѣ 

у=лазт ѣ--угсовѣ 
и уравненіе кривой приметъ видъ: 

=(с.5тѣ—ес.сов ѣи--(с.сов ѣ--езтѣо)у; 
допустимъ, что выбрано такъ, что 

с.5т ѣ—о.сов ѣ=0, 
т.е.: “„з-. Тогда получимъ 

з= Ау, 
или, опустивъ значки, 

5*= Ау. 
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Нетрудно убѣдиться, что уравненіе это представляетъ цик.- 

лоиду. Въ самомъ дѣлѣ, возьмемъь дифференціалъ отъ обѣихъ 

частей уравненія 8*=:Ау; находимъ: 

и =) у 
=и1 ѣ- —- - ——, 

отвуда: 

8 
(- Па-і, и , . 
йу 4л, — ііу ..—. е 4А 

Перенеся начало координатъ и измѣнивъ направленіе оси 

у, сдѣлаемъ 

а —у =ѣ, 
найдемъ 

й@у = —ати 

или 

й 
ах 

Это дифференціальное уравненіе мы интегрировали уже въ 

предъидущей задачѣ и результатомъ получили циклоиду. Для 

опредѣленія произвольныхъ постоянныхъ с, сі. сз, с разсмотримъ 

предѣльное условіе. Такъ какъ въ нашемъ вопросѣ входятъ 

только у’и у”и, слѣдовательно, только Р, и Р,, то предѣльное 

условіе будетъ: 

ле 

Прр 
ли й 

Положимъ, что точки А и В даны неподвижными, тогда 

и мы будемъ имѣть: 

ха 

| г—о 
2і 

гдѣ 
а у- —(-и 

Вставляя вмѣсто (Р,) его выраженіе и освобождаясь отъ знака 

подстановки, получимъ: 

1--з) , -а 

(р = в =
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Если кромѣ неподвижности точекъ А и Вдано, что каса- 

тельныя въ этихъ точкахъ должны имѣть опредѣленныя данныя 

направленія, то 

у), =0и () =0 

и предѣльное условіе удовлетворится само собою. Въ этомъ слу- 
чаѣ произвольныя постоянныя опредѣлятся изъ условія, что кри- 

вая проходитъ чрезъ точки Аи Вицчто касательныя въ этихъ 

точкахъ имѣютъ данныя направленія. Если-же точки Аи Вданы 

неподвижными, а направленіе касательныхъ въ этихъ точкахъ 

произвольно или—что тоже, —радіусы кривизны въ двухъ край- 
нихъ точкахъ А и В могутъ измѣнять свое направленіе, то пре- 

дѣльное условіе, вслѣдствіе произвольности (8у’);и (іу’)і, даетъ 

слѣдующія два уравненія: 
ин- и „ ( 42)2 

уй и 
и- 

Эти уравненія могутъ быть овяевор ны только тогда, когда 

у= сои у= сс, то есть радіусы кривизны въ двухъ крайнихъ 
точкахъ Аи В должны быть равны нулю. А это показываетъ, 

что двѣ точки возврата циклоиды (гдѣ радіусъ кривизны, какъ 

извѣстно, равенъ нулю) находятся въ двухъ данныхъ точкахъ 

Аи В, и слѣдовательно, прямая АВ будетъ служить основа- 

ніемъ полной вѣтви циклоиды, идущей отъ А къ В. Это по- 

слѣднее условіе и послужитъ намъ для опредѣленія произволь- 
ныхъ постоянныхъ. 

Задача Ньютона. (4). Найти форму, которую нужно 
дать тѣлу вращенія для того, чтобы при поступательномъ 
его движеніи въ жидкости по направленію параллельному оси 

вращенія, оно испытывало-бы наименьшее сопротивленіе. 
При рѣшеніи этой задачи, примемъ въ основаніе слѣдующее 

опытное положеніе: если нѣкоторая площадь 5 перемѣщается въ 

жидкости по направленію къ ней 

| перпендикулярному, со скоростью 
, то сопротивленіе, оказываемое 

| 

жидкостью будетъ йкови? гдѣ й по- 

стоянный коэфиціэнтъ, ар плот- 

ность жидкости. Положимъ, что та- 

же плоская стѣна движется “о скоростью ѣ по направленію, 
, образующему уголъ ф съ перпен- 

7 Дикуляромъ къ плоскости 5. Разло- 
жимъ скорость ѣ на двѣ: одну, на- 

правленную въ площади 5, другую, 
идущую по перпендикуляру къ этой 

площади; эта послѣдняя скорость 
уѣдетъ хсо5ф, а потому давленіе на стѣнку, происходящее по 

| 
в 

7 
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направленію, перпендикулярному къ ней, и слѣдовательно зави- 
сящее только отъ слагающей Фсозф, будетъ 

р=йозо%сов*о. 

Давленіе-же по направленію движенія будетъ 

вр5н’сов%о. 

Вообразимъ кривую, которая, вращаясь около оси х, 
производитъ искомую по- 

7 верхность вращенія. Эту 

поверхность можно раз- 

сматривать, какъ состав- 

ленную изъ безконечнаго 

множества безконечно 

хѣ малыхъ поверхностей у- 

хц сѣченныхъ конусовъ, и- 

ж‚); мѣющихъ общею осью 

—Хось х. Возьмемъ безко- 
нечно малый элементъ ММ’. При вращеніи кривой около оси 

х этотъ элементъ опишетъ поверхность безконечно малаго 

усѣченнаго конуса. Проведемъ черезъ ось х рядъ безконечно 

близкихъ другъ къ другу плоскостей. Эти плоскости раздѣлятъ 
поверхность усѣченнаго конуса на безконечно малыя площадки. 

Сопротивленіе, встрѣчаемое каждой безконечно малой площадкой 

с, будетъ по предъидущему 

йкроі*сов%ф, 

слѣдовательно сопротивленіе, встрѣчаемое всею поверхностію 

усѣченнаго конуса, будетъ равно 

Уйоот*сово=йро*сов%оо, 

такъ какъ всѣ площади с образуютъ одинъ и тотъ-же уголъ ф 

съ перпендикулярами къ нимъ. Здѣсь №о есть поверхность безко- 

нечно малаго усѣченнаго конуса. Эта поверхность, если отбросимъ 

безконечно малыя высшаго порядка, будетъ== дпу.йз, гдѣ в есть 

дуга кривой, оканчивающаяся въ точкѣ М. Такимъ образомъ 

видимъ, что элементарное сопротивленіе равно: 

йкро%сов%о дпу.аз. 

Для полной поверхности сопротивленіе выразится суммою 

подобныхъ выраженій, то есть 

л== тйройусов’ф аз. 

Такъ какъ 
3 у 

совф==зта=—= ин
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то будемъ имѣть 
- ѣи к= Экйро? и -. 1-і ах=дтпйог? и 

й 

і й и й .2 : 

уа, ИН ° - 

Суммированіе надо распространить на всѣ элементы кривой, 
лежащіе между двумя данными точками, и опредѣлить функцію у 
подъ условіемъ, чтобы выраженіе 

ѣ ии 
“= ———- труи 

х 

было шппии. 
Въ нашемъ случаѣ подъинтегральная функція 

иу3 
1-и? 

содержитъ только у и у, а потому для опредѣленія у надо ин- 

тегрировать уравненіе 

Р= 

Р=с-Ру; 
но 

р і Знаніи—д Ззии 
ау 1--) (1#ѣ? 

и уравненіе наше приметъ видъ 

8 Зи*-ѣ 
3- ци-ѣ н 

или по сокращеніи 
и 

(1--*)? й 

откуда: 
. 

3е (1--3)* 
э=- и- 

с 
Пусть — =ѣи у=и, тогда будемъ имѣть 

замѣтивъ, что 

йу й 
@ 

—ч- и. откуда & == @ав 

напишемъ у въ видѣ: 
1 2 

у=с —= 
— --и у=6 [- ) 

произведемъ дифференцированіе и полученный результатъ раз- 
дѣлимъ на и, тогда найдемъ 

й==с, - . .ѣ і) иѣ и 



., 

откуда чрезъ интегрированіе имѣемъ 

3 1 
— с,=е, -+] 

“з 

Такимъ образомъ мы получили х и увъ функціи м;, эти два 

уравненія вмѣстѣ могутъ быть разсматриваемы какъ уравненія 

искомой кривой. Чтобы нѣсколько упростить видъ этихъ урав- 

неній, перенесемъ начало координатъ, положивъ 

—с-=х,; 

тогда получимъ 

По этимъ двумъ уравненіямъ изслѣдуемъ видъ кривой. 

Во первыхъ замѣтимъ, что ;не можетъ быть отрицательно, 

такъ какъ въ этомъ случаѣ х былъ-бы мнимымъ, слѣдовательно 

и можетъ измѣняться отъ 0 до -- со. 

Найдемъ первыя и вторыя производныя х иупо ; будемъ 

имѣть: 

к йи і из 

ау _в (1-”) (а—3) 
аи. и* 

@’ѣ 15 -- биі —и 

@и? т. 

@а’у 3--и! 

ѣ йх @ @ах @а 
При и= --)3получаемъ ѣ- 0, = =0. и ѣ поло- 

жительны, слѣдовательно при этомъзначеніиихиу получаютънаи- 

меньшія величины; затѣмъ приизмѣненіииотъ --у3 до Со про- 

@аи 
изводныя и т. будутъ положительны, слѣдовательнож иу 

7а 

йи 

будутъ непрерывно возрастать съ возрастаніемъ и и при и=5с0 

будемъ имѣть очевидно х=Ссо, у=со. Если-же и измѣняется 

—- й йу и 
отъ--у3до нуля, то производныя и іи будутъ отрицатель- 

ны; а это показываетъ, что и съ уменьшеніемъ и отъ и=у3
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хиу также возрастаютъ, и при -=(0 опять будемъ имѣть: 

—=--оо, у=--оо 
Изъ этого мы видимъ, что кривая состоитъ изъ двухъ вѣт- 

вей, простирающихся въ безконечность и имѣющихъ общую ка- 

сательную въ той точкѣ, гдѣхиу шпшии, при чемъ каса- 

тельная въ этой точкѣ дѣлаетъ съ осью х уголъ въ 60°, ибо 
въ ней и=у=) 3. Чтобы узнать, будетъ-ли кривая вогнута или 

2 @, 
выпукла относительно оси х, разсмотримъ 

ѣ 

а*у йи 1 и? 
й* а (и)а-—3) 

я @а2 
прии )и3 имѣемъ 0, 

- @у 
а при и< )3 получаемъ ца 0, 

слѣдовательно первая вѣтвь кривой выпукла, а вторая вогнута. 
Чтобы узнать, какая вѣтвь кривой удовлетворяетъ вопросу, надо 

обратиться къ признакамъ, отличающимъ шахшии отъ шипшт. 
Мы не будемъ теперь останавливаться на этомъ, скажемъ толь- 

ко, что вопросу удовлетворяетъ вторан вѣтвь кривой; впослѣд- 
ствіи мы вернемся къ этой задачѣ. 

Задача 5. Между двумя данными точками провести кривую, 
которая, обращаясь около данной оси, дала-бы наименьшую по- 

верхность вращенія. 
Выраженіе поверхности вращенія будетъ: 

5=2=| и рн. йах. 
х 

ѣ Функція у должна быть опредѣ- 
Мѣ лена подъ условіемъ, чтобы этотъ 

интегралъ былъ шшішим. 
—- Въ этомъ случаѣ 

—ицн 

= 

и слѣдовательно 
и у 

і-нй 
У содержитъ только уиуи потому для опредѣленія у мы 

должны интегрировать уравненіе 

у==с--Ру, 

м 
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которое въ нашемъ случаѣ будетъ имѣть видъ 

а а 
по сокращеніи найдемъ 

или 
2 

а1нн ( з ) , 

откуда 

—у- Е ); --. 
Такимъ образомъ мы получили дифференціальное уравненіе 

перваго порядка, въ которомъ перемѣнныя могутъ быть раздѣ- 
лены. Изъ него находимъ: 

а сау 
у—е? 

интегрируя-же, получимъ: 

—с= --нии— с*) а і, 
(при чемъ мы произвольное постоянное, въ виду большаго удоб- 
ства дальнѣйшихъ преобразованій, написали въ видѣ—с --сіе); 
такимъ образомъ 

——— 

г: и—е 
с —с= -с. 

откуда 
- «- 

и—-е 
Замѣтивъ, что 

(о-н—с) и—и —с) = *, 
будемъ имѣть еще 

—с 
—= 

з —-=- 
и—ч-—есе= у-уи—е 

Два выведенныя равенства позволяютъ исключитъ )у’у—с, 
складывая ихъ, находимъ 

= ѣ е 
е і; 

Замѣтимъ, что величина у остается одна и гаже при верхнихъ 
и принижнихъ знакахъ; удержимъ поэтому одни верхніе знаки 

и напишемъ уравненіе нашей кривой такъ: 

— е ѣ) 
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Это есть уравненіе цѣпной линіи, отнесенной къ ея направ- 

ляющей, которая служитъ осью абсциссъ и есть линія, обладаю- 

щая тѣмъ свойствомъ, что нормаль относительно еял, какъ 

оси х, равняется радіусу кривизны цѣпной линіи. 

Что-же касается до предѣльнаго условія 

і 

ѣ ёи=0 

ѣ 

то оно удовлетворяется само собой, такъ какъ кривая должна 

проходить чрезъ двѣ данныя точки и слѣдовательно (,=0 и 

(8у),=0. Постоянныя си с, опредѣлятся изъ условія, что кри- 

вая проходитъ чрезъ двѣ данныя точки Ми М,. Впрочемъ ока- 

зывается, что задача эта не всегда возможна, такъ какъ чрезъ 

і м , двѣ данныя точки не всегда можно 

кѣ : провести цѣпную линію такимъ об- 
а разомъ, чтобы данная прямая линія 

ѣ - служила ей исправляющей. Чтобы 

убѣдиться въ этомъ, перенесемъ на- 

.. чало координатъ въ точку (і-=с,;=0); 
— погдауравненіе кривой представится 

о въ видѣ 

-) 
„== ѣ. 

и кривая расположится, какъ извѣстно, симметрично относи- 

тельно оси у. Разсмотримъ отношеніе й —= и. Выраженіе имо- 

жетъ быть представлено такъ: 

2 

. 
-ѣ 

і 

или, полагая = —=, 

3 е 
и= —- —- 

2 г 

Вслѣдствіе симметричнаго расположенія кривой намъ доста- 

точно разсматривать х, а слѣдовательно и 2, только положи- 

тельнымъ. Выраженіе и имѣетъ шшішпиш при нѣкоторомъ значеніи 

г, чтобы отыскать его, беремъ производную и по ги приравни- 

ваемъ ее нулю: 

. и м 
гя —=0, и г 
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Ооткуда 
г(е—е) —-е—е-=0), 

или 

(—р-ече--й =.. 

Умножая на е, имѣемъ 

е* (г—1і)- (г--1) =0, 
откуда 

Уравненіе это можетъ быть рѣшено послѣдовательнымъ при- 
ближеніемъ; оно даетъ 

а 
г= = 13268, 

причемъ ѣ получится равнымъ 1,81017. 
Что величина @ будетъ дѣйствительно шіишішиши при этомъ 

значеніи г, видно изъ знака вто- 

рой производной по 2, кото- 

рая, какъ легко въ этомъ убѣ- 
диться, будетъ положительна при 
найденномъ значеніи г. По вы- 

численіи окажется, что наимень- 

шее значеніе @ будетъ: 
= й = 1,50888 = и 56%28. 

Изъ этого мы видимъ, что, 
4 

если построить прямую =й 
или у=йх, то всѣ точки цѣпной линіи будутъ лежать выше 

этой прямой. Понятно, что точки кривой по лѣвую сторону оси 

у будутъ лежать выше прямой у =—йх. Отсюда ясно, что для 

того, чтобы узнать, можно-ли 
у М м построить цѣпную линію по 

| 

\ 

7 данной направляющей и двумъ \ й точкамъ, надо провести чрезъ 
\ й эти точки прямыя, дѣлающія 

\ у съ направляющей углы въ 569 
х й 283’и 12342. Если эти прямыя 
\ пересѣкутся выше направляю- 

Х щей, или на самой направляю- 
щей, то задача возможна; въ 

противномъ случаѣ она не- 

возможна. 
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Этой задачей мы закончимъ разсмотрѣніе интеграловъ съ 

постоянными предѣлами и перейдемъ къ другому вопросу, нѣ- 
сколько болѣе общему. 

Интегралы съ перемѣнными предѣлами. 

Возьмемъ опять выраженіе 

для котораго желаемъ найти наибольшее или наименьшее зна- 

ченіе, и положимъ, что измѣненія 8 происходятъ не только отъ 

измѣненія функцій, входящихъ въ выраженіе И, нои отъ варьи- 

рованія предѣловъ хі и х,. Можно убѣдиться простымъ разсуж- 
деніемъ, что такое расширеніе вопроса не представляетъ, соб- 

ственно говоря, новой задачи для варіаціоннаго исчисленія. Для 
примѣра разсмотримъ, какія измѣненія должны быть сдѣланы 
въ рѣшеніи задачи о брахистохронѣ въ случаѣ перемѣнныхъ 
предѣловъ х, и і,. Задача въ этомъ обобщенномъ видѣ мо- 

жетъ быть поставлена такимъ образомъ. 
о Даны въ вертикальной плоско- 

7 
сти двѣ кривыя АВ и Ср. 

Требуется найти кривую, по 

\ которой тяжелая точка перей- 
М \ детъ съ АВ на СП въ наи- 

\ \м ; 

меньшее время, предполагая 
: ——-=- \ напримѣръ, что она начинаетъ х \, движеніе безъ начальной ско- 

77 \ рости. Во первыхъ, можно до- 
4 \ казать, что кривая кратчай- 

О наго ската будетъ и въ этомъ 

А случаѣ циклоида. Дѣйстви- 
тельно, каковы бы ни были точки М’и Ш", взятыя на кри- 
выхъ АВ и СП, между ними всегда можно провести циклоиду, 
имѣющую точку возврата въ М’и ось, направленную горизон- 
тально, и эта кривая будетъ по предыдущему кривой наиско- 

рѣйшаго ската для тяжелой точки, начинающей движеніе изъ М 
безъ начальной скорости; никакая другая кривая, проведенная 
между точками М’и М, не обладаетъ этимъ свойствомъ. И 
'акъ, мы можемъ считать извѣстнымъ, что искомая вривая долж- 

на быть циклоидой, оп редѣленнымъ образомъ расположенной, 
и этимъ часть вопроса, зависящая отъ варіаціоннаго исчисленія, 

“* 
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можетъ считаться окончательно рѣшенною. Что же касяется до 

опредѣленія положенія точекъ М’и ШМ’ на кривыхъ АВи Ср. 
то это уже будетъ вопросъ дифференціальнаго исчисленія. Дѣй- 
ствительно, время прохожденія тяжелой точки отъ М’до М’по 
циклоидѣ, уравненіе которой будетъ содержать координаты 
крайнихъ точекъ М’и М", черезъ которыя она должна прохо- 
дить, выразится въ функціи ординатъ (или абсциссъ) начальнойи 
конечной точки, и слѣдовательно намъ придется только найти 
по правиламъ дифференціальнаго исчисленія шшйшии для этой 

функціи двухъ перемѣнныхъ. 
Сказанное относится только къ частному примѣру, но можно 

доказать справедливость этого замѣчанія и въ общемъ случаѣ. 
Положимъ, имѣемъ 

ѣ, 
в -|ѣ. а, 

-„ 
гдѣ У= 7 (ѣ, и, у, у".......у,)) 
а п, и х, суть перемѣнныя величины, и пусть требуется найти 
неизвѣстный видъ функціи у и числовыя величины предѣловъ 
х, и х, такъ, чтобы разсматриваемый интегралъ 58 былъ шахі- 
тит или шшшим. 

Я утверждаю, что гаже самая функція у = ф(2), которая 

дѣлаетъ интегралъ У.йах наибольшимъ или наименьшимъ въ 

ѣ 
предположеніи, что предѣлы интегрированія постоянны, будетъ 
служить намъ рѣшеніемъ вопроса и въ разсматриваемомъ слу- 
чаѣ. Въ самомъ дѣлѣ. вообразимъ, что предѣлы интегрированія 
х, и х, постоянны и что имъ даны именно тѣ самыя значенія, 
которыя должны получиться при рѣшеніи этой задачи, а функ- 
ція у оставлена неизвѣстною. Тогда, если будемъ искать видъ 

функціи у, то по извѣстнымъ уже намъ правиламъ найдемъ 
у=ф(х) и ясно, что никакая другая функція не можетъ быть 
найдена, такъ-какъ именно эта функція при постоянныхъ, но 

совершенно произвольныхъ значеніяхъ предѣловъ х, и х, дѣ- 
лаетъ интегралъ 5 наибольшимъ или наименьшимъ. Если за- 

тѣмъ вообразимъ, что эта функція у=ф(ѣ) вставлена въ ин- 

тегралъ и произведено интегрированіе между неизвѣстными 

предѣлами і, и х,, то выраженіе 8 будетъ функціей только 

двухъ независимыхъ перемѣнныхъ х, и х,, а потому наибольшее 
или наименьшее значеніе 8 найдется по обыкновеннымъ прави- 
ламъ дифференціальнаго исчисленія. 



Такимъ образомъ ясно, что разсматриваемый нами случай 

не требуетъ ни какого существеннаго дополненія. Прежній 

пріемъ вычисленія, соединенный съ обыкновенными правилами 

дифференціальнаго исчисленія, даетъ полное рѣшеніе вопроса. 

Тѣмъ не менѣе въ послѣдующемъ мы изложимъ, что было при- 

думано для того, чтобы и этотъ случай заключить въ общемъ 

разсмотрѣніи. 

Покажемъ, какъ нужно измѣнить выведенныя прежде фор- 

мулы для того, чтобы можно было приложить ихъ къ общему 

случаю. Пусть у измѣняется на у--боу, а х, и ѣ на --йѣ и 

ха--йхъа,; тогда, ограничиваясь безконечно-малыми перваго поряд- 

ка, найдемъ 
э--йг» х 

25 —оч , —\ рах; 
х--йла ли 

но 

\+ аа— (т-» аг+- (-ёра- (у-іи) ав= 
х--ат г--йл л «, 

4з 

(у--е (— аон у-2и)а--(т--е)йт 

л 

гдѣ У-с и У-ес суть среднія величины подъинтегральной 

функціи У--2ѣ при измѣненіи х отъ х=з до х=і--й и отъ 

х==п, до =х--йх,, при чемъ сие суть количества безконечно 

малыя, а (—йх,) и йх, суть разности предѣловъ интегрированія. 

Вставляя это послѣднее выраженіе въ 88 и отбрасывая безконеч- 

но-малыя высшаго порядка, то есть—сйх и—есйхз, найдемъ 

2з 23 

—=и -с8 ) а-па - уав, 
лі х 

или 

да 

68 = бѣ. а--у а— уймт. 

ла 

Въ выраженіи 5 х, и 2 суть количества, измѣняющіяся со- 

вершенно произвольно, независимо отъ другихъ. Слѣдователь- 

но мы можемъ разсматривать ихъ, какъ совершенно произволь- 

ныя функціи перемѣннаго параметра й 

х=ф (0; =фѣ.



Допустимъ, что ѣф и ф таковы, что при #=й, даютъ для ж 

и &, тѣ самыя значенія, которыя удовлетворяютъ вопросу. Оче- 

видно, что ѣЭто послѣднее условіе нисколько не уменьшаетъ 

общности нашего разсмотрѣнія. 

Полагая теперь, какъ и прежде, что неизвѣстная функція 

у=Е(), удовлетворяющая вопросу, есть частный случай другой 

болѣе общей функціи ф(ж,й), то есть, что при #=й 

мы найдемъ, что выраженіе 5 есть функція перемѣннаго &й ко- 

торая при #=й% дѣлается шахппиш’омъ или шиійиипиомъ, а по- 

тому (5, =( и слѣдовательно 

№.. э зѣ 

И такъ, условіе шахииіиш’а и шіпйпипіа остается тоже, что 

и прежде: 

88=0, 

или подробнѣе для настоящаго случая 

4ѣ 

ѣ,. ак — .йа +|2и ав=0. 
е 

Послѣдній интегралъ преобразуется также, какъ и прежде, 

и окажется состоящимъ изъ тѣхъ-же 2-хъ частей, такъ-что окон- 

чательно будемъ имѣть: 

ха 

ѣ в — о н е ги -з.- |- сви.а. 
2, . 7 ллі 

Уравненіе это должно существовать при совершенно про- 

извольныхъ йахі и.йхэ. Слѣдовательно, оно должно имѣть мѣсто 

и при @ах=0 и аха==0. Принявъ это и повторивъ тѣ же самыя 

разсужденія, которыми пользовались при отысканіи у для наи- 

большихъ значеній интеграловъ съ постоянными предѣлами, мы 

придемъ къ необходимости положить 

(р=.. 
Это будетъ дифференціальное уравненіе 2п порядка. Общій 

интегралъ его дастъ у въ фунцкіи х и 27 произвольныхъ по- 

стоянныхъ. Кромѣ этого, вслѣдствіе произвольности йжі и й2, 

мы должны будемъ положить ѣ=0 и і=0. Затѣмъ, исключивъ 

зависимыя варіаціи (если есть условія, стѣсняющія измѣненія у



при предѣлахъ интеграла) и приравнявъ коэффиціэнты при 

независимыхъ варіаціяхъь нулю, получимъ еще 2л уравненій, 

считая въ томъ числѣ и уравненія, стѣсняющія измѣненія у при 

предѣлахъ. Такимъ образомъ видимъ, что вся разница заклю- 

чается только въ томъ, что кромѣ прежнихъ 2і уравненій бу- 

демъ имѣть еще 2 уравненія 

=Ои =0, 

но зато прибавится и два лишнихъ неизвѣстныхъ і и. Слу- 

чай, когда хі и 2 совершенно произвольны, не представляетъ 

интереса въ приложеніяхъ. Гораздо важнѣе тотъ случай, когда 

предѣлы х, и хъ связаны съ уі и уз данными уравненіями, какъ 

это было въ задачѣ о брахистохронѣ, которая должна быть про- 

ведена между двумя данными кривыми линіями. Положимъ, что 

соотношеніе между у и х при верхнемъ предѣлѣ хз выразится 

уравненіемъ 

=(. 
а при нижнемъ предѣлѣ лі уравненіемъ 

и=ф. 

Мы разсмотримъ предѣльныя величины, отмѣченныя знач.- 

комъ 1. Пусть предѣльныя величины х иу до варьированія бу- 

дутъ хі и уі, тогда имѣемъ: 

Если х не измѣняется при варьированіи, то предѣльныя ве- 

личины координатъ послѣ варьированія, когда у перемѣнится 

на У=у--оу, будутъ: 

нпн-о)=-д)=т 

Если-же при варьированіи и х, измѣнится на х--йж, то 

уі измѣнится не только отъ того, что у получитъ приращеніе 

бу, но также отъ того, что @ въ (и--оу))=У, перемѣнится на 

х--йхи. Это новое значеніе уі, по строкѣ Тейлора, напишется 

такъ: 

а2у ах* 
(@) +. иие 

отбрасывая безконечно-малыя выше перваго порядка, будемъ 

имѣть: 

(о = т ),.
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Вставляя вмѣсто У его выраженіе у--бу, получимъ: 

о--о(а().м. 

Послѣдній членъ, какъ безконечно-малое выше перваго по- 

рядка, можно отбросить, такъ что окончательно будемъ имѣть: 

@=и (ги), -ий; 

но, съ другой стороны, принимая во вниманіе, что 

и, —= ѣ(@), 

получимъ, ограничиваясь безконечно-малыми 1-го порядка, 

()= =р( --й)= ---ф@ ().а,. 

Сравнивая эти два выраженія (у,), найдемъ 

-и-ни . а=уе) а, 

(г= ѣ(@)—и ).а,. 

Тѣмъ-же самымъ путемъ отъищемъ подобное-же соотноше- 

ніе и для предѣльныхъ величинъ, отмѣченныхъ значкомъ 2, 

именно: 

откуда: 

Такимъ образомъ видимъ, что въ разсматриваемомъ случаѣ 

изъ четырехъ безконечно-малыхъ 

а.(и, ат, и (си, 

только два совершенно произвольны, а остальныя два опредѣ- 

лятся изъ найденныхъ соотношеній. 

Пояснимъ геометрически выведенныя нами соотношенія. 

Для этого разсмотримъ какое-нибудь одно изъ нихъ, напри- 

мѣръ первое: 

си=ѣ(е—-и).а. 

Вообразимъ оси координатъ (ху). Пусть АВ искомая кри- 

вая, предѣльная точка которой В должна находиться на непод 

вижной кривой ММ, и пусть А’В есть измѣненное положеніе 

кривой АВ вслѣдствіе перемѣны у на и--оу, тогда всо=(и,, 

а Вр-=йх,. Изъ прямоугольнаго треугольника ВДС имѣемъ 

Ср=у,.йх,. Если уравненіе неподвижной кривой ММ есть 

у==(2), то изъ прямоугольнаго треугольника ВрВ будемъ 

имѣть: 
вр=у(ж).ах,
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Такъ что выведенное выше соотношеніе 

(,=ѣ()а—и.и, 

геометрически представленное, приводится къ равенству 

всовр-сор-вс. 

Очевидно, что В’СО" получается равнымъ ВСО только потому, 

что мы отбросили безконечно-малыя высшихъ порядковъ. 

к) к 
Рѣшимъ теперь задачу 

о брахистохронѣ въ нѣ- 

сколько иномъ видѣ. 

Положимъ, требуется най- 

и тикривую кратчайшаго ска- 

д” я. ) та, идущую отъ одной дан- 

, 4 ной кривой къ другой, при 

д’ ы чемъ скорость движущейся 

ф точки въ каждомъ ея по- 

о- ; — — ложеніиравнатой скорости, 

которую тяжелая точка пріобрѣтала-бы, свободно падая съ нѣ- 

которой данной горизонтальной линіи. 

о й х 
о) 

(ѣ 

Примемъ эту горизон- 

тальную линію за ось а. 

Тогда скорость точки Мвъ 

ея произвольномъ положе- 

ніи будетъ 

а потому время Т прохож- 

денія отъ А до ЛВ выра- 

зится также, какъ и въ 

рѣшенной выше задачѣ о 

брахистохронѣ, именно: 

Очевидно Т будетъ шіпішиш, если 

и р=и 

і 
. . 1 

шишиш, а потому будемъ имѣть 

жи 

іо-па,-п.а3| и) в-—)де-. 
„ х,
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Видъ неизвѣстной кривой найдется изъ дифференціальнаго 

уравненія: * 

аР, Р—- = 0. ав 

Это уравненіе мы уже интегрировали и въ результатѣ послѣ1-го 
интегрированія получили: 

„ (-Нн?) = да. 
Замѣчая, что 

- ва 
у 

и что 

рсаик. и и 
— ————-= . ууз уза 

найдемъ 

Если уравненіе верхней кривой будетъ 

и=ф@, 
а нижней 

р = @ (2), 

то будемъ имѣть еще 2 уравненія: 

с,=ф—и)м 

Разсматривая (ги“, и (оу),, какъ зависимыя варіаціи, встав- 

ляя ихъ выраженія въ 

87-=0 

и затѣмъ соединяя члены съ йх, и йхъ, получимъ уравненіе вида 

№ а,—, йах==0, 

гдѣ ах, и йх суть совершенно произвольныя безконечно-малыя 
величины, а потому 

=0и №=0. 

’азсмотримъ, что даютъ эти условія. 

и 
у уда уда 
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замѣчая, что 

уній. м уѣ і3 

и иу. у1-й р 

й 

уда 
в 

получимъ 

еи н. 
уда ; 

или 

Нисе)-; 
дѣлавъ тоже самое съ №,=0, найдемъ0 

тнуф(о)=0. т 

Эти два послѣднія уравненія показываютъ намъ, что цикло- 

иду нужно провести такъ, чтобы она пересѣкала какъ кривую 
(1), такъ и кривую (2), подъ прямымъ угломъ. 

Нетрудно убѣдиться, что найденныхъ уравненій вполнѣ доста- 
точно для опредѣленія предѣловъ жі и жзи произвольныхъ цпо- 

стоянныхъ @ ис,, введенныхъ интегрированіемъ уравненія (Р) =0 
въ уравненіе искомой циклоиды. Въ самомъ дѣлѣ, изъ двухъ 
послѣднихъ уравненій мы найдемъ у въ функціи х,, а у, въ 

функціи х,; затѣмъ, такъ-какъ уг есть функціи хі, а у: есть 

функція ха, то изъ уравненій: 

„(1н-и)=2а, 
и(1--ѣ)=да 

найдемъ хі и 2 въ функціи а. Такимъ образомъ координаты то- 

чекъ Аи В (му)и (2 у,) будутъ извѣстными функціями а. 

Выразивъ, что циклоида: 

о=с--а. ауссоз 
* -у- —у? 

проходитъ черезъ эти двѣ данныя точки, получимъ 2 уравненія, 
содержащія только @ и с. 

Для другаго примѣра возьмемъ задачу о кривой, которая при- 
ращеніи около данной оси даетъ наименьшую поверхность вра- 
щенія, и предположимъ, что крайнія точки, между которыми 
должна быть проведена искомая кривая, должны находиться на 

данныхъ кривыхъ: 
и=ф (о) и и=ф(э). 

Такъ какъ въ этой задачѣ 

-—н, 
то предѣльное условіе будетъ: 
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2з 

ра, — Уиан- ) 
4і 

& в Вставивъ вмѣсто (д)), и (гу)з ихъ выраженія въ зависимости 

отъ йх, и йх, и приравнивая нулю коэффиціэнты при послѣднихъ 
безконечно-малыхъ, получимъ два уравненія: 

послѣднее уравненіе 

и -., фе)— - иуЧ-ни ѣт т из 
и, по упрощеніи, даетъ: 

--ур(г) =0. 

Точно также первое уравненіе приведется къ 

1-нузф’(го) = 0. 

Эти два условія показываютъ, что искомая кривая должна быть 
проведена такъ, чтобы она пересѣкала двѣ данныя кривыя подъ 

прямыми углами. 

Случай, когда подъинтегральная функція содержитъ пре- 
дѣльныя значенія перемѣнныхъ. 

Разсмотримъ по прежнему 

8-| У. а 

ѣ, 
и предположимъ, что подъинтегральная функція У кромѣ х, у, 
у, у".... содержитъ еще значенія этихъ перемѣнныхъ при пре- 
дѣлахъ, т. е. величины х,, ѣ,, ѣі, ,, уі, у, ит.д. 

При вычисленіи варіаціи 5 мы различимъ два случая: 1) ког- 

да предѣлы х, и х, постоянны и 2) когда они перемѣны. 
Разсмотримъ сначала первый случай. Измѣненіе въ 5 прои- 

зойдетъ отъ измѣненія у нау--оу, при чемъ и предѣльныя зна- 

ченія у,, Уз, Уч, у,, .... входящія въ й, получатъ также со- 

отвѣтствующія безконечно-малыя измѣненія, которыя будутъ 
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представлены значеніями, получаемыми варіаціями 8у, гу, 
при х==і,и при х=х,, такъчто въ выраженіи 8У получатся до- 

полнительные члены, происходящіе отъ измѣненія уу, уиуз.... 
Эти члены составятъ сумму 

е + и --. 

Въ зежене 5, ои членовъ вычисленныхъ прежде, 
войдетъ дополнительный членъ вида: 

г 
аи 

@ 4к. |« | а. н ѣ-- а; а (н.. 

Здѣсь количества (ги), (бу), .... не зависятъ отъ х, а толь- 

ко отъ предѣльныхъ значеній х, и х,, поэтому они могутъ быть 
вынесены за знакъ интеграла и дополнительные члены въ выра- 
женіи 68 будутъ 

“ 
(и), е аз--(оу | ѣ а--.... 

ѣ- і 

Члены эти присоединятся кътѣмъ членамъ варіаціи 65, стоя- 

щимъ внѣ знака интеграла, которые содержатъ множителями 

тѣ же безконечно-малыя и, (г“), ..., и очевидно, что при- 
соединеніе это ни въ чемъ не измѣнитъ тѣхъ разсужденій, ко- 

торыя привели насъ къ равенству 

выражающему условіе шіпвіппш’а или шшйшиша 5. Для опредѣ- 
ленія функціи у намъ придется, какъ и прежде, интегрировать 
уравненіе: 

(Р)=0, 

откуда мы получимъ у въ функціи х и 2п произвольныхъ по- 

стоянныхъ. Если мы это выраженіе у вставимъ въ И, тои и 
сдѣлается опредѣленною функціей х итѣхъ-же 2л произвольныхъ 
постоянныхъ; тогда всѣ интегрированія, указанныя въ дополни- 
тельномъ членѣ, могутъ быть исполнены, и мы найдемъ пре- 
дѣльныя условія, поступая подобно тому, какъ и въ прежде раз- 
смотрѣнныхъ нами случаяхъ. 

Положимъ теперь, что предѣлы х, и х, суть величины пере- 
мѣнныя, причемъ они могутъ входить или не входить въ выраже- 
ніе И. Въэтомъ случаѣ И,а слѣдовательно и 5, при варьированіи 
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получатъ измѣненія, въ выраженіи которыхъ, кромѣ всей сово- 

купности членовъ, приведенныхъ выше, взойдутъ безконечно-ма- 

лыя приращенія, происходящія отъ измѣненія х, илзна х--ах, 

и х,-йх,. Такимъ образомъ къ выраженію 6И присоединятся 

еще члены: 

ат 

аи ат . 
гдѣ и | —-| обозначаютъ полныя производныя И, взятыя 

ахі й2ъ 

не только по х, и х,. на сколько эти перемѣнныя входятъ яв- 

нымъ образомъ въ составъ И, но и по у,, у,, уч, у,.... кото- 

рыя суть функціи х, и х,. Эти члены въ выраженіи 658 дадутъ 

дополнительное приращеніе: 

ѣ, 

аг, в а ѣ ах ах, 

и и 

которое присоединится къ членамъ, содержащимъ @х, и йх, и 

стоящимъ внѣ знака интеграла, именно къ 

уа—-иа. 

Къ новому выраженію 88, такимъ образомъ составленному, 

будутъ приложимы всѣ заключенія, сдѣланныя нами раньше. 

Какъ примѣръ на приложеніе только что выведенныхъ нами но- 

выхъ правилъ разсмотримъ слѣдующее видоизмѣненіе задачи о 

брахистохронѣ. 

Требуется найти кривую кратчайшаго ската между двумя кри- 

выми, расположенными въ вертикальной плоскости, причемъ пред- 

полагается, что движеніе точки начинается съ первой кривой 

безъ начальной скорости. 

р-- -- ——х Положимъ, что. уравне- 

ніе1-й верхней кривой есть 

о у=фр(ѣ), а уравненіе 2-й 

й и . нижней кривой есть уз—= 

«о. (,). Пусть кривая АВбу- 

“ 8 детъ искомой брахистохро- 

ной; обозначимъ чрезъ ѣ,, 

у, координаты точки 4, 

чрезъ хз, уз координаты 

точки В, чрезъ у орди- 

нату движущейся точки №; 

тогда скоростьея фбудетъ: 

р удои--ио- 
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Время прохожденія дуги 4АВ выразится какъ прежде, именно: 

@а2. 

2а 
. 

.і и у-ый 
уа 

3 
у—и, 

Положимъ, что: 

\ уи =й 
у —и 

и 
Мы должны опредѣлить функцію у такъ, чтобы ОПбыло шіпшіпит. 
Въ нашемъ случаѣ подъинтегральная функція 

содержитъ предѣльное значеніе у,; предѣлы х, и х, здѣсь пере- 
мѣны, а потому, согласно вышесказанному, въ- варіацію и 
взойдутъ слѣдующіе дополнительные члены: 

2 ѣ й 

‘аи с*рам ел и « 
в й н 

ѣ, ѣ, 
Но здѣсь 

і. ме. 

*) Здѣсь при дифференцированіи У по х, разсматривается измѣненіе въ №, 

происходящее только отъ измѣненія предѣльной абсциссы кривой АВ, при чемъ 

форма этой кривой полагается вполнѣ опредѣленной ея уравненіемъ; поэтому-то 
@ ѣ и 

производная ах относится къ кривои АВ въ точкѣ ли выражаетъ тангенсъ 
х 

угла наклоненія касательной къ кривой АВ и слѣдовательно равна у, а не 

ф(), которая соотвѣтствуетъ измѣненію у,—-ординаты кривой АВ, происходя- 
щему не только отъ измѣненія х, на х--йхі, во и отъ измѣненія формы функ- 
ціи у, выражающей кривую АВ. Измѣненіе въ д, проистекающее отъ измѣненія 

формы функціи у, на сколько это измѣненіе вліяетъ на уі, было вычислено от- 

дѣльно; оно выразилось въ б$ членомъ: р 

и ло 
@а 

А 
——- () .4. 

х 
Только совокупность двухъ указанныхъ измѣненій опредѣляетъ полное измѣ- 

неніе въ х, происходящее отъ измѣненія уі, и, какъ видно дальше, оно выра- 
Зится членомъ: 

хо 
и | ау, - 

і 
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а потому прибавочные члены составятъ выраженіе 

ѣ 

л 

или замѣтивъ, что: 

(),=ф@)—иа,. 

какъ то было найдено прежде, и слѣдовательно, 

си, и, а= (@) аи, 

находимъ, что дополнительный членъ въ выраженіи 68 будетъ: 

и 

, а ѣ(@). а 

ѣ 

Изъ выраженія У видно, что: 

ѣ у іи.-, 
4у, йу 

Уравненіе, черезъ интегривованіе котораго мы получаемъ у, 

есть 
(Рр-0, 

или болѣе подробно 

аРр,. 

откуда 

4ѣв 
р 

Слѣдовательно 

ѣ, и 
‘аи й 

——=—-- —= з] 

\ еа, ѣ ѣ *- в. 
ѣ ѣ 

Но 

аР. і 
Рр,== 

и , ф -и -.иниѣ 

а первый интегралъ уравненія 

(Р)=0, 

какъ это видѣли прежде, есть 

у—. Ни = уоа,



слѣдовательно 

а потому 
т, 
. и —и 
— ѣ@=-——- 
аи уга 

і, 

Въ предыдущемъ рѣшеніи задачи о брахистохронѣ при пе- 

ремѣнныхъ предѣлахъ х, и х,, но съ предположеніемъ, что дви- 

женіе начинается безъ начальной скорости отъ горизонтальной 

линіи, взятой за ось з, было уже найдено выраженіе & Ги при- 

ведено къ виду 

6- =Лйй, —м. ах,, 

гдѣ №, и й, сутьнѣкоторые коэфиціэнты, составъ которыхъ намъ 
: - 

извѣстенъ. Новое выраженіе с(7. соотвѣтствующее настоящей 

задачѣ, будетъ слѣдовательно: 

ѣ - 

в7-= к, — ач- ѣ).а. 
га 

Для опредѣленія шіпйшишиа это выраженіе должно быть при- 

равнено нулю; здѣсь йх, и йх, совершенно произвольныя без- 

конечно малыя, а потому уравненіе 

г=0 

распадется на два слѣдующихъ: 

- 

и -. 
у 

Уравненіе ,=0, какъ это уже видѣли выше, приводится къ 

виду: 

Оно показываетъ, что брахистохрона нормальна ко второй 

кривой. Второе-же уравненіе, если вмѣсто Л, вставимъ его вы- 

раженіе, будетъ: 

1 а 8 и =. =0. 

у. .с в) ѣ@- 
и да 

или по упрощеніи 

--ѣ)=й. 

Изъ двухъ только что выведенныхъ равенствъ слѣдуетъ, что: 

ѣе-о.
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Это показываетъ, что касательная въ точкѣ А къ первой 

в кривой должна быть парал- 
\ 

лельна касательной въ точ- 

7 кѣ В ко второй кривой. 
й м и Замѣчаніе это указываетъ 

й у построеніе, которое нужно 
М.— — 

— —сдѣлать для рѣшенія за- 

дачи. Положимъ для при- 

‚ 8 и мѣра, что требуется, при 
х выговоренныхъ выше усло- 

с віяхъ, найти брахистохро- 
ну между кривой АВ и 

прямой СД. Проведемъ къ кривой АВ касательную параллель- 
ную прямой СД. Тогда точка прикосновенія М будетъ точкою 

выхода и слѣдовательно точкой возврата циклоиды. Горизонталь- 
ная прямая М№ будетъ ея основаніемъ, а радіусъ образующаго 
круга надо выбрать такимъ образомъ, чтобы циклоида пересѣкала 
прямую СО подъ прямымъ угломъ. 

Интегралы, содержащіе двѣ неизвѣстныя функціи. 

Пусть: 

гдѣ 
у=7 (, и, ѣ, у..., г, , 2,....2), г 

при чемъ у иг суть двѣ неизвѣстныя функціи х, которыя дол- 
жны быть опредѣлены подъ условіемъ, чтобы & было шахіши- 
ш’омъ или шіпвйиишиомъ. Предѣлы х, и х, будемъ для простоты 
полагать постоянными. Случай перемѣнныхъ предѣловъ можетъ 

быть включенъ въ послѣдующее разсмотрѣніе разсужденіями, 
подобными предъидущимъ. 

Положимъ, что у перемѣняется на у--оу, а г на г-|-с2; тогда 

будемъ имѣть 

др--Ро--Ро-ро--..-роу 
-о--о--0о--..--ои, 

гѣ Р, Р, Р,,.... Р, имѣютъ прежнія значенія, а 

а, иклл а 
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Выраженіе это можетъ быть написано иначе, а именно: 

ади @6 бу-р-.ин-. 
и йбог 

иениии 

Варіація 65 будетъ по прежнему 

65 = ) бт.айг. 

ѣ, 

Подставимъ сюда найденное выраженіе 5Уи произведемъ 

также, какъ и въ случаѣ одной функціи, интегрированіе по час- 

тямъ съ цѣлью вывести за знакъ интеграла всѣ производныя 

варіацій бу и 62; тогда найдемъ подобно предъидущему: 

й и а* іу 85 =- |, д-руии .. іе 
ѣ 

ѣ 

4 і-! +7 |® )іг--(ф,)* ... |- 

х, 

ри 
ѣ, 

гдѣ (ф), (о,).... имѣютъ тѣ-же значенія, какъ и (Р), (Р),..и 

отличаются отъ этихъ послѣднихъ выраженій только перемѣной 

у наги Рна @. 

Для опредѣленія вида функцій у иг, дѣлающихъ 8 шахі- 

шиш’омъ или шіпішиш“омъ, придется повторить прежнія разсуж- 

денія. Такъ, уих мы будемъ разсматривать, какъ функціи л 

и произвольнаго параметра й, при чемъ эти функціи при ==й 

обращаются въ функціи одного х, дѣлающія 5 шахппиш’омъ или 

шишшипомъ. 

Прежнее условіе 

88=0 

будетъ, очевидно, имѣть мѣсто и въ настоящемъ случаѣ. Это 

условіе, подобно предыдущему, приведетъ насъ къ нѣсколькимъ 

уравненіямъ, при чемъ необходимо различать два случая, а именно: 

будутъ ли функціи у и г независимы одна отъ другой, или свя- 

заны какимъ-нибудь условіемъ. 
*
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Положимъ сначала, что у и г независимы; тогда очевидно, 
что помощію разсужденій, подобныхъ тѣмъ, которыя были при- 
ведены выше. мы придемъ къ заключенію о необходимости су- 
ществованія слѣ дующихъ двухъ уравненій 

(р)=0, 
(о=0 

Эти два дифференціальныя уравненія, изъ которыхъ 1-е порядка 
дп, а 2-е порядка 2т, послужатъ намъ для опредѣленія неиз- 

вѣстныхъ функцій у и г., 

Затѣмъ намъ придется приравнять нулю члены 88, стоящіе 
внѣ знака интеграла. Исключивъ изъ полученнаго т. о. уравне- 
нія всѣ зависимыя варіаціи при помощи тѣхъ условныхъ урав- 
неній, которыя намъ даны и которымъ должны удовлетворять 
предѣльныя значенія у.,....2,2,... и приравнявъ затѣмъ нулю 
коэффиціэнты при остальныхъ независимыхъ и слѣдовательно про- 
извольныхъ варіаціяхъ, получимъ достаточное число уравненій 
для опредѣленія всѣхъ произвольныхъ постоянныхъ. 

Положимъ теперь, что функціи у иг связаны между собой 
уравненіемъ: 

Этому уравненію функціи должны удовлетворять и послѣ варь- 
ированія, слѣдовательно 

№ ѣ ф(ѣ--оиу,г--ег—й 
Разлагая это выраженіе по строкѣ Тейлора и ограничиваясь без- 
конечно малыми перваго порядка, найдемъ: 

й @ --.-0. 
йи з з 

Это равенство позволяетъ намъ исключить варіацію бг:- изъ него 

мы имѣемъ в 

“ 
х 

а потому, приравнивая нулю коэффиціэнтъ при бу подъ знакомъ 

интеграла въ выраженіи 68, мы будемъ имѣть уравненіе: 

@йф 

і о)-=0; йф 
п 

йг 

(р)- 



или въ нѣсколько болѣе симметричномъ видѣ 

(Р;(@ 

й@ @ 
йу аг 

Это уравненіе вмѣстѣ съ уравненіемъ 

послужитъ намъ для опредѣленія у и г. Предѣльныя условія по- 

лучатся также какъ и въ предыдущемъ случаѣ. 

( геодезической линіи. 

Задача. Между двумя данными точками по данной поверх- 

ности провести кривую кратчайшей длины. 

Пусть уравненіе данной поверхности есть: 

ѣ= \ уу3.а, 

гдѣ х, и х, суть абсциссы крайнихъ точекъ. 

Въ этомъ случаѣ мы имѣемъ подъ интеграломъ двѣ неизвѣст- 

ныя функціи г и у, связанныя между собой даннымъ уравнені- 

емъ; подъинтегральная функція будетъ: 

Поэтому функціи у и г найдутся чрезъ интегрированіе слѣ- 

дующаго дифференніальнаго уравненія: 

(р (ф 
а а 
@у а 

Здѣсь: : 
- 

(Р) = — и ‚ потому что Р == а 0; 
й йву 

точно также 

@а0 @ай о= —““,потому что о= — = 0; (ѣ потому что ф= —



—о- 

дадѣе: 

аи и 

ицичня 
и 

аи г 
ѣ, , -ии 

Слѣдовательно уравненіе, подлежащее интегрированію, мо- 

жетъ быть написано такъ: 

а и а г 

е@ -ѣ 
@ау @г 

Замѣчая, что: 

ломи йу іу 

ии 
и что точно также 

@аз 

„ .а 
у, 

получимъ найденное уравненіе въ такомъ болѣе простомъ видѣ: 

йу @г 
ба 

фф 
@у аг 

Нетрудно убѣдиться, что это уравненіе обусловливаетъ со- 

бой существованіе такого-же уравненія, въ которомъ вмѣсто 

одной изъ координатъ у или г будетъ входить х, т. е. что: 

@йу йг йх 

іѣ 
ф ф ф- 
@й @г ах 

Въ самомъ дѣлѣ, обозначивъ отношеніе @- черезъ й, 

@г 
получимъ: 

йу йаг 

ба 
@ @ :
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Умноживъ теперь числителя и знаменателя первой дроби 

@ в ; йг 
на ѣ ‚ а числителя и знаменателя второй дроби на ѣ и взявъ 

й8 а 

отношеніе суммы членовъ предъидущихъ къ суммѣ членовъ по- 

слѣдующихъ, найдемъ, что: 

йи аи йг аг 
—-а-сз- —-а- 

;- ѣ @ а @“@ 

, о @- 
гнин:ио 

Если затѣмъ данное уравненіе поверхности 

ф(ѣ.,г)=й0 

одифференцируемъ и раздѣлимъ на йз, то получимъ: 

о ффйаиа 

Съ другой стороны, если возьмемъ уравненіе, выражающее 

дифференціалъ дуги 

аз=а--ау--аг?, 

раздѣлимъ его на @5*, одифференцируемъ и сократимъ на 2, то 

получимъ: 
йх ав йа ,йц @аг аг 

тл фи иои ѣ 

Пользуясь этими двумя уравненіями, найдемъ, что: 

й а @й 

риси & — і . 
@ф йа “ѣ 

а @ а 

Такимъ образомъ дифференціальное уравненіе геодезической 

линіи окончательно будетъ выражено равенствомъ: 

йх @ау @йг 

@9р ве а- 
йв йу йг 

Чтобы получить уравненіе геодезической линіи въ конечной 

формѣ, нужно найденное дифференціальное уравненіе объинте- 

грировать, присоединивъ къ нему уравненіе данной поверхности 

о(ѣ.у,г) =0.



—о 

Въ общемъ случаѣ произвести это интегрированіе невозможно. 

Необходимо однако замѣтить главное свойство геодезической ли- 

ніи, которое выражено ея дифференціальнымъ уравненіемъ. Вхо- 

дящіе въ немъ знаменатели іо.і ао. прямо пронорціо- 
й @ *ауаг р 

нальны косинусамъ угловъ, которые дѣлаетъ нормаль № къ по- 

верхности ф==0 съ осями координатъ, а числители @ = і. 
с 

йг ; 
а ѣ прямо пропорціональны косинусамъ угловъ, которые дѣ- 

, 

лаетъ главная нормаль искомой кривой или, что одно и тоже, 

радіусъ кривизны р съ осями координатъ. Слѣдовательно коси- 

нусы угловъ двухъ этихъ линій Мио соотвѣтственно пропор- 

ціональны, то есть главная нормаль геодезической линіи совпа- 

даетъ съ нормалью къ поверхности. Иначе говоря, въ каждой 

точкѣ геодезической линіи соприкасающаяся плоскость перпен- 

дикулярна къ поверхности. Это есть главное свойство геодези- 

ческой линіи ). Всякая кривая, обладающая этимъ свойствомъ, 

называется геодезическою, хотя она можетъ и не быть кратчай- 

шею. если двѣ точки, которыя она соединяетъ, достаточно уда- 

лены одна отъ другой. Такъ напр. на сферѣ дуга большаго 

круга, большая полуокружности, есть также геодезическая линія, 

хотя она и не есть кратчайшее разстояніе между ея оконечно- 

стями. Очевидно также, что между двумя точками на поверхности 

всегда можно провести по крайней мѣрѣ одну геодезическую 

линію, хотя иногда ихъ можетъ существовать нѣсколько; такъ 

напримѣръ, какъ увидимъ ниже, геодезическая линія на ци- 

*) Примѣчаніе. Слѣдуя Монжу, это основное свойство геодезической линіи 

можетъ быть обнаружено помощію механическихъ соображеній. Геодезическая 

линія имѣетъ форму, которую принимаетъ гибкая и нерастяжимая нить, натя- 
гиваемая между двумя точками на данной поверхности при условіи, что эта 
нить лежитъ на поверхности всѣми своими точками и при перемѣщеніи ни одна 
изъ точекъ нити не можетъ оставить поверхности. (Можно вообразить двѣ без- 
конечно-близкія параллельныя поверхности, между которыми нить перемѣщается). 
Очевидно, что линія, форму которой принимаетъ натянутая нить, будетъ обык- 

новенно кратчайшимъ разстояніемъ между двумя точками, потому что, натяги- 

вая концы нити, мы имѣемъ возможность укоротить ея длину, насколько позво- 
литъ это форма поверхности. Натянутая нить будетъ въ равновѣсіи подъ дѣй- 

ствіемъ ея натяженія и сопротивленія поверхности; но, разсматривая натяженіе 
двухъ смежныхъ элементовъ кривой, образуемой нитью, мы замѣчаемъ, что рав- 

нодѣйствующая этихъ двухъ натяженій лежитъ въ плосхости ихъ дѣйствія, ко- 

торая ссть, очевидно, соприкасающаяся плоскость кривой; эта равнодѣйствую- 

щая должна уравновѣшиваться сопротивленіемъ поверхности, которое дѣйствуетъ 

по нормали къ поверхности, и слѣдовательно: „соприкасающаяся илоскость гео- 
дезической кривой проходитъ черезъ нормаль къ поверхности въ разсматривае- 
мой точкѣ“.



линдрѣ есть винтовая линія и по поверхности цилиндра между 
двумя данными точками можно провести безчисленное мно- 

жество винтовыхъ линій, дѣлающихъ различное число оборотовъ 
около цилиндра. 

Составимъ теперь дифференціальное уравненіе геодезической 
линіи въ другомъ видѣ, болѣе удобномъ для интегрированія. Для 
этого выразимъ инымъ образомъ условіе перпендикулярности 
между соприкасающейся плоскостью кривой и касательной пло: 

скостью къ данной поверхности. 
Уравненіе соприкасающейся плоскости будетъ: 

4(Х—) В(Уу—у)--С(7—=0, 
гдѣ: 

А = йуй — ага’у 
В = йга’пв — йаа2г 

С = ахау — фуа’г. 

Уравненіе касательной плоскости къ поверхности есть: 

р(Хх—) - т—-у-(2-2 =0 

гдѣ рицд суть частныя производныя г взятыя по х иу изъ 

уравненія поверхности: 

ѣ (ѣ, у, г) = 0. 

Условіе перпендикулярности двухъ этихъ плоскостей выра- 
зится, какъ извѣстно, такъ: 

Ар —- Ба — С =0, 
или подробнѣе: 

р (йу а'с—йлга’у) --ц(аа’и —й а’:) - а а’у—о а’и) = 0 

Принимая х за независимое перемѣнное, будемъ имѣть @*х=0 
и кромѣ того изъ уравненія поверхности найдемъ, что 

йаг = р.ах -- 4.фу 

- ф = а--доасу--ну--йу, гдѣ: 

і «4ѣ іи 
—. = 
ахѣ. ахау ѣ 

стало быть наше уравненіе приметъ такой видъ: 

(рду—цйт)та--доаслу----аау—рора--й)ау—агау=0; 
раздѣливъ все уравненіе на йх и перемѣнивъ знаки, получимъ: 

анн(-.т)о- и-н(й) -о 
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Это и есть та форма дифференціальнаго уравненія геодезической 
линіи, которую можно признать во многихъ частныхъ случаяхъ 
болѣе удобною для интегрированія. Здѣсь р, д, к 5ий суть 
функціи х, у, 2, но изъ уравненія поверхности 

о (ѣ, у, = 0 
і 

г можно выразить чрезъ у и х, такъ что найденное уравненіе 
будетъ обыкновенное дифференціальное уравненіе 2-го поряд- 
ка съ двумя перемѣнными и высшей степени. 

Чтобы показать примѣръ интегрированія этого уравненія, 
мы разсмотримъ геодезическую линію на круговомъ цилиндрѣ, 
ось котораго совпадаетъ съ осью х. 

Уравненіе такого цилиндра будетъ 

у - г* = ай. 

Положимъ, что геодезическая линія должна идти отъ точки 

А, для которой 
х = 0, = 0 г = а, 

до точки Б, для которой 

= й, у = азтф, 2 = асозѣ. 

— Въ этомъ примѣрѣ 

в 8 х й2 Вл а потому р = =0, 

уи р ... 

..-ы 

. —= 7і = == @р 
— 

й 
з 

й 05 ф— 
0 

у, и далѣе 
7 @г 

/ 
4 а=-—=) 

откуда 

й@у г 

и 

4 
а. и 

=ѣѣ рит.3 

Вставивъ найденныя выраженія въ дифференціальное урав- 
неніе геодезической линіи, получимъ: 

„з 2 а р 

йах? гі \й 
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-,(@)- 

г* = а — уі, 

или по сокращеніи 

Здѣсь 

слѣдовательно уравненіе наше будетъ: 

ии --. ()-о 
Чтобы объинтегрировать это уравненіе, положимъ 

д 

тогда йи 
@ау _ йи _ау _ м.аи 

@х* ах и йу 
и 

(а* — у) .. -- уи*=0, 

или 

йи у.б . 

интегрируя, найдемъ: 

и = Н- е а?—у), 

или 
= ѣ- су—, —и 

откуда 

е = с.йх, 
уа—у 

интегрируя это уравненіе, получимъ 

сѣ —-с = акс;т —- 
, 

откуда 

—- зт(са -е). 
а 

Чтобы опредѣлить произвольныя постоянныя си с, выра- 

зимъ, что кривая проходитъ черезъ двѣ данныя точки Аи В. 

іа точки 4 у—= О нх=0, слѣдовательно зтс == 0, откуда 

с == Вп, гдѣ й есть произвольное цѣлое число. Для почки в 

у = а5тф, а х==й; вставляя эти величины въ уравненіе кри- 

вой, получимъ 
згтр == з(ѣс -- йт).



Отсюда видно, что й должно быть четнымъ числомъ, иначе 

для зйпф имѣли-бы два различныя значенія. Такъ какъ &й чет- 

ное, то 
ѣбс —- йп = эп -( 12, 

(тдѣ у число цѣлое произвольное) или 

бс = —й х-- —19. 
Здѣсь у—й будетъ четное число, если м четное, и будетъ 

нечетное. если у нечетное. Поэтому. не уменьшая общности, 
можно положить 

—-. я . ѣс = эт -—1ф; 
отсюда 

н уравненіе кривой будетъ 

у = азт Е ок - -’ф) -йу, 
или 

х 

ъ 

Здѣсь у совершенно произвольное цѣлое число. Положимъ 

у=азт--от -- (—П*ф). 

ст - —’ф) = , 

тогда 
у=а.5то. 

Вставивъ Эту величину въ уравненіе поверхности, получимъ, 

ато--г* = а*, 
отсюда 

г* == а’соз*), или г == а.созо; 
наконецъ 

В 
о = то т--—1о 

гдѣ 
. 

ъ 
р 

Такимъ образомъ мы получили слѣдующія три уравненія: 

=то, у = а.5то, г =а. сово. 

Эти три уравненія и выражаютъ геодезическую линію на 

круговомъ цилиндрѣ. Они показываютъ, что кривая. удовлетво- 
ряющая вопросу, есть винтовая линія, а многозначность о обна- 
руживаетъ, что геодезическихъ линій на цилиндрѣ между точ- 



ками Аи В можно провести безчисленное множество. Весьма 

нетрудно было-бы убѣдиться въ томъ, что если положимъ ф<=, 
то величина м=2дт даетъ геодезическую линію, пересѣкающую 
одну часть образующихъ цилиндра разъ, а другую т--Правъ; 
тогда какъ, если возьмемъ ум-=2т--1, то получимъ геодезическую 
линію, пересѣкающую первую часть образующихъ т--1П разъ, а 

вторую часть т разъ. Двѣ точки. описывающія геодезическія 
линіи двухъ разныхъ системъ, будутъ направляться изъ точки 

А по противоположнымъ направленіямъ. 
Интегрированіе дифференціальнаго уравненія геодезическихъ 

линій въ конечномъ видѣ возможно только для немногихъ по- 

верхностей, поэтому вмѣсто того, что бы приводить другіе при- 
мѣры на интегрированіе, мы остановимся на разсмотрѣніи нѣ- 

которыхъ свойствъ геодезическихъ линій, кахъ общихъ, такъ и 

частныхъ, принадлежащихъ геодезическимъ линіямъ на нѣкото- 

рыхъ видахъ поверхностей и въ особенности на эллипсоидѣ. 
Положимъ, что требуется провести геодезическую линію меж- 

ду двумя данными кривымй линіями, расположенными на по- 

верхности ;=0. Въ этомъ случаѣ координаты х, и х, для пре- 
дѣльныхъ точекъ кривой будутъ перемѣнный и произвольными, 
а другія координаты у,, 2,. і,. г, тѣ&хъ-же точекъ будутъ опре- 
дѣленными функціями первыхъ; пусть: 

=ѣ), =й, э=ф), =й). 
: : : и ъ - Въ выраженіи варіаціи интеграла о8 будутъ находиться внѣ 

знака интеграла члены, коихъ совокупность будетъ: 
г, х, 

- 3 х 

а ав, -а- [.- о.г. 
ѣ, ѣ, 

Эта сумма должна быть приравнена нулю; но здѣсь 

зсі 
аи и 

.. 
и потому будемъ имѣть: 

оі’й р 

г 

а в 2 і 
э. 

. к 

. . ъ Замѣнивъ здѣсь предѣльныя значенія варіацій бу и 2 ихъ 

извѣстными выраженіями, а именно: 

(ги) = |ѣе -„, 3 (= |ѣс8 —). 
(), = |о ѣ= - аи; (2г), = |ѣ —0 ,, 



.. 

и приравнивая затѣмъ нулю отдѣльно коэффиціэнты при произ- 

вольныхъ безконечно-малыхъ йх, и йх,, мы получимъ два пре- 

дѣльныхъ условія, изъ которыхъ первое будетъ: 

у(), оѣ) и 2 
1 1 1 и 

или, по упрощеніи: 

Подобно этому второе предѣльное условіе получится въ видѣ8: 

тѣ-и ѣе@ - фх) = 0. 

Эти два равенства выражаютъ, каждое отдѣльно. условіе 

перпендикулярности двухъ прямыхъ линій: касательной къ гео- 

дезической кривой въ предѣльной точкѣ и касательной къ пре- 

дѣльной кривой. И такъ, искомая геодезическая линія будетъ 

нормальна къ обѣимъ предѣльнымъ кривымъ. Отсюда слѣдствіе: 

„Если изъ всѣхъ точекъ произвольной кривой линіи, данной 

„на поверхности, по нормальнымъ къ ней направленіямъ будутъ 

„проведены геодезическія линіи одинаковой длины, то кривая 

„линія, соединяющая ихъ оконечности, будетъ пересѣкать всѣ 

„геодезическія линіи подъ прямыми углами.“ *) 

Для уясненія справедливости этой теоремы достаточно замѣ- 

тить, что еслибы въ предшествовавшемъ разсмотрѣніи вмѣсто 

второй предѣльной кривой мы взяли геометрическое мѣсто око- 

нечностей геодезическихъ линій одинаковой длины, проведенныхъ 

изъ всѣхъ точекъ первой предѣльной кривой по нормальнымъ 

кѣъ ней направленіямъ, то геодезическія линіи, проводимыя отъ 

первой кривой до второй, должны были бы, по доказанному, пере- 

сѣкать вторую кривую подъ прямыми углами, слѣдовательно ипроч. 

Еслибы мы искали провести геодезическую линію отъ данной 

точки (2,. у,, ,) до данной кривой, расположенной на поверхности 

ф==0, то, положивъ по прежнему, что уравненія этой кривой 

представлены въ видѣ: 

„=ѣ ‘і)и г,=ф, (ѣ) 

и замѣчая, что для настоящаго случая йх,=0, (су) =йи (22г),=0, 

мы получили бы одно предѣльное условіе: 

1--, ѣ ()--г )==0, 

изъ котораго усмотрѣли бы, что искомая геодезическая линія 

должна пересѣкать данную предѣльную кривую подъ прямымъ 

угломъ. Отсюда теорема (Сапзв, Оіциівійопе&в ейс.): 

*) Сапз-Оізциіійопез пепегаіез сПса впрегНсіез спгуаз.
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„Если изъ точки, данной на поверхности, во всѣ стороны бу- 
„детъ проведено безчисленное множество геодезическихъ линій 
„одинаковой длины, то кривая линія, соединяющая ихъ оконеч- 

„ности, будетъ пересѣкать ихъ подъ прямыми углами. Эта кри- 
„вая линія называется геодезическимъ кругомъ.“ 

Справедливость этого предложенія уясняется подобно предъ- 
идущему замѣчаніемъ, что еслибы въ послѣднемъ разсмотрѣніи 
вмѣсто данной кривой было взято геометрическое мѣсто око- 

нечностей геодезическихъ линій одинаковой длины, проведен- 
ныхъ на поверхности изъ данной точки по всевозможнымъ на- 

правленіямъ, то всѣ кратчайшія линіи, проводимыя отъ данной 
точки до разсматриваемаго геометрическаго мѣста, должны были 
бы персѣчь его ортогонально, слѣдовательно и пр. 

Теоремы обратныя двумъ послѣднимъ, очевидно, также бу- 
дутъ справедливы; такъ: 

й „Кривая, пересѣкающая ортогонально 
А „геодезическія кривыя, проведенныя изъ 

\ ..и „всѣхъ точекъ другой данной кривой по 
и 

.— „нормальнымъ направленіямъ къ этой 

„послѣдней, отсѣкаетъ на всѣхъ геодези- 
— —— ——і „ческихъ линіяхъ одинаковыя длины.“ 

в Подобно этому выразится теорема обрат- 
- "— ная второй изъ двухъ предъидущихъ. 

Послѣднія теоремы обнаруживаютъ та- 

в в в 
кія свойства геодезическихъ линій на 

произвольной поверхности, которыя имѣ- 

ютъ полную аналогію съ извѣстными свойствами прямыхъ линій, 
проводимыхъ на плоскости. Вслѣдствіе этого и тѣмъ теоремамъ, 
которыя вытекаютъ изъ этихъ свойствъ прямыхъ линій для плос- 

кихъ кривыхъ. будутъ соотвѣтствовать аналогичныя предложенія 
для кривыхъ, лежащихъ на произвольной поверхности, вытека.- 

ющія изъ приведенныхъ выше свойствъ геодезическихъ линій. 

Для примѣра мы приведемъ здѣсь нижеслѣдующія предложенія. 
м- Пусть А и В двѣ неподвижныя 
х точки на данной поверхности; ММ 

‚ есть элементъ кривой, расположен- 
№ х і ной на той же поверхности и имѣю- 

—- щей свойство, по которому сумма 

я 
геодезическихъ линій, соединяю- 

щихъ произвольную ея точку съ 

двумя неподвижными точками Аий, 
В постоянна, такъ что 

ли--вм-лим--вм-зи. 
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Отсюда слѣдуетъ, что 

Аи---ли-вм-ви. 

Отложимъ на АМ’длину А№-=лАИМ, на ВИдлицу ВМ-ВмМ 
и проведемъ М№и М’№.Такъ какъ очевидно, что ЛМ’-=м, 
то два безконечно-малые треугольника ИММ’и мум, которые 
на основаніи вышедоказанной теоремы Гаусса прямоугольны въ 

№и №, будутъ равны и слѣдовательно уг. ММ’А==углу ММБ. 

Воображая, что точка М’, приближаясь неопредѣленно къ №, 
совпадаетъ съ нею въ предѣлѣ, получимъ слѣдующую теорему: 

„Если кривая линія, проведенная на поверхности. имѣетъ 

„такое свойство, что сумма геодезическихъ разстояній произволь- 
„ной ея точки отъ двухъ данныхъ неподвижныхъ точекъ по- 

„стоянна, то два геодезическіе радіуса вектора, проведенные изъ 

„неподвижныхъ точекъ къ точкѣ. взятой на этой кривой, дѣла- 
„ютъ съ нею равные углы по обѣ стороны отъ разсматриваемой 
„точки“. 

Легко убѣдиться въ существованіи обратной теоремы. Дѣй- 
ствительно, если кривая имѣетъ свойство, по которому два угла, 
образуемые съ нею геодезическими линіями 4АМи ВМ. равны, 
то будемъ имѣть, пренебрегая количествами безконечно-малыми, 
что уголъь ММ’А=углу ММВ;, проведя затѣмъ ММ и ЛМор- 
тогонально къ АМ”’и ВМ, будемъ имѣть опять два равныхъ 
прямоугольныхъ треугольника М№Ми МММ, откуда заклю- 

чимъ, что М’№=М. Но на основаніи доказанной выше тео- 

ремы Гаусса (обратной) геодезическія разстоянія АЛПи АМ равны, 
также какъ ВММ’и ВЛМ, и слѣдовательно 

луим-лим-вм-виу, или АМ--вм-ллмн-ви. 
Отсюда теорема, обратная предъидущей, а именно: 

„Если кривая линія, расположенная на поверхности, имѣетъ 

„такое свойство, что два геодезическіе радіуса вектора, прове- 
„денные изъ двухъ неподвижныхъ точекъ въ произвольную точку, 
„на кривой взятую, образуютъ съ нею равные углы по обѣ сто- 

„роны отъ разсматриваемой точки, то сумма этихъ двухъ геоде- 

„зическихъ радіусовъ векторовъ будетъ постоянна для всѣхъ 
„точекъ кривой. 

Двѣ послѣднія теоремы будутъ также справедливы, если вмѣ- 
сто суммы геодезическихъ радіусовъ векторовъ мы будемъ раз- 
сматривать нхъ разность, а кривую будемъ проводить на поверх- 
ности такъ, чтобы она дѣлила пополамъ уголь АМВ, образуе- 
мый двумя геодезическими линіями АМи ВМ. Доказательство 
теоремъ будетъ совершенно сходно съ вышеизложеннымъ и нѣтъ 
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надобности приводить его въ подробности. Такимъ образомъ мы 

получимъ слѣдующія два предложенія. 

„На поверхности даны двѣ неподвижныя точки и нѣкоторая 

„кривая линія. 

„Если уголъ, образуемый двумя геодезическими радіусами век- 

„торами, проведенными изъ двухъ неподвижныхъ точекъ въ произ- 

„вольную точку кривой, дѣлится этой кривой пополамъ, то раз- 

„ность двухъ геодезическихъ радіусовъ векторовъ постоянна для 

„всѣхъ точекъ кривой, и обратно“. 
Выберемъ на данной поверхности двѣ неподвижныя точки А 

и В. Произвольную точку М на поверхности соединимъ съ А 

и В геодезическими линіями АМи ВМипусть 

лим--Бм-=ди и АМм—ри-2у. 

Тогда точка М можетъ быть разсматриваема, какъ лежащая 

на пересѣченіи двухъ кривыхъ линій, выражаемыхъ уравненіями 

у=соп8ё. и у=соп. 

Эти двѣ кривыя, которыя могли-бы быть названы „геодези- 

ческими эллипсами и гиперболами“, будутъ пересѣкаться орто- 

гонально въ точкѣ №; это слѣдуетъ изъ того, что первая кри- 

вая (и) дѣлитъ пополамъ уголъ между геодезическимъ радіусомъ 

векторомъ В Ми продолженіемъ геодезическаго радіуса АЛМ, тогда 

какъвторая кривая (м) дѣлитъ пополамъ уголъ 4МВ.Величины 

ѣ иу суть параметры этихъ линій. Черезъ измѣненіе этихъ па- 

раметровъ получаются на поверхности двѣ системы ортогональ- 

ныхъ кривыхъ, которыя дѣлятъ поверхность на безконечно ма- 

лые прямоугольники. Положеніе точки Муна поверхности будетъ 

опредѣлено, когда даны величины двухъ параметровъ у. и м, ей 

соотвѣтствующихъ, или, все равно, даны двѣ кривыя (и) и (м), 

черезъ эту точку проходящія. Такимъ образомъ величины щиу 

могутъ быть разсматриваемы, какъ „криволинейныя координаты“ 

точки М на данной поверхности. 

Обратимся теперь къ разсмотрѣнію свойствъ геодезической 

линіи на нѣкоторыхъ частныхъ видахъ поверхностей и, во пер- 

выхъ, замѣтимъ слѣдующее свойство геодезической линіи на по- 

верхности вращенія. 

Пусть ось г есть ось вращенія; уравненіе поверхности при 

этомъ будетъ имѣть видъ: 

г=і(і--у. 

9-=7(@--у?)—2 

Слѣдовательно, здѣсь 

и потому 
а , @аф . ѣ @й 

-—.й -зт-й
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Уравненіе геодезической линіи будетъ: 

йв @йу й2 
й - -- 1 ѣ: 
а и 8 а @, 

р — 
откуда имѣемъ, 

йх йу 

или 

@а . — —і. ——-——= 

\ѣа 2-. 
что даетъ 

ѣ —и == й =соп$й. 

ридіана Р@ съплоскостью (22), 

очевидно, будемъ имѣть, 

Пусть теперь Р@ есть мери- 
діанъ поверхности, проходящій 

черезъ точку М (х, у, г) геоде- 

зической линіи Мѣ, которая въ 

точкѣ М дѣлаетъ съ меридіаномъ 

уголъь РМѣ-а. Этотъ уголъ на- 

-зывается азимутомъ кривой М5. 

Пусть АВ естькругъ параллели, 

на которой находится точка №, 

О есть центръ этого кругаи С2 

прямая, проведенная параллель- 

но оси х; радіусъ круга СМ-; 

уголъ, образуемый плоскостью ме- 

равенъ углу АСМ--Л. Тогда, 

х=к.соз и у=ізтѣ, 
откуда 

йап-созЛат—тти.ах, 

ау=зті ат--псоз).ад. 

Вставивъ эти выраженія въ найденное выше уравненіе 

.ау—у.ап=й.аз, 

получимъ по сокращеніи 

х.ау —у.аиг а=й.а, 
или ѣ 

и ал 

@з 

Пусть М” есть точка геодезической линіи, 

=й=соп$йё. 

безконечно близ- 

кая къ М, такъ что МММ==й8. Черезъ М’проведемъ меридіанъ
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рРф’, который пересѣкаетъ кругъ параллели въ №; тогда дуга 

Мм№-к.а% и изъ прямоугольнаго безконечно малаго треугольника 

МШМ, находимъ, 

ах . 

к.@№ = й5. зти, или и — = зтиа, 
5 

и слѣдовательно предыдущее равенство можетъ быть написано 

въ видѣ: 

у.5ти — Вй = соп5!. 

Это уравненіе и выражаетъ главное свойство геодезической 

линіи на всякой поверхности вращенія; представляя весьма про- 

стое соотношеніе между радіусомъ параллели, на которой нахо- 

дится разсматриваемая точка геодезической линіи, и азимутомъ, 

оно можетъ быть разсматриваемо, какъ уравненіе геодезической 

кривой. Этимъ уравненіемъ пользуются въ высшей геодезіи при 

изслѣдованіи геодезической линіи на земной поверхности, кото- 

рая принимается за сжатый эллипсоидъ вращенія. 

Окончательная форма уравненія геодезической линіи на дан- 

ной поверхности вращенія должна быть представлена въ видѣ 

соотношенія между ; и й, такъ какъ эти перемѣнныя могутъ 

весьма удобно служить координатами точки ЛМна поверхности. 

Нетрудно показать, что такое соотношеніе всегда можетъ 

быть найдено помощію квадратуръ. Дѣйствительно, полагая 

г= --) = ?) = ), 

гдѣ ф(к) есть извѣстная функція, мы найдемъ весьма легко, 

что: 

а —= уа:-ауч-агз = уфч-аоЧрао 

и слѣдовательно 

а= у аю-нч-ти)а 

откуда, возведя въ квадратъ и раздѣляя перемѣнныя, находимъ 

а-—. —нѣ. 

Положимъ, что дана начальная точка, чрезъ коотрую про- 

водится геодезическая линія; пусть координаты этой точки 

суть х, и й,; тогда, интегрируя послѣднее уравненіе, будемъ 

имѣть 

г *—й* 

’ 
Это и есть искомое уравненіе геодезической кривой. Что 

касается до постояннаго Лй, то оно опредѣлится, если будетъ 

6* 
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данъ начальный азимутъ геодезической линіи, т. е. если будетъ 

дано направленіе, по которому она должна быть пролагаема. 

Пусть этотъ начальный азимутъ есть х,, тогда 

п==к 5й. 

Для вопроса высшей геодезіи, когда поверхность есть эл- 

липсоидъ вращенія, послѣдній интегралъ будетъ эллиптиче- 

скимъ интеграломъ 3-го рода. 

Вопросъ о геодезической линіи на эллипсоидѣ (трехъосномъ) 

былъ предметомъ особаго вниманія геометровъ. Было открыто 

много любопытныхъ свойствъ этой кривой. Якоби нашелъ и 

окончательное уравненіе ея помощію Абелевыхъ интеграловъ. 

Остановимся на доказательствѣ нѣкоторыхъ теоремъ, сюда отно- 

сящихся. 

Возьмемъ поверхность эллипсоида, выражаемую уравненіемъ 

== о = 0. 

Здѣсь 

зрзисии 
а ии ѣ

 
&
 

и уравненія геодезической линіи напишутся въ видѣ: 

.. (і 
ѣ иу 2 

а 5 с 

гдѣ & означаетъ общую величину трехъ отношеній. Умноживъ 

8 іа: и 
числителя и знаменателя первой дроои на аа второй на 

і и третьей на і и затѣмъ взявъ отношеніе суммы —- тьей на ——- зат зявъ ра и т в 
предъидущихъ къ суммѣ х получимъ: 

т : л й йу ай йу в аг ‚аг 

й а2° - а8 ба з @ @8 

е . и у @ г ѣ - ѣ 

а‘аз я ъ с*аз 

Съ другой стороны, если въ равенствахъ (4)умножимъ чис- 

- ѣ 
лителя изнаменателя первой дроби на . второй на -- и треть- 

@а 
а 

я 2 й 
ей на й затѣмъ точно также возьмемъ отношеніе суммы преды- 

с



— 85 — 

ѣдущихъ къ суммѣ послѣдующихъ, то найдемъ 

і :й2 
а ѣ і —.—-. (в ри 

Сравнивая два послѣднія выраженія й, получимъ пропорцію, 
въ которой перемѣнимъ мѣста среднихъ членовъ; такимъ обра- 
зомъ будемъ имѣть:; 

1 ах а1 тй й і а аг 
аз- @ 52 @ ат т- ви 

а* ай йг 
= 

ой а вѣъ - “а 
х йх и “ г @г 
«а - ъ* и. и й = 

и —=, ии 
означивъчрезъ і, общую величину этихъ двухъ отношеній. Если 
положимъ для краткости 

то, одифференцировавъ это равенство и раздѣливъ затѣмъ 0обѣ 

части на 2.4з, получимъ: 

кі и г ѣ @и і- .-а ии 

Слѣдовательно, имѣемъ: 
йи 

і @ 
й = 

Съ другой стороны, черезъ дифференцированіе уравненія 
эллипсоида, получаемъ: 

а а 2, 

откуда, дифференцируя еще разъ, выводимъ: 

і 

“я 
и а г „@г 

в “. . о 
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поэтому можемъ написать еще: 

Т йах а в йу = 1 ѣ 

- )+ ) | а \@ф7 й й 

Положимъ еще для краткости: 

і а з. э- в 

е ): ѣ ъ* ѣ) ѣ- 

тогда будемъ имѣть: 

&=— 

й 

р т-а 

Сравнивая два выраженія й,, одно въ функціи и и другое въ 

функціи ѣ, находимъ уравненіе: 

йи —ѣ 
которое интегрируется непосредственно и даетъ: 

иг) == іс или ио = с = сопзі. 

Это равенство есть, собственно говоря, первый интегралъ 

уравненія геодезической линіи. Дѣйствительно, первоначальное 

дифференціальное уравненіе этой кривой всегда 2-го порядка; 

послѣднее-же уравненіе, если въ него вставимъ данныя выше 

выраженія и и ѣ, будетъ, очевидно, дифференціальнымъ урав- 

неніемъ 1-го порядка, при томъ-же оно будетъ содержать одно 

произвольное постоянное с; слѣдовательно оно представляетъ 

первый интегралъ. Разсмотримъ, какое геометрическое значеніе 

имѣетъ этотъ интегралъ. 

Пусть р означаетъ длину перпендикуляра, опущеннаго изъ 

центра эллипсоида на касательную. плоскость къ этой поверхно- 

сти въ точкѣ (х, у, г). Уравненіе этой плоскости, какъ извѣст- 

но, будетъ 

ѣ х= +7 -- „+ 2—-=о, 
йа 

или, по упрощеніи, 

- 2— 
х - с3 ѣ 

и слѣдовательно, по извѣстной формулѣ аналитической гео- 

метріи, опредѣляющей разстояніе отъ начала координатъ до
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данной плоскости, будемъ имѣть: 

а и з 
8 

; 
аа рф .ѣ с? 

1 —= ѣ 
; 

э 

— 

чи 

| а* че 5 л с* 
Отсюда: 

и = 

1 

— 
Далѣе, проведемъ чрезъ центръ эллипсоида плоскость парал- 

лельную касательной плоскости;эта плоскость пересѣкаетъ эллип- 

соидъ по эллипсу, котораго центръ совпадаетъ съ центромъ 
эллипсоида. 

Пусть * есть длина радіуса вектора, проведеннаго изъ центра 
этого эллипса параллельно касательной къ геодезической кривой 
въ точкѣ (х, у, г); этотъ радіусъ векторъ дѣлаетъ съ осями 

координатъ углы а, В, у, которыхъ косинусы будутъ: 
йах г йи йаг 

со5х == @ совр = е со5у = ѣ. . 

Означая чрезъ х, у’, 2 координаты точки, въ которой раз- 
сматриваемый радіусъ векторъ встрѣчаетъ поверхность эллипсо- 

ида, мы будемъ имѣть очевидно 

, . г . 

=тсо5а, у =тгсоз, 2 —=со5у, 

а вставивъ эти величины координатъ въ уравненіе эллипсоида, 
получимъ: 

соз*а и *сов? „*сов* 
. -. 

откуда: 
и 1 

м 
1 ;ах\? 1 ;у\? 7аг -- 

или 

і 
р== і. 

Такимъ образомъ найденный выше первый интегралъ урав- 
ненія геодезической линіи: 

и.р = соп$й. 
даетъ: 

р = соп$й., или р.и == соп$8й. 

Послѣднее равенство выражаетъ теорему Тохимсталя; оно 

показываетъ, что: 
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„Для всякой точки геодезической линіи на эллипсоидѣ про- 

„изведеніе р.у перпендикуляра р, опущеннаго изъ центра на 

„касательную плоскость къ эллипсоиду, и радіуса вектора », про- 

„веденнаго изъ центра параллельно касательной къ геодезической 

„кривой, —постоянно по всей длинѣ кривой“ 

Если теперь возьмемъ опять равенства (4) и, возведя каждое 

изъ отношеній въ квадратъ, составимъ отношеніе суммы предъ- 

идущихъ къ суммѣ послѣдующихъ, а затѣмъ извлечемъ квадрат- 

ный корень, то получимъ: 

з - 
или, такъ какъ числитель этой дроби, по извѣстной формулѣ 

, @й5 
теоріи кривизны кривыхъ въ пространствѣ, равенъ у гдѣ 

| 

й 4 
есть радіусъ кривизны, а знаменатель есть = то будемъ имѣть: 

=-. : шхи 

р-ѣ ? 

Съ другой стороны, если въ выраженіи (В) замѣнимъ числителя 

второю частію равенства са; то получимъ: 

.аз 
г3 и „2 ѣ 

ии 
Сравнивая два послѣднія выраженія й и принимая одинако- 

вые знаки, находимъ: 

2 з 

р-, откуда е== 
„ 

и мы получаемъ слѣдующую теорему, также указанную Тохимста- 

лемъ: : 

„Геодезическія линіи, проходящія чрезъ одну и туже точку 

„эллипсоида, имѣютъ въ этой точкѣ радіусы кривизны прямо 

„пропорціональные квадратамъ полудіаметровъ, проводимыхъ па- 

„раллельно касательнымъ къ разсматриваемымъ кривымъ.“ 

Если въ послѣднемъ равенствѣ замѣнимъ х на основаніи 

предыдущей теоремы, по которой: 

соп5і. 

р 
н



то получимъ, что: 

Это новое равенство выражаетъ слѣдующее свойство геодези- 
ческой линіи: 

„По длинѣ одной и той же геодезической линіи на эллипсо- 

„идѣ радіусъ кривизны кривой измѣняется обратно пропорціо- 
„нально кубу перпендикуляра, опущеннаго изъ центра на каса- 

„тельную плоскость къ эллипсоиду въ разсматриваемой точкѣ.“ 
Въ заключеніе этого разсмотрѣнія свойствъ геодезической 

линіи на эллипсоидѣ, мы докажемъ еще одну весьма замѣчатель- 

ную теорему Михаила Роберта, обнаруживающую связь между 
геодезическими кривыми и линіями кривизны на эллипсоидѣ, при 
чемъ точки округленія (ошѣШс5) эллипсоида получаютъ особую 
роль. Для доказательства этой теоремы я принужденъ привести 
здѣсь нѣкоторыя предложенія изъ геометріи эллипсоида. Такъ 
какъ эти предложенія не были даны въ курсѣ аналитической 

геометріи, то я помѣщаю ихъ доказательство въ особомъ при- 
бавленіи въ концѣ настоящаго курса. 

„Всѣ сѣченія эллипсоида плоскостями параллельными суть 
„эллипсы подобные и подобнымъ образомъ расположенные, ко- 

„торыхъ центры находятся на одной прямой линіи, проходящей 
„черезъ центръ.“ 

Это значитъ, что у всѣхъ эллипсовъ, получаемыхъ въ сѣ- 
ченіяхъ плоскостями параллельными, оси будутъ соотвѣтственно 

параллельны и отношеніе полуосей будетъ постоянно во всѣхъ 
эллипсахъ. Прямая, проходящая чрезъ центры всѣхъ параллель- 
ныхъ сѣченій, есть „діаметръ,“ сопряженный съ діаметральной 
плоскостью, проведенною чрезъ центръ параллельно сѣкущимъ 
плоскостямъ; то есть, эта діаметральная плоскость дѣлитъ по- 

поламъ всѣ хорды, параллельныя полученному діаметру. 
„Касательная плоскость къ эллипсоиду параллельна діамет- 

„ральной плоскости, сопряженной съ діаметромъ, проведеннымъ 
„въ точку прикосновенія.“ 

Въ эллипсоидѣ можно провести два ряда параллельныхъ пло- 

скостей, дающихъ въ сѣченіи съ поверхностью круги; эти сѣ- 
ченія называются круговыми. Чтобы построить эти сѣченія, по- 

ложимъ, что въ эллипсоидѣ: 

зиие „т— 
а есть наибольшая, а с наименьшая изъ полуосей; такъ что 

а=ѣ-с. 
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зъ плоскости (х2) главнаго сѣченія съ наибольшею и наимень- 

шею полуосями проведемъ чрезъ начало координатъ радіусъ 
векторъ, равный 6, т. е. средней полуоси; такихъ радіусов- 
векторовъ, находящихся выше оси х, будетъ два: одинъ обра- 
зуетъ съ осью х уголъ фѣ, опредѣляемый по формулѣ: 

сіа-ь 
“ ——- 

а другой дѣлаетъ съ тою же осью уголъ, равный 180—9. Пло- 
скости, проходящія чрезъ среднюю ось ѣ и чрезъ каждый изъ 

этихъ радіусовъ векторовъ, будутъ имѣть уравненія: 

г=--и.х. 
Каждая изъ этихъ плоскостей будетъ пересѣкать эллипсоидъ 
по кругу радіуса ѣ, что очевидно уже изъ того, что въ сѣченіи 
получится такой эллипсъ, въ которомъ два взаимно-перпенди- 
кулярные діаметра будутъ равны между собою, а это возможно 

только въ кругѣ. Всѣ сѣченія эллипсоида плоскостями, парал- 
лельными двумъ послѣднимъ діаметральнымъ плоскостямъ, бу- 
дутъ очевидно круги; такимъ образомъ и получается два ряда 
круговыхъ сѣченій эллипсоида. 

Касательныя плоскости къ эллипсоиду, проведенныя парал- 
лельно круговымъ сѣченіямъ, будутъ касаться поверхности въ 

четырехъ точкахъ, которыхъ координаты будутъ: 

52—2 
а—-с* у=0, х=-) 

Эти четыре точки будутъ, очевидно, точками округленія 
(ошѣШсв), потому что плоскость, безконечно близкая къ каса- 

тельной и ей параллельная, будетъ пересѣкать поверхность также 

по кругу, слѣдовательно „указательница“ для каждой изъ этихъ 

четырехъ точекъ будетъ кругъ и радіусы кривизны всѣхъ нор- 
мальныхъ сѣченій поверхности будутъ равны. 

Другихъ точекъ округленія, кромѣ четырехъ указанныхъ, на 

эллипсоидѣ не существуетъ, какъ это не трудно показать. 

Замѣтимъ наконецъ, что „указательница“ для всякой точки 

эллипсоида всегда подобна діаметральному сѣченію плоскостью, 
параллельною касательной плоскости въ разсматриваемой точкѣ, 
поэтому само это діаметральное сѣченіе и можетъ служить ука- 
зательницей. Вслѣдствіе этого, прямыя, проведенныя въ каса- 

тельной плоскости параллельно осямъ параллельнаго діаметраль- 
наго сѣченія, будутъ касательны къ главнымъ нормальнымъ сѣ- 
ченіямъ и слѣдовательно также къ линіямъ кривизны поверх- 



ности. Радіусъ кривизны произвольнаго нормальнаго сѣченія по- 

верхности будетъ прямо пропорціоналенъ квадрату радіуса век- 

тора (діаметральнаго сѣченія), проведеннаго параллельно каса- 

тельной линіи къ разсматриваемому нормальному сѣченію. (См. 
теорію кривизны поверхности въ данной точкѣ въ курсѣ диф- 
ференціальнаго исчисленія). 

На основаніи всего приведеннаго выше мы заключаемъ во 

первыхъ, что: 

„Постоянное рух имѣетъ одну и туже всличину въ точкѣ 

„округленія для всѣхъ геодезическихъ кривыхъ чрезъ эту точку 
„проводимыхъ“. 

Дѣйствительно, такъ какъ р имѣетъ для данной точки одну 
опредѣленную величину, а радіусъ венторъ х, проведенный па- 

раллельно касательной линіи къ кривой, проходящей чрезъ точ- 

ку округленія, есть радіусъ діаметральнаго круговаго сѣченія, то 

онъ равенъ средней полуоси ѣ для всѣхъ направленій касатель- 

ныхъ, слѣд. и проч. 
Докажемъ теперь слѣдующую теорему Роберта. 
„Геометрическое мѣсто точекъ поверхности эллипсоида, для 

„которыхъ сумма геодезическихъ разстояній отъ двухъ не про- 
„тивуположныхъ точекъ округленія постоянна, есть линія кри- 
„визны поверхности, а геометрическое мѣсто точекъ, для кото- 

„рыхъ разность геодезическихъ разстояній отъ тѣхъ-же точекъ 

„округленія постоянна, есть другая линія кривизны, ортогональная 
„съ первою“. 

Пусть Пи У двѣ точки 

округленія, не находящіяся на 

р одномъ и томъ-же діаметрѣ, и 
® —= —= ѣ 

пусть Р есть произвольная 
точка нѣкоторой линіи кри- 

—е р р 

о 

визны; проведемъ два геоде- 

го у зическіе радіуса вектора РП 
) и РИ. Постоянное ри имѣетъ 

одну и ту-же величину во всѣхъ точкахъ геодезической кривой 
Р(и слѣдовательно въ точкѣ Р оно имѣетъ туже величину, 
какъ и вѣ точкѣ округленія (7; подобно этому, произведе- 
ніе ру имѣетъ для всѣхъ точекъ геодезической кривой РИ, а 

слѣдовательно и въ точкѣ Р этой линіи, ту-же величину, какую 
оно имѣетъ въ точкѣ округленія И. Но въ двухъ точкахъ округ- 
ленія Пи И произведеніе ру имѣетъ одно значеніе, потому 
что, вслѣдствіе симметріи расположенія, касательныя плоскости 

въ этихъ точкахъ будутъ находиться на одинаковыхъ разстоя- 
ніяхъ отъ центра и для обѣихъ точекъ радіусъ векторъ х бу- 
детъ равенъ й, т. е. радіусу круговаго діаметральнаго сѣченія, 



—э 

параллельнаго касательной плоскости. Такимъ образомъ мы ви- 

димъ, что постоянное ру будетъ имѣть одну и ту-же величину 
во всѣхъ точкахъ ломаной геодезической линіи ПРИ, что, слѣ- 

довательно, оно имѣетъ въ точкѣ Р одно значеніе для двухъ 
геодезическихъ линій РПи РИ, и, такъ какъ длина перпенди- 
куляра р въ точкѣ В имѣетъ одну опредѣленную величину, то 

два радіуса вектора, проведенные изъ центра эллипсоида па- 

раллельно касательнымъ (3) и (4) къ геодезическимъ кривымъ 
РПи РИ, должны быть равны. Эти два радіуса вектора при- 
надлежатъ діаметральному сѣченію, параллельному касательной 
плоскости въ точкѣ Р, изъ равенства ихъ заключаемъ, что оба 
они дѣлаютъ равные углы съ кажлдой изъ осей этого діаметраль- 
наго сѣченія. 

Съ другой стороны, какъ это извѣстно изъ теоріи линій кри- 
визны, оси діаметральнаго сѣченія, замѣняющаго указательницу, 
будутъ соотвѣтственно параллельны касательнымъ линіямъ (и 
(2) къ двумъ линіямъ кривизны, проходящимъ чрезъ точку Ри 
пересѣкающимся ортогонально въ этой точкѣ; слѣдовательно, 
двѣ касательныя (3 и (4) къ геодезическимъ кривымъ РПи 
РИ дѣлаютъ въ точкѣ Р равные углы съ касательными (1) и (2) 
къ линіямъ кривизны. Изъ всего этого заключаемъ, на основаніи 

общихъ теоремъ о геодезическихъ привыхъ, доказанныхъ выше, 
что 1) для всѣхъ точекъ линіи кривизны, проходящей чрезъ 
точку Р и имѣющей въ этой точкѣ касательную прямую, озна- 

ченную на чертежѣ цифрою (1), сумма геодезическихъ радіусовъ 
векторовъ РП--РУ будетъ имѣть величину постоянную, и что 

2) для всѣхъ точекъ ортогональной линіи кривизны, проходящей 
чрезъ точку Р, имѣющей касательною прямую (2), разность гео- 

дезическихъ радіусовъ векторовъ РП-РИ будетъ имѣть вели- 
чину также постоянную. 

Такимъ образомъ, на основаніи теоремъ Роберта, двѣ си- 

стемы линій кривизны на эллипсоидѣ могутъ быть разсматривае- 
мы, какъ двѣ системы особаго рода гомофокальныхъ „геодези- 
ческихъ эллипсовъ и гиперболъ“, причемъ роль фокусовъ вы- 

полняютъ точки округленія этой поверхности. 
Въ приведенномъ выше доказательствѣ теоремы Роберта 

мы брали двѣ точки округленія Пи У не противоположныя. 
Пусть теперь П" есть точка округленія діаметрально противопо- 
ложная (7. Если проведемъ отъ Р кь П7 геодезическій ра- 
діусъ векторъ Р(7, то вмѣстѣ съ геодезическимъ радіусомъ 
векторомъ РУ онъ долженъ образовать равные углы съ двумя 
линіями кривизны, проходящими чрезъ точку Р (на основаніи 
той-же теоремы). Отсюда заключаемъ, что геодезическая ли- 

нія Р(7 расположится, какъ показано на чертежѣ, такъ, что 
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линія (1) ряздѣлитъ пополамъ уголь ГУР7, а линія (2) бу- 
о) детъ дѣлать равные углы съ 

РИУи РГ по обѣ стороны 
отъ точки Р. Такъ какъ ли- 

р ѣ 
нія ОР7 съ линіею (1) обра- 

@ ы зуетъ равные вертикальные 
углы, то заключаемъ, что Р7" 

| 
. 

| 

х есть продолженіе линіи 7Р,и 
в слѣдовательно, линія іРг 

есть одна геодезическая кри- 
вая, идущая отъ О къ . Притомъ мы имѣемъ: 

ПР-ѣ-УР-сопви ПР-ИР-соп5й. 

Сложеніе этихъ двухъ равенствъ даетъ: 

ПпР--ПР==сопы. 
Слѣдовательно: 
„Всѣ геодезическія линіи, соединяющія двѣ противоположныя 

„точки округленія, равны по длинѣ“. 

Задачи объ относительныхъ наибольшихъ и наименьшихъ. 

Такъ называются вопросы, въ которыхъ требуется опредѣлить 
видъ, который нужно дать неизвѣстной функціи у, входящей съ 

ея производными въ выраженіе даннаго интеграла 8, для того, 
чтобы этотъ интегралъ получилъ наибольшее, или наименьшее 

значеніе при условіи, что эта функція должна быть выбираема 
между тѣми ея значеніями, при которыхъ другой данный интег- 

ралъ 5,, также содержащій функцію у, сохранялъ-бы нѣкоторую 
опредѣленную и данную величину а. 

Положимъ, что мы имѣемъ выраженіе: 

„ѣ, 
= Уах, 

і 
гдѣ 

п=7 (, и, и, и,...); 
требуется найти видъ функціи у, дѣлающей 5 шахіпіит или 

шіпішии, подъ условіемъ, что гаже функція у, вставленная въ 

выраженіе: 

ѣ= \ Пах, 
а 
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даетъ этому интегралу опредѣленную величина. Здѣсь П есть 

также нѣвоторая функція 

(.и,..). 
Понятно отличіе этого вопроса отъ разсмотрѣннаго прежде: 

здѣсь бу не будетъ вполнѣ произвольною безконечно малою функ- 
ціею х, ибо значеніе у, которое получится послѣ варьированія, 
то есть у--оу, также какъ и первоначальное, должны удовле- 
творять данному уравненію: 

=а. 
Примѣромъ такого рода задачъ могутъ служить всѣ задачи 

объ изопериметрахъ и въ частности слѣдующая, простѣйшая изъ 

нихъ: найти кривую, которая при данной длинѣ ограничивала-бы 
наибольшую площадь. Задача эта состоитъ въ отъисканіи такой 

функціи у, которая дѣлала-бы шахпишомъ выраженіе площади 

кривой, т. е:; 

подъ условіемъ, чтобы длина кривой, т.е. 

„й, 

5= | у1--у?.ах 
Дѣ 

сохраняла-бы постоянную величину. 
Вернемся къ общему вопросу. Онъ состоитъ, какъ мы уже 

сказали, въ слѣдующемъ: требуется найти функцію у, дѣлающую 
интегралъ 

.ѣ, 
ѣ- ) у.лй 

- ѣ 
шахпииш’омъ или шийшип’омъ и удовлетворяющую уравненію 

= а, 

ѣ, 
; 

гдѣ б= \ Пах 
“л 

Обозначимъ черезъ Л неопредѣленное постоянное и составимъ 

выраженіе: 
5 —-2 (5 —). 

которое мы сначала будемъ разсматривать независимо отъ по- 

ставленнаго вопроса. Будемъ искать видъ функіи у, дѣлающей 
это выраженіе наибольшимъ или наименьшимъ. Такъ какъ — Ла 
имѣетъ величину постоянную, то очевидно, что та функція у, 



——ч 

которая сдѣлаетъ шахпиш’омъ или шіпітиш’омъ выраженіе 

з= --хи, 

будетъ давать наибольшее или наименьшее значеніе и разсма- 

триваемому нами выраженію 

Видъ этой неизвѣстной функціи опредѣлится, какъ мы уже 

знаемъ, изъ уравненія 

и будетъ очевидно зависѣть отъ параметра Л (т. е. въ составъ 

найденной функціи будетъ входить параметръ Д), и при данномъ 

значеніи Л это будетъ единственный изъ всѣхъ возможныхъ ви- 

довъ неизвѣстной функціи у, который сдѣлаетъ № наибольшимъ 

или наименьшимъ. Внесемъ эту функцію въ выраженіе 8; тог- 

да и этотъ интегралъ будетъ очевидно функціей Л; если мы те- 

перь опредѣлимъ постоянное Л такимъ образомъ, чтобы инте- 

гралъ 8, получилъ величину, равную а, то легко усмотрѣть, что 

найденная функція у при томъ значеніи параметра, которое 

удовлетворяетъ уравненію 5,=а, и будетъ искомою функціею, 

дѣлающею интегралъ 5 наибольшимъ или наименьшимъ. Дѣй- 

ствительно, эта функція обращаетъ въ шахпіии или шіитмим 

выраженіе 

5 -- 8,—а 

и удовлетворяютъ уравненію: 

8, = а; 

но въ этомъ случаѣ предъидущее выраженіе обращается въ 8, 

а слѣдовательно, найденная функія у обращаетъ въ шахішиш 

или шіийшии выраженіе ѣ и удовлетворяетъ уравненію 

г) т = а, 

то есть, удовлетворяетъ поставленному вопросу. 

Изъ этихъ разсужденій выводимъ слѣдующее правило Эйлера 

для рѣшенія задачъ объ относительныхъ наибольшихъ и наимень- 

шихъ: для того, чтобы найти относительный шахішит или ші- 

пшиши выраженія 

при условіи, что 

“ 
і 

надо искать абсолютный шахішит или шишшиш выраженія: 

8



м. 

и затѣмъ опредѣлить постоянное 2 такъ, чтобы удовлетворя- 

лось уравненіе 

=@. 

Это правило можно оправдать еще слѣдующими простыми 

разсужденіями. Если выраженіе 

л 

сиии @а 
3 

есть шахіиит, то это значитъ, что оно больше смежнаго съ 

нимъ значенія, а смежное значеніе этого выраженія получится 

при безконечно маломъ измѣненіи функціи у. Обозначимъ чрезъ 

’и Г смежныя значенія функціи Ои й, получившіяся послѣ 

варіированія у; тогда смежное значеніе разсматриваемаго нами 

выраженія будетъ: 

.ѣ 2 
) (у-—-хи)й; 
ѣ 

а потому въ случаѣ шахіиишиа 

ло ) 

(у-хиа- \ (--хи) ах; (@ 
л і, 

но по условію разсматриваемой нами задачи должно быть 

ѣ, 4а 

| па= ) г @& 
ѣ, ла 

и слѣдовательно наше неравенство обращается въ слѣдующее: 

- 
\* „ѣ, 

ра |иа (5) 

ѣ ! й а 

а это показываетъ, что интегралъ 

и 

и а (2) 

л 

есть шахПииш, т.е. если интегралъ (1) есть шахіпии, то иин 

тегралъ (2) будетъ шахши. 

Очевидно, что обратное заключеніе будетъ справедливо: 

изъ того, что Гахесть шахіпитш, слѣдуетъ, что (у--хХи а 

будетъ тоже шахишиши. Дѣйствительно, если удовлетворяется не- 

равенство (ѣ), которое выражаетъ условіе шахПиипіа для ин-
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теграла \ УЧх, и если мы къ обѣимъ частямъ этого неравен- 
1 

ства прибавимъ равныя величины 

л іы Пйхи і й п’аг, 

ѣ ил 

то получимъ неравенство (а), которое выражаетъ, что ин- 

тегралъ 

і 
\ (Р--хХи аз 
да 

есть шахшиши. 

Къ этому разсмотрѣнію прибавимъ еще слѣдующее замѣчаніе. 

Еслибы требовалось найти видъ функціи у, которая дѣлаетъ 

шахіпиш’омъ или шіпітиш’омъ интегралъ 5, подъ условіемъ, 

чтобы интегралъ & сохранялъ нѣкоторую постоянную величи- 

ну ѣ, то потолько что вывыведенному правилу намъ надо было- 

бы найти абсолютный шахііии или шіпйиии выраженія: 

5, -и5, 

гдѣ и есть нѣкоторое постоянное. Но 

5 -рз5 = мѣ ) -.-і5), 

1 и 
если мы положимъ равнымъ Л. А отсюда очевидно, что видъ 

функціи у, дѣлающей птахіиипомъ или шіпишиип’омъ инте- 

гралъ 8, подъ условіемъ, чтобы удовлетворилось уравненіе 

ѣ= , 

будетъ одинаковъ съ тѣмъ, который дѣлаетъ шахипиппомъ или 

шшшипшомъ интегралъ 8 подъ условіемъ, чтобы было 

ѣ, = @а. 

Разсмотримъ теперь нѣкоторыя задачи, относящіяся до от- 

носительныхъ наибольшихъ и наименьшихъ. 

Задача 1. Дана плоская кривая линія; найти другую кривую 

опредѣленной длины и при томъ такую, которая вмѣстѣ съдан- 

ною ограничивала-бы наибольшую площадь. 

Пусть АДВ есть данная кривая, имѣющая уравненіемъ 

и= (.
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Пусть искомая кривая будетъ АСВ. Длина ея 

в сѣ 
в в, == уі-ни.ах=а, 

гдѣ а есть данная величина. 

—= Функція у должна быть опредѣ- 
в. лена подъ условіемъ. чтобы пло- 

щадь АСВОА была шахпиш. Эта 

площадь будетъ: 

х п(авсра=5-|"и-по)а. 
л, 

Составимъ согласно вышенайденному правилу выраженіе 

х- 5-іх5=| о-гон- иуеуза. 
ѣ, 

Это выраженіе должно быть шахітишомъ. Тутъ подъинте- 

гральная функція, по прежнему обозначенію, будетъ: 

г-——-по-хуі1-і 
Для опредѣленія у необходимо интегрировать уравненіе 

Р) =0 
ь; 

которое въ нашемъ случаѣ будетъ 
р 

р— -о. 
аг 

в 

аи 
Но здѣсь Р== ѣ 1, слѣдовательно 

аР, 
.. 1, откуда Р,=х—с 

Съ другой стороны 

и у-н 
и слѣдовательно 

Возвышая въ квадратъ, находимъ: 



отсюда 

(х—е) 2 

; й 
эй (—е? №—(—с? 

№ 
и потомъ 

и—се= —ух—и—) 
или 

—сч- —ер—д 
слѣдовате льно искомая кривая есть окружность. 

Если точки Аи В даны неподвижными, то предѣльныя усло- 
вія удовлетворятся сами собой, а постоянныя с, с и й опредѣ- 
лятся изъ условія, что окружность должна проходить чрезъ дан- 

ныя точки Аи В ичто длина ея должна быть равна а. Если 
же точки А и В не даны, а должны находиться гдѣ нибудь на 

кривой АДВ, то предѣлы иНтеграла х, их, будутъ перемѣнные 
и въ выраженіе варіаціи 3 взойдутъ члены, стоящіе внѣ знака 

интеграла, коихъ совокупность должна быть приравнена нулю. 
Такимъ образомъ предѣльныя условія выразятся уравненіемъ: 

и 
га, — а- і р8 =. 

Въ нашемъ случаѣ предѣльныя значенія у будутъ и,=й@) 
и и,= (х,), такъ какъ точки Аи В лежатъ на кривой Арѣ, 
ислѣдовательно по формуламъ прежде выведеннымъ будемъ имѣть 

(,= | г ()—и, йх, 

,= | г. «-и] а. 

Вставивъ эти выраженія въ предъидущее уравненіе, мы долж- 
ны будемъ приравнять нулю коэффиціэнты при йх, и йх,; коэффи- 
ціэнты эти, отличаясь указателями Т и 2, будутъ одинаковаго 
состава и потому напишемъ только коэффиціэнтъ при йх,: онъ 

будетъ, очевидно 

и—- ()--л у1-н? —- и ()—-и, | == 0 
у1-у? 

но у, = (ѣ,), и послѣднее уравненіе, по сокращеніи, приметъ 
видъ: 

рослисіии 
у ии — 
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или 

1--и, г ()=0. 

Другое предѣльное условіе будетъ 

Эти оба уравненія выражаютъ, что искомая кривая съ кри- 

вой АДВ пересѣкаются въ точкахъ Аи В подъ прямымъ 

угломъ. Если вмѣсто кривой АДВ возьмемъ прямую линію, сов- 

падающую съ осью х, то, такъ какъ искомая кривая должна 

быть нормальна къ этой прямой въ точкахъ А и В, то она оче- 

видно будетъ полуокружностью круга. 

Задача 2. Изъ всѣхъ кривыхъ данной длины найти такую, 

которая при обращеніи около данной оси дала-бы наибольшую 

или наименьшую поверхность вращенія. 

х Пусть АВ будетъ иско- 

| В мая кривая; тогда выраже- 

и ніе поверхности вращенія 

| А будетъ 

| 

х ° 

и уі--у.т. 
0 --- ѣ 

Функція у должна быть опредѣлена такъ, чтобы интегралъ 

х 

ѣ= \ иу1--уй а 
ѣ 

былъ шіШишйишиш’омъ или шахішиш’омъ при условіи, что длина 

кривой должна быть постоянна и равна а, т. е. чтобы было: 

.й 
2 рини) 

6= \ уі-ну а=а. 
й 

Для нашего случая имѣемъ 

. 

ѣ-\ ущуиеа. 
, 

Отысканіе шахіииш’а или шпйшипа можетъ быть приве- 

дено къ прежде рѣшенному нами вопросу. Въ самомъ дѣлѣ, 

выше мы рѣшили вопросъ о кривой линіи, которая при обра- 

щеніи около данной оси даетъ наименьшую поверхность враще- 

нія; вопросъ этотъ, какъ мы видѣли, былъ приведенъ къ отыс- 

канію абсолютнаго шіпішиша интеграла 

\ щ, у 1+-у. а. 
8 ,
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Интегралъ этотъ отличается отъ выраженія \ только пере- 
мѣной у на у -- л. 

Мы нашли, что функція у, обращающая этотъ интегралъ въ 

шиішии, есть слѣдующая: 

—с, х-с 
с@ .. ==- 

и = (е -е ) 

и потому для того, чтобы получить функцію, обращающую въ 

шишішии выраженіе \, слѣдуетъ перемѣнить у въ послѣднемъ 
уравненіи на у -- Д; слѣдовательно уравненіе искомой кривой 
будетъ: : 

ѣ-с «—с с =х 

5 с-- е —=а ) = 

Это есть, очевидно, цѣпная линія, направляющая которой 
параллельна оси х и находится отъ нея на разстояніи—л. 

Если точки А и В даны неподвижными, то предѣльныя 
условія удовлетворятся сами собой и постоянныя Л, с, и с, опре- 
дѣлятся изъ условій, что цѣпная линія должна проходить чрезъ 
данныя точки и при томъ имѣть данную длину а. Этимъ 

условіямъ вообще можно удовлетворить двумя способами или 

двумя цѣпными линіями, изъ которыхъ одна будетъ обращена 
своей выпуклостью, а другая своей вогнутостью къ оси х. При- 
знаки, отличающіе шахітиѣш отъ шшиШпиша, обнаруживаютъ, 
что первое расположеніе кривой даетъ наименьшую, а второе 
наибольшую поверхность (см. ниже). 

Если же точки Аи В должны лежать на двухъ данныхъ 

линіяхъ, то, какъ не трудно убѣдиться изъ вычисленія со- 

вершенно сходнаго съ даннымъ выше, цѣпная линія должна 

пересѣкать эти кривыя подъ прямымъ угломъ. Замѣтимъ, что 

только что приведенное вычисленіе рѣшаетъ также слѣдующую 
задачу: найти однородную кривую линію, центръ тяжести ко- 

торой, при данной длинѣ кривой, занималъ-бы самое низшее по- 

ложеніе. Если длина кривой есть а, ордината центра тяжести 

и, то, какъ извѣстно, 
— сѣ — 

а.у == \ ууп--уб. ат 
да 

иу долженъ быть опредѣленъ такъ, чтобы этотъ интегралъ 
былъ шіишйшиш;но этотъ интегралъ одинаковъ съ только что 

разсмотрѣннымъ, а потому заключаемъ, что цѣпная линія обла- 
даетъ тѣмъ свойствомъ, что ея центръ тяжести лежитъ ниже 

центровъ тяжестей всѣхъ кривыхъ, имѣющихъ одинаковую съ 
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ней длину. Это совершенно согласно съ тѣмъ, что мы знаемъ 

изъ механики. При равновѣсіи тяжелой нити, укрѣпленной 

концами въ двухъ неподвижныхъ точкахъ, ея центръ тяжести 

занимаетъ самое низкое положеніе; съ другой стороны, тяжелая 

однородная нить подъ дѣйствіемъ силы тяжести располагается 

по цѣпной линіи; а изъ этого и слѣдуетъ, что именно для цѣп- 

ной линіи изъ всѣхъ кривыхъ одинаковой длины ордината цент- 

ра тяжести у будетъ наименьшею. 

Пользуясь извѣстнымъ изъ механики свойствомъ, можно было 

бы доказать, что цѣпная линія изъ всѣхъ кривыхъ данной длины 

даетъ наименьшую поверхность вращенія. Въ самомъ дѣлѣ, по- 

верхность вращенія по теоремѣ Гульдена выражается такъ 

8=дтау, 

а это выраженіе будетъ шишйшии при у ишпшм. 

Задача 3. Найти такую кривую линію, которая, обращаясь 

около данной оси, ограничивала бы тѣло вращенія наибольшаго 

или наименьшаго объема, при условіи, чтобы поверхность этого 

тѣла имѣла данную величину. 

Удерживая прежнія обозначенія, имѣемъ здѣсь выраженіе 

объема 

ѣ=т у2.ай 

ѣ 
и условіе для поверхности 

—д| иу1--у? ах=а, 
д 

гдѣ данная величина. Такимъ образомъ намъ нужно онредѣ- 

лить функцію у такъ, чтобы интегралъ 

былъ шахіиіии или шййшим при условіи, чтобы 

уу1--у? ах=сопй. 
і 

1 

Составляемъ выраженіе 

м й 

ѣ 

гдѣ і есть неопредѣленное постоянное, и будемъ искать абсо- 

лютный шахиіии или пііішиш У. Здѣсь подъинтегральная 

функція 
зии
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содержитъ только у и у’, а потому для отысканія у должно ин- 

тегрировать уравненіе 
р= Ру--с. 
аи 

; 
: Вставивъ вмѣсто Уи в=т. ихъ выраженія, находимъ: 

и 

и-- у1-нн? 
или, по упрощеніи, 

ли 

Если выведемъ отсюда у’, то увидимъ, что послѣ интегриро- 
ванія въ уравненіе кривой войдетъ эллиптическій интегралъ. 

Если точки А и В, между которыми должна быть проведена 
искомая кривая, даны неподвижными, то предѣльныхъ уравненій 
не будетъ и постоянныя опредѣлятся изъ данныхъ условій за- 

дачи. Если одна изъ неподвижныхъ точекъ, напр. 4А, дана на 

оси вращенія и слѣдовательно у,=0, то уравненіе кривой долж- 

но удовлетвориться, когда положимъ у=0, и потому въ этомъ слу- 
чаѣ будетъ с=0; уравненіе кривой упростится и приметъ видъ: 

л 

—==0, 
ту 

откуда найдемъ 

и, чрезъ интегрированіе, 
—с ——уб-, пли (—с)--у=. 

Отсюда видимъ, что искомая кривая есть кругъ, котораго 
центръ находится на оси вращенія. 

Положимъ теперь, что искомая кривая должна обоими сво- 

ими концами примыкать къ прямой линіи параллельной оси х. 

Въ этомъ случаѣ предѣлы х, и х будутъ перемѣны и будетъ 
имѣть мѣсто слѣдующее предѣльное условіе: 

ѣ 
к) 

Тѣйхо — Г, и Рр.су =0. 
ѣ 

При этомъ, въ настоящемъ случаѣ, будемъ имѣть, при преж- 
немъ обозначеніи: 

и =й)=соп5ё. и у,=)=сопий., 
а потому 7"(ѣ)-=0 и7(ѣ)-=0; такъ что предѣльныя значенія 
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варіацій у будутъ: 
ѣ м ” ѣ г - 

(6у), = — у,.йѣ, и (оу), = — у,. ах. 

Приравнивая нулю коэффиціэнтъ при й@х, въ предѣльномъ 

уравненіи, найдемъ: 

—- Лии? 
- з і р Лууі-н-иі -- -——= у, т-^! ві ни, ины , 

или 

ли, 
гя .-— 

ка-н- 

и по данному выше выраженію постояннаго с заключаемъ, что 

въ разсматриваемомъ случаѣ опять с==э0 и слѣдовательно иско- 

мая кривая будетъ опять кругъ, котораго центръ находится на 

оси х. Если данная прямая линія совпадаетъ съ осью х, то 

кривая рѣшающая вопросъ будетъ, очевидно, полуокружностью 

и слѣдовательно: 

=0 

„изъ всѣхъ поверхностей вращенія сфера есть та, которая при 

„данной величинѣ вмѣщаетъ въ себѣ наибольшій объемъ.“. 

Для общаго случая разсматриваемой задачи уравненіе иско- 

мой кривой, какъ видѣли выше, есть: 

лу 
гя —— ———= - „=с. 

Французскій ученый Делоне далъ весьма изящное геометри- 

ческое представленіе для интеграла этого уравненія. Означая 

чрезъ & дугу разсматриваемой кривой и замѣчая, что у1--у= 

й$ . 
— —, напишемъ наше уравненіе въ видѣ: 
Е 

: , „ 
и* —- у. в 

Можно показать, что уравненіе это принадлежитъ кривой, опи- 

сываемой однимъ изъ фокусовъ эллипса или гиперболы, если 

кі одна изъ этихъ 

кривыхъ будетъ 

катиться безъ 

—-— скольженія по о- 

ѣл ѣ си х. Въ самомъ 
7 и | х ѣ дѣлѣ, вообра 

, з.и зимъ, что эл- 
и й х липсъ, котораго 
й полуоси а ий, 

о- ——- —- — а катится по оси 

х; его фокусъ Е
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описываетъ рулетту и нормальная линія къ этой кривой въ 

точкѣ Р есть прямая, соединяющая точку Р съ соотвѣтствую- 

щей точкой прикосновенія О (это слѣдуетъ изъ того, что ско- 

рость движенія точки Р въ разсматриваемый моментъ, а слѣ- 

довательно и касательная къ описываемой траэкторіи, будетъ 

очевидно направлена по перпендикуляру къ ЕО). Пусть КС=ѣ 

и пусть а есть уголъ, образуемый касательною съ осью х; тогда 

будемъ имѣть изъ треугольника РРС. 

ах 
у = псоза = . —-, 

@ . 
ибо іда == . Еслибы разсматривалось такое положеніе эллипса, 

і 

при которомъ точка Р была-бы съ правой стороны отъ С, то 

ѣ йх 
получили бы у== —.- -, такъ что: 

аз 

Положимъ далѣе, что для другаго фокуса ордината Р=у, 

ЕС==к, и уголъ, образуемый касательною къ кривой, описывае- 

мой этимъ фокусомъ, съ осью х есть а’, тогда 

и=т(а—90°)== —псо5о. 

Но уголь У’Сі==уг. ЕСО или —90=90—хи - 180%—; 

слѣдовательно 

й 
у,= к|со52 =, и 

иу= —, ; Аля того случая, когда точка Роудетъ на правой 

сторонѣ отъ С, такъ что 

і йх 
у=-. а- 

Складывая у и у, и замѣчая, что „-и,=2а, находимъ 

ни= -2а 

При томъ, по извѣстному свойству касательной въ эллипсѣ, 

йах 

@а. 

я 

ии=й. 
Исключивъ у, изъ двухъ послѣднихъ уравненій, получимъ: 

ах 
-2а. —--3 =й. у*=-24 и ( 

Еслибы разсматривали кривую, описываемую фокусомъ гипер- 

болы, то для полученія соотвѣтсвующаго уравненія было-бы до-
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статочно перемѣнить ѣ° на—й, и слѣдовательно имѣли-бы 

і =0. ——- 
@з 

-2а—- й5 

Возвратимся теперь къ дифференціальному уравненію кривой, 
рѣшающей разсмотрѣнную выше задачу; оно было: 

--№ 

Сравнивая его съ двумя послѣдними уравненіями, мы видимъ, 
что всегда возможно для @ и й выбрать такія значенія, чтобы 
уравненіе кривой сдѣлалось тождественнымъ съ однимъ изъ двухъ 
предъидущихъ уравненій и слѣдовательно искомая кривая всегда 

можетъ быть описана фокусомъ нѣкоторой кривой линіи 2-го по- 

рядка, которая будетъ катиться безъ скольженія по оси х. 

=0. 
й 

, 
аз 

Наибольшія и наименьшія двойныхъ интеграловъ. 

вопросъ объ отысканіи неизвѣстной функціи двухъ перемѣн- 
ныхъ, дѣлающей данный двойной интегралъ наибольшимъ или 

наименьшимъ, есть вопросъ величайшей трудности, который даже 

въ самыхъ простыхъ случаяхъ приводитъ къ интегрированію 
уравненія съ частными производными не ниже 2-го порядка, а 

для интегрированія такого уравненія, какъ извѣстно, почти нѣтъ 

никакихъ средствъ въ наукѣ. Кромѣ того рѣшеніе вопроса значи- 

тельно усложняется разсмотрѣніемъ предѣльныхъ условій, кото- 

рымъ должна удовлетворять неизвѣстная функція. Мы разсмот- 
римъ только простѣйшій случай этого вопроса для составленія 
себѣ общаго понятія о предметѣ и о тѣхъ трудностяхъ, которыя 
встрѣчаются при приложеніи варіаціоннаго исчисленія къ зада- 

чамъ съ двойными интегралами. Именно мы будемъ предполагать, 
что въ двойномъ интегралѣ входятъ кромѣ перемѣнныхъ х, у, г, 
только частныя производныя П-го порядка. Пусть имѣемъ выра- 
женіе 

ѣ га 
з= | (тРа.ау, 

. і, л 
гдѣ 

при чемъ, какъ обыкновенно: 

2 @ 
—- а 
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Предѣлы у, и у, суть функціи перемѣннаго х, ахих, суть 
постоянныя. Мы начнемъ съ вычисленія варіаціи этого дойнаго 
интеграла. 

Положимъ сперва, что предѣлы не подлежатъ варьированію, 
а измѣняется только г. Функція г получаетъ безконечно малое 

приращеніе бг, которое есть безконечно малая функція 2-хъ пе- 

ремѣнныхъ независимыхъ з иу. Эту варіацію с2 мы будемъ пред- 
ставлять себѣ также, какъ и прежде. Именно будемъ разсматри- 
вать функцію г какъ частный случай болѣе общей функціи 

гдѣ ё перемѣнный параметръ. Положимъ, что при #=% функція 
7==г, тогда 

а) г=(— й ( й д&. 7 

то-есть варіація о2г происходитъ отъ того, что параметръ й, по- 

лучаетъ безконечно-малое приращеніе и обращается въ -«. 
Вслѣдствіе измѣненія г, р ил измѣнятся и получатъ прира- 

щенія 
иг @бг м 

ти 

й ии 42 
ау фу 

Теперь мы можемъ написать варіацію бѣ. Для сокращенія 
мы здѣсь примемъ такія обозначенія . 

аи аи аи 

Ограничиваясь безконечно малыми перваго порядка, получимъ 

гр--№.2-Р-- ога-мѣив -т т 
Слѣдовательно варіація нашего интеграла ст 

. : 33) = е -о ѣ, 
какъ и прежде, подъинтегральное выраженіе 

. . ѣ 

такъ, чтобы въ него не входили производныя отъ варіаціи с2. 

Для этого замѣтимъ, что имѣемъ тождественно: 

4г абг грр. -о йу т 
№- - —-- н- —. эн г 

(922), 
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аа 
гдѣ символы йа, °начаютъ, полныя“ производныя по х, т.е., 

йах @у 

что при дифференцированіи Ри ф@ входящія въ нихъ 2, р 

и да должны быть разсматриваемы какъ функціи х или у, слѣ- 

довательно: 

б8= \ (к-ѣ -) -\ : \ —он- 
д, ѣ ѣ ѣ 

ѣ, и, 7 ѣ 

|| (огаг.й. 
ѣ “и у 

Послѣдній двойной интегралъ таковъ, что первое интегрирова- 

ваніе по у можно выполнить, именно: 

8: * (о8гаг.ау = : 
, “и, и 

з 
(ф2г). а. 

ѣ 

Чтобы преобразовать средній интегралъ, замѣтимъ, что по 

правилу дифференцированія опредѣленнаго интеграла по пара- 

метру имѣемъ: 

асѣ, ѣ @, ѣ ; ч”рі.- т (Рёрау = ѣы а-о |*ро— й пі.- 
і 

== * (Рёг) @ -- |- Рёг а 
ѣ и и, 

%у Въ послѣднемъ членѣ символъ = собственно говоря, не имѣетъ 

смысла, такъ какъ у и х перемѣнныя независимыя; но мы усло- 

вимся подразумѣвать, что вмѣсто у передъ производствомъ дѣй- 

ствій должно быть вставлено уз или уі, какъ это указывается 

знакомъ подстановки, стоящимъ впереди. Теперь, очевидно 

будетъ: 

„ѣѣ руз 2 .у, і 

\ \ 5 агау- \ ри а г рё, ч, 
ѣ л ѣи, п и м 

Замѣнивъ въ вышеприведенномъ выраженіи 68 второй и тре- 

тій двойные интегралы найденными для нихъ выраженіями, 

получимъ: 

ѣ, 4з, о уз 
з=(- “ . ѣ т -) аг.ау- х рггаи-- 

и у і, и, 

. (- “ѣ) .а. 

“а,
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Еслибы въ данномъ двойномъ интегралѣ предѣлы у, и и, 
были не функціями х, но постоянными количествами, то, 

само собою разумѣется, ю .8 были бы нулями и послѣднее 

выраженіе 858 упростилось бы тѣмъ, что не содержало бы чле- 

на съ Р “ 
й 

Мы предполагали, что предѣлы не подлежатъ варіированію. 
Если же предѣлы перемѣны, то къ найденному выраженію 88 
прибавляются еще новые члены, происходящіе отъ того, что і, 
и ха перемѣнятся на йх, и --йи,, а у, и у, перемѣнят- 
ся на и-оу, и рсжеж буз пишемъ потому, что у, иу 
суть функціи х; х, и х, суть перемѣнныя независимыя и по- 

тому для ихъ приращеній удерживаетъ обозначенія йж и йѣ,). 
Вслѣдствіе этого въ выраженіи 88 прибавляется разность: 

т,-йх, и--ёоиу, .2, гѣ 
Гахаи— \ Гахау, 

--йт, т--еои, ѣ, ’и 

которую мы и вычислимъ, отбрасывая безконечно малыя выше 

перваго порядка. Вопервыхъ замѣтимъ, какъ и прежде дѣлали, 
что 

-со у -оу, и3-ои, | ‚ 
- \ѣи-\ и-\ а= 

и--ои, ’и ’“ ’и 
иъ 

* 4 
уі уъ у а 

= \ Уау --оу, / —і у= \ Уау-- Усу. 
и’ѣ и, 

Слѣдовательно, также отбрасывая безконечно малыя высшихъ 

порядковъ, будемъ имѣть: 

г|-ах, ѣ ѣ-и, 
х 

Уахау= 
-йат, т -ги, 

.ѣ руѣ ѣ, рй ѣ, гѣ .ѣ ѣ. 
\ Уахау--ах, й 

в а 

Уйу —йх, гі | Т-- \ Усуйз. 
ѣ и ил щ тсй 

Теперь мы можемъ написать выраженіе варіаціи дойнаго ин- 

теграла съ перемѣнными предѣлами, именно: 

з —|*"——іе) а-х 7° (о-і)гмн- 
: , и, и 

ас а@у й2 
1 

ѣ, Уѣ 2 у ѣ и 
\ і2ги- ) @й \ ки Усуаз. 

ѣ, т4 и, 
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Въ этомъ выраженіи, замѣтимъ, встрѣчаются члены трехъ 
родовъ. Первый членъ—двойной интегралъ, содержащій варіа- 
цію 6г и, слѣдовательно, зависящій отъ формы, приписываемой 
этой функціи. Слѣдующіе два члена не зависятъ отъ формы с2, 
а только отъ предѣльныхъ значеній, получаемыхъ этою безко- 
нечно малою функціею при х равномъ хі и х,, или при у рав- 
номъ уіи 4,-. 

Послѣдніе два члена вовсе не зависятъ отъ б2, а только 

отъ допускаемой условіями задачи деформаціи контура той 

площади, на которую распространяется интегрированіе. Эта 
площадь ( АВСП), называемая полемъ дойнаго интеграла, огра- 
ничивается, какъ извѣстно, двумя прямыми линіями, параллель- 

ными оси ординатъ и проведенными отъ нея на разстояніи 
ОР=х, и ОфО=х,, и двумя кривыми линіими АВ и СД, изъ 

коихъ первая имѣетъ уравненіе у==уз, а вторая —у=м,. 

у и —В Въ первомъ членѣ суммованіе распро- 
я 

страняется на всю площадь (АВСр). 

— Во второмъ суммованіе производится 
| по х на протяженіи двухъ кривыхъ 

э- 
АВи СПО отдѣльно, при чемъ изъ 

х ъ о первой суммы вычитается вторая. Въ 
третьемъ членѣ суммованіе произво- 

дится по у на протяженіи двухъ примыхъ С4нп ОЭВи тоже 

берется разность между двумя результатами и т.д. 

Обратимся теперь къ разсмотрѣнію шахііиша и шіпіпииа 
дойнаго интеграла. Условія шахіииш’а и шіпішиша получатся 
здѣсь буквально тѣми же разсужденіями, какъ и при размотрѣ- 
ніи простыхъ интеграловъ. Именно, будемъ полагать, что 

г= (ѣ у.ѣ, 

у, = ф,(ѣ, й), уз=ф(х,й, 
= = ф(е, =і,0, 

при чемъ всѣ эти функціи совершенно произвольны, но 

предполагается, что при #=й4 всѣ эти функціи получаютъ та- 

кія именно значенія, при которыхъ нашъ интегралъ дѣлается 
шахиииш’омъ или шишйшиш“омъ. 

Тогда, разсматривая 5, какъ функцію ф( параметра й, мы 

можемъ сказать, что эта функція при #=й, получаетъ значеніе 
наибольшее или наименьшее и потому необходимое условіе 
будетъ: 

а5 (5) о 



слѣдовательно 

ь; 85 = (5, @=0 

то есть, необходимое условіе шахіиіицшіа или пішйшцша здѣсь, 

какъ и прежде, будетъ 
с8 = 0. 

Чтобы отличить шахіиии отъ шішішишиа нужно будетъ 

опредѣлить знакъ второй варіаціи 

3 аф 
с*5 == ( ) «а. 
а 

Разсмотримъ, къ чему приведетъ насъ первое необходимое 

условіе. Равенство 
г5 =0 

должно имѣть мѣсто при совершенно произвольномъ видѣ без- 

конечно малыхъ функцій 2, у (которыя, впрочемъ, могутъ 

быть подчинены извѣстнымъ условіямъ), и при совершенно произ- 

вольныхъ значеніяхъ безконечно малыхъ й, и @х,. Предпо- 

лагая первоначально, что не дано никакихъ условій, стѣсняю- 

щихъ измѣненія г или предѣловъ интеграла, мы можемъ для 

бг, бу и @ах, и йх, взять такія значенія, которыя бы обращались 

въ нули при предѣлахъ. Тогда въ выраженіи варіаціи 658 уни- 

чтожатся всѣ члены, кромѣ перваго. Слѣдовательно первый членъ 

долженъ равняться нулю при совершенно произвольной формѣ 

функціи &г. Но такъ какъ мы можемъ всегда выбрать 62 такъ, 

чтобы этотъ двойной интегралъ не равнялся нулю, если другой 

множитель не равенъ нулю, то мы приходимъ къ заключенію, что 

этотъ множитель долженъ равняться нулю, т.е. 

ав а а 

ах аи 

Разсмотримъ, каково это уравненіе. Въ немъ, какъ мы знаемъ, 

ар з0 
. ѣ означаютъ полныя производныя; слѣдовательно, при 

@Р 
вычисленіи 7- нужно дифференцировать Р не только по х, 

явнымъ образомъ входящему, но и по г,рид, разсматривая эти 

послѣднія, какъ функціи х. 

Далѣе, такъ какъ въ Р и @ уже входяіъ рида, то послѣ 

. аР ао 
дифференцированія въ —— и въ =— мы получимъ частныя про- 

йх йу 

изводныя 2-го порядка, т. е. 

@аг @а* @*г 
р= з= -иі— —. 

йг йу ах йу
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Слѣдовательно наше уравненіе есть уравненіе съ частными 

производными 2-го порядка и изъ него то мы должны опредѣ- 

лить неизвѣстную функцію г. 

Въ интегралъ этого уравненія взойдутъ, вообще говоря, двѣ 

произвольныя функціи и эти произвольныя функціи нужно будетъ 

также опредѣлить., Опредѣлятся онѣ при помощи предѣльныхъ 

условій. Предѣльныя условія получатся, приравнивая нулю сумму 

остальныхъ восьми членовъ (каждый членъ со знакомъ подста- 

новки раздѣляется на два члена) въ выраженіи 88. Легко ви- 

дѣть, что для того, чтобы такое равенство имѣло мѣсто при 

предположеніи, что 62, бу, йх, и йх, ничѣмъ между собою не свя- 

заны, необходимо приравнять нулю отдѣльно каждую функцію, 

которая имѣетъ при себѣ множителемъ варіацію. Въ этомъ мы 

убѣдимся, замѣтивъ, что мы можемъ, при выговоренномъ пред- 

положеніи, совершенно произвольно располагать варіаціями. Вы- 

беремъ для нихъ такія значенія, чтобы семь членовъ обрати- 

лись въ нули и уничтожились сами собою, тогда только одинъ 

членъ выйдетъ равнымъ нулю. А чтобы такой одинъ членъ рав- 

нялся нулю, при совершенно произвольномъ значеніи входящаго 

въ него варіаціоннаго множителя, необходимо, чтобы коэффиціентъ 

при этомъ множителѣ былъ равенъ нулю. Такимъ обра- 

зомъ заключаемъ, что всѣ коэффиціенты при варіаціонныхъ 

множителяхъ должны равняться нулю. 

Мы предполагали, что между предѣльными варіаціями нѣтъ 

никакой зависимости. 

Это было сдѣлано только для упрощенія разсужденій, тогда 

какъ въ задачахъ на шахіаа и шшіша предѣльныя значенія ва- 

ріацій б2, бу,, биу,, йѣ,, йх, обыкновенно бываютъ связаны меж- 

ду собою различными условіями, вслѣдствіе которыхъ только нѣ- 

которыя изъ этихъ варіацій останутся независимыми, а другія 

выразятся въ функціяхъ независимыхъ. Но очевидно, что въ по- 

добномъ случаѣ въ выраженіи 68 можно оставить только неза- 

висимыя варіаціи, исключивъ изъ него зависимыя помощію дан- 

ныхъ условій, и тогда, повторивъ вышеприведенныя разсужденія, 

мы придемъ къ заключенію, что всѣ коэффиціенты при незави- 

симыхъ варіаціонныхъ множителяхъ въ выраженіи 88 нужно бу- 

детъ приравнять нулю. 

Мы принуждены ограничиться этими общими указаніями и 

оставить безъ разсмотрѣнія различные виды предѣльныхъ усло- 

вій, которыя должны служить для опредѣленія произвольныхъ 

функцій, вошедшихъ въ общій интегралъ уравненія (1), какъ по- 

тому, что по недостатку времени мы не имѣемъ въ виду при- 

мѣнять этихъ соображеній, такъ и по общей трудности вопроса, 

главная часть котораго, состоящая въ интегрированіи уравненія



— 113 — 

(і), большею частію остается безъ разрѣшенія. 
Въ заключеніе настоящей статьи представимъ примѣры на 

приложеніе изложенной теоріи. 

Задача 1-я. Опредѣлить форму поверхности, которая, будучи 

ограничена даннымъ контуромъ, была бы наименьшею поівеличинѣ. 

Здѣсь, очевидно, нужно найти форму функціи г, дѣлающей 

наименьшимъ интегралъ 

і, ——————- 
5= \ з * ----@ аг.йу, 

х и ѣ 

выражающій величину поверхности. 

Для разсматриваемаго случая имѣемъ: 

ак 

—-ипчй м-= 
аи ѣ аи 4 

фуе уничи 
и уравненіе (П), изъ котораго долженъ быть найденъ г, будетъ 

и 
аз @у 2 

или 

а р а 
= — али: ——-- = ) 

«унетоуц-и 
Производя указанныя дифференцированія, находимъ 

р—-4в и т--ч-й .--р ѣ- --р2 - 

виииите: з мт 
е нФ в 

или, по упрощеніи, 

п--—дре-н-иіі=. 

Это есть уравненіе съ частными производными втораго по- 

рядка. Его общій интегралъ долженъ дать выраженіе неизвѣстной 

функціи г. Въ составъ этого интеграла войдутъ двѣ произволь- 

ныя функціи, которыя будутъ опредѣлены изъ предѣльныхъ 

условій. Но если, какъ мы и предполагаемъ, данъ опредѣленный 

контуръ поверхностей, то предѣлы интеграла постоянны и варіа- 

ція 62г при предѣлахъ равна нулю; вслѣдствіе чего въ выраже- 

ніи 68 останется одинъ первый членъ, а предѣльныхъ уравненій 

не будетъ. Произвольныя функціи опредѣлятся изъ условія, что 

поверхность должна проходить чрезъ линіи, изъ которыхъ со- 

ставленъ данный контуръ.
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Интегрированіе послѣдняго уравненіи возможно, хотя и за- 

труднительно. Въ первый разъ его интегралъ былъ данъ Мон- 
жемъ въ довольно сложной формѣ. Впослѣдствіи были указаны 
болѣе простыя формы того же интеграла В)о:ПШпомъ и Оссіа- 
номъ Бонне. Во всякомъ случаѣ процессъ интегрированія слиш- 

комъ сложенъ и мы не будемъ на немъ останавливаться. Огра- 
ничимся только объясненіемъ геометрическаго значенія получен- 
наго дифференціальнаго уравненія, которое, очевидно, должно 

выражать нѣкоторое свойство общее для всѣхъ поверхностей 
шішіша. Легко обнаружить, въ чемъ заключается это свойство. 

Припомнимъ изъ курса дифференціальнаго исчисленія уравненіе, 
которое служитъ для опредѣленіи двухъ радіусовъ кривизны 
главныхъ нормальныхъ сѣченій въ произвольной точкѣ поверх- 

ности; это уравненіе было слѣдующее: 
эг 

. 

н.ии 2 и -5*)р--н-)—2дрониноон--е -і-р-)=й. 
Обозначимъ его корни черезъ о, и р,; это суть главные ра- 
діусы кривизны поверхности въ разсматриваемой точкѣ. 

Для поверхностей шішйша это квадратное уравненіе не будетъ 
имѣть втораго члена и слѣдовательно „въ каждой точкѣ такой 

поверхности 
р,-2,==0, пли р,=—р,, 

т. е. два главные радіуса кривизны равны и съ обратными 
знаками.“ 

8 1 ! 
Иногда это свойство выражаютъ иначе. Величины и 

и 2 

представляютъ мѣру кривизны въ двухъ главныхъ нормальныхъ 
сѣченіяхъ. Величину среднюю ариометическую между этими двумя 
„главными“ кривизнами называютъ „среднею кривизною“ поверх- 
ности въ данной точкѣ. Эта средняя кривизна будетъ 

и слѣдовательно можно также сказать, что „въ каждой точкѣ 
поверхности шйшшии средняя кривизна равна нулю.“ 

Выраженіе радіусовъ кривизны главныхъ нормальныхъ сѣче- 
ній для поверхности шйийтии будетъ: 

е 
р—и 

и слѣдовательно въ каждой точкѣ такой поверхности 

2—0, 
а потому „указательницею“ будетъ вообще гипербола и форма 
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поверхности въ смежности съ разсматриваемою точкою будетъ 

близко подходить къ формѣ гиперболическаго параболоида. 

Существуетъ множество видовъ поверхностей шіпіша. Между 

ними наиболѣе замѣчательны: косой геликоидъ (неразгибающаяся 

винтовая поверхностьр) и поверхность вращенія, образуемая 

цѣпиною линіею, обращающеюся около своей направляющей. 

Послѣдняя форма, впрочемъ, была уже нами найдена, когда мы 

рѣшали задачу о кривой линіи, которая, обращаясь около дан- 

ной оси, даетъ наименьшую поверхность вращенія. 

Легко было бы повѣрить, что для этихъ двухъ поверхностей 

средняя кривизна въ каждой точкѣ дѣйствительно равна нулю. 

Поверхности шшіпа могутъ быть воспроизведены въ дѣйстви- 

тельности весьма простымъ способомъ. Извѣстный физикъ Плато 

показалъ, что свойство имѣть среднюю кривизну равною нулю 

принадлежитъ поверхности, представляемой всякою чрезвычайно 

тонкою жидкою оболочкою, вродѣ стѣнки мыльнаго пузыря, масса 

которой почти равна нулю и которая потому можетъ быть раз- 

сматриваема, какъ свободная отъ дѣйствія силы тяжести и под- 

чиненная только дѣйствію силъ молекулярныхъ, если эта обо- 

лочка своими обѣими сторонами находится въ соприкосновеніи 

съ свободнымъ воздухомъ. 

Употребляя для образованія подобныхъ оболочекъ растворъ 

мыла, смѣшаннаго съ глицериномъ, г. Плато сообщалъ имъ до- 

вольно значительную устойчивость. Такимъ образомъ онъ полу- 

чилъ возможность изучать ихъ разнообразныя и оригинальныя 

формы, ограничивая ихъ различными контурами, приготовлен- 

ными изъ дерева и проволоки. Напр., если взять два кольца рав- 

ныхъ діаметровъ и, помѣстивъ ихъ почти въ соприкосновеніи, 

ввести помощію кисти въ промежутокъ между ними нѣкоторое 

количество приготовленнаго раствора и затѣмъ приподнимать 

осторожно верхнее кольцо, то образуется поверхность шиішии, 

которую г. Плато называетъ „катеноидомъ“ и которая въ част- 

номъ случаѣ, когда линія, соединяющая центры колецъ, остается 

перпендикулярною къ ихъ плоскостямъ, будетъ поверхность, 

образуемая вращеніемъ цѣпной линіи около ея направляющей. 

(Муаньо.) 

Задача 2-я. Изъ всѣхъ поверхностей, покрывающихъ одинъ 

и тотъ-же объемъ, который съ другихъ сторонъ ограниченъ 

данными поверхностями, найти наименьшую. 

Требуется опредѣлить видъ функціи г, дающей наименьшее 

значеніе интегралу 

2 2 

8 =| \ уі--г--д? аг.оу, 
! 

ѣи
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при условіи, чтобы гаже функція удовлетворяла уравненію: 
.ѣ 

"загму= в =оотя. 
ѣ и, 

выражающему постоянство объема. 
Прилагая правило Эйлера для относительныхъ наибольшихъ 

и наименьшихъ, мы будемъ искать абсолютный шішішши вы- 

раженія 
ѣ (ѣ и-5-5-) | уеим). 

и 
Здѣсь имѣемъ 

-уЧ--4а--, №і, Рр= 

и уравненіе (П) даетъ 

Е 
иі--і*--й у---й 

а р а 
@ л-=ѣ грнннии ^ 
у- оуч-чч 

Произведя указанныя дифференцированія, получимъ 

ин-—дрен-ие , 
(ин-н-е 

Интегралъ этого уравненія въ общемъ видѣ неизвѣстенъ, но 

легко усмотрѣть, какое свойство поверхностей оно выражаетъ. 
Приведенное въ предъидущей задачѣ уравненіе, опредѣляющее 
главные радіусы кривизны въ произвольной точкѣ поверхности, 
даетъ очевидно 

— 
Чо—дран-цие й р = 

—з3 утт-о-еа 
и 

1--4), 
н 

откуда 
, 1г и-и-2ро--і-ре 

и 5 3 р ичоѣ 
Слѣдовательно уравненіе нашей задачи можетъ быть напи- 

сано въ видѣ: 

-- 
и выражаетъ поэтому, что „средняя кривизна поверхности ші- 

пиии, ограничивающей данный объемъ, должна быть постоянна 

во всѣхъ ея точкахъ.“ Такому условію, въ частности, удовле- 
творяютъ сфера, плоскость и еще множество другихъ поверх- 
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ностей, которыхъ форма находится, очевидно, въ зависимости 

отъ контура, ихъ ограничивающаго. 

Поверхности этого рода съ постоянною среднею кривизною, 

какъ показалъ г. Плато, образуются мыльною оболочкою, замы- 

кающею со всѣхъ сторонъ опредѣленное: количество воздуха, 

при чемъ величина постоянной средней кривизны, а слѣдова- 

тельно и форма поверхности, зависитъ отъ разности внутрен- 
няго и внѣшняго давленія. 

Признаки, отличающіе шахіпит отъ шіпоіпипіа. 

Положимъ, имѣемъ интегралъ 

— 

б= Рах, 
да 

гдѣ 

уѣсиу 

Мы видѣли, что видъ функціи у, дѣлающей интегралъ 5 наи- 

большимъ или наименьшимъ, опредѣляется изъ условія 

5 =о 

и это уравненіе достаточно для нахожденія всѣхъ неизвѣстныхъ 

вопроса. Но неизвѣстныя, такъ опредѣленныя, могутъ вообще 

сдѣлать 5 или шахипіипромъ или шіпіиишпіромъ, или не дать ни 

шахіииш’а, ни шіпвіишпа, такъ какъ это условіе есть только 

необходимое, но не достаточное. 

Чтобы увѣриться въ дѣйствительномъ существованіи шахі- 

шиша или шийшииа, нужно разсмотрѣть вторую варіацію 8*8; 

если 6*8 сохраняетъ одинъ и тотъ-же знакъ и 8*8<0, то 

5—шахіпиш, а если при этомъ 6*50, то 5—шишии. 

Припомнимъ, что для полученія варіаціи 68, а потомъ и 

6°5. нужно вообразить, что всѣ величины у, у, у”.., входящія 

въ ѣ и подлежащія измѣненію, суть функціи нѣкотораго па- 

раметра й и что при =й онѣ принимаютъ значенія, дѣлающія 

5 шахіиш’омъ или шіпіиииомъ. 

При этомъь первая и вторая варіаціи будутъ
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Условіе с5=0 опредѣляетъ видъ неизвѣстной функціи у, но 
. №ю 

не даетъ вполнѣ опредѣленнаго значенія для 6*8, потомучто 
@а2 

. 
8 . 

въ выраженіе 5, а слѣдовательно и въ в входятъ функціи 

произвольнаго вида отъ х и й, которыя съ измѣненіемъ й могутъ 

измѣняться чрезвычайно разнообразно, почему и () будетъ 
20 

измѣняться вмѣстѣ съ @і, оставаясь при этомъ, до извѣстной 
степени, неопредѣленнымъ по виду и составу. Понятно поэто- 

а25 
- 

в) представитъ особаго рода 
о 

трудности, которыхъ вовсе не существовало въ такомъ-же во- 

просѣ дифференціальнаго исчисленія, гдѣ 5 было вполнѣ опре- 
. @25 

дѣленною функціею й,а ( 5 —вполнѣ опредѣленнымъ коли- 
0 

му, что изслѣдованіе знака ( 

ав 
чествомъ, имѣющимъ знакъ (ѣ) или (—). 

Вообще должно замѣтить, что вопросъ объ отличіи шахіиишша 
отъ шийишиша въ варіаціонномъ исчисленіи есть вопросъ весь- 

ма трудный, который только для простыхъ интеграловъ вполнѣ 
разрѣшенъ знаменитымъ Лкоби. 

Для двойныхъ-же и вообще кратныхъ интеграловъ сущест- 
вуютъ только нѣкоторыя теоретическія изысканія, не имѣющія 
почти никакого практическаго значенія въ виду непреодолимыхъ 
затрудненій, встрѣ|чающихся при интегрированіи уравненія, слу- 
жащаго для опредѣленія неизвѣстной функціи. Да и для про- 
стыхъ интеграловъ изслѣдованіе второй варіаціи оказывается 

слишкомъ сложнымъ, если разсматривается общій случай, когда 
въ выраженіе &5 входятъ производныя у до произвольнаго п-го 

порядка. Поэтому мы ограничимся разборомъ только частнаго 

случая, именно будемъ предполагать, что подъинтегральная функ- 
ція содержитъ только х, уиу, или что 

—=усниз 
Этотъ частный случай имѣетъ особенно важное значеніе, такъ 

какъ онъ обнимаетъ большую часть рѣшенныхъ нами вопросовъ. 
Замѣтимъ прежде всего, что вопросъ объ отысканіи шахі- 

шиш’а или шіпішиш’а интеграла 5 можетъ быть разсматриваемъ, 
какъ мы уже упоминали объ этомъ прежде, состоящимъ изъ 

двухъ частей. Сначала предѣлы интегрированія 2, и х,. а также 

предѣльныя значенія функціи у, и у,, можно предполагать по- 

стоянными, но произвольными, и искать видъ функціи, дѣлаю- 
щей 5 шахіишишомъ или шийпиш’омъ. Мы получимъ въ рѣшеніи 

у = й (, . в), 
гдѣ с, и е, произвольныя постоянныя. 



— 119 — 

Затѣмъ мы можемъ опредѣлить величины этихъ постоянныхъ 

изъ условій, что при х = х, у = у, иприл = і,, у = и. 

Такимъ образомъ найдемъ 

б = Р(, ѣ и, и) 

и этимъ рѣшимъ первую часть вопроса. Послѣ этого намъ нуж- 

но будетъ найти тѣ значенія х,, і,..., при которыхъ 8 будетъ 

шахііии или шішішим, и это будетъ вторая половина вопро- 

са, которая можетъ быть рѣшена помощью обыкновенныхъ пріе- 

мовъ дифференціальнаго исчисленія. Изъ этого замѣчанія слѣ- 

дуетъ, что мы можемъ въ настоящемъ изслѣдованіи ограничить- 

ся разсмотрѣніемъ того случая, когда предѣлы интегрированія 

хри хи предѣльныя величины функціи уі и уз постоянны. Въ 

этомъ предположеніи и разсмотримъ вопросъ. 

Варіація перваго порядка есть 

х ѣ х \ (Р)буйв. 
2 

Вторая варіація получится изъ выраженія 68 чрезъ диффе- 

ренцированіе по параметру и будетъ 

х сіа у № \ 

с2—= \ ( в(Ру(еи = ср2у, йа. 
ъни 

1 

Но у, сюда входящій, долженъ быть найденъ изъ условія 

68 = 0, или (Р = 0, 

слѣдовательно 
„ѣа 

г5 = \ &Рр)уах. 
я 

Теперь намъ предстоитъ разсмотрѣть, можетъ ли это выра- 

женіе сохранять свой знакъ при совершенно произвольныхъ ви- 

дахъ безконечно малой функціи ёу. Для этого мы его преобра- 

зуемъ вопервыхъ слѣдующимъ образомъ. Здѣсь 

ав, аР, ѣ = р — 444, св ав. (В= Р) = 

или, измѣнивъ порядокъ дифференцированій по х и по йивзявъ 
варіаціи, находимъ 

, аР «Р аР, аР іР Р=-- --—би- ( ----о — ( йу ит а ау. и -: -и 
ѣ, = @а*Р, — @р, и ав, д -. ав, . 

ахау а уси йдуау 72 йу — йу ѣ ) 

@Р @р ар, 
= и ат а
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слѣдовательно, по сокращеніи, будемъ имѣть 

нл-ня )— й ) 
- @ ахйу ѣ @у = @йу г). 

Обозначимъ коэффиціентъ при у чрезъ М и пусть 

@а ауз 
тогда 

ъ а- 
с(В) =и—- (№Муи. 

Далѣе положимъ, что 

гдѣ и есть какая-нибудь функція х; тогда будетъ 

Р=фи 

, 
г5= "2у уву а. 

да 

По способу Якоби подъинтегральное выраженіе нужно пре- 

образовать въ другое, состоящее изъ произведенія двухъ множи- 

телей; одинъ изъ нихъ будетъ квадратъ и слѣдовательно не мо- 

жемъ перемѣнять своего знака; другой-же даетъ знакъ 2-й 

варіаціи. 

Чтобы достигнуть этого преобразованія, напишемъ, на осно- 

ваніи принятаго обозначенія, такія тождества: 

Ши- іх =ф 

а№ 
мо- - 

гдѣ м ио какія-нибудь функціи х. Помножимъ первое тожде- 

ство на ѣ, второе на и, и вычтемъ изъ втораго первое; тогда по- 

лучимъ 

а№и ам№ 
иф(г)—оф(и==і и к- 

ах 

а х. л р, ы ѣ з. 

Ме—и«м№) = №м — и) =-
 (№22, 

такъ какъ, положивъ - =г, имѣемъ 

и 
@а- 

й и —и ѣ @г 

..
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и отсюда 

и—и=ѣг. 

Предположимъ, что функція выбрана такъ, что 

фе)=0, 

и пусть о будетъ какое-нибудьчастное рѣшеніе этого уравненія. 

Тогда полученное выше тождество обратится въ слѣдующее: 

т ку 

эф(и) = — « а в . 
и 

и 
Помножая обѣ части на — =, получимъ 

@а №2г ) : 
ифи) — с— —- 

Пусть и==бу; тогда будемъ имѣть: 

а№% 
г25 = — 2 аѣ )аг. 

ах я в , 

гдѣ г—-: . Этотъ интегралъ можно взять по частямъ и тогда: 

ѣ, ини 
м х з я г5 = — у №*гг - \ №%4аг. 

і, л 

Далѣе 

& 

й 
л м ѣ , 

изеие з @*зУ „су ѣсу —ѣоу Л?гг = з. . . 
и ѣ ѣ 

й ѣ 

ѣ а2У обу—иоу 

ѣ 

Но такъ какъ у, и у, постоянны, то 

(и),=0 и (у),=0. 
Поэтому, если только ф не=0 при измѣненіи х отъ п=х,до п-і, 

і2у 
и если —- 

ф* 
не = со, то 

а*Тооу — оу \? 

4и р
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Вотъ мы и преобразовали подъинтегральное выраженіе въ 
желаемый видъ. Но это мы получили при условіи, что о не=0 ни 
при одномъзначеніи х между х, и @,. 

@и 
Если =0 при всѣхъ значеніяхъ х между предѣлами ин- 

@у 
ѣ . 

теграла, то сѣ-й0 и 5 будетъ шиши. 

@аи в 
Если т —0, то 8*5<0 и 5 будетъ шахішии. 

у 
з а азиу 

Если-же 4 мѣняетъ свой знакъ между предѣлами интегри- 
у 

рованія, то очевидно, что, располаган величиною бу, мы можемъ 

сдѣлать или такъ, чтобы положительная часть суммы въ пинте- 

гралѣ была больше отрицательной, или наоборотъ, —чтобы отри- 

цательная была больше положительной; стало быть въ этомъ слу- 

чаѣ 5*5 будетъ мѣнять свой знакъ и нѣтъ ни шахіпиш’а, ни 

шіишіпиа. 

Нѣкоторое затрудненіе при этомъ размотрѣніи представляетъ 

условіе, что о должно быть не=0 между предѣлами интегрированія. 

Разсмотримъ, къ чему приводитъ это условіе. 

Опредѣлимъ ѣ; для этого имѣемъ уравненіе ф(ѣ)=0, или такъ 

какъ: 

у=ѣ бу=і 
а №) м @Р @р о-м-и -|о-|ч дин 
«Р =5 ѣ 4Р.. 
л м .миы - ми 

—уравненіе 

«Р, «Р) 
—=0. + 

Замѣтивъ, что 

и=фх, с,, с), 

заключаемъ, что коэффиціенты приф, і, і” будутъ функціями 2, 

с, и с,. Слѣдовательно, это есть линейное уравненіе съ перемѣн- 

ными коэффиціентами, а интегрировать такія уравненія мы не 

можемъ. Но здѣсь интегрированіе совершится весьма просто. 

Возьмемъ уравненіе (Р)==(0 и вообразимъ, что въ не то вмѣсто у 

вставлено его выраженіеу=ф(х,е,с,). По вставкѣ мы получимъ тож- 

дество междух, с, ис,. Одифференцируемъ это тождество сперва 

по с, и потомъ по с,. Тогда получимъ: 

а (Р) -- (Р) ф в «ѣ а” =0 

@ ас ау ас, шта ав, 2 

4(Р) „ Рр)а , «Р) «у” 

@ “е, = а @а @с,
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Сравнивая эти тождества съ нашимъ уравненіемъ и замѣчая, 

что 

фу афх @ а @ 
—-= ——-, -=—- ит.д. 
@йс, ах айс йс, ах*ае, , 

йу мы видимъ, что оно удовлетворяется, когда о=0== и когда 
с й 

аи 
р-=т, = —-. 

ас, 
Два частныхъ рѣшенія найдены, слѣдовательно, общій инте- 

гралъ будетъ 

йач йау 
о= —--б,=. 

1 а йс, ие, 

Это выраженіе не должно обращаться въ (0 при измѣненіи 

х отъ п-=х, до х=л,. Представивъ і въ видѣ 

@ 7 
= о(-) 

й, 

гдѣ =- есть тоже произвольное постоянное, мы приходимъ 
і 

къ условію, что выраженіе 

не должно дѣлаться равнымъ нулю ни при одномъ изъ значеній 

х отъ х=, до о= ,. При томъ нѣтъ надобности, чтобы это 

условіе удовлетворялось при всевозможныхъ значеніяхъ т (что 

впрочемъ вообще невозможно); нужно только, чтобы оно выпол- 

нялось при одномъ какомъ-нибудь частномъ значеніи т. Чтобы 

опредѣлить, существуетъ-ли такое значеніе т, при которомъ 

это выраженіе ни разу не обращается въ нуль, поступаютъ такъ. 

Приравниваютъ это выраженіе нулю: 

си іу — 
: н- =.0 

и опредѣляютъ отсюда т: 

и 

т== — м 
йу 

4е, 
Если это выраженіе, при измѣненіи х между х, и х,, полу- 

чаетъ всѣ величины между — сО и --со, то нѣтъ такого зна- 

ченія т, при которомъ не обращалось-бы въ нуль. Если же 

есть величины, которымъ это выраженіе не можетъ равняться, 

то, взявъ для жі одну изъ такихъ величинъ, мы будемъ имѣть 

такое т, при которомъ не равно нулю.
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Замѣтимъ еще въ заключеніе нѣкоторые частные случаи. 

Положимъ, что 
ау 

ау* 

Легко видѣть, какую форму должно имѣть И, чтобы это было 

возможно. Интегрируя послѣднее уравненіе, находимъ: 

ат 

ау 

= . 

= ф (2,и), 

гдѣ ф есть нѣкоторая функція, содержащая только хиу. Инте- 

грируя еще разъ, получимъ 

Г=ф(--и.ф(,. 
Поэтому, въ разсматриваемомъ случаѣ будемъ имѣть: 

4Р4 і а . ав, № ц = -ѣ а з 
йу ’т а Аит а й ни йу 

и уравненіе = 0, гдѣ 
ѣ аР, 

р-р-и 

будетъ: а; 
аи и 

Это уравненіе даетъ у, какъ функцію х безъ произвольныхъ 

постоянныхъ: у= ф(2). Это значитъ, что предѣльныя точки, 

между которыми должна быть проведена искомая кривая, не мо- 

гутъ быть взяты совершенно произвольно: онѣ должны нахо- 

диться на кривой, опредѣляемой постояннымъ ураъненіемъ, иначе 

задача невозможна. Въ этомъ случаѣ не будетъ однако 6*8=0, 

потомучто сдѣланное выше преобразованіе 8*8 не будетъ су- 

ществовать, и такъ какъ при этомъ 

к
и
 

у = Воу, 
и ( Фр, @р, г) 

то будемъ имѣть 

№ ѣ\з , з == й (оу)?. ах. 
а 

Для того, чтобы 8*8 сохраняла свой знакъ, здѣсь необходимо 

и достаточно, чтобы выраженіе В сохраняло одинъ и тотъ же 

знакъ при измѣненіи х отъ п==х, до п=і,. 

@ @ 
Можетъ случиться, что уравненіе =- — = ( удовлетво- 

. йу йх 

ряется тождественно; это будетъ значить, что выраженіе У == 

--.ѣ есть полная производная по х отъ нѣкоторой функ-



.- 

: 
а 

ціи Е (, у), такъ что Р = .2 тогда будемъ имѣть 

== \ Уах = Е (ѣ,у,) — Е(ѣ.и,) 
д 

и слѣдовательно вопросъ о наибольшемъ или наименьшемъ значе- 

ніи 8, очевидно, не будетъ относиться въ варіаціонному исчи- 

сленію. 
Сдѣлагмъ еще замѣчаніе о случаѣ, когда У не содержитъ у, 

а только 2 иу. Уравненіе (Р) = 0 приводится при этомъ къ 

ам 
Р = ( или къ ѣ Оидаетъ поэтому у = ф (х) безъ пронз- 

вольныхъ постоянныхъ При этомъ будемъ имѣть 

фи ѣ —5 

я 

5 = | 
э ѣ (гу)і ав = (у)* а 

ази 
и, если при у = 4 (х) выраженіе сохраняетъ свой знакъ 

между предѣлами интеграла, не обращаясь въ безконечность, 
то будемъ имѣть шахішии или шіпішши, если только рѣшеніе 

= ф (х) окажется возможнымъ для данныхъ условій задачи. 

Для примѣра на приложеніе этой теоріи возьмемъ вопервыхъ 
задачу о брахистохронѣ. 

Здѣсь 
1-нй “. 1 й = 0; у и 

2\ 7 ууа-ни?) 
стало быть шіпшйшиш можетъ быть, Далѣе уравненіе между 
х, у с, ис, есть 

с —- риуе.ей 

х = сеного —. —іудеи—и? 
ц 

и отсюда чрезъ дифференцированіе находимъ частныя произ- 
водныя: 

и а 

й ѣ= 
— акссов 

@ і и у 

Составимъ теперь выраженіе 

йу йу 
; -т---. 

йе, й, 
Для краткости положимъ, какъ обыкновенно дѣлается для 

циклоиды, 
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тогда 
.. 

у = с(1—совф). іудеи—и? = сзто, 
исе 

и 1— созф 
и пусть @у ф . ), 

.4 -- 2 — со и т.сов- ; 

отсюда 
м 

я о в 
« ф 

т -= 
- — =(ѣ -) мѣ: и 

Чтобы видѣть, какъ измѣняется , возьмемъ производную вы- 

раженія, стоящаго въ скобкахъ. Она будетъ: 

1 і —3 
—— ри 
дсозз-3 2 „) 

2 соз* ѣ- 

2 
Слѣдовательно функція въ скобкахъ возрастающая. Посмотримъ 
теперь, какъ она возрастаетъ. Если ф=0, то и функція равна 
нулю; если ф==п, то она равна ѣ-со. При дальнѣйшемъ измѣ- 
неніи ф функція возрастаетъ отъ—со до—2тп; послѣднее значеніе 
она получаетъ при ф==дт. Слѣдовательно при значеніяхъ ж, взя- 

тыхъ между—2дт и 0, оне=0 и шиішии дѣйствительно есть. 

Въ заключеніе этой статьмя укажу на примѣръ, какъ иногда 
возможно отличить шахипит отъ шіпвіпипаи въ двойномъ инте- 

гралѣ, не прибѣгая къ общимъ теоретическимъ изысканіямъ, а 

разсматривая непосредственно совокупность членовъ втораго по- 

рядка въ выраженіи варіаціи даннаго интеграла. Возьмемъ задачу 
о наименьшей поверхности, ограниченной даннымъ контуромъ 
(стр. 113). Мы имѣли 

ѣ у 
- 

ѣ и, 
Измѣнимъ г на г+ое, вслѣдствіе чего р и д перемѣнятся на 

р--ёр и -о4 функція Упри этомъ обратится въ 

нннвменни, --о--ср--ана". 
’азложимъ это выраженіе въ рядъ по Тейлоровой теоремѣ 

и вычислимъ члены перваго и втораго порядковъ; будемъ имѣть 

их рор 429 
‚ (--4(ерт? 

*--4 тѣче - у----а у1--і*--а за---и) 
леи 

зан-чй 
2 й Взявъ варіацію оѣи полагая, что членъ перваго порядка 

уче- ѣ 
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приравненъ нулю. согласно необходимому условію шахіиіити“а или 

шіпішиша, и затѣмъ отбрасывая члены третьяго и высшихъ по- 

рядковъ, мы получимъ для второй варіаціи выраженіе 

2 иноср)—2рароанан-р)и 
з 

ззй йхау, 

иѣЕл (14---4а) 3 

или 

5=ч и ” вр-еон-ар-рдо 
и, (14-*--4) 

Здѣсь подъинтегральная функціи необходимо положительна, 

слѣдовательно найденное рѣшеніе даетъ для 5 шшшим. 

О другомъ способѣ изложенія варіаціоннаго исчисленія. 

Въ нашихъ лекціяхъ мы держались той точки зрѣнія на на- 

чала варіаціоннаго исчисленія, которая въ послѣднее время уже 

прочно установилась въ наукѣ, благодаря трудамъ многихъ авто- 

ритетныхъ ученыхъ. Въ этомъ видѣ начала этой части анализа 

были разработаны во всѣхъ наиболѣе обширныхъ и богатыхъ по 

содержанію курсахъ этого предмета, вышедшихъ въ текущемъ 

столѣтіи, между которыми слѣдуетъ указать на сочиненія Штра- 

уха, Джеллета, Штегмана и Муаньо (Линделовъ). Этотъ же спо- 

собъ изложенія рекомендуется, какъ наилучшій, и г. Тодгенте- 

ромъ, обнаружившимъ такую громадную эрудицію въ своей исто- 

ріи развитія варіаціоннаго исчисленія въ ХПХ столѣтіи. При томъ 

понятіи о варіаціи, которое нами было принято, мы не припи- 

сывали никакого измѣненія (варіаціи) перемѣнному независимому, 

измѣненіе же или варіацію получало только зависимое перемѣнное 

или функція. При другой точкѣ зрѣнія на начала варіаціоннаго 

исчисленія безконечно малое измѣненіе функціи проистекаетъ 

отъ одновременнаго измѣненія, какъ формы функціи, такъ и ве- 

личины перемѣннаго независимаго. Такое болѣе обширное поня- 

тіе о варіаціи функціи и до сего времени еще нерѣдко прини- 

мается многими учеными и того-же понятія о варіаціи придер- 

живалось большинство тѣхъ геометровъ, которымъ варіаціонное 

исчисленіе обязано наиболѣе своими успѣхами. Поэтому-то въ 

заключеніе настоящаго курса я считаю необходимымъ познако- 

мить моихъ слушателей и съ другимъ, прежде общепринятымъ, 

способомъ изложенія началъ варіаціоннаго исчисленія, тѣмъ бо- 

лѣе, что примѣненіе этого способа можно встрѣтить во многихъ
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весьма важныхъ сочиненіяхъ по анализу и механикѣ. Въ руко- 
водители мы примемъ Остроградскаго, который своими изслѣдо- 
ваніями много способствовалъ уясненію началъ этой отрасли 
анализа. 

Въ дифференціальномъ исчисленіи перемѣнному независимому 
х приписывается безконечно малое приращеніе й@х, такъ что 

значеніе этого перемѣннаго смежное съ х есть і--йх, причемъ 
йх есть безконечно малое произвольное и не зависящее отъ х; 

при дифференцированіи по х оно принимается постояннымъ. 

Въ варіапіонномъ исчисленіи перемѣнному независимому х при- 
писывается безконечно малое измѣненіе бх, которое разсматри- 
вается, какъ нѣкоторая функція; при чемъ однако видъ этой 

функціи оставляется произвольнымъ, а величина ея считается 

безконечно малою, порядка вообще одинаковаго съ йх. Это без- 
конечно малое измѣненіе х называется его варіаціею; оно мо- 

жетъ быть дифференцируемо по х, такъ какъ 8х есть нѣкоторая 
функція х. Каждому значенію, принимаемому перемѣннымъ неза- 

висимымъ, соотвѣтствуетъ нѣкоторая варіація и, чтобы получить 
варіацію отъ з--йі т. е. 6(і--йх), должно, разсматривая знаквъ 

какъ характеристику нѣкоторой функціи, разложить эту функ- 
цію по Тейлоровой теоремѣ и ограничиться въ этомъ разложеніи 
только первымъ порядкомъ по отношенію къ бл; такимъ об- 

разомъ: - 

б(о--ак=оо--аоа. 
Положимъ теперь, что разсматриваются вмѣстѣ нѣсколько 

независимыхъ перемѣнныхъ: х, у, г... ; ихъ безконечно малыя 

измѣненія или варіаціи означаются чрезъ бл, бу бг...; и 

каждая изъ этихъ варіацій представляется, какъ нѣкоторая без- 
конечно малая функція всѣхъ перемѣнныхъ независимыхъ х, у, 
г.... Если одно изъ перемѣнныхъ, напр. х, измѣнится на п--йх, 

ах 

Если же всѣ перемѣнныя х, у, г.... одновременно увеличатся на 

свои дифферениіалы, то новымъ ихъ значеніямъ х--айх, у--йу. 
г--йг... будутъ соотвѣтствовать варіаціонныя измѣненія 

до--аои, бу--аоу, ог--аг...... 

. . . - 
№ 

то варіація его новаго значенія будетъ по прежнему бх -- й. 

гдѣ, согласно Тейлоровой теоремѣ, первые дифференціалы аг, 
йу, @82,.... сутъ полные, а дифференціалы втораго и высшихъ 

порядковъ отброшены. 
Составимъ теперь себѣ понятіе о варіаціи функціи и возь- 

мемъ сначала функцію одного перемѣннаго независимаго 
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Варіаціею функціи бу мы будемъ называть безконечно малое 

измѣненіе, происходящее въ ней отъ одновременнаго измѣненія 

ея вида и величины перемѣннаго независимаго х на п--б5. 

Безконечно малое и совершенно произвольное измѣненіе вида 

(формы) функціи мы можемъ по прежнему представить себѣ по- 

мощію введенія перемѣннаго параметра й. Для этого вообража- 

емъ, что данная функція Дх) есть частный случай другой функ- 

ціи болѣе общаго вида ф(ж.й), которая при частномъ значеніи 

параметра #=й обращается въ данную функцію, такъ что 

ф(ѣ, %)=х); тогда измѣненіе формы функціи получится чрезъ 

измѣненіе величины параметра й, на--й, и слѣдовательно, со- 

гласно данному выше опредѣленію, будемъ имѣть: 

гу=о (о-оо, --а—о (г4)= 

—) (-)«- 
(), (а ѣ 

ограничиваясь всегда первымъ порядкомъ безконечно малыхъ. 

йх 

й=й,; такъ какъ й не зависитъ отъ х, то можно положить 

==й и до дифферснцированія по х, поэтому: 

@ 
Здѣсь (=-) означаетъ производную по 2отъ ф(х,й), взятую при 

о 

( — 4(24) _ «о =й 
@ахо йх йх 7 

) , ѣ 

су=уоа (@ @. —=-и), 

Еслибы перемѣнное независимое х не получало измѣненія, то 

есть если бы бх было==0, то измѣненіе функціи у приводилось-бы 

йф м 
къ () @ == о; слѣдовательно этотъ членъ въ выраженіи бу 

о 

представляетъ измѣненіе функціи, происходящее исключительно 

отъ измѣненія ея формы. Такимъ образомъ 

бу=уоо-о. 

При этомъ очевидно также, что первый членъ въ этомъ вы- 

раженіи, т.е. уб, представляетъ исключительно дифференціаль- 

ное измѣненіе у, проистекающее отъ измѣненія х на х--б, 

такъ что полная варіація бу слагается изъ двухъ безконечно 

малыхъ измѣненій у, происходящихъ отъ двухъ причинъ: отъ 

измѣненія перемѣннаго независимаго х и отъ безконечно малаго 

измѣненія формы функціи. Послѣднее измѣненіе, означенное нами 

чрезъ @, есть очевидно. функція х безконечно малая по величинѣ; 

ее называютъ иногда „усѣченною варіаціею“ (попцц6е)или также 

„истинною варіаціею“. Это измѣненіе функціи представляетъ то, 

9
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что мы называли варіаціею функціи, когда полагали, что при 

варіированіи перемѣнное независимое х не измѣняется. 

Разсмотримъ теперь функцію нѣсколькихъ независимыхъ пе- 

ремѣнныхъ 

и==7 (х)у, 2,...). 

Чтобы представить себѣ измѣненіе формы этой функціи, во- 

образимъ функцію ф(х, у, г,....84 болѣе общаго вида, которая 

кромѣ перемѣнныхъ х, у, г...., содержитъ еще параметръ й и 

при = й дѣлается равною данной функціи и, такъ что 

ф (і. у, г,....%)=7 (х, у, г,....) 

Варіаціею ёи мы будемъ называть измѣненіе, происходящее въ 

и вслѣдствіе безконечно малаго измѣненія въ ея формѣюи вслѣд- 

ствіе измѣненія х, у, &,.... на а--ол, у--%у, г--%г,.... Измѣне- 

ніе формы функціи получается чрезъ измѣненіе % на &-йе и 

потому 

ѣи=ф (з--дх, у--ду, г--д2,.. ѣ--а—о (п,у, г,..)= 

-(э-- . й 

-н- 3 те .+(3), @а, 

или 

гдѣ мы опять ограничиваемся членами перваго порядка. Если- 

бы перемѣнныя независимыя не получали измѣненія, то было-бы 

б=0, у=0, 82=0.... и измѣненіе функціи и приводилось бы 
йа 

къ (3), й== о; это о представляетъ измѣненіе, происходящее 

исключительно отъ измѣненія формы функціи и. Очевидно, что 

о есть нѣкоторая безконечно малая функція перемѣнныхъ неза- 

висимыхъ 2, у, г...., при чемъ видъ этой функціи можетъ быть 

полагаемъ совершенно произвольнымъ. Итакъ имѣемъ: 

м аи и йи @й 
су = ѣми .-а ѣ ё-, .-о. 

Переходимъ далѣе къ нахожденію варіацій производныхъ 

функцій отъ данныхъ функцій и разсмотримъ сначала производ- 

ныя функціи одного независимаго перемѣннаго. Пусть и = 7(2) 

и 7" (х) =у, найдемъ варіацію у’, т. е. бу. По вышенайденно- 

му общему выраженію варіаціи функціи одного независимаго 
перемѣннаго х, будемъ имѣть 

у = уіх - .



—-зг- 

гдѣ „сх представляетъ дифференціальное измѣненіе у, а @, 

есть измѣненіе, происходящее исключительно отъ измѣненія фор- 

мы функціи у. Но форма этой послѣдней функціи измѣняется 

не сама по себѣ, но вслѣдствіе измѣненія у на у--о, гдѣ о 

есть безконечно малое измѣненіе, происходящее отъ измѣненія 

формы фукціи у; при такомъ измѣненіи у его производная у 

йа ; @а 
перемѣнится на у’Н- т и слѣдовательно оу = =ѣи 

а 
гу = е 

75 . к 
гдѣ а есть измѣненіе и, происходящее только отъ измѣненія 

формы этой функціи. Совершенно также найдемъ, что 

ря 
ъ „ а*о 
оу= у ох - = от 

ит. д. и, очевидно, что вообще будемъ имѣть 

ао ъ нп-і5 
су = и п 3х —- а 

Разсмотримъ теперь варіацію частныхъ производныхъ функ- 

ціи съ многими независимыми перемѣнными. Пусть 

гдѣ х, у, г,... суть перемѣнныя независимыя. Выше было най- 

дено, что 

йи 
Возьмемъ частную производную = Чтобы получить ея ва- 

ріацію, замѣтимъ, что такъ какъ это есть также функція нѣ- 

сколькихъ независимыхъ перемѣнныхъ, то согласно формулѣ, 

выражающей си, выраженіе варіаціи о —- должно состоять изъ 
йх 

суммы членовъ, проистекающихъ отъ измѣненій перемѣнныхъ х, у, 
м 2г,.... на а--ож, у-оу, 6 - ё2,..., т. е. изъ членовъ, состав- 

. @фи 
ляющихъ дифференціальное измѣненіе т и изъ безхонечно 

и 
малаго о,, происходящаго исключительно отъ измѣненія функ- 

ціи —; такимъ образомъ 

х аи за и гѣ @аи , 
с—= —- 
ах --иѣ ахау 4 г и 

Чтобы опредѣлить о,, замѣтимъ, что измѣненіе формы функ- 

9*
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‚ 
@ . 

ци происходитъ отъ измѣненія формы функціи и, вслѣдствіе 

котораго и перемѣняется на и -- ; гаже причина измѣнитъ. 
ан 

на 
ав 

и слѣдовательно о 
@о 

П 
ѣ ѣ 

лѣд й = = оэтому 

й@ @и ) аи х аи йао 
—= ---—- —- -і ѣ і 

Точно также получимъ 

@аи й2и й*и @аи“и @. и 

и т. д. Было-бы излишне писать формулы, выражающія варіа- 
ціи частныхъ производныхъ высшихъ порядковъ. 

Сдѣлаемъ замѣчаніе о перестановкѣ символовъ @ и , выра- 

жающихъ дѣ|йствія дифференцированія и варіированія. Если мы 

имѣемъ дифференціалъ йи, гдѣ и означаетъ какое угодно пере- 

мѣнное, зависимое или независимое, то при варіированіи выра- 

женія, содержащаго йи, измѣняя функцію и на и--сои, мы измѣ- 

нимъ и @н; это измѣненіе или варіація й будетъ поэтому 

8 (@) = аи--8оа) — аи = @аои, 

откуда видно, что символы й и @, относящіеся къ одному и 

тому-же выраженію, могутъ быть переставляемы. 
Разсмотримъ теперь варіацію функціи даннаго вида, содер- 

жащей х, у, у’, у”,...., при чемъ у есть функція перемѣннаго 
независимаго х, а у’, у",.... ея производныя различныхъ поряд- 
ковъ. Пусть , рци и=(ѣ ии.и”, и”,....) 

и положимъ, что хи у подлежатъ варіированію. Будемъ имѣть: 

ду = ѣ(о-от, --ои, --оу, -оиу,...) —(и иу,....). 

гдѣ во второй части должны быть удержаны только члены пер- 
ваго порядка; слѣдовательно: 

су== -ѣ ѣ а 8 ѣ г-... 

Вставивъ сюда вмѣсто бу, бу. бу”,... ихъ выраженія, выве- 

денныя выше, а именно 

ду = у бі--о, 
у=уо2--о’, 



—133 — 

тдѣ і, а,.... означаютъ производныя о, и замѣчая, что сумма 

ау, аР аа ) 
и з4 -= г + —н.= - 

представляетъ полную производную отъ У по х, мы будемъ 

имѣть окончательно: 

ар, @Р , «Корат гу= в „): - 
йу 

Еслибы нужно было найти варіацію отъ выраженія Гах, то 

имѣли бы 

8(та) = (т--оп)и--сог) —Раь=б иа--Таи, 

отбросивъ безконечно малыя высшаго порядка. Вставивъ сюда 

вмѣсто 5У ея выраженіе и замѣтивъ, что 

-та-щу, 
а 

получимъ 

8(Ра:= 

Нетрудно получить варіацію даннаго вида функціи У, когда 

она содержитъ двѣ независимыхъ перемѣнныхъ х, у и нѣвко- 

торую функцію г этихъ перемѣнныхъ вмѣстѣ съ ея частными 

производными различныхъ порядковъ:р, 4, ѣ, з, й..., по обозна- 

ченію обыкновенно принимаемому. Дѣйствительно пусть 

Уу=йх, у, г, рдити..). 
Будемъ имѣть 

или, ограничиваясь безконечно малыми перваго порядка: 

г-ѣ- и .. 

Вставивъ сюда ая 82, бр, 4.... ихъ выраженія, а именно 

вг=роо--аоу-н-о, 

бр „--д-о 

ии 5 

а, @а’о 8 — — 
от= - - ги- и



и замѣчая, что суммы 
ааит аи а рат 2- - л [ } 
ак ѣ ’. = 
й - е 3 

представляютъ полныя частныя производныя функціи У похи 

по у, найдемъ окончательно 

Когда подъ знакомъ дойнаго интеграла входитъ выраженіе 
Гахайу, то варіація этого выраженія, если ограничимся безконечно 

малыми низшаго порядка, будетъ очевидно 

ѣ(Расу)=(т--тще--іоаи--оу) — Гйасау-бИТаау--иоасау) 
Чтобы получить варіацію $(@хйу), должно замѣтить, что она 

равна 
--ѣт)у--гу) —йхйу; 

но при вычисленіи произведенія 

д--оаи--оиу); 
должно обратить особое вниманіе на слѣдующее. Въ двойномъ 
интегралѣ 

й 

| Уах ау. 

производятся два интегрированія: первое по у, при чемъ х раз- 
сматривается какъ постоянное, а второе по х. 

Если мы измѣнимъ х на --д=Хиуна у--у=У, то въ 

новомъ двойномъ интегралѣ, который получится, будутъ произ- 
водиться два интегрированія по двумъ новымъ перемѣннымъ Х 
и Уиесли первое будетъ производиться по У то Хнадо остав- 

лять постояннымъ или наоборотъ. Слѣдовательно замѣна іиу 
чрезъ х--ох и у--ду соотвѣтствуетъ введенію новыхъ перемѣн- 
ныхъ Хи Увъ данный двойной интегралъ. Эти новыя пере- 
мѣнныя суть функціи прежнихъ, ибо ёх и %у суть функціи хи 

у каждая. Такимъ образомъ, чтобы получить @ (уи-4-%у), мы на- 

ходимъ во первыхъ 
ъ 

-Чи а, іо-з-—а-ф-н-и т 
но вмѣстѣ съ тѣмъ, такъ какъ х должно быть при вычисленіи 
@У полагаемо постолннымъ, то 

“а 

арз-ах-а-и ѣа -- а—. 
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Изъ этихъ двухъ уравненій мы найдемъ для @у то выраженіе 

его чрезъ @У, которымъ должно замѣнить йу въ данномъ двой- 

номъ интегралѣ. Такъ какъ въ нашемъ вычисленіи мы должны 

ограничиваться безконечно малыми низшаго порядка, то замѣ- 

чая, что второе уравненіедаетъ 
ах 

ѣ 

уѣ пож. 

откуда видно, что @ах есть безконечно малое 2-го порядка 

сравнительно съ йу, мы видимъ, что въ первомъ уравненіи мы 

ах = — — 

йу . 
можемъ отбросить членъ . йахс, который представляетъ без- 

конечно малое 3-го порядка. Такимъ образомъ первое уравне- 

ніе будетъ: 

а--ау-ай 

Еслибы взяли изъ этого уравненія йу, то, подставивъ его въ 

данный двойной интегралъ, мы ввели-бы вмѣсто у новое пере- 

мѣнное У, оставивъ еще прежнее перемѣнное х. Чтобы замѣ- 

нить и это послѣднее перемѣнное новымъ, т. е. Х, вообразимъ, 

что въ нашемъ интегралѣ измѣненъ порядокъ интегрированія, 

такъ, чтобы первое интегрированіе производилось по х, а вто- 

рое по У, и потомъ вмѣсто х предложимъ себѣ ввести Х, свя- 

занное съ х посредствомъ уравненія 

Тогда опять, такъ какъ при интегрированіи по Х, другое пе- 

ремѣнное У должно быть оставлено постояннымъ, то для по- 

лученія выраженія @х чрезъ йХ, мы должны дифференцировать 

Х при условіи, что У==соп5й., или что @==0; такимъ образомъ 

получимъ два уравненія: 

@абх 
о--ѣ-ах-й-- ——- а ѣ 

іу--гу)-=айу-аун и @у = 0, 

изъ которыхъ должно исключить йу и выразить йх чрезъ @аХ. 

Такъ какъ второе уравненіе даетъ 

.. й
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откуда видно, что йу есть безконечно малое втораго порядка 

сравнительно съ йх, то, отбрасывая въ первомъ уравненіи членъ 
‚ @ох 

третьяго порядка (сравнительно съ @) а “ находимъ 

-)= -их-а-іои. 

Такимъ образомъ приходимъ къ заключенію, что произведе- 

ніе і--ѣ2)фу--оиу) въ нашемъ двойномъ интегралѣ должно быть 

замѣнено выраженіемъ: 

ахат--и а і Е, )2аву 

и слѣдовательно искомая варіація . 

дагау=( і2) ( “. )іга—аеоу, 

или опять ограничиваясь безконечно малыми низшаго порядка 

адх дагоу)= (+ 

нію варіаціи отъ Рйхйу,замѣтимъчто если въ равенство: 8(Райу) 

—=б раа--оаау) вмѣсто 5У и 8(@хйу) подставимъ ихъ вы- 

раженія, то можно также написать: 

и 
- а, )М“йу.Возвращаясь къ данному выше выраже- 

(Рагау= 

Скажемъ теперь, какъ брать варіацію отъ интеграла. Пусть, 

во первыхъ, имѣемъ неопредѣленный интегралъ 

8 - К)аг. 

Тогда по опредѣленію варіаціи будемъ имѣть 

= || по+дка е42о-| коа-|тоуо, 

т. е. два символа и| могутъ быть переставлены. 

Это послѣднее заключеніе, какъ видимъ, есть прямое слѣд- 

ствіе сдѣланнаго опредѣленія варіаціи. Положимъ теперь, что 

мы имѣемъ опредѣленный интегралъ: 

въ которомъ х), перемѣнное независимое х и предѣлы подле- 

жатъ варьированію. Пусть по прежнему 9(ж,і) есть функція бо-
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лѣе общаго вида, которая при частномъ значеніи параметра 
=й, обращается въ х), тогда опять по опредѣленію имѣемъ: 

ѣ 
„х, ох х, 

д == \ 
и 

о(в г, -ащг |-гт) — \ ‘о @ 

х, - бѣ уа, 
Въ первомъ изъ этихъ двухъ интеграловъ интегрированіе 

производится по (@4- ёѣ) — ѣбиэто перемѣнное получаетъ всѣ 
значенія отъ & —= , - сі, до й = х, 4- бл,, поэтому первый 
интегралъ можно написать также въ видѣ: 

х, 4- с4, 
\ ой, -а. 

ѣ -8 
Введемъ теперь въ этотъ интегралъ опять перемѣнное х, 
полагая & = бх, тогда будемъ имѣть: 

а = & ах = ) @ . й йх 
ѣ 

и, такъ какъ приб= х, - бл, = п, анри й = , -- х, і 

х = п,, то нашъ интегралъ будетъ 

ѣ о( - дэ, % 4- @ зо 
да 

и слѣдовательно 
ѣ, — 

г8 = *|фг-до, о 9 -ое.а). 
х 

или короче и 
= \ 4 7 (а В 

і, 

т. е. для полученія варіаціи отъ опредѣленнаго интеграла долж- 
но взять варіацію отъ подъинтегральнаго выраженія. 

Это правило распространяется на двойныеи вообще многокрал- 
ные интегралы. Положимъ, что мы разсматриваемъ: 

ѣ, гѣъ 
ѣ р ""к@ п аа. 

ѣ, “и 
Означимъ на время 

у 
|" е, эб = ѣа) 

и 
будемъ имѣть 

2» 
и хе ѣ рУз 

в= ф(ѣайх и з5= \ ф(2} = ) 6 | 7 (2) йазау. 
х, х, ѣ.и, 



и 

Но при интегрированіи по у перемѣнное х и @х полагаются 

постоянными, потому можемъ положить 7(ху)йх = ф@и и 

слѣдовательно 
-и ѣ , | (,у)ай =8 ов = иоб }- 
и иил ил 

и 
= ) я 7оагау ъ 

ѣ 
а потому 

ѣа рз 
25 = 

| \ %7 (с;а). 
ѣ 

Подобнымъ образомъ можно получить варіацію многократна- 
го интеграла вообще. 

Составимъ, наконецъ, выраженіе варіаціи опредѣленнаго ин- 

теграла 
ло 

5 = Уах, 
ѣ, 

гдѣ У = (ѣ, и, у, у"..) иі означаетъ функцію даннаго вида, 
По найденному правилу будемъ имѣть: 

., 2 
з= ) г(Уах) = 

ѣ, 
ѣ. ау атаи 

@а (Усл) =- — о-- —о—--——о --... ) г..| ѣи ѣ-+- я 

или 

„ла 
. 

ѣ 
(у4и ат. а, 

) і8 = Уйх, — Уѣ, ѣ \° -а - ѣа 

гдѣ о = ёу — у%х представляетъ измѣненіе функціи у. про- 
истекающее исключительно отъ измѣненія ея формы. 

Послѣдняя форма имѣетъ полную аналогію съ тѣмъ выраже- 
ніемъ варіаціи 85, которое мы имѣли при прежнемъ способѣ 
изложенія началъ варіаціоннаго исчисленія, когда предполага- 
ли, что не только функція у, но и предѣлы х, и х, подлежатъ 

варіированію (сравн. формулу 85 на стр. 20 и дополнительное 

выраженіе на стр. 62), только подъ знакомъ интеграла вмѣсто 

прежней бу у насъ стоитъ безконечно малое о. Понятно само- 

собою, что новая формула подлежитъ такому же преобразованію 
интегрированія по частямъ, какое было сдѣлано надъ прежнею; 
вслѣдствіе этого будемъ имѣть также 

і , 2 ри 
ѣ, 

ѣ 
| (Рйх, 

ѣ 
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гдѣ Р, В, ѣ,,...и (Р), (Р), (Р,),... имѣютъ прежнія значенія. 

йа @о 
Вмѣсто , т а 

ихъ выраженія бу—удѣ, ду—уол. у—у%л,... и потомъ соеди- 

нить члены, относящіеся къ верхнему и нижнему предѣлу; тогда, 

если примемъ слѣдующее обозначеніе 

г- и-Ру—Р)у—--іі--Р--Р--РиН--, 
то можемъ написать 

внѣ знака интеграла должно подставить 

ѣ 

-г—-г--\ Рое, 
у, 

гдѣ Р,и Г, суть значенія выраженія Г при п=хуи при х=щ. 

Вопросы о наибольшихъ и наменьшихъ значеніяхъ интегра- 

ловъ при новой вышеизложенной точкѣ зрѣнія на начала варіа- 

ціоннаго исчисленія рѣшаются помощію соображеній совершенно 

сходныхъ съ тѣми, которыя были нами развиты въ предшествую- 

щихъ лекціяхъ, а потому мы здѣсь и закончимъ нашъ курсъ. 

Лучшіе и наиболѣе полные курсы по варіаціонному исчи- 

сленію суть слѣдующіе: 

Моіспо. —Песопв йе саіШсиі йетепйеі ейб йе саісиі шёёвта!. 

Тотме 1У. Саісш йев уагіайоп5. 1861.—(Есть русскій переводъ 

профессора Хандрикова). 

ѣѣгапсй. —Тѣеогіе ппй Апмепйппх йе5 зопепапибеп Уагіайопѣ- 

саісшѣ. Хйгісѣ. 1849. 

іДеПей.—Ап еіетепіату пеайзе оп №е СаісиПиз о?уагіайопз, 

ОпьПпв. 1850. (Есть нѣмецкій переводъ Зсѣпп5е). 

Местанп. —ГеВтѣпсѣ йег МагіайопзгесВипс. Казсеі. 1854.



ПРИБАВЛЕНТЯ. 

т. 

Примѣры 

на ‘приложеніе теоріи о пшахіпа и шшйшпа. 

Разсмотримъ рѣшенную нами въ курсѣ задачу Ньютона о 

формѣ тѣла вращенія наименьшаго сопротивленія. Мы имѣли въ 

этой задачѣ: 

р, 
1-- 

и кривая, отвѣчающая вопросу, была представлена двумя уравне- 

ніями: 

х=с-е, в - ѣ-но) 

„ (1--и?)? 
у=с, 

гдѣ при томъ и==у’и =0.Вопервыхъ непосредственное диффе- 

ренцированіе даетъ: 

ау 2(3—и 
и 

и такъ какъ здѣсь у0, то для существованія шиішиша прежде 

всего необходимо, чтобы было у<у3 или <)3. Припомнимъ 

что такое требованіе удовлетворяется только второю (2) вогну- 

тою вѣтвью кривой и слѣдовательно только эта вѣтвь можетъ 

дать шішйшши. Чтобы увѣриться въ дѣйствительномъ существо- 

ваніи шийииш-а, нужно еще разсмотрѣть выраженіе: 

‚ѣ. 
-м 

ви 
йс, - 

при дифференцированіи по с, и по с, долженъ быть оставленъ, 

постояннымъ, мы будемъ дифференцировать данное выше выра- 

женіе у, разсматривая въ немъ и какъ функцію с, и с,, опредѣляе- 

мую первымъ уравненіемъ. Дифференцируя по с,, находимъ 

й -ѣ и (1--) (и*—3) а 
@, из и* @е, 

Замѣчая,что 2 
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и изъ другаго уравненія 

3 1 (1--.?)и*—3) аи 

ѣто — —-—- 
@й 

Исключивъ изъ этихъ уравненіи т получимъ 

і 

ау (1--«)? 3 1 ) 

е ѣн--е.) 
или, иначе, 

йу 4. (—с)и 

ае, 4 

Далѣе, дифференцируя уравненіе кривой по с,и оставляя при 

этомъ хи с, постоянными, находимъ: 

ае е (1-) *—3)аи, 

@а, с из и 

ѣ (1--о(и*—3) йи 

о-1--и из а, 
йи 

и, исключивъ —, получимъ 
йе, 

йу а-— и. 

Слѣдовательно 

йу @у и (—си 
ѣ ф&, — —.й 

гдѣ вмѣсто и поставлено у. Приравнивая это выраженіе нулю, 

выводимъ 
1 „- |-. 
е ни 

Чтобы узнать, можетъ ли это выраженіе получать всевоз- 

можныя значенія, возьмемъ на вѣт- 

ы @ ви (2) произвольную точку А и про- 

ведемъ въ ней касательную; пусть 

х’ есть абсцисса точки пересѣченія 

и С касательной съ осью х. Уравненіе 

: касательной У—у-=у(Х—х), будучи 
и примѣнено къ точкѣ С, даетъ 

. .и 
у=и (—х). откудах

 =т. 

Слѣдовательно предъидущее выраженіе т можетъ быть на- 

писано въ видѣ 

с— 

с 
1 

Но, такъ какъ кривая (2) вогнута, то очевидно, что х’будетъ
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всегда меньше ОВ абсциссы точки А, въ которой и = )у3; по- 

этому будемъ имѣть всегда (с,=0, ибо и=0), 

с,—овВ 
3 

го выраженіе 
и 

ас, "а 
не будетъ равно нулю ни въ какой точкѣ кривой (2) и слѣдо- 
вательно найденный нами шшішиш будетъ дѣйствительно су- 

ществовать. 
Разсмотримъ еще задачу о наименьшей поверхности вращенія, 

рѣшенную нами на стр. 47—51. Въ этой задачѣ мы имѣли 

7 і з с и-—а «- 

т—уин--.-)). 
Слѣдовательно 

йу 1 к—-с — , т—с г 
- 

- -. ѣ і -е ое ѣ о а 3 2 е° 
х—6 х—с 

или, такъ какъ у== (е @а —е ), то можно написать 

далѣе имѣемъ 

Такимъ образомъ 

ау (-ет 
рлл т 

йае, йс, с с, 

Приравнявъ это выраженіе нулю, находимъ 

или, такъ какъ это выраженіе одинаково съ полученнымъ 
въ предъидущей задачѣ, то будемъ имѣть, также какъ и тамъ, 

с—х т=—=-., 
и 
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гдѣ х есть абсцисса точки пересѣченіи касательной къ цѣпной 

: линіи съ осью х. Пусть 4и В 

з двѣ данныя точки; построимъ 

цѣпную линію АНВ и пусть Н 

будетъ ея вершина. Проведемъ 

въ А иВ касательныя линіи АС 

_ и ВД иположимъ, что онѣ пере- 

оо...ѣ @ Х сѣкаются выше оси х. При пе- 

ремѣщеніи точки прикосновенія отъ А до Н абсцисса хполу- 

чаетъ всѣ величины отъ х = ОО до х=--со и слѣдова- 
тельно х всегда 2=00. Если же точка прикосновенія перемѣ- 

щается отъ В до Н, то х принимаетъ всѣ значенія отъ х=0р 

до х = —со.Слѣдовательно, если только касательныя въ 4и В 

пересѣкаются въ точкѣ, находяшойся выше оси х, то х’немо- 

жетъ принимать всѣхъ возможныхъ значеній между—со и--ос, 

а именно онъ не можетъ получать значеній, содержащихся меж- 

ду ОДи ОС. Поэтому, если мы возьмемъ какое нибудь , <о5 

и сдѣлаемъ 

т 
с 

то выраженіе 
@а йау 

а " а 
не будетъ обращаться въ нуль между предѣлами интеграла, или 

на протяженіи дуги кривой АНБВ, и тогда шшішии будетъ воз- 

моженъ. Вычисливъ 

ау и 

@ 
: (--з3 

мы видимъ, что —, -0 ичто, слѣдовательно, шишйшши су- 
йу 

ществуетъ. 

Укажемъ еще на одну задачу, въ которой для отличія шахітиша 

отъ шишйишиша не потребуется дѣлать особаго разсмотрѣнія. Я 

говорю о задачѣ, въ которой опредѣляется видъ кривой, имѣю- 

щей данную длину и образующей наименьшую или наибольшую 

поверхность вращенія (стр. 100). Рѣшеніе этой задачи отли- 

чается отъ только что разсмотрѣннаго тѣмъ, что вмѣсто у сто- 

итъ у -- №, гдѣ Х нѣкоторое постоянное. Уравненіе искомой 
кривой будетъ: 

х-с -с 

--е “ +е 4). 

Если даны двѣ неподвижныя точки, между которыми долж-
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на проходить кривая, то постоянныя Л, с,, с, опредѣляются изъ 

условій, что кривая проходитъ чрезъ двѣ данныя точки и при- 

томъ имѣетъ данную длину. 

Направляющая этой цѣпной линіи должна быть параллельна 

оси вращенія и отстоять отъ нея на разстояніи = Л. Очевидно, 

что кромѣ кривой вогнутой, представленной на чертежѣ (і), 

тому же вопросу можетъ удовлетворить и выпуклая кривая, 

(черт. П; здѣсь мы взяли л< 0 иос- —ѣ%). Рѣшеніе 

ѣ первое даетъ шіишйшити, а рѣшеніе второе 

А М и: шахіиш; дѣйствительно, въ этомъ вопросѣ 

—= @ мы будемъ имѣть, подобно предыдущей 

задачѣ: 

о -х ау ун-х 
из 

і и . 

ф — 
& 'М;@ пПри черт. @ 

В 
-. у -іх = МР, — №Р, -0, 

=
 

| в 
а при черт. (Ш) 

у -х= М,Б, — № < 0, 

и слѣдовательно въ первомъ случаѣ имѣемъ шшішим, а во 

второмъ— шахішши. Само собою разумѣется, что въ первомъ 

случаѣ для существованія рѣшенія необходимо, чтобы кривая 

АМ,БВ не пересѣкала ось вращенія Ох. 

і. 

Прибавленіе къ статьѣ о геодезической линіи. 

Помѣщаемъ здѣсь доказательство нѣкоторыхъ теоремъ объ 

эллипсоидѣ, упомянутыхъ въ статьѣ о геодезической линіи. 

„Всѣ сѣченія эллипсоида плоскостями параллельными суть 

„эллипсы подобные и подобнымъ образомъ расположенные“. 

Пусть уравненіе эллипсоида будетъ: 

і? и? 2г° 

зѣл-й
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Означимъ чрезъ а, В, у косинусы угловъ, дѣлаемыхъ съ осями 

перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ начала координатъ на сѣ- 

кущую плоскость, и пусть й есть длина этого перпендикуляра; 

тогда уравненіе сѣкущей плоскости будетъ: 

ао--ву--уг—-=0. 

Если изъ этого уравненія и изъ уравненія эллипсоида исклю- 

чимъ одну изъ координатъ, напримѣръ 2, то получимъ проэкцію 

сѣченія на плоскость ху. Уравненіе этой проэкціи есть слѣ- 

дующее: 
ѣ (——р? 

= 1. 
з у2с? 

или 

1 «? 27х 203 
а |х ... і 
а .зз —р і- П ) „ р— 

Такъ какъ кривая сѣченія есть эллипсъ, то и проэкція ея 

будетъ также эллипсъ. 

Напишемъ послѣднее уравненіе въ видѣ: 

Ах--Боу--Си-ри-н-ву--Е- 

Въ этомъ уравненіи коэффиціенты А, Ви Снезависятъ отъ 

п слѣдовательно они не измѣняются съ измѣненіемъ разстоя- 

нія сѣкущей плоскости отъ начала координатъ и для всѣхъ па- 

раллельныхъ сѣченій имѣютъ однѣ и тѣ-же величины. Отсюда 

слѣдуетъ, вопервыхъ, что направленіе осей въ проэкціяхъ сѣ- 

ченій остаются параллельными, такъ какъ изъ теоріи кривыхъ 

втораго порядка извѣстно, что это’ направленіе опредѣляется 

угломъ ©, который образуетъ одна изъ осей съ осью х, а этотъ 

уголъ вычисляется по формулѣ 

р гзо== а— 

Но такъ какъ оси проэкціи сѣченія суть, очевидно, проэкціи 

осей самаго сѣченія, то заключаемъ, что оси сѣченій, располо- 

женныхъ въ плоскостяхъ параллельныхъ, будутъ сами другъ другу 

параллельны. Далѣе, если для того, чтобы опредѣлить вели- 

чины полуосей эллипса, полученнаго въ проэкціи, мы перенесемъ 

сперва начало координатъ въ центръ, отчего уравненіе при- 

метъ видъ: 
Аі--Боу--Су= 

а потомъ повернемъ оси координатъ на уголъь ©, то будемъ 

имѣть уравненіе проэкціи въ видѣ: 

ме--№-=н.
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гдѣ коэффиціенты Ми № зависятъ только отъ А, Би Сивы- 
числяются по извѣстнымъ формуламъ. Полуоси эллипса будутъ, 
какъ извѣстно, равны: 

кѣй, м № 
отношеніе этихъ полуосей будетъ 

рѣ. м 
Это отношеніе зависитъ только отъ коэффиціентовъ 4, Бис 

и слѣдовательно оно постоянно для всѣхъ проэкцій параллель- 
ныхъ сѣченій. Отсюда заключаемъ, что отношеніе полуосей 
эллипсовъ, получаемыхъ въ сѣченіяхъ, будетъ также постоянно. 

Дѣйствительно, отношеніе двухъ полуосей представляетъ тангенсъ 

угла, образуемаго съ одною изъ осей линіею, соединяющею концы 

двухъ полуосей; слѣдовательно этотъ уголъ сохраняетъ ве- 

личину постоянную во всѣхъ проэкціяхъ; но онъ есть проэкція 
того-же угла, взятаго въ самомъ сѣченіи, а такъ какъ всѣ сѣ- 
ченія параллельны, то въ нихъ всѣ эти углы равны, а слѣдо- 
вательно отношеніе полуосей постоянно. 

Теорема.—,Мѣсто центровъ всѣхъ параллельныхъ сѣченій 
„есть прямая линія“. 

Для доказательства этого предложенія возьмемъ опять урав- 
неніе проэкціи сѣченія на плоскость ху 

г3 у° (-а- — 
Такъ какт центръ проэкціи есть, очевидно, проэкція центра 
самаго сѣченія, то координаты этой послѣдней точки должны 

удовлетворять уравненіямъ, изъ которыхъ опредѣляются коорди- 
наты центра проэкціи и которыя, какъ извѣстно, получаются. 
приравнивая нулю частныя производныя по х ипо устъ первой 
части послѣдняго уравненія; сверхъ того координаты центра 
сѣченія должны удовлетворять уравненію сѣкущей плоскости и. 

такимъ стразомъ, онѣ опредѣлятся изъ слѣдующихъ трехъ 
уравненій 

ѣ ці—а -ви) 
а.... ус? 

й =0, 

приоссии 
ѣ ѣ2с? 

. 

о--ду--г——=0. 
Исключивъ й, мы получимъ уравненія геометрическаго мѣста 

центровъ параллельныхъ сѣченій: 
& в зилк : 

аа ѣ28 ттеѣ 
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Это есть прямая линія, проходящая чрезъ центръ эллипсоида. 

Если ея уравненія напишемъ въ видѣ: 

а = та, 
у= п2, 

9 эі 

гдѣ т= в и п= 
еѣ 

сопряженной хордамъ параллельнымъ этой прямой, будетъ, какъ 

извѣстно, 

, то уравненіе діаметральной плоскости, 

« ѣ ѣа,- 
ѣ ѣт йаг 0, 

и 
и гдѣ Д2, „, г) = х а —1, или, по упрощеніи, 

о--Ву--г=0, 
т. е. прямая проходящая чрезъ центры всѣхъ параллельныхъ 
сѣченій, будетъ „діаметръ“, сопряженный съ сѣкущею діамет- 
ральною плоскостью, принадлежащею разсматриваемому ряду па- 

раллеЛьныхъ сѣченій. 

Слѣдствіе. — Касательная плоскость къ эллипсоиду параллель- 
на діаметральной плоскости, сопряженной съ діаметромъ, про- 

„веденнымъ въ точку прикосновенія.“ 
БВъ самомъ дѣлѣ, уравненія діаметра, проведеннаго въ точку 

прикосновенія (ѣ, у, г), будутъ очевидно 

х 
—-—-й, 

2 

и 
у=-. г 

2 

и слѣдовательно уравненіе діаметральной плоскости, съ нимъ со- 

пряженной, будетъ 

плоскость-же касательная выражается уравненіемъ: 
хх, Чи . 

слѣдовательно эти двѣ плоскости параллельны. 
Разсмотримъ теперь круговыя сѣченія эллипсоида. Вообразимъ, 

что, нѣкоторыя діаметральная плоскость пересѣкаетъ эллипсоидъ 

ли по кругу; пусть ОД будетъ діаметръ, сопря- 

2й р 
женный съ разсматриваемымъ сѣченіемъ.Чрезъ 

\ —-х = ОД проведемъ плоскость перпендикулярную 
нх. ѣ къ плоскости сѣченія и пусть ОС есть линія 

пересѣченія двухъ плоскостей. Проведемъ въ 
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плоскости сѣченія ОН перпендикулярно къ ОС; йрямая ОНобу- 
детъ очевидно перпендикулярна къ плоскости ДОС, которая 
дѣлитъ діаметръ НН’ пополамъ, и будетъ съ нимъ сопряжена. 
Отсюда заключаемъ, что плоскость ДОСесть главная діаметраль- 
ная, такъ какъ она перпендикулярна къ сопряженнымъ съ нею 

хордамъ, а діаметръ НН есть, поэтому, одна изъ осей эллип- 

соида. Слѣдовательно плоскость діаметральнаго круговаго сѣче- 
нія проходитъ чрезъ одну изъ осей эллипсоида. Этою осью мо- 

жетъ быть только средняя ось 26, потому что очевидно, что всѣ 
эллипсы, получаемые въ сѣченіяхъ эллипсоида плоскостями, про- 
ходящими чрезъ большую или малую ось, будутъ имѣть полуоси 
необходимо различныя и слѣдовательно не будутъ кругами ни 

при какомъ положеніи сѣкущей плоскости. 

Когда сѣкущая плоскость проходитъ чрезъ ось Б В’или чрезъ 
ось у, то въ сѣченіи получается эллипсъ, котораго полуоси бу- 
дутъ ОВ=ѣ и ОрД, и такъ какъ ОД при различныхъ поло- 

женіяхъ сѣкущей плоскости можетъ измѣняться отъ сдо а, при 
чемъ с<ѣ-а, то, при нѣкоторомъ углей рО04-е, ОДсдѣлает- 
ся равнымъ 6, и въ сѣченіи получится кругъ. Изъ точки О въ 

и плоскости хг опишемъ полукружность 
радіусомъ равнымъ 8; она пересѣчетъ 

- главный эллипсъ А(С4 въ двухъ точ- 

кахъ ЭОи П’. Проведемъ двѣ сѣкущія 
плоскости ООВ и Дровъ; онѣ пере- 
сѣкутъ эллипсоидъ по кругамъ и всѣ 
сѣченія, параллельныя этимъ двумъ 
плоскостямъ, будутъ круги. Отсюда за- 

ключаемъ, что 

„эллипсоидъ съ тремя неравными осями имѣетъ два ряда кру- 
„говыхъ сѣченій“. 

Уголъ © легко вычислить. Такъ какъ для точки Д имѣемъ: 
„з 

с? =і, 
2 

. & 
х=бсовО, г=ѣ5т9 и = 

то находимъ, исключая х иг, послѣ весьма простаго вычисленія, 

Опредѣлимъ теперь точки поверхности эллипсоида, въ кото- 

рыхъ касательная плоскость будетъ параллельна круговымъ сйѣ- 
ченіямъ. Означивъ координаты такой точки чрезъ х, у, 2, мы 

будемъ имѣть уравненіе касательной плоскости 

Ха Уу, охы 
ѣ . == . 

1 

с 
я 



-о- 

Эта плоскость должна быть параллельна одной изъ плоскостей. 

представляемыхъ уравненіемъ 
7-цо.х 

Сравнивая коэффиціенты при , У, й, которые должны бытъ 
соотвѣтственно пропорціональны, находимъ и=0 и 

. 

& 

кромѣ того имѣемъ 
ѣ 

-- = 

Рѣшивъ два послѣднія уравненія относительно х и г, нахо- 

димъ координаты искомыхъ точекъ 

„=0 ==у ѣ г=-с , 
а—с &—с 

Эти четыре точки будутъ, очевидно, точками округленія (см. 
стр. 89 и слѣд.). 

Покажемъ, наконецъ, что и непосредственное изысканіе то- 

чекъ округленія эллипсоида приводитъ къ этимъ же четыремъ 
точкамъ и что, слѣдовательно, другихъ точекъ округленія не 

существуетъ. 
Въ теоріи кривизны поверхности точки округленія были опре- 

дѣлены какъ такія, въ которыхъ радіусы кривизны всѣхъ нор- 
мальныхъ сѣченій поверхности равны. Было найдено, что коор- 
динаты этихъ точекъ должны удовлетворять двумъ уравненіямъ: 

1-о м..фе 
. $ в 

и сверхъ того уравненію данной поверхности. 
Напишемъ эти уравненія въ видѣ 

(1--р’)5==рик, 

1--’)е-(1--и 
и составимъ ихъ для эллипсоида. Въ этомъ случаѣ будемъ имѣть: 

„2 я р и? 23 .-й а2 

и чрезъ дифференцированіе этого уравненія легко вычислимъ: 

з ѣ 2 2. рн .й . жии 
@аг йу 6*2 ах? а25323 

@аг сху @ са--) 
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Уравненія, которыя должны служить для опредѣленія точекъ 

округленія, будутъ: 

зу(а’?--сеіий) с*ту(о*—у? ), 
у ѣи ѣ. 

(а2—х") (а*г*--сей (—ит)ыг-н-си!) 
і.5 = : 5 
2 @а 

или, полагая г не равнымъ нулю, ибо въ этомъ случаѣ разсмат- 

риваемыя уравненія не имѣютъ мѣста, будемъ имѣть: 

„іѣ еси’)—а’е ѣ—и)\ = суіѣ (аг--си?) —ас* (ь ѣ 0, 

ѣі («і—лі) (а--сіи?) = 6—у о--е‘и?). 

Первому изъ этихъ уравненій можно удовлетворить, полагая 

во первыхъ: 
гу =0 

и, слѣдовательно, или х или у равнымъ нулю. Если примемъ 

и=0, то второе уравневіе даетъ: 

ь! (а* —х?) (аг*- с‘*)=аб2?, 

а изъ уравненія поверхности 

РѣУшивъ два послѣднія уравненія найдемъ 

- а!—ѣ = 7 ѣ— сі = -) . с. 
ри а? — 

Эти координаты вмѣстѣ съ у=0 даютъ четыре точки округ- 

ленія, которыя были указаны выше. 

Еслиже примемъ х=0, то будемъ имѣть два уравненія: 

аѣ‘г?—а! -2 (6іг*--сч?), 

+т == 1, 

которыя по рѣшеніи ихъ дадутъ 

— 
у = ѣ = 

но такъ какъ й с, то это рѣшеніе будетъ мнимымъ, и слйѣ- 

довательно точекъ округленія при такомъ предположеніи не по- 
лучится. 

Наконецъ, еслибы въ первоначальныхъ двухъ уравненіяхъ 

для того, чтобы удовлетворить первому изъ нихъ, положили бы 

ѣ(а*? -- с*и?) — а’с! (5*—-у?) = 0,
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то. присоединивъ это уравненіе ко второму и исключивъ изъ 

нихъ х при помощи уравненія поверхности, получили бы г = 0, 

ахиу остались бы неопредѣленными, удовлетворяя одному 

уравненію: 

ии 

но такъ какъ при Х-- 0 всѣ производныя р. д, ѣ, &. й обра- 

щаются въ безконечности, то и самыя уравненія, опредѣляю- 

щія точки округленія, при этомъ перестаютъ существовать. 

Легко было бы убѣдиться, что на главномъ сѣченіи плоскостью 

ту точекъ округленія быть не можетъ.
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