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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Применение пространственно 

армированных композиционных материалов в ракетно- 
космической авиационной технике позволяет создавать 
элементы конструкций с характеристиками, превышающи- 
ми аналогичные показатели для конструкций из традицион- 
ных материалов. Кроме того, у пространственно — армиро- 
ванных композитов имеется возможность варьировать в 

достаточно широком диапазоне их характеристики за счет 
подбора внутренней структуры, исходя из конкретных тре- 
бований применения материала в конструкции. 

Проблеме расчета эффективных характеристик компо- 
зитов посвящено значительно число работ, в том числе ис- 
следования Болотина B.B., Бахвалова H.C., Ванина Г.А., 

Васильева B.B., Димитриенко Ю.И., Ермоленко А.Ф., Кри- 
стенсена P., Малмейстера А.К., Гамужа В.П., Тетерса Г.А., 

Победри b.E., Санчес-Паленсии Э., Соколкина Ю.В., Тар- 
нопольского Ю.М., Жигуна И.Г., Полякова B.A., Алфутова 
H.A., Зиновьева П.А., Попова Б.Г., Сарбаева b.C., Сараева 

Л.А., Шермергора Т.Д. и многих других. 
Существующие методы расчета таких эффективных ха- 

рактеристик, как правило, основаны на существенных 
предположениях о характере распределения — микро- 
напряжений в матрице и волокнах, что позволяет получить 
относительно простые аналитические соотношения для уп- 
ругих и упруго-пластических характеристик композитов. 
Однако, вследствие принимаемых допущений, эти методы 

часто не обеспечивают необходимой точности расчетов. В 
этой связи весьма перспективным является метод асимпто- 
тического осреднения, предложенный Н.С.Бахваловым и 
Б.Е.Победрей для вычисления эффективных характеристик 
периодических структур. Этот метод позволяет найти TOY- 
ные (в математическом смысле) эффективные характери- 
стики с помощью решения так называемых «задач на ячейке 
периодичности». Однако эти задачи является достаточно 
сложными даже для численных методов, так как имеет 

]



смешанный интегро-дифференциальный тип и некласси- 
ческие граничные условия периодического типа. 

Целью настоящей работы является разработка: 
- — математической модели пространственно-армирован- 

ных упруго-пластических композитов с периодической 
структурой на основе метода Бахвалова-Победри; 

- — конечно-элементного метода решения локальных задач 
«на ячейке периодичности» для упруго-пластических 
композитов и метода расчета эффективных упруго- 
пластических характеристик композитов; 

- — программного комплекса для вычисления эффективных 
упруго-пластических характеристик композитов. 
Научная новизна работы заключается: 

- в адаптации метода асимптотического осреднения Бах- 

валова-Победри для конечно-элементного расчета уп- 
руго-пластических — характеристик — пространственно- 
армированных композитов, для этого предложено пре- 
образование, позволяющее сводить интегро- 
дифференциальные задачи на ячейке периодичности к 

более простым задачам на 1/8 ячейки, имеющие диффе- 
ренциальный тип, а также применен метод упругих ре- 
шений А.А.Ильюшина для решения задач на 1/8 ячейки 

периодичности (ЯП); 
- — в разработке конечно-элементного метода решения за- 

дач на 1/8 ЯП для линейно-упругих и упруго-пла- 
стических (в рамках теории малых упруго-пластичес- 
ких деформаций А.А.Ильюшина) компонентов компо- 

зита; 
- — в разработке программного комплекса для вычисления 

эффективных упруго-пластических характеристик ком- 
ПОзитов. 
На защиту выносятся следующие положения: 

- метод расчета эффективных упруго-пластических ха- 
рактеристик композитов с пространственной структу- 

рой, а также микронапряжений в компонентах компо- 
зита, которые могут быть установлены математически 



точно в рамках метода асимптотического осреднения 

Бахвалова-Победри численным — конечно-элементных 
способом; 

- — разработанный программный комплекс, который по- 
зволяет проводить вычисления эффективных упруго- 
пластических характеристик композитов с различными 
параметрами волокон, матрицы и содержанием волокон 
в композите. 
Достоверность результатов обусловлена корректной 

постановкой задачи, применением математически обосно- 
ванных методов ее решения, сравнением результатов расче- 
тов с результатами, полученными другими методами, а 
также сравнением с экспериментальными данными. 

Апробация работы: основные результаты докладыва- 
лись на: 
- — Международной конференции «Математика в совре- 

менном мире», посвященной 100-летию Хинчина, Ка- 

луга, 2004; 

- — Всероссийской научно-технической конференции «Аэ- 

рокосмические технологии», Реутов, май, 2002; май 
2004; 

- — Научно-технической конференции, посвященной 40- 
летию факультета ФН МГГУ им.Н.Э.Баумана, октябрь, 
2004 г.; 

- — студенческой научно-технической конференции Аэро- 
космического факультета МГТУ им.Н.Э.Баумана, Ре- 
утов, 2000, 2001; 

- — семинаре «Актуальные проблемы вычислительной Ma- 
тематики и механики» под руководством 

проф.Ю.И.Димитриенко, 2003,2004 гг.; 
- — Международной конференции, посвященной 90-летию 

В.И.Феодосьева, май 2006 г. 

Публикации. Основные результаты работы отражены 
в 8 работах. 

Структура и объем работы: диссертация состоит из 5 
глав, введения, заключения и списка использованной лите- 
ратуры. Объем диссертации 97 стр.



ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность темы, сформу- 
лированы цель и задачи исследования, научная новизна и 
практическая значимость полученных результатов, основ- 

ные положения, выносимые на защиту, приведены данные о 
структуре и объеме диссертационной работы. 

В первой главе кратко описан метод Бахвалова- 

Победри, согласно которому для композита с периодиче- 
ской структурой (рис.1) вводится малый параметр: к =// Г, 
где L - глобальный размер области, занятой композитом, 
равен, а #- размер ячейки периодичности (ЯП) (рис.2), a 

также вводятся два типа безразмерных координат: х, =X, / |, 

- глобальные («медленные») координаты и & =X,/K - ло- 

кальные («быстрые») координаты. 

волокно &——_ 

Рис. 1. 3-ортогональный ком- Рис.2. Ячейка периодичности в 

позиционный материал композите периодической струк- 

Для всего композита рассматривается система уравне- 
ний теории малых  упруго-пластических деформаций 

А.А.Ильюшина с разрывными характеристиками: 

да, 0 

Ox, - 

10, =F, (5-8) =F, (в), 5 eV (1) 

Aan 1 ди, ou, 

eal mae



a a a 2 a a a a а а Е (27) = (А rt ©" )в„д, + 2и" (1- ся (2) 

где: 0; , &; "компоненты тензоров напряжений и деформа- 

ций, и, - компоненты вектора перемещений, 7“, и“ - пара- 

метры Ламе компонентов композита, ©“ = @“ (56° )- функ- 

ция пластичности А.А.Ильюшина, ag) - интенсивность де- 

формаций. Контакт волокон и матрицы предполагается иде- 
альным, волокна и матрица изотропные. 

Решение системы (1),(2) ищется в виде асимптотических 
разложений по малому параметру: 

WE, Ly жи) + IEA ) (3) 

Для нахождения перемещения в первом приближении 
получена следующая локальная задача: 

@ ‹ о, =0 BY, - уравнения равновесия 

ий 
=F, +— 5 (uf PE я - кинематические соотношения 

@ а a o; = Е, (5) - определяющие соотношения 

и* = и” 
i 1 < (4) на XL, — - условия идеального контакта 
@ N ae Cn 

7 

@ — (u ) =0 - условие нормировки 

- условие периодичности 

Пе; |н, = 0 

Здесь введена операция осреднения по ЯП: 
1/2 1/2 1/2 

)= | | | f(E.&Hedsds,=(f)(F) (5) 
-1/2-1/2-1/2 

Локальная задача параметрически зависит OT «входных 
данных» —- — деформаций — нулевого — приближения



1 (0 A og ) (0) £, =u) tu, Ju в общем случае является  интегро- 

дифференциальной. Для решения этой задачи в работе 
предложен следующий метод. 

Предполагается, что ЯП является симметричной при 
преобразованиях ортотропии относительно координатных 
осей ЯП (основное допущение симметрии композита). Вна- 

чале рассматривается случай, когда определяющие соотно- 

шения матрицы и волокон - линейные (@” = 0). Тогда ре- 

шение локальной задачи разыскивается в виде сумм по 6 

функциям — &, - входным данным задачи: 

- > Ui pg) 4 (6) 
p.g=1 

1 
Ui pg) = =a Ei (6,¢, + 5,5, ) + Uo) (6) (7) 

Функции (78 называемые псевдоперемещениями, 
i(pg)> 

представляют собой решение задач Kpg на 1/8 ЯП (подоб- 

ласть V,: у. = К, NE > 0)): 

3, = в 
Op nts 0,6V, 

сбои) = CoCo = 2 Cocos + 2H Corey: в’. UE UZ, 

1 > 
(В 

Qa Тя а a 

€ (py) = Um, +
8 мун), 6’, 

) 

Us. =U" 
(09) Кр9) 

(0° =, с” a, =D на® лм - условия идеального контакта 

#(р9) (pg) 

На торцевых поверхностях ЯП X, и Ha плоскостях 

симметрии №, = {2 = 0}, граничные условия в задаче Жра 

имеют следующий вид (puc.3):



a 1 ja @ \ 

При (p = 9): оо о, О оду =0, О ооо =0, на у, 

1 ) ЕК =! 

i a 1 a a ' (9) 

При (я ¥ 9): Оч) = 7 5n%% (ое) =, Ч ее) ) = 0, на у, 

i, j= { р, 4} 

О овуль = 0, О лев) / =0, Uso =0, на 2, 

1) Е К 1 

Доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть функции U i, nlf) являются решением 

6 задач Ж,„ в 1/8 ЯП ve, тогда решением локальной задачи 

(4) Bo всей ЯП V, являются функции (7), в которых 

Сева) 

или антисимметричным (а-симм.) продолжением: 

для (р=@): Uy, (&,5,,5) а-СИММ. ПО & И СИММ. ПО &, &,, 

(Е) продолжаются во всю ЯП симметричным (симм.) 

Up) (6156,,6,) a-CHMM. ПО &, И СИММ. ПО & &, 

Usp) (6156,,8;) а-СИММ. ПО &, И СИММ. TIO & &, 

для (р* 4): U 

U 

a ра) @CHMM. TIO & И СИММ. ПО & &, 
a 
k(pq) a-CUMM. TIO §, &, &:» 

i,j =\р,4} i#j#k#i, 

i U=0.256, 
2 21, = 0 

22 Uys 0 | AZ 

Йа
, 

ГОДЕ ОТ 
3:4) = 0 | 

Us = 0} 



После решения 6 задач Kpg для всех pg и нахождения 

псевдонапряжений с’; в компонентах композита, рассчиты- 

ваются эффективные упругие модули композита : 
5 Cc 

Cory = Ar ? Cop) =< ira) > (10) 

rq 

(ro p u д суммирования нет). 

Во второй главе рассматривается решение упруго- 
пластической задачи (4). Для ее решения применяется ите- 
рационный метод, являющийся разновидностью метода уп- 
ругих решений А.А.Ильюшина, согласно которому опреде- 
ляющие соотношения (2) для компонентов композита ли- 
недризуются следующим pp 

Тогда вместо задачи А на т-ом шаге итерации из (3) 
получаем следующую линеаризованную задачу: 

сё = 0, вй. 
на 

1 
atm} = а а {т} _aim-1} —а{т-1} [2 

бое) = Си” ое) — Сы бер TY 6 7 67, Ух, 

al = aim} 7 (12) 

ео fi 2 Lion TAIN в’, 

aim} N{m} 

Ui) = С ока) & 

aim} Nim} 0 HAZ, 

(ся, - вн Vn, 5 

molm=0} о 383 a{m-1} 

о, Е 
p.g=1 

граничные условия для которой имеют вид (9). 
После решения серии задач Жра (12) указанным мето- 

дом для всех pg находим эффективные упруго-пластические 

соотношения композита: 

=F, (2), о, = (ei )= 3. (5 say (13) 
Доказана следующая теорема.



Теорема 2. Пусть для композита с периодической 
структурой выполнены следующие условия: 1) принято OC- 
новное допущение симметрии, 2) волокна и матрица соот- 
ветствуют теории малых упруго-пластических деформаций 
А.А.Ильюшина, тогда эффективные упруго-пластические 
соотношения композита (13) являются: а) индифферентны- 
ми относительно группы ортотропии, 6) квазилинейными: 
т.е. зависящими только 3-х от линейных и 3-х квадратичных 

инвариантов тензора — осредненных — деформаций  &,: 

Г, ‚Дб ‚Г) и не зависящими от кубического инвари- 

анта, и могут быть en в виде: 

а, =Е, (7a) -2 0,6,8, +> P483(0,,0 уз + бад) + 
y= (14) 

+508 (бд + дд, JE 05615, + д, 

orm IE I EAE EE), 
B=Z, 1 =0p li = Eo JI =F NE = [BVI =|]. 
Функции , - вычисляются с помощью многократного pe- 

шения задач (12). 
В третьей главе дана вариационная формулировка ло- 

кальной задачи (12) Ж, при фиксированных р и д: 
[oe am ay = Jounin dy + [ost bay (13) 

И z ’ 
Здесь обозначены координатные столбцы псевдопере- 

мещений: (7, напряжений у, деформаций & и поверхно- 
стных усилий 5: 

{my _ im} s Lr Fi ‚(уе Le i . 
(ра), 2(pq)’ — 3(pg) 

а{т aim} а {т} а {т 

3= [он Ya V2, Ya 2, vam V2] 
aim} aim a{m} a{m} 

ет Em €13(pg) /N2, Goh Ма, gai iT | 

{m} _ | са a a т 

S КЖ oA 2 (pq)



7 
atm-1; | лат} zaim-1} ara{m-1} za{m-1} ~aim-1} ~a{m-1} 

g = [дн 022004) › 933000)  О1з(ра) > О 23(ра) › О12( pg) 

(т) m-1; 1 ^@{т-1} __ а ‘Mi a У 

с = Сл Eki pq) = 
~a{m-1} 

if pq) О. у 

Разработан конечно-элементный метод решения вариа- 
LIMOHHOI'O уравнения (15), согласно которому 
пседоперемещения в конечном элементе (КЭ) аппроксими- 

руются линейными функциями: U'™ =Ф 4'”?, где ¢'™ - ко- 

ординатный столбец псевдоперем ий в узлах КЭ, а ® - 

матрица функции формы. Из (15) получена разрешающая 
система линейных алгебраических уравнений: 

кт = fim, к“ = [С вау’, (16) 
где В = ОФ - матрица деформаций, a D- матрица дифферен- 
циальных операторов задачи. 

Конечный элемент в данной работы выбран в виде тет- 
раэдра, рассматривались 2 варианта: 4-х узловой КЭ, в ко- 
тором узлы в КЭ располагаются только в вершинах и 10-ти 
узловой КЭ, в котором узлы располагаются в вершинах и в 
серединах ребер тетраэдра. 

Разработан программный комплекс, состоящий из 3 ос- 
новных модулей: препроцессора, модуля решения и пост- 
процессора с 3-1 визуализацией решения. 

В четвертой главе рассмотрены результаты решения 

тестовых задач, а также результаты численного моделиро- 

вания эффективных упругих и упруго-пластических свойств 
композита. 

Решена тестовая задача — нахождение эффективных MO- 
дулей упругости для 1D-apMUpOBaHHOTO композиционного 
материала для которого известно точное аналитическое ре- 
шение в рядах задач JK,, , полученное Б.Е.Победрей и 

В.А.Мольковым, а также могут быть вычислены эффектив- 
ные упругие характеристики методом сечений. Некоторые 
результаты решения приведены ниже в табл.1. 

Тестирование проводилось также с помощью про- 
граммного комплекса ANSYS , который использовался для 
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генерации КЭ-сетки и для решения задачи (8),(9). Получен- 
ные результаты расчетов позволяют говорить о достаточно 
высокой точности вычислений, получаемых с помощью 
разработанного метода - относительная погрешность не 
превышала 1%. 

Таблица 1. 

Значения эффективных модулей упругости 1-D компо- 
зита, полученные различными методами 

— Ci Ci Css Cis Cn Con 

At, A | A |4 +2и, | и) | и, 
Точное зна- 11,42 1,11 1,03 1,75 1,804 )1,58 

чение 

Метод ce- |1,50 102 1,03 {75 187 1,501 

чений. 

Разработан- 1,419 1,098 11,026 11,748 1,806 11,59 

ный метод 

ANSYS|1,422 1,115 11,032 [1,753 1,805 [1,583 

Далее с помощью разработанного метода и программ- 

ного комплекса были решены задачи Жра (8) для 3-D орто- 
гонально-армированного композита. При численной реали- 
зации армирующие в 3-х направлениях волокна считались 
одинаковыми, их характеристики и свойства матрицы были 
такими же как и для 1-D композита. Представлены сравни- 
тельные результаты расчетов технических упругих констант 

композита: Е - модуля Юнга, д - модуля сдвига и у - ко- 

эффициента Пуассона, полученные с помощью разработан- 
ного MKD метода, метода сечений и комплекса ANSYS. 

Таблица 2. 

Значения упругих констант 3-1) композита, полученные 
различными методами 

Е ‚ ГПа. у i, ГПа. 
Метод сечений 4.23 0.355 1.425 

Разработанный ме- 421 0.358 | 328 
TO 

ANSYS 4.17 0,359 1,328 



Значения, полученные с помощью разработанного ме- 
тодам и комплекса ANSY'S численно близки (относительное 
отклонение не превышает 1%), в то же время, расчет моду- 
ля сдвига по методу сечений дает погрешность 7-8%. 

При расчете упруго-пластических характеристик 3-D 
композита рассматривался пространственно-армированный 
углерод-углеродный композиционный материал (УУКМ), 
волокна которого полагались изотропными, упругими, а 
матрица - пластической. Некоторые результаты моделиро- 
вания эффективных упруго-пластических функций (14) 
композита приведены на рис.4. 
Cys f нет 

НТ 
| | 
| 20} dl — = 150 == = 

2 3 

100 Г” 

50 Вий 

01 02 03 04 05 (HQ) 
iw 

1-волокно, 2-матрица, 3-30 композит 
й метод), 4- 

Рис.4 Эффективные упруго- пласти-  Рис.5 Зависимость — квадратичного 

чеспластические диаграммы инварианта эффективных напряжений 

при сдвиге для УУКМ, углеродных 5 
ри сдвиге 1) углерод композита OT инварианта / hy при 
нитей и матрицы. 

различных значениях инварианта 

Hal 

Проведено сравнение эффективных — упруго-пласти- 
ческих диаграмм композита, полученных с помощью раз- 

работанного метода и смесевой модели, основанной на до- 
пущениях Фойгта-Рейсса о характере микронапряжений в 
волокне и матрице. Анализ результатов показал значитель- 
ное отличие (до 25%) диаграмм в области пластичности, 

что свидетельствует о необходимости. 

Для 3-D композитов с кубической симметрией, уста- 

новлено, что эффективные упруго-пластические функции 

ф, зависят только от 2-х кубических — инвариантов, 

B= +25 +25, 10 = (£2) + (ео) + (вау), причем 
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имеется только 2 независимые комбинации: 

Фо, =P + Ф, + Фу, | Фо, = Ф, + Qs + Pg Численное — моделиро- 

вание показало, что для рассматриваемого УУКМ функция 

Фо, линейно зависит только от 1") a Фо, "только OT квад- 

ратичного инварианта 15“ (рис.5): 

Фо = К1®, Фо, =20(-0(1;9)), 
что свидетельствует о реализации для композита так назы- 
ваемой простейшей модели анизотропной пластичности 

Б.Е.Победри, здесь K - эффективный модуль объемного 

сжатия композита, @(1}'?)- эффективная функция пла- 

стичности композита, 159 = 99,1; - квадратичный инва- 

риант эффективных напряжений композита. 

ГПа 

2.5 — — — ——— —— НОВ RI М ИЕ SR A 2S 

i 12, | 

ва аа i 

1.5 Jitter wf se eee — 

| у а | 

i | 1 
1 Ste je —— a 

05 | ———— — 

0 10 20 30 40 50 0% 
0 

1- Разработанный мел 2 Мел сечений ® Jicuepivent (В / 

Рис.6. Зависимость модуля сдвига композита от содержания волокон, экс- 
перимент и расчет по методу сечений и разработанному методу. 

В пятой главе проведено сравнение эффективных уп- 
ругих характеристик, полученных с помощью разработан- 
ного метода с экспериментальными данными для 3-0 

УУКМ. Для модуля упругости совпадение результатов рас- 
четов по разработанному методу с экспериментом доста- 

точно хорошее: относительная ошибка не превышала зна- 
чения 8 %, в то время как расчеты по методу сечений дали 
результат 16 %. Для модуля сдвига относительная ошибка 
разработанного метода - 10% и 21% - метода сечений, что 
свидетельствует о существенно более высокой точности 
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разработанного метода расчета эффективных характеристик 
КОМПОЗИТОВ. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

В работе разработан метод решения локальных задач 
«на ячейке периодичности» для композитов со сложными 
пространственными структурами армирования, основанный 
на переходе от задачи для полной ЯП к существенно более 
простой задаче на 1/8 ЯП. 

Разработан конечно-элементный метод и программный 
комплекс для решения локальных задач «на ячейке перио- 

дичности» и расчета эффективных упруго-пластических ха- 
рактеристик композиционных материалов. 

Для 1-D композита проведено сравнение результатов 
расчетов, полученных различными методами, показавшее 
высокую точность разработанного метода и программного 
комплекса. 

Проведен расчет напряжений в ЯП, эффективных мо- 
дулей упругости и эффективных упруго-пластических ха- 
рактеристик 3-D ортогонально-армированного КМ, а также 

осуществлено сравнение полученного численного решения 
с методом сечений, показавшее хорошее согласование pe- 
зультатов. 
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