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Рассмотрен модуль системы относительного манипулирования, представляющий 
собой плоский механизм параллельной структуры с интегрированным схватом. Для 
этого механизма решена обратная задача о положениях и предложена методика 
оценки усилий, возникающих в приводах. Построен прототип рассматриваемого 
механизма и выполнено экспериментальное исследование по определению возни-
кающих в приводах усилий. Приведены результаты сравнения полученных экспе-
риментальных и теоретических данных. Показана возможность применения пред-
ложенной методики определения усилий для реальных механизмов параллельной 
структуры. 
EDN: GVWRFO, https://elibrary/gvwrfo 
Ключевые слова: механизмы параллельной структуры, относительное манипулиро-
вание, силовой анализ, избыточная подвижность 

The article describes a planar parallel mechanism with an integrated gripper, designed for a 
relative manipulation system. The inverse kinematics problem has been solved for this 
mechanism, and a methodology for estimating the forces in the actuators is presented. A 
prototype of the mechanism has been built, and experimental research has been conducted 
to determine the forces in the actuators. The results of a comparison between experimental 
and theoretical data are provided. The study demonstrates the applicability of the proposed 
force estimation methodology for real parallel mechanisms. 
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Механизмы параллельной структуры (МПС), 
нашедшие широкое применение в различных 
отраслях промышленности, обладают высокой 
точностью, жесткостью и повышенными дина-
мическими показателями [1, 2]. Указанные до-
стоинства позволяют использовать МПС там, 
где важны скорость и точность, например в хи-
рургии, линиях по сборке микрочипов или ме-
таллорежущих станках в качестве узлов по пе-
ремещению режущего инструмента или заго-
товки [3–8]. 

На сегодняшний день станки с такой кине-
матикой выпускают многие промышленные 
предприятия. В большей части станков МПС 
заменил механизмы последовательной структу-
ры, обеспечивающие перемещение режущего 
инструмента по обрабатываемому изделию, за-
крепленному на неподвижной плоскости. Из-
вестны прототипы [9], в которых перемещение 
и режущего инструмента, и обрабатываемой 
заготовки реализовано с помощью МПС 
(рис. 1). Таким образом, путем относительного 
манипулирования удается достичь пяти степе-
ней свободы. 

Одним из недостатков МПС является нали-
чие особых положений [10], из-за которых его 
реальная рабочая зона уменьшается. Для устра-
нения этого недостатка в схему МПС добавля-
ют избыточную подвижность, применяя до-
полнительные приводы и изменяя структуру 
кинематических цепей. В большинстве случаев 
такой подход увеличивает габаритные размеры 
и конечную стоимость изделия. 

Избыточную подвижность также можно ис-
пользовать для расширения технологических 
возможностей разрабатываемого изделия, в 
частности для реализации вспомогательной 
операции захвата, что позволяет избежать 
установки на выходное звено (ВЗ) громоздких 
зажимных приспособлений. 

Методы разработки МПС с избыточной по-
движностью, позволяющей реализовать такую 
вспомогательную операцию, изучены недоста-
точно. На этапе проектирования необходимо, 
зная кинематику и мощность применяемых 
приводов, достаточно точно рассчитать разви-
ваемое усилие на схвате такого МПС. 

Цель исследования — разработать и прове-
рить применимость методики определения уси-
лия на интегрированном схвате плоского МПС 
(модуля) относительного манипулирования. 

 
Методика расчета. В качестве объекта исследо-
вания выступал плоский МПС, состоящий из 
четырех кинематических цепей типа PRR, объ-
единенных попарно в плоские лямбда-
механизмы с общей вращательной кинематиче-
ской парой (рис. 2). В кинематической цепи ти-
па PRR буква «P» обозначает призматическую 
кинематическую пару (шарнир), «R» — враща-
тельную, а подчеркивание буквы «P» указывает 
на то, что пара является приводной. Положение 
ВЗ такого механизма описывается координата-
ми xD и yD точки D в системе координат Oxy, 
поворот платформы ВЗ — углом φ, а изменение 
расстояния между губками механизма схвата — 
расстоянием s между точками C1 и D. 

Для определения усилий в приводах, возни-
кающих под действием внешней силы на ВЗ, 
воспользуемся методом анализа свойств состав-
ляющих частей матрицы Якоби [11]. Необходи-
мо решить обратную задачу о положениях, что 
подразумевает определение координат входных 
звеньев МПС при известных фиксированных 
значениях координат ВЗ ,Dx  ,Dy  φ и s. Входны-

 
Рис. 1. Внешний вид прототипа системы 
относительного манипулирования Tetra 

 
Рис. 2. Схема плоского МПС с избыточной 

подвижностью 
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ми являются координаты перемещения привод-
ных кареток Аij, т. е. xAij = xBij. 

На первом этапе решения обратной задачи 
о положениях находим координаты точек С1 и 
С2 по выражениям 

 1 1

2 2 2 2

cos ; sin ;
cos ; sin ,

C D C D

C D C D C D C D
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x x l y y l
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где 2C Dl  — длина звена С2D. 
Так как МПС состоит из двух подобных 

лямбда-механизмов, будем рассматривать 
только один из них, показанный на рис. 3. Вид-
но, что координатой xAij приводной каретки Аij 
будет пересечение окружности радиусом BijCi 
(центр которой расположен в точке Сi) с 
осью Ox. Очевидно, что таких пересечений бу-
дет два, т. е. возможны два варианта располо-
жения приводных кареток. 

Для любого их них можно построить прямо-
угольный треугольник с гипотенузой BijCi и ка-
тетами i iС C  (отрезком, проведенным из точ-
ки Сi до пересечения с осью в некоторой точке) 
и i ijC B  (отрезком i ijC B ). Используя теорему 
Пифагора для этих прямоугольных треуголь-
ников, запишем 
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где 1Bi Cil  и 2Bi Cil  — длины звеньев Bi1Ci и Bi2Ci. 
После подстановки выражений (1) в форму-

лы (2) получаем выражения для решения об-
ратной задачи о положениях всех цепей  
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На втором этапе решения обратной задачи 
о положениях выполняем силовой анализ. Из-
вестно, что усилия на приводах могут быть свя-
заны с внешней нагрузкой через матрицу Якоби 
механизма [12, 13] 

 T , J P e  (4) 

где P  — вектор внешних нагрузок, действую-
щих на ВЗ; e  — вектор приводных усилий. 

Матрицу JT вычисляем обращением обрат-
ной матрицы Якоби 
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где 11,F  12 ,F  21,F  22F  — частные производные от 
уравнений связи (3), записанные в неявной 
форме, 
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Обозначим составляющие внешней силы, 
действующей на ВЗ в направлении осей Ox и Oy 
как xF  и yF  соответственно. Тогда, с учетом 
того, что для рассматриваемого МПС 
 T   ( ) ,x syF F T FP  а  T

11 12 21 22   ( )A A A AF F F Fe , вы-
ражение (4) представим как 
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где T  — внешний момент, действующий на ВЗ; 
sF  — усилие сжатия схвата. 

Ввиду линейности системы это выражение 
можно разделить на две части следующим об-
разом: 

 
Рис. 3. Схема плоского лямбда-механизма  

для решения обратной задачи о положениях 
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где индекс «вн» помечает часть усилия, возни-
кающего на соответствующей каретке под дей-
ствием внешней нагрузки, а индекс «s» — часть 
силы на каретке, обеспечивающей усилие на 
схвате. 

Пусть 1 Н,sF   тогда из выражения (5) сле-
дует, что 
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ˆ s

A kF  — сила на k-й каретке, необходимая 
для создания 1 Н;sF   T

kj  — k-я вектор-строка 
матрицы T ;J  T

4kj  — элемент k-й строки четвер-
того столбца матрицы T.J  

Отметим, что силы на соответствующих ка-
ретках   111     ,A AF F    122     ,A AF F    213     ,A AF F  

  224    A AF F . 
Обозначим усилие, которое может развить 

k-й привод, как пр .kF  Используя выражения (5) 
и (6), определяем максимально допустимое 
усилие на схвате, которое может обеспечить  
k-й привод при заданной внешней нагрузке 

  1   НsF  , по формуле 
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Для МПС в целом максимально допустимое 
усилие сжатия схвата при заданной внешней 
нагрузке и характеристиках привода будет 
представлять собой минимальное из значений, 
определенных по формуле (7): 
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Экспериментальное исследование. Как следует 
из выражения (8), для подтверждения изло-
женных предположений на реальном объекте 
необходимо измерять усилие сжатия, реализу-
емое механизмом схвата, и усилия, которые мо-
гут обеспечить приводные каретки. Для прове-
дения исследования разработан и собран про-
тотип рассматриваемого МПС. 

На первом этапе экспериментального иссле-
дования с целью измерения усилия сжатия на 

одной половине ВЗ устанавливали динамометр, 
а на второй — размещали специальный упор 
(рис. 4). 

Перед началом измерений МПС устанавли-
вали в исходное положение со следующими ко-
ординатами входных звеньев (кареток): xA11 = 
= 290 мм, xA12 = 630 мм, xA21 = 460 мм и xA22 = 
= 800 мм. При таких координатах входных зве-
ньев ВЗ имело координаты x = 563 мм, y = 
= 209,8 мм,     0 ,  s = 103 мм. В этом положении 
платформа ВЗ была параллельна основанию, 
МПС находился в середине направляющей, а 
расстояние между любыми двумя соседними 
каретками составляло 70 мм (рис. 5). 

После пуска шаговых двигателей приводные 
каретки одновременно начинали перемещаться 
с постоянной одинаковой скоростью вдоль 
направляющей так, что левый лямбда-механизм 
ехал вправо, а правый — влево. В момент каса-
ния динамометра и упора входные звенья име-
ли координаты xA11 = 300 мм, xA12 = 640 мм, 
xA21 = 450 мм и xA22 = 790 мм, что соответствует 
координатам ВЗ x = 553 мм, y = 209,8 мм,     0 ,  
s = 83 мм. 

По мере увеличения нагрузки МПС продол-
жал перемещать каретки ввиду наличия в нем 
зазоров в шарнирах, подшипниках и опреде-

 
Рис. 4. Внешний вид рассматриваемого МПС  

при измерении усилия на схвате на первом этапе 
экспериментального исследования 

 
Рис. 5. Внешний вид рассматриваемого МПС  

в исходном положении 
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ленной податливости кареток, приводных рем-
ней и т. д [14]. Для учета этого явления прове-
дено измерение положения кареток при усилии 
сжатия, равном 30 Н: xA11 = 302,5 мм, xA12 = 
= 644 мм, xA21 = 451,5 мм, xA22 = 790,5 мм, что 
соответствует координатам ВЗ x = 554 мм, y = 
= 209,7 мм,     0,3933  ,  s = 80,8 мм. Отсюда сле-
дует, что ВЗ совершило поворот, но он является 
пренебрежительно малым. 

Эксперимент проводили до момента, при 
котором какой-нибудь из двигателей начинал 
пропускать шаги, что контролировали по ха-
рактерному звуку. Сразу после начала пропуска 
шагов двигатели отключали и регистрировали 
показание на динамометре. Затем МПС воз-
вращали в исходное положение, и эксперимент 
проводили заново. 

Известно, что момент шагового двигателя 
зависит от его частоты вращения. В связи с 
этим усилия сжатия измеряли при пяти скоро-
стях перемещения кареток vA = 1,000; 1,250; 
1,667; 2,500 и 5,000 мм/с. 

Для каждого значения скорости перемеще-
ния кареток проводили по двадцать измерений 
усилия сжатия, после чего для каждой выборки 
проверяли гипотезу о принадлежности полу-
ченных данных нормальному распределению с 
использованием теста Андресона — Дарлинга с 
уровнем значимости 5 %. Результаты расчета 
подтвердили справедливость указанной гипоте-
зы для всех исследованных выборок: p-значе-
ние (далее p) ≥ 0,05. Также вычислены значения 
математического ожидания μFs и среднеквадра-
тического отклонения Fs усилия сжатия 
(табл. 1). 

На втором этапе экспериментального ис-
следования для получения максимальных зна-
чений, реализуемых каретками, механизм разо-
брали так, чтобы от подвижных частей оста-

лись только сами каретки. Перед измерением 
усилия каждую из них выставляли в положе-
ние, в котором они находились на первом этапе 
эксперимента. Для измерений также использо-
вали динамометр, который устанавливали в 
непосредственной близости к измеряемой ка-
ретке (рис. 6). 

При каждой из пяти скоростей перемещения 
кареток vA проводили по двадцать измерений 
усилия сжатия. Для всех выборок также прове-
ряли гипотезу о принадлежности полученных 
данных нормальному распределению. Результа-
ты расчета подтвердили справедливость этой 
гипотезы для всех исследованных выборок. Да-
лее вычисляли значения математического ожи-
дания μFij и среднеквадратического отклонения 
Fij максимальных усилий на каретках, развива-
емых приводами (табл. 2). 

Известно, что параметры X  и X  некото-
рой случайной величины X, подчиняющейся 
нормальному распределению, определяются 
зависимостями [15] 

 ;aX b Xa b       ,aX b Xa    

где a  и b  — некоторые константы. 
Так как все выборки, полученные при изме-

рении усилий на каретках, имеют нормальное 
распределение, к ним можно применить ука-
занные зависимости. Тогда на основе форму-
лы (8) можно получить выражения для опреде-
ления математического ожидания и средне-
квадратического отклонения максимального 
усилия на схвате, которое может обеспечить 
каждый привод: 

Таблица 1 
Значения математического ожидания  
и среднеквадратического отклонения  

усилия сжатия при различных значениях  
скорости перемещения кареток 

vA, мм/с μFs, Н Fs, Н p 

1,000 48,31 0,999 0,117 
1,250 47,18 0,889 0,880 
1,667 46,09 0,976 0,451 
2,500 44,87 0,987 0,256 
5,000 40,54 1,142 0,692 

 

 
Рис. 6. Фрагмент измерения усилия на каретке на 
втором этапе экспериментального исследования 
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где индекс «звездочка» показывает, что величи-
ны μFs и Fs рассчитаны по значениям усилий на 
каретках, а не измерены непосредственно на 
схвате. 

Так как после касания насадки динамометра 
и упора относительное движение двух частей ВЗ 
незначительное, а импульсы продолжают пере-
даваться на двигатели с постоянной частотой, 
можно считать, что внешняя нагрузка вдоль оси 
Ox отсутствует. Наличием моментной нагрузки, 
вызванной неравномерностью распределения 
массы вдоль ВЗ, также можно пренебречь. 

Таким образом, внешняя нагрузка будет со-
стоять только из действующей вертикально 
вниз силы Fy = –mВЗg, определяемой массой ВЗ 
mвз и ускорением свободного падения g = 
= 9,81 м/с2. Учитывая, что масса ВЗ вместе с ди-
намометром составляет 1,065 кг, а также прене-
брегая весом промежуточных звеньев (каждое 
0,050 кг), при расчете будем считать, что Fy = 
= –10,45 Н. 

Тогда, используя выражение (5), можно вы-
числить значение вн

( )A kF  для каждой каретки,  

а затем, подставив полученное значение в фор-
мулу (9), рассчитать максимальное усилие, ко-
торое способна обеспечить каждая из привод-
ных кареток (табл. 3). 

Можно видеть, что минимальные расчетные 
значения усилия на схвате для всех скоростей 
наблюдаются у каретки А21. Полученные ре-
зультаты согласуются с данными наблюдений, 
сделанных во время проведения первой части 
экспериментального исследования, так как 
пропуск шагов визуально наблюдался именно 
на соответствующем двигателе. Таким образом, 
предложенная методика расчета дает верную 
качественную оценку того, какой именно дви-
гатель ограничивает максимальное усилие на 
схвате. 

Для количественной оценки точности пред-
ложенной расчетной методики определим от-
носительное отклонение расчетного и экспери-
ментального значений усилий по выражению 

 3 100,Fs Fs
Fs

Fs

 
  


 %. 

Для скорости перемещения кареток 
vA = 1,000 мм/с относительное отклонение соста-
вило 4,28 %, для vA = 1,250 мм/с — 5,58 %, для 

Таблица 2 
Значения математического ожидания и среднеквадратического отклонения  

максимального усилия на каретках 

vA, 
мм/с 

μF11, Н F11, Н p11 μF12, Н F12, Н p12 μF21, Н F21, Н p13 μF22, Н F22, Н p14 
Каретки 

A11 A12 A21 A22 
1,000 28,920 0,443 0,052 28,080 1,187 0,192 25,565 0,671 0,421 32,255 0,386 0,845 
1,250 28,960 0,437 0,153 27,685 0,845 0,581 24,715 0,382 0,051 31,995 0,352 0,360 
1,667 28,845 0,415 0,164 27,330 1,097 0,138 24,300 0,301 0,313 31,450 0,310 0,725 
2,500 28,180 0,429 0,435 26,170 1,019 0,210 23,240 0,372 0,293 30,275 0,392 0,651 
5,000 25,170 0,459 0,411 24,025 1,196 0,230 20,170 0,450 0,889 27,925 0,341 0,468 

Таблица 3 
Результаты расчета математического ожидания и среднеквадратического отклонения  

максимального усилия на каретках 

vA, мм/с 
1,Fs

  Н 1,Fs
  Н 2 ,Fs

  Н 2 ,Fs
  Н 3,Fs

  Н 3,Fs
  Н 4 ,Fs

  Н 4 ,Fs
  Н 

Каретки 

А11 А12 А21 А22 

1,000 53,704 0,882 60,401 2,387 46,236 1,336 69,470 0,776 
1,250 53,784 0,869 59,606 1,700 44,546 0,759 68,947 0,707 
1,667 53,555 0,825 58,892 2,207 43,720 0,599 67,851 0,624 
2,500 52,233 0,853 56,559 2,050 41,612 0,740 65,488 0,788 
5,000 46,246 0,911 52,245 2,406 35,505 0,894 59,495 0,686 
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vA = 1,667 мм/с — 5,14 %, для vA = 2,500 мм/с — 
7,25 %, для vA = 5 мм/с — 12,42 %. 

Таким образом, экспериментальное иссле-
дование подтвердило принципиальную воз-
можность использования предложенной рас-
четной методики, основанной на использова-
нии матрицы Якоби механизма, для 
определения максимального усилия на схвате 
МПС. 

Выводы 
1. Для рассмотренного плоского модуля си-

стемы относительного манипулирования пред-
ложена методика определения усилий в приво-
дах, позволяющая на этапе проектирования 
изделия подобрать оптимальные по характери-
стикам приводные элементы. 

2. Экспериментально получены силовые ха-
рактеристики в рассматриваемом плоском 
МПС с избыточной подвижностью. Показано, 
что максимальное усилие схвата ограничено 
той приводной кареткой, на которой в данном 
положении реализовано минимальное усилие. 

3. Доказана возможность применения пред-
ложенной методики расчета приводных усилий, 
основанной на анализе свойств матрицы Якоби 
механизма, путем сравнения усилий, получен-
ных аналитически и экспериментально. Макси-
мальный разброс значений не превысил 12 %. 

4. Дальнейшие исследования будут направ-
лены на установление возможности примене-
ния предложенной методики расчета для про-
странственных МПС с избыточной подвижно-
стью, используемых в системах относительного 
манипулирования. 
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