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Современные отрасли машиностроения, включая аэрокосмическую, автомобильную 
и робототехнику, характеризуются динамичным развитием, что предъявляет к меха-
ническим передачам все более высокие требования. Основными аспектами проекти-
рования таких передач становятся не только традиционные параметры прочности и 
надежности, но и минимизация массы и габаритных размеров, снижение уровня шу-
ма и вибраций, а также увеличение ресурса в условиях экстремальных нагрузок.  
В этом контексте традиционные материалы на основе металлов и сплавов зачастую 
достигают эксплуатационных пределов. Предложена усовершенствованная методика 
расчета контактной прочности зубчатых передач, в которых одно зубчатое колесо из-
готовлено из композиционных материалов, а другое — из стали. Существующие под-
ходы, основанные на классической теории Герца, не в полной мере учитывают анизо-
тропные свойства композиционных и функционально-градиентных материалов. Раз-
работана механико-математическая модель, которая рассматривает контакт зуба 
жесткого (стального) колеса с зубом колеса из композиционного материала как задачу 
о вдавливании жесткого цилиндра в ортотропную или градиентную полуплоскость. 
Выведены аналитические выражения для определения напряженно-деформиро-
ванного состояния, включая распределение нормальных и максимальных касатель-
ных напряжений по глубине зуба. Методика апробирована на примере расчета зубьев 
из ортотропного материала (армированного стекловолокном) и функционально-
градиентного материала с переменным модулем упругости. 
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женно-деформированное состояние 

Modern mechanical engineering industries, including aerospace, automotive, and robotics, 
are characterized by dynamic development, which places increasingly high demands on me-
chanical transmissions. Key aspects in the design of such transmissions now encompass not 
only traditional parameters of strength and reliability but also the minimization of mass and 
dimensions, reduction of noise and vibration levels, and an increase in service life under ex-
treme loading conditions. In this context, traditional metal-based materials often reach their 
operational limits. This paper presents an advanced engineering methodology for calculat-
ing the contact strength of gear transmissions in which one gear is made of composite mate-
rials and the other is steel. Existing approaches, based on classical Hertzian theory, do not 
fully account for the anisotropic properties of composites and functionally graded materials. 
The study proposes a mechanical-mathematical model that considers the contact of a tooth 
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from a rigid (steel) gear with a tooth from a composite gear as a problem of indentation of a 
rigid cylinder into an orthotropic or functionally graded half-plane. The aim of the work is 
to develop analytical relationships for determining the stress-strain state, including the dis-
tribution of normal and maximum shear stresses along the tooth depth. The methodology 
was validated using the example of gear teeth made from orthotropic (glass fiber-reinforced) 
and functionally graded materialы with a variable elastic modulus. 
EDN: JGRURH, https://elibrary/jgrurh 
Keywords: gear transmission, composite materials, orthotropic materials, functional gradi-
ent materials, contact stresses, stress-strain state 

Одним из перспективных направлений повы-
шения контактной прочности при проектиро-
вании зубчатых передач (ЗП) является интегра-
ция в узлы трения инновационных материалов, 
включая композиционные (КМ) и функцио-
нально-градиентные (ФГМ). Особенность этих 
материалов заключается в возможности целе-
направленного варьирования таких механиче-
ских характеристик, как удельная прочность, 
износостойкость, демпфирующая способность 
и коррозионная стойкость. 

Применение КМ, например, на основе по-
лимерной матрицы, армированной углеродны-
ми волокнами, позволяет значительно снизить 
массу детали. Однако внедрение новых матери-
алов требует разработки адекватных и точных 
методов их расчета, что представляет собой ак-
туальную задачу современного машинострое-
ния, напрямую связанную с экономической 
эффективностью проектирования и эксплуата-
ции конструкций. 

Актуальность данного исследования обу-
словлена значительным разрывом между суще-
ствующими методиками [1] проектирования и 
реальным поведением новых материалов в усло-
виях контактного нагружения. Традиционно для 
расчета контактной прочности ЗП используют 
решение Г. Герца, разработанное для идеально 
упругих, изотропных и однородных тел. Однако 
КМ характеризуются выраженной анизотропией 
(ортотропией), а ФГМ — плавным градиентом 
механических свойств по объему. Применение 
классической теории Герца в таких случаях при-
водит к значительным погрешностям определе-
ния контактных напряжений и их распределе-
ния по глубине, что влечет за собой некоррект-
ный прогноз усталостной долговечности. 

Однако контактное взаимодействие в зубча-
тых зацеплениях представляет собой сложный 
процесс, сопровождаемый формированием объ-
емного напряженного состояния. Наиболее кри-
тическими с точки зрения усталостного разру-
шения являются максимальные касательные 

напряжения, возникающие в глубинных слоях 
материала. Для изотропных материалов их лока-
лизация хорошо исследована, но для анизотроп-
ных и градиентных структур [2] наблюдается 
кардинальное смещение областей максимальных 
напряжений, что требует разработки принципи-
ально новых подходов к анализу. 

Несмотря на важность контактных напря-
жений в зубчатых колесах (ЗК) из КМ, всесто-
ронний анализ этих напряжений в литературе 
представлен недостаточно, и на сегодняшний 
день отсутствуют адаптированные для инже-
нерной практики методики расчета напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) зубьев 
из КМ и ФГМ, учитывающие их специфические 
механические свойства. 

Цель исследования — разработка комплекс-
ной аналитической методики расчета контакт-
ных напряжений и перемещений в зубьях ЗК, 
изготовленных из ортотропных КМ и ФГМ, 
взаимодействующих с жестким (стальным) ЗК. 

Научная новизна исследования заключается 
в разработке комплексного подхода к расчету 
НДС передач, выполненных из КМ, который 
объединяет модели как ортотропного материа-
ла, так и ФГМ в рамках единой методологиче-
ской базы. Предложены инженерные аналити-
ческие зависимости, альтернативные классиче-
ской формуле Герца, что позволит повысить 
точность и надежность расчета. 

Практическая значимость результатов ис-
следования [3] состоит в том, что разработан-
ная методика позволит проектировщикам осу-
ществлять более точный и обоснованный про-
гноз контактной прочности и долговечности 
ЗП из современных КМ на ранних стадиях про-
ектирования. Это будет способствовать созда-
нию более надежных, эффективных и легких 
механических систем, а также оптимизации 
выбора свойств КМ с использованием совре-
менного программного обеспечения. 

Проведен анализ нескольких контактных за-
дач, применимых к инженерному расчету взаи-
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модействия зубьев ЗК, моделируемых как ци-
линдрические тела. Выполнен анализ НДС и 
трибологических характеристик, что позволило 
глубже понять механизмы контактного взаимо-
действия и разработать рекомендации по по-
вышению эксплуатационных характеристик [4] 
ЗП из новых материалов. 

 
Постановка задачи. При работе ЗП, состоящей 
из двух ЗК, одно из которых выполнено из ста-
ли, а другое — из КМ, возникает взаимодей-
ствие зубьев двух ЗК. Представим разрабатыва-
емый подход к реализации расчета напряжений 
и перемещений как на поверхности, так и по 
глубине зуба из КМ. 

Модуль упругости стального ЗК значительно 
выше, чем у ЗК из КМ, следовательно, можно 
рассматривать контактную задачу о вдавлива-
нии жесткого цилиндра в полуплоскость из 
КМ. В случае наличия данных о распределении 
поверхностного давления при взаимодействии 
зубьев ЗК, изготовленных из различных мате-
риалов, и о площади контакта, можно прово-
дить расчеты напряжений и перемещений.  

Расчеты могут быть выполнены для изо-
тропных и ортотропных материалов, а также 
для полуплоскости, моделирующей ФГМ. Вви-
ду того, что площадь контакта между зубом и 
внешней средой относительно мала, можно 
легко разработать математическую модель для 
расчета параметров контакта. Эта модель ос-
нована на методике расчета напряжений в по-
лубесконечном упругом теле при плоской де-
формации. Для дальнейшего создания алго-
ритма расчета НДС при взаимодействии 
зубьев ЗК построим механико-матема-
тическую модель контакта зубьев ЗК из КМ 
(рис. 1). 

Методика расчета. Рассмотрим ЗК из КМ, ар-
мированное волокнами, которые ориентирова-
ны в направлении одной из осей Х или Y (коор-
динатные оси совпадают с основными направ-
лениями материала). С позиции макромеханики 
расчет НДС такого материала под действием 
граничной нагрузки [5] необходимо рассматри-
вать на основе закономерностей ортотропии. 

Представим расчет НДС полубесконечного 
ортотропного тела при взаимодействии зубьев 
ЗК из КМ, подверженного воздействию по-
верхностного давления р, распределенного по 
закону 
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или согласно выражению 
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Здесь a  — размер зоны контакта; 1R  и 2R — ра-
диусы двух взаимодействующих цилиндров, 
мм; P и L — действующее усилие и длина ци-
линдра; 
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где индекс «(1)» — характеризует материал пер-
вого цилиндра, а индекс «(2)» — второго ци-
линдра; 22 ,S  66 ,S  12 ,S  11S  — постоянные. 

При плоской деформации постоянные опре-
деляются следующим образом: 
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Рис. 1. Результаты моделирования контакта зубьев шестерни из ФГМ: 

а — механико-математическая модель; 
б — схема реальной ЗП (1 — контактное взаимодействие; 2 — стальное ЗК); 

в — схема расчета напряжений в зубе из ФГМ 
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Здесь 13 ,  32  — коэффициенты Пуассона; 1,E  
2E  — модули упругости материала; 12G  — мо-

дуль сдвига материала; 
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где V — объемное содержание материала в мат-
рице; ,fE  mE  и ,f m  — модули упругости и 
коэффициенты Пуассона волокна и матрицы 
соответственно; fK  и mK  — объемные модули 
упругости волокна и матрицы. 

Здесь для упрощения заменяем действие ме-
таллического (жесткого) цилиндра на границу 
ортотропной полуплоскости распределенным 
давлением согласно закону (1). 

Напряжения — нормальные ,y  x  и каса-
тельные xy  — и перемещения u  в ортотроп-
ном теле определяются следующими [6] соот-
ношениями: 
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где ,y  x  и s  — глубина, ширина и длина дуги 
поверхности зуба соответственно; C  — посто-
янная. 

В предельном случае — при 1 2 1     — 
имеем следующие выражения для напряжений 
и перемещения в изотропной полуплоскости: 
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где E  — модуль упругости материала;   — ко-
эффициент Пуассона материала; 1yC  — произ-
вольная постоянная интегрирования; 0C  — ну-
левой член. 

Максимальное касательное напряжение 
определяем как 
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Решим контактную задачу для двух гладких 
ортотропных цилиндров с параллельными ося-
ми, прижатыми друг к другу постоянной в 
направлении оси z линейной силой P. Считаем, 
что каждый из них можно заменить упругой 
ортотропной полуплоскостью с неизвестным 
законом распределения, который удовлетворя-
ет условию [7] равновесия 
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где t  — время. 
Размер зоны контакта вычисляем по формуле 
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Зная закон распределения давления p  в об-
ласти контакта, нетрудно найти максимальное 
перемещение ортотропной полуплоскости при 
вдавливании жесткого цилиндрического штам-
па. Используя зависимости для перемещений 
при 0,x   получаем 
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где h  — высота зуба. 
При расчете напряжений [8] для полубеско-

нечного тела из ФГМ считаем, что модуль Юнга 
зависит от глубины y и изменяется по простому 
степенному закону 

  0 ,kE E y  

где k — коэффициент градиента, 0 1.k    
При 0y   модуль упругости материала 

  0
kE E y  

или в общем случае 

  0 H ,kE E y   

где 0E  — начальный модуль упругости матери-
ала; H  — твердость поверхности материала, 

0.H   
Если поверхностное давление распределяет-

ся по закону [6] 
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то напряжения определяются соотношениями 
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где Г  — гамма-функция,  

   1

0

Г ;te t dt


     

 — коэффициент Пуассона материала ФГМ; 
d — расстояние до середины зуба (см. рис. 1, в). 

Максимальные касательные напряжения 
max  определяем по формуле (2), как и для ор-

тотропного случая. Перемещение yu  и размер 
зоны контакта a находим по выражениям 
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В частном случае — при 0k   — получаем 
такие же напряжения и перемещения, как и в 
изотропной полуплоскости. Для определения 
максимальных контактных напряжений [9] при 
вдавливании жесткого цилиндра в полуплос-
кость из ФГМ используем выражение (3) при 

0x   

   .
2с
Pk
a

     (4) 

Для построения инженерного расчета на 
контактную прочность зубьев ЗК из ФГМ при 
контакте с жестким ЗК вместо формулы, при-
меняемой при расчете на контактную выносли-
вость, принятой на основе теории Герца [10], 
будем использовать соотношение (4). 
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В предельном случае для выражения (3), ко-
гда 0,k   получаем формулу Герца 

  
1

2 22 1 .P xp x
a a
         

 

Далее преобразуем выражение (4) в формулу 
для определения максимальных контактных 
напряжений, используя методику, с учетом 
применения существующих геометрических и 
других коэффициентов, уточняющих инженер-
ный расчет зубьев ЗК на контактную проч-
ность. 

 
Результаты расчета и обсуждение. С помощью 
разработанной методики выполнен расчет НДС 
зубьев ЗК со следующими физико-механичес-
кими характеристиками: шестерня из КМ, со-
стоящего из полиамидной [11] матрицы и стек-
лянных волокон, с модулями упругости 

3500 МПаmE   и 85 000 МПа,fE   коэффици-
ентами Пуассона 0,35m   и 0,20,f   моду-

лями сдвига 1300 МПаmG   и  34 420 МПа,fG  
объемным содержанием волокон 20 %;V   ЗК 
из стали с модулем упругости 207 000 МПа,E   
коэффициентом Пуассона 0,3   и модулем 
сдвига 79 615 МПа.G   

По приведенным формулам получены следу-
ющие физические постоянные материала (орто-
тропного) для шестерни: 1 19 800 МПа;Е   

0,92;   2 5080,33 МПа;E   12 1893, 47 МПа;G   
12 13 0,32;     21 31 0,08;     fK   
 47 222,22 МПа;   47 222,22 МПа;mK  K   

4763,05 МПа;  23 32 0,56.     
Тогда материал шестерни будет иметь по-

стоянные 5 1
11 4,92 10 МПа ;S     12S   

5 11,75 10 МПа ;     5 1
22 13 10 МПа ;S     

5 1
66 53 10 МПа ;S     1 0,32;   2 1,89,    

а материал ЗК — 5 1
11 4,92 10 МПа ;S     

6 1
12 1,88 10 МПа ;S      6 1

22 4, 40 10 МПа ;S     
5 1

66 1,26 10 МПа ;S     1 0,998;   2 1,002.   
Параметр 3269,06 МПа.m   

Для расчета НДС зубьев ЗК заменим тело 
зуба, контактирующего с жестким зубом, по-

 
Рис. 2. Распределение относительных нормальных напряжений 0y p  (а) и 0x p  (б)  

по относительной глубине тела зуба y/a для различных материалов: 
 — ФГМ, k = 0;  — ФГМ, k = 0,99;  — ФГМ, k = 0,50; 

  — ортотропный материал;  — изотропный материал 

 
Рис. 3. Зависимости относительного максимального касательного напряжения max 0p   

от относительной глубины тела зуба y/a (a) и произведения 12 (б) для различных материалов: 
 — ФГМ, k = 0;  — ФГМ, k = 0,99;  — ФГМ, k = 0,5;  — ортотропный материал, 1 = 0,32; 2 = 1,89; 

 — ортотропный материал, 1 = 0,70, 2 = 5,00;  — изотропный материал 
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луплоскостью (изотропной, ортотропной, 
функционально-градиентной) с заданным дей-
ствующим давлением на границе по закону 

   2 2
0 .p x p a x   

Далее рассчитываем НДС в полуплоскостях 
с указанными свойствами материалов. На 
рис. 2, а, б и рис. 3, а показано распределение 
относительных нормальных 0 ,y p  0x p  и 
касательных max 0p  напряжений по глубине 
тела  зуба [12] от поверхности контакта (отно-
сительной глубине тела зуба) y/a для различных 
материалов: для ортотропной полуплоскости, 
которая переходит в изотропную при 1i   
 1 20,999, 1,001 ,     для ортотропной  
 1 20,32, 1,89     и функционально-гради-
ентной  0; 0,5; 0,99 .k     

Получены все напряжения для изотропного 
случая ( 0k   для ФГМ, 1 1,   2 1   для орто-
тропного материала). Как видно из рис. 2, а, б и 
рис. 3, в, свойства изотропного материала могут 

значительно влиять на распределение относи-
тельных напряжений 0 ,y p  0x p  и max 0p  
для ФГМ при 0k   по относительной глубине 
тела зуба y/a. 

Следует отметить, что с возрастанием ко-
эффициента градиента k напряжение 0y p  в 
ФГМ увеличивается, а напряжение 0x p  по-
чти не изменяется. Для ортотропного случая 
на поверхности относительные нормальные 
напряжения 0x p  и 0y p  принимают мак-
симальные значения  0 1,6528,x p         0 1y p  и постепенно [13] убывают с глу-
биной. Относительные нормальные напряже-
ния 0x p  и 0y p  связаны соотношением 

 
0 0 1 2

1 1,6534.
0,32 1,89

yx

p p
    
  

 

Относительное максимальное касательное 
напряжение max 0 0,32642,p   где 

 max
1 2

1 1 1 .
2
      

 

 

 
Рис. 4. Линии уровня относительных максимальных касательных напряжений max 0p   

для различных материалов:  
а — изотропного материала, ортотропного, 1 = 2 ≈ 1 (случай изотропии), ФГМ, k = 0; б — ортотропного материала,  

1 = 0,32, 2 = 1,89; в — ортотропного материала 1 =0,70, 2 = 5,00; г — ФГМ, k = 0,5; д — ФГМ, k = 0,99 
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На рис. 4 приведены линии уровня относи-
тельных максимальных [14] касательных на-
пряжений max 0p  для различных материалов. 

На рис. 5 показаны линии уровня относи-
тельных максимальных касательных напряже-
ний max 0p  для ФГМ с заданным действую-
щим давлением на границе по закону (3). 

По результатам анализа НДС зубьев ЗК из 
КМ и ФГМ можно заключить следующее. Разра-
ботанная методика расчета демонстрирует суще-
ственное влияние анизотропии механических 
свойств КМ и градиента модуля упругости ФГМ 
на распределение контактных напряжений по 
глубине зуба. Для ортотропного материала с па-
раметрами 1 = 0,32 и 2 = 1,89 наблюдается зна-
чительное перераспределение напряжений по 
сравнению с изотропным случаем. Установлено, 
что в ортотропных материалах максимальные 
касательные напряжения τmax смещаются вглубь 
тела зуба и изменяют значения в зависимости от 
степени анизотропии, характеризуемой произ-
ведением 12. 

Для ФГМ показано, что с увеличением ко-
эффициента градиента k от 0 до 0,99 происхо-
дит существенное изменение картины распре-
деления [15] напряжений 0y p  при практиче-
ской неизменности напряжений 0 .x p  Анализ 
линий уровня максимальных касательных 
напряжений подтвердил, что для материалов с 
выраженной анизотропией и градиентом 
свойств характерно сложное объемное НДС, 
качественно отличающееся от классического 
случая Герца. 

Полученные результаты убедительно дока-
зывают необходимость учета анизотропных и 
градиентных свойств материалов при проекти-

ровании ЗП, так как использование классиче-
ской теории Герца приводит к существенным 
погрешностям определения как значений 
напряжений, так и мест их максимальной кон-
центрации. Предложенная методика позволяет 
осуществлять более точный прогноз контакт-
ной прочности ЗП из современных материалов, 
что открывает возможности для создания более 
надежных и эффективных механических си-
стем. 

Выводы 
1. Предложена методика расчета НДС зубьев 

ЗК из КМ на основе существующей теории о 
математических моделях ортотропных и функ-
ционально-градиентных материалов. 

2. Установлено значительное влияние ани-
зотропии и градиента свойств на картину рас-
пределения напряжений. Результаты работы 
позволяют проводить более точные прогнозы 
контактной выносливости и служат основой 
для оптимизации конструкций ЗП из совре-
менных материалов. 

3. Расчет напряжений в упругом теле зубьев 
ЗК из КМ показал совпадение с известными 
данными расчета для зубьев из изотропных ма-
териалов (в частном случае) при выбранных 
определенных параметрах. 

4. По приведенным зависимостям и графи-
кам можно легко определить возникающие 
максимальные напряжения при контакте 
жесткого цилиндрического тела с упругой по-
луплоскостью из указанных материалов, т. е. 
для ортотропных и функционально-гради-
ентных материалов. Изменение закона распре-

 
Рис. 5. Линии уровня относительных максимальных касательных напряжений max 0p  для ФГМ  

при коэффициенте градиента k = 0 (а), 0,50 (б) и 0,99 (в) 
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деления давления (3) на (1), действующего на 
поверхности полуплоскости из ФГМ, незначи-
тельно влияет на окончательный результат, 
поэтому для оценки возникающих напряже-
ний можно применять более простую зависи-
мость (1).  

5. Результаты работы могут найти примене-
ние в инженерных расчетах элементов кон-
струкций из современных материалов, а имен-
но напряженного состояния и деформативно-
сти зубьев ЗК из КМ. 
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