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Рассмотрена задача численного моделирования уравнений управляемого движения 
многомерных нелинейных систем (так называемая прямая задача). Эта задача являет-
ся одним из основных этапов синтеза управления многомерными робототехнически-
ми системами: зооморфными и антропоморфными роботами, манипуляторами и др. 
Принято, что управление получено с помощью метода обобщенной задачи динамиче-
ского уравновешивания. Найденное таким образом управление разделено на две ча-
сти: первая — управление, полученное с помощью метода обобщенной задачи дина-
мического уравновешивания, вторая — методом обратной задачи. Считалось, что 
каждой части управления соответствует своя группа приводов. Обе части управления 
найдены в виде зависимостей воздействий (моментов, сил в механических системах) в 
приводах. Предложен метод стабилизации управляемого движения путем введения 
обратной связи в модель программного движения. Определены кинематические па-
раметры движения приводов, используемых в контурах обратных связей по отклоне-
нию положений и их производных. Метод применим к системам с избыточными свя-
зями и приводами. Рассмотрены численные примеры синтеза управляемого движе-
ния систем большой размерности. Метод прошел экспериментальную проверку на 
опытных образцах робота-андроида и робота-собаки. На существующей вычисли-
тельной элементной базе он является методом реального времени для систем с раз-
мерностью пространства состояний 102…103. 
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The paper considers the problem of numerical modeling of the equations of controlled mo-
tion of multidimensional nonlinear systems, i.e., the direct problem. This problem is cur-
rently one of the key stages in the synthesis of control for multidimensional robotic systems, 
such as zoomorphic and anthropomorphic robots, manipulators, and others. In this work, it 
is assumed that the control is obtained using the method of the generalized dynamic balanc-
ing problem. The resulting control is divided into two parts. The first part is the control ob-
tained using the method of the generalized dynamic balancing problem. The second part is 
the control obtained by the inverse problem method. It is assumed that each part of the con-
trols corresponds to its own group of actuators. The controls are represented as dependen-
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cies of the effects (moments, forces in mechanical systems) in the actuators. A method is 
proposed for stabilizing the controlled motion by introducing feedback into the model of 
the program motion. The kinematic parameters of the motion are also determined. The 
method is applicable to systems with redundant links and actuators. A number of numerical 
examples of the synthesis of controlled motion of high-dimensional systems are considered. 
The method has been experimentally tested on prototypes of an android robot and a dog 
robot. On the existing computational element base, the method is a real-time method for 
systems with a state space dimension of 102–103. 
EDN: JNQGLP, https://elibrary/jnqglp 
Keywords: controlled motion, nonlinear systems, redundant links, dynamic balancing, dog 
robot 

Задача управления многомерными нелинейны-
ми системами является актуальной в робото-
технике, автомобилестроении и других отрас-
лях промышленности, где методы оптимально-
го управления линейными системами [1] не 
дают приемлемого решения. Существующие 
методы синтеза управления нелинейными си-
стемами основаны на принципе скольжения, 
заключающемся в расширении фазового про-
странства системы и формировании аттракто-
ров к программной траектории [2, 3]. 

Известные примеры использования этого 
подхода ограничиваются системами невысокой 
размерности. В работе [4] рассмотрено решение 
задач управления для бесконечномерных нели-
нейных систем определенного класса, однако 
область их применения ограничена. 

Среди методов, ориентированных на чис-
ленные модели динамики систем, можно выде-
лить два класса методов синтеза управления 
такими системами — метод обратной задачи и 
методы машинного обучения. Ограничения 
применения метода обратной задачи вызваны 
сложностью обеспечения устойчивости движе-
ния объекта в неклассическом смысле. Напри-
мер, для шагающих роботов условие устойчи-
вости — это поддержание динамического рав-
новесия для исключения падений [5–8]. 
Особенностью таких систем является наличие 
избыточных связей и приводов. 

Методы машинного обучения обычно по-
строены на обучении с подкреплением [9–16], 
при котором управляющие воздействия интер-
полируются рекуррентной нейронной сетью с 
параметрами, определяемыми в процессе обу-
чения. Для обучения, как правило, решается 
прямая задача динамики системы. Указанный 
подход получил широкое распространение. 
Разрабатывается специализированное про-
граммное обеспечение для решения прямой 
задачи, например Isaac SDK, адаптированное 

под аппаратную базу высокопроизводительных 
вычислений. 

Главный недостаток методов машинного 
обучения в задачах управления, заключается в 
том, что они относятся к методам Монте-Карло 
и требуют значительных вычислительных ре-
сурсов. 

В работах [13–16] реализовано управление 
роботом-собакой для некоторых режимов пе-
редвижения по плоской и неровной поверхно-
сти. В существующих работах-собаках отсут-
ствует анализ робастности такого решения. 

Предложенный в публикациях [17–19] метод 
обобщенной задачи динамического уравнове-
шивания, являющийся методом реального вре-
мени, позволяет синтезировать управление для 
широкого круга систем. Эффективность и 
устойчивость метода можно оценить только 
при решении прямой задачи. 

Цель работы — рассмотреть решение пря-
мой задачи для управления, полученного мето-
дом обобщенной задачи динамического урав-
новешивания, на примерах. 

 
Теоретическое описание метода. Многомер-
ные нелинейные управляемые системы широ-
кого класса можно описать с помощью диффе-
ренциально-алгебраических уравнений [17] 
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где M  — матрица коэффициентов инерции; 
x  — вектор координат системы размера n ; 
D  — матрица переменных коэффициентов 
уравнений связей размера k n  ( k  — число 
уравнений связей); p  — вектор множителей 
Лагранжа; ( , , )tf x x  — вектор внешних воздей-
ствий (t — время); ( )tu  — вектор управлений, 
приведенных к координатам системы; 

( , )h x x  — вектор правых частей уравнений  
связей. 
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Заметим, что для шагающих роботов вектор 
( , , )tf x x  включает в себя силы взаимодействия 

с опорной поверхностью. 
Систему (1) получаем из уравнений 

 
( , , ) ( );

( ) 0
t t 
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Mx f x x u
Q x
 

  (2) 

применением соотношений для условного экс-
тремума соответствующего функционала. 

В выражении (2)  0Q(x)  — уравнения свя-
зей размера k. 

Управляемое движение системы можно 
представить как движение с дополнительными 
связями, задающими перемещение некоторых 
заданных точек системы по некоторым задан-
ным траекториям ( ),ty  которые можно найти, 
например, методами оптимального управления. 
В этом случае управляющие силы ( )tu  в систе-
ме (1) можно заменить с помощью дополни-
тельных уравнений связей. Тогда система (1) 
принимает вид 
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где yD  — матрица переменных коэффициен-
тов, полученная из дополнительных уравнений 
связей, размера 1k n  1(k  — число дополни-
тельных уравнений связей); yp  — вектор мно-
жителей Лагранжа, соответствующих дополни-
тельным уравнениям связей; ( )ty  — вектор 
ускорений заданных дополнительных точек. 

Система уравнений (2) эквивалентна (1), но 
не содержит неизвестных управляющих воз-
действий. Интегрируя уравнения (3) можно 
получить кинематические параметры про-
граммного движения — координаты x  и их 
производные. 

Предполагаем, что на систему уравнений (1) 
наложены 2k  связей  2k n k  , которые ис-
ключают степени свободы приводов. Для меха-
нических систем такие связи можно ввести 
блокировкой поворотов шарниров вращения. 
В этом случае система уравнений (1) с уче-
том (3) приобретает вид 
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где  ,x x  и x  — программные значения коор-
динат, их первых и вторых производных соот-

ветственно, полученные из системы (3); 0D  — 
матрица коэффициентов, полученная из урав-
нений исключающих связей, размера 2k n ; 

( , ) h x x  — вектор правых частей вторых про-
изводных исключающих связей, 0p  — вектор 
множителей Лагранжа, соответствующих ис-
ключающим связям. 

Решая (4) как систему линейных алгебраиче-
ских уравнений с вектором неизвестных 

  
0

 
 
 
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 

x
p
p


,  

находим 0 .p  Сравнивая первое уравнение си-
стем (1) и (4) и учитывая, что в (4) 0Mx , за-
пишем 

 T
00( ) .t u D p   (5) 

Так как исключающие связи соответствуют 
степеням свободы приводов, уравнение (5) дает 
выражение для нахождения программных воз-
действий в приводах. Таким образом, уравне-
ния (1)–(5) позволяют решить задачу синтеза 
управления многомерной системой по нахож-
дению программных значений управляющих 
воздействий. Отметим, что система уравне-
ний (4) эквивалентна (3) и соответствует вы-
полнению условия 

 0y p .  (6) 

Альтернативным методом синтеза управле-
ния рассматриваемых систем является метод 
обобщенной задачи динамического уравнове-
шивания [18, 19]. Исходными уравнениями для 
этого метода служат уравнения типа (1), из ко-
торых исключены управляющие функции в яв-
ном виде. Управляющие функции находят как 
множители Лагранжа для некоторых уравнений 
связей. При численном интегрировании (1) ре-
шают систему линейных алгебраических урав-
нений 
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где индекс «0» указывает на решение системы; 
A — матрица коэффициентов, 
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Уравнение (7) можно представить как 
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где 1p  — подвектор вектора множителей Ла-
гранжа p  размера 11k , соответствующий при-
водам; 2p  — подвектор, размера 12k , соответ-
ствующий некоторым уравнениям связей 

2 q 0 , реакции которых должны быть равны 
заданным функциям ( )r tp ; 3p  — подвектор 
остальных множителей Лагранжа вектора p ; 
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iA  — соответствующие подматрицы 1A ; 
( )tw  — вектор неизвестных вспомогательных 

функций размера 12k , которые обеспечивают 
выполнение вытекающего из выражения (9) 
соотношения 
 20 2( ) ( ).r t t p p A w   (11) 

Из соотношения (11) находим вектор 
  1

202( ) ( ) .rt t w A p p   (12) 

Зная вектор (12), получаем программные 
воздействия в приводах 
 1 10 1 ( ).t p p A w   (13) 

Уравнения (9) с учетом выражения (12) за-
дают управляемое движение системы (1) при 
условии выполнения критерия 
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где R  — положительно определенная скаляр-
ная функция. 

В простейшем случае, когда ( ) ,r t p 0  крите-
рий I = 0, что эквивалентно выполнению кри-
терия 
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где 2 ( )iq x  — левая часть соответствующих од-
нородных уравнений связей в системе (2). 

Справедливо утверждение, что функции (13) 
являются оптимальным управлением для (1) в 
смысле критерия (15). Аналогичное утвержде-

ние справедливо и для функций yp , обеспечи-
вающих выполнение критерия 
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Очевидно, что существуют критерии вида 
(14) для случаев ( ) .r t p 0  

Приведенные два способа нахождения 
управлений на основе уравнений (4) или (9) 
имеют преимущества и недостатки. Можно вы-
писать уравнения для нахождения управлений 
и для смешанного способа. В этом случае 
управления типа (13) также находят на основе 
уравнений (10), а управления типа (5) из урав-
нений 
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Индексы «1», «2», «3» в системе (16) анало-
гичны индексам уравнений (9). 

С учетом параметров ( )tw  и 0 ,p  получен-
ных по выражениям (12) и (5) соответственно, 
уравнения прямой задачи управляемого дви-
жения (1) принимают вид 
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Уравнения (17) описывают управляемое 
движение системы под действием управляю-
щих воздействий. Реализуется движение систе-
мы с учетом условий, задаваемых функция-
ми ( )ty  и ( ).tw  Линеаризованная система воз-
мущенного движения для системы (17) может 
иметь нулевые корни характеристического 
уравнения, и, следовательно, быть неустой-
чивой. 

Рассмотрим вопрос устойчивости управляе-
мого движения. Управление типа (5) можно 
стабилизировать стандартными методами вве-
дения обратных связей по отклонениям 

 T
00 ,tu( ) = D p + cδ + dδ   (18) 

где δ  — вектор ошибки в приводах по положе-
нию; c  и d  — матрицы коэффициентов обрат-
ных связей по отклонению положения и скоро-
сти движения. 
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Ошибки в приводах находят как разность 
положений приводов в управляемом и про-
граммном движениях, полученных из уравне-
ний (17) и (3) соответственно. Управление типа 
(13) можно стабилизировать приложением воз-
действий по направлениям, определяемым свя-
зями 2 ( ).iq x  Исходные уравнения для (9) при-
нимают вид 

 

T T T
1 2 31 2 3

T
0 4 10

3 3 3

2 2 2

1 1 1

( , , )
( ) ( , );

( );
( );

( ).

t
t

t
t
t

    
    
  

 

Mx D p D p D p f x x
D p A w f x x

D x h (x, x) A w
D x h (x, x) A w
D x h (x, x) A w

 


 
 
 

 (19) 

По аналогии с (18) в правые части первого 
уравнения добавляем выражение 
 T

1 2 22( , ) ( ( ( ) ( ))  f x x D c q x q x  
    2 2( ) ( ) ,d q x q x  (20) 
где знак «» помечает координаты, полученные 
из уравнения (17). 

Выражение (20), как и (18), задает обратные 
связи, только действующие на систему не в 
управляемом движении, а в уравнениях про-
граммного движения для определения управ-
лений ( ).tw  Последние находят из выражений 
(12) с учетом системы (19). 

Предложенный подход к синтезу управле-
ния многомерными нелинейными системами 
теоретически применим к широкому классу 
задач. Для существования решения (7) матри-
ца A  должна быть невырожденной. Кроме то-
го, должна быть не вырождена матрица 2 ,A  
которая может быть прямоугольной при 

12 11k k  (случай избыточных приводов) [19]. 
 

Примеры использования метода. Для реали-
зации предложенного метода использован про-
граммный комплекс моделирования динамики 
связанных тел ФРУНД [20]. В программном 
комплексе реализованы также методы регуля-
ризации [21], необходимые для решения задач с 
вырожденной матрицей A . 

На рис. 1 показана расчетная схема робота-
собаки [22]. Для исходного варианта (отсут-
ствует хвост) модель содержит тринадцать тел 
и двенадцать приводов: n = 78, k = 60, k2 = 12. 
Задавались траектории корпуса робота-собаки 
по шести координатам и точки каждой стопы 
по трем координатам — функция ( )ty  (k1 = 18). 
Синтезировалось управление для частоты ша-
гания 3 Гц походкой с попарной перестанов-

кой диагонально расположенных стоп, что ха-
рактерно для существующих образцов робо-
тов-собак [14–16]. Управление находилось с 
помощью уравнений (4) и (5) в форме (18). Для 
анализа качества управления решалась прямая 
задача (1). Контакт стопы с опорной поверх-
ностью в прямой задаче принимался упруго-
вязким. 

Анализ результатов расчета показал удовле-
творительное качество управления с выбран-
ными параметрами походки. Отмечен высокий 
уровень колебаний корпуса робота-собаки по 
всем направлениям, особенно по скоростям 
движения и ускорениям, что было подтвержде-
но на опытном образце [22]. 

Для шагающих роботов актуальной являют-
ся походка с невысокой частотой шагания. Вы-
полнен анализ управления при сниженной до 
0,5 Гц частоты шагания. Управление находи-
лось с помощью уравнений (4) и (5) в фор-
ме (18). В этом случае в управляемом движении 
робота-собаки присутствуют значительные уг-
ловые колебания, его движение носит стоха-
стический характер (рис. 2).  

Для стабилизации движения робота в рас-
четную схему введены два дополнительных тела 
аналогичные хвосту животного (см. рис. 1), ко-
торые придают роботу три дополнительные 
степени свободы. Считая степени свободы хво-
ста управляемыми по (13) и приравнивая к ну-
лю реакции в трех связях, задающих программ-

 
Рис. 1. Расчетная схема робота-собаки 

 

 
Рис. 2. Анимационная модель управляемого 

движения робота-собаки с частотой шагания 0,5 Гц 
без стабилизации хвостом 
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ные углы поворота корпуса (11), получено 
управление приводами хвоста и ног согласно 
(13) и (5). 

При управлении со стабилизацией хвостом 
угловые колебания корпуса резко уменьши-
лись. Использование управления дополнитель-
ными звеньями по (13) снижает угловые коле-
бания в управляемом движении на 2–3 поряд-
ка. Расчеты управляемого движения для 
стабилизации хвостом выполнены для завы-
шенных моментов инерции звеньев хвоста, од-
нако это приемлемо для проверки эффективно-
сти метода на основе управления типа (13). 

Проведены расчеты управляемого движения 
для задачи изменения ориентации системы в 
безопорном состоянии — переворот «кошки» 
вниз ногами (рис. 3). Модель робота-собаки 
дополнялась удлиненным хвостом из пятнадца-
ти звеньев с чередованием четырнадцати ци-
линдрических шарниров по трем направлени-
ям. Последние считались приводными в соот-
ношении (13), а в выражении (11) учитывались 
два уравнения связей, задающие поворот отно-
сительно поперечной и продольной осей. 

На рис. 3 показаны фазы поворота корпуса 
робота, полученные из решения системы (9). 
Параметры модели: n = 168, k = 144, k11 = 14, 
k12 = 2. Приводы ног были заблокированы.  
Модель обладает двенадцатью избыточными 
приводами. Система (12) решена методом 
условного экстремума с единичными весовыми 
коэффициентами [21]. Расчеты показали прин-
ципиальную возможность нахождения управ-
лений для безопорных систем с избыточными 

приводами путем изменения взаимного поло-
жения звеньев. 

Еще одна тестовая многомерная система с из-
быточными приводами — цепь из двадцати пя-
ти одинаковых подвижных звеньев, связанных 
цилиндрическими шарнирами. Параметры мо-
дели: n = 150, k = 120, k11 = 22, k12 = 3. Полная 
длина системы — 1 м. Смоделировано управля-
емое движение системы из начального горизон-
тального положения в заданное конечное. Ко-
нечное положение — смещение точек последне-
го правого звена (головы) на 0,89 м назад и 0,6 м 
вверх за 1 с. Решение получено с помощью урав-
нений (9)–(13). Три последних левых звена при-
няты неподвижными. Решение уравнения (12) 
выполнено методом условного экстремума [21] с 
весовыми коэффициентами, равными квадратам 
угловых скоростей в шарнирах. 

На рис. 4, а показана кинограмма движения 
системы в конечное положение, которое напо-
минает движение змеи. В такой системе с 
большим количеством избыточных приводов в 
конечном положении скорости движения точек 
системы, кроме точек головы, не достигают ну-
левых значений, вследствие чего наблюдается 
значительный дрейф звеньев (рис. 4, б). Управ-
ление дрейфом осуществимо с помощью систе-
мы (19) и уравнения (20). 

Рассмотрена цепная система, моделирующая 
железнодорожный состав, движущийся по кри-
волинейному в плане пути. Модель содержала 
семь тел, связанных цилиндрическими шарни-
рами с вертикальной осью. В двух точках каж-
дого тела в поперечном направлении задавалась 
кинематическая связь с линией, описывающей 
криволинейность пути в горизонтальной плос-
кости. Ставилась задача: за счет управления 

 
Рис. 3. Схемы переворота «кошки»  

в безопорном полете: 
а — исходное положение; б — поворот корпуса 

относительно поперечной оси; в — поворот корпуса 
относительно продольной оси 

 
                                 а                                                    б 

Рис. 4. Кинограммы управляемого движения  
цепной системы: 

а — движение при перемещении последнего звена  
в заданное положение; 

б — дрейф внутренних звеньев системы после  
достижения заданного положения 
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моментом в сцепках вагонов обнулить реакции 
в поперечных кинематических связях, т. е. ис-
ключить боковую реакцию в контактах колес-
ных пар с рельсами. Параметры модели: n = 42, 
k = 28, k11 = 8, k12 = 8. Задача решена на основе 
выражений (9)–(13). На рис. 5 показана кино-
грамма движения модели поезда с огибанием 
криволинейности пути под действием управ-
ляющих моментов в сцепках вагонов. 

Рассмотрена неклассическая задача управле-
ния манипулятором с упругими звеньями. Ис-
следован трехзвенный манипулятор, два звена 
которого обладают существенной податливо-
стью (рис. 6, а и б). 

Упругие звенья моделировались простран-
ственными балками из девяти дискретных эле-
ментов с учетом геометрической нелинейности. 
Дискретные элементы связывались между со-
бой сферическими шарнирами и трехмерными 
упругими элементами по угловым направлени-
ям. Жесткость упругих элементов обеспечивала 
частоту низшей упругой формы колебаний бал-
ки около 3 Гц. Параметры модели: n = 114, k = 
= 71, k11 = 3, k12 = 3.  

Расчет выполнен с использованием выраже-
ний (9)–(13). Рассматривалось движение конце-
вой точки по прямолинейной траектории со 
смещением в вертикальном и боковом направ-
лениях на 0,5 м за 1,6 с. Длины всех трех звеньев 
равнялись 0,5 м. Расчетный анализ показал удо-
влетворительную точность следования концевой 
точки по программной траектории — 1…2 мм. 
После достижения конечной точки колебания 
упругих звеньев продолжались при неподвиж-
ной концевой точке (см. рис. 6, б). 

Другие примеры можно найти в работах [18, 
19]. Рассмотренные примеры имели вырожден-
ную матрицу, для решения которой применены 
методы регуляризации [21]. Методы (5) и (13) 
использованы для синтеза управления на 
опытных образцах робота-собаки [22] и робота-
андроида [23]. 

Выводы 
1. Предложен метод, позволяющий решать 

задачу синтеза управления для многомерных 
нелинейных систем, ориентированных на чис-
ленное решение. Это совпадает с современным 
подходом к решению актуальных задач управ-
ления, где широко используются численные 
модели объектов управления большой размер-
ности. К таким подходам относят методы ма-
шинного обучения, в основе которых лежат 
математические вариационные методы на ба-
зисных функциях, воспроизводящих характе-
ристики элементов нервной системы биологи-
ческих систем. Недостатком таких подходов 
является высокая размерность пространства 
параметров, что в задачах управления ведет к 
значительному потреблению вычислительных 
ресурсов. Это также ограничивает размерность 
математических моделей управляемых систем, 
структуру которых максимально упрощают. 

2. Предлагаемый метод теоретически обла-
дает существенно меньшей размерностью про-
странства параметров, которая определяется 
числом избыточных приводов в системе. При 
отсутствии избыточных приводов метод дает 
однозначное решение, которое не является оп-
тимальным, однако позволяет решать задачу 
оптимизации путем изменения структуры си-
стемы. По степени вычислительной сложности 
он является методом реального времени. 

3. С точки зрения классической теории ав-
томатического управления, предлагаемый ме-
тод реализует управление по силам. Показано, 

 
Рис. 5. Кинограмма движения модели поезда  

с огибанием криволинейности пути 

 
                    а                                           б 

Рис. 6. Кинограммы движения упругого 
манипулятора: 

а — из начальной точки в конечную; 
б — колебания звеньев манипулятора после  

достижения конечной точки 
 



#07(796) 2026 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 39 

что устойчивость достигается модификацией 
программного движения за счет динамического 
воздействия. 

4. Реализованные в программном комплексе 
ФРУНД методы синтеза управления и расчет-

ного анализа управляемого движения позволя-
ют считать метод перспективным для создания 
систем управления объектами широкого класса, 
например экзоскелетонов и биопротезов.  
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