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Аннотация. Изложена методика расчета  и определены зависимости напряжения 

от деформации, выявлены границы между упругой  и пластическими зонами. Исполь-
зованы экспоненциальные функции удовлетворяющие,  постулату аддитивности для 

       малых величин деформации. Для заготовки прямоугольного сечения использована 

безразмерная     характеристика кривизны и безразмерный параметр, характеризую-

   щий нагрузку. Определены значения параметров потери несущей способности для 

идеально пластического случая материала без упрочнения. Для  нагружения балки на 

двух опорах ряд определен изгибающий момент  в виде функции, разлагаемой  в  Тейло-

         ра  и определена максимальная кривизна балки, что позволило использовать одни 

формулы во всем диапазоне    упругопластической деформации. Сравнительный анализ

расхождения теоретических  и экспериментальных исследований энергосиловых па-

раметров  не превышает 8 %. Разработанная методика расчета деформации заго-

товок для процессов упругопластической деформации применима при проектирова-

нии машин для вальцовки или правки заготовок. 
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Abstract. The calculation method is described and the stress-strain dependences are deter-

mined, the boundaries between the elastic and plastic zones are revealed. Exponential func-

tions are used, which satisfy the postulate of additivity for small values of deformation. For 

a rectangular cross-section, a dimensionless curvature characteristic and a dimensionless 

parameter characterizing the load are used. The values of the parameters for the loss of 

load-bearing capacity for an ideally plastic material without hardening are determined. 

For the case of a beam loaded on two supports, the bending moment is determined as a 

function that can be expanded in a Taylor series, and the maximum curvature of the beam 

is determined, which allows the use of the same formulas throughout the range of elastic-

plastic deformation. A comparative analysis of the discrepancy between the theoretical and 

experimental results is performed. 
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Введение. Сложность расчетов при упругопластической деформации опреде-

ляется тем, что необходимо использовать различные зависимости напряже-
          ния  σ от деформации   ε в областях упругой   и пластической деформаций.  

В а области упругой деформации используют закон Гука,  при пластической 

деформации простейшем нелинейные функции   σ(ε), а в  случае, для идеаль-

но-пластической среды  условие σ = σ = const, где σ  — предел текучести. 

При этом приходится определять форму границы между упругой  и пластиче-
ской зонами. 

Материалы  и методы исследований. В В работах . . Прагера  и Р Хилла 

предлагалось единую использовать  функцию, применимую, как приближен-

ную, во всем диапазоне деформаций. 

Предложена функция   

   = ℎ 󰇡


󰇢, (1) 

где Е — модуль упругости; th — гиперболический тангенс. 
Функция функции (1) при малых   величинах ε приближается  к линейной  

 = , а ε к при увеличении  стремится  величине  , (при  = 


  функция

() равна 0,999       и не значительно отличается от ). 

     Упростить расчеты возможно при использовании экспоненциальной 

функции, удовлетворяющей постулату аддитивности [1–3]: 

  () = ∑ 

󰇟1 − (−)󰇠,

  (2) 

где  ,  — коэффициенты определяемые,     на основании экспериментальных
данных [4–6]. 

Если ограничиться одним членом ряда, то вместо (2) получим 

  () =  󰇣1 −  󰇡− 

󰇢󰇤, (3) 

т е. .  = − 


;  = . 

Если изгибающий момент определен  в виде функции (), а также ис-
пользуется гипотеза плоских сечений  и деформация, как обычно изгибе при , 

равна  = , где    — кривизна нейтральной линии [3, 5], то  получаем урав-

нение 

  () = 2 ,,
  (4) 

где для  заготовок симметричного сечения: () —  — ее ширина, h макси-

мальная толщина. 

Например, для заготовки прямоугольного сечения  × ℎ, ограничившись 

двумя членами ряда (2), получим 
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() =
ℎ

4 −
2
 󰇧




+



󰇨 +
ℎ
 









1 +
2

ℎ
 exp(−0,5ℎ) +

+



1 +
2

ℎ
 exp(−0,5ℎ)





. 

Если использовать один член ряда  и зависимость (3), то удобно ввести 

 безразмерную характеристику кривизны   = 


 , где  = 


 , l — длина -де

формируемой заготовки. В получаем этом случае из (4)  

 
()
 = 1 − 

 +


󰇡1 + 


󰇢 exp(−0,5). (5) 

Например, для заготовки на двух опорах, подвергаемой изгибу усилием 

P, приложенным в  центре ее длины, () = 0,5   и вместо (5) получим

  2 

= (), (6) 

 где  = 
     — безразмерный параметр, характеризующий нагрузку. 

(   Обычно при  ≤ 

       имеет место только упругая деформация, а предельная

величина  = 1,0       соответствует потере несущей способности для идеально
пластического материала без упрочнения). 

Если разложить в (5) экспоненциальную функцию  в ряд Тейлора, то по-

лучим 

2

 =


3 −



16 + (2 + )
(−1)

! 2 ,




 

а при малых «» ограничившись первым членом 


, получим 

 = 6 

, 

формулу, следующую из закона Гука. Сохранив два члена ряда, можно полу-

чить зависимость  

 = 2,67 󰇧1 −1 − 4,5

 󰇨, 

(   из (5) следует, что при
()
 → 1,  → ∞). 

    Обсуждение полученных результатов. Приняв  ≈ 
   , где () — 

прогиб, можно определить интегрированием его . При этом не нужно прово-

дить расчеты для упругой     и упругопластической зон, находить их границы. 

Формулы типа (5), (6) применимы нагрузке только при  [7]. Удовлетворитель-

  ное приближение  к функции ()   ,    описывающей максимальную кривизну

при   = 0,5 для балки на двух опорах дает функция 
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   = ,√
()

, (7) 

         точное решение  в области пластических деформаций дает  в этом случае 

функция 

   = 
()

. (8) 

Для сравнения на рисунке приведены  графики ()   согласно формуле
(8) —  (7) — сплошная линия, и согласно формуле штриховая линия. Видно, 

что диапазоне они  в  0,5–0,999 близки (расхождения не превышают 8 %). 

 

 
 

Графики функция () 
 

       Поэтому можно  с точностью, достаточной для практических расчетов, 

определять кривизну изгиба для  одной  силой по формуле 

 =

 =


 


 =

2,1
√3

2
 󰇡1 − 2


 󰇢
,

 

или 

 = 1,715

 󰇡1 − 2


 󰇢

,
. 

Заключение. При расчетах деформации упругопластического изгиба за-
готовок  в ряде случаев для определения зависимости кривизны от изгибаю-
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щего момента возможно использование одной функции для зоны упругой  и
пластической деформации. 
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