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Аннотация Ключевые слова 
Увеличение числа элементов системы и усложнение 
выполняемых ими функций приводит к необходи-
мости разработки соответствующих математиче-
ских моделей надежности. Отказ одного элемента 
системы может привести к серьезным последствиям 
и нарушению работоспособности всей системы. 
В связи с этим при построении математических 
моделей такой элемент необходимо рассматри-
вать как приоритетный. Надежность систем с прио-
ритетным элементом должна быть обеспечена 
в первую очередь для поддержания функциониро-
вания системы и минимизации последствий отказа 
элемента. В инженерной практике это достигается 
дублированием приоритетного элемента, например, 
в насосных станциях, радиоэлектронике, электро-
энергетике, где резервным элементом являются 
возобновляемые источники энергии, дизельные 
генераторы, накопители энергии и др. Приведена 
математическая модель дублированной системы 
с приоритетным элементом. На основе теории по-
лумарковских процессов с фазовым пространством 
состояний общего вида определены стационарные 
характеристики надежности системы. Построена 
полумарковская модель системы с дискретно-
непрерывным фазовым пространством состояний, 
что позволило получить результаты в более общем 
виде. При построении модели предположено, что 
случайные параметры, описывающие времена без-
отказной работы и восстановления элементов 
дублированной системы, имеют функции распреде-
ления общего вида. С помощью метода последова-
тельных приближений найдено стационарное рас-
пределение вложенной цепи Маркова, которое 
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используется для определения стационарных харак-
теристик надежности системы. Приведен пример 
использования полученных формул в инженерных 
расчетах 
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Введение. Обеспечение требуемого уровня надежности технической систе-
мы и его повышение в настоящее время продолжают оставаться актуаль-
ными научными и практическими задачами. С постоянным развитием тех-
нических систем увеличивается число элементов, усложняются выполняе-
мые ими функции, и как следствие, возникает необходимость разработки 
математических моделей надежности технической системы. К серьезным 
последствиям и отказу системы в целом может привести нарушение работо-
способности даже одного элемента системы. В связи с этим при построении 
математических моделей такой элемент рассматривается как приоритетный. 
Надежность систем с приоритетным элементом должна быть обеспечена  
в первую очередь для минимизации последствий в случае его отказа. В ин-
женерной практике методом решения такой задачи является дублирование, 
которое используется в информационных [1, 2], энергетических [3–5], про-
мышленных [6, 7] и других системах. В дублированных системах (ДС) в ка-
честве приоритетного элемента рассматривается элемент, выполняющий 
основную функцию.  

Первыми работами, посвященными моделированию и анализу надеж-
ности восстанавливаемых ДС, являются [8–10]. Восстанавливаемая двух-
элементная система холодного резервирования с приоритетным первым 
элементом в использовании и обслуживании исследована в [11, 12], систе-
ма горячего резервирования с приоритетным первым элементом в исполь-
зовании — в [13] в предположении об экспоненциальном распределении 
времени безотказной работы и восстановления двух элементов системы, 
что значительно сужает область применения. Параллельная система двух 
неидентичных элементов изучена в [14], приоритет в обслуживании отдан 
первому элементу в предположении о распределении Эрланга порядка m 
для времени безотказной работы первого элемента и о непрерывном рас-
пределении общего вида для времени безотказной работы второго элемен-
та и восстановления обоих элементов. Подобная система приведена в [15] 
с допущением, что время безотказной работы и восстановления двух эле-
ментов системы имеет распределение Вейбулла. Сравнение характеристик 
надежности и эффективности двухэлементных систем холодного и горяче-
го резервирования выполнено в [16]. Двухэлементная система с приори-
тетным элементом, для которой среднее время безотказной работы вычис-
ляется приближенно, исследована в [17] при условии, что распределение 
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вероятности времени работы и восстановления может быть аппроксими-
ровано как смешанное распределение Эрланга. 

В результате анализа [1, 3, 4, 6, 11–17] выявлено, что в большинстве ра-
бот, посвященных моделированию ДС с приоритетным элементом, приве-
дены следующие предположения:  

– об экспоненциальных законах распределения времени безотказной 
работы и времени восстановления элементов системы, что существенно 
упрощает математическую составляющую исследования, но в то же время 
не всегда оправдано на практике;  

– об определенном распределении (Вейбулла, Эрланга и т. п.) времени 
безотказной работы и времени восстановления элементов. 

Практический пример ДС с приоритетным элементом приведен в [6]. 
Рассмотрена система электроснабжения больницы, в которой основное 
электроснабжение приоритетное в использовании, а дополнительные ис-
точники питания (накопители, генераторы и др.) резервные.  

Дублированная система с приоритетным элементом применяется  
в электроэнергетике, где в качестве резервного элемента используют воз-
обновляемые источники энергии, дизель-генераторы, накопители энергии; 
в информационных технологиях, где в качестве резервного элемента ис-
пользуют дублирующие резервные серверы или компоненты и т. д. Осо-
бенностью таких систем является то, что после восстановления основной 
элемент сразу включается в работу (выполняет основную функцию),  
а резервный элемент мгновенно отключается и начинает восстанавливать-
ся. Такая стратегия функционирования приводит к усложнению матема-
тической модели, поскольку появляется связь между элементами системы.  

В настоящее время ДС продолжают привлекать интерес ученых благо-
даря своей относительно простой структуре и большому числу аспектов 
функционирования, требующих изучения.  

Цель настоящей работы — разработать полумарковскую модель ДС  
с приоритетным элементом в использовании и определить ее стационар-
ные характеристики надежности, используя теорию полумарковских про-
цессов с фазовым пространством состояний общего вида [18–20]. 

Описание рассматриваемой системы и принятые допущения. Рас-
смотрим ДС ,S  состоящую из двух разнородных элементов: основного 
(приоритетного) 1K  и резервного 2,K  который находится в холодном (не-
нагруженном) резерве. Модель построена в следующих предположениях.  

1. В момент времени t  = 0 элемент 1K  начинает работать, в то время 
как элемент 2K  находится в холодном резерве; в начальный момент вре-
мени оба элемента новые. 
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2. Элемент 2K  мгновенно включается в работу (если не находится  
на восстановлении) в момент отказа элемента 1;K  система функционирует 
за счет резервного элемента.  

3. Как только элемент 1K  восстановится, он мгновенно начинает рабо-
тать; если в этот момент элемент 2K  работал, то он отключается и полно-
стью восстанавливается к следующему включению; после восстановления 
оба элемента считаются «как новые». 

4. Если оба элемента восстановятся, то наступает отказ ДС :S  отказ 
продолжается до тех пор, пока любой из элементов не восстановится, при-
чем после восстановления элемент мгновенно начинает работать. Восста-
новление элементов предполагается неограниченным, т. е. есть два восста-
навливающих устройства и после восстановления элементы полностью 
восстанавливают свои первоначальные характеристики.  

5. Случайные величины 1, 2  задают время безотказной работы эле-
ментов 1K  и 2 ;K  предполагается, что они имеют функции распределения 

1 1( ) ( ),F t P t 2 2( ) ( )F t P t  и плотности распределения 1( ),f t  2( ).f t  
6. Случайные величины 1,  2  задают время восстановления элемен-

тов 1K  и 2 ;K  для них также предполагается существование функций рас-
пределения 1 1( ) ( ),G t P t  2 2( ) ( )G t P t  и плотности распределе-
ния 1( ),g t  2( )g t .  

7. Случайные величины 1 2 1 2, , ,  предполагаются независи-

мыми; ,i iM xf x dx  ,i iM xg x dx  1, 2.i  

Для описания эволюции ДС S  используем полумарковский процесс 
(ПМП) t  с дискретно-непрерывным фазовым пространством [21–23]. 
Множество E  полумарковских состояний системы имеет вид 

 1,  01,  12,  110 , 201 , 100 , 200 , 212 .E x x x x x      

Здесь 1 задает начальное состояние работы системы: основной элемент 
начинает работать, в то время как резервный элемент отключен; 01 — 
начало восстановления основного элемента после отказа и мгновенное 
включение резервного элемента в работу; 12 — начало работы основного 
элемента после восстановления и мгновенное отключение резервного эле-
мента; 110x ( 201x ) соответствует началу работы основного (резервного) 
элемента после восстановления, в то время как резервный (основной)  
элемент находится на восстановлении при условии, что до момента его 
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восстановления осталось время 0x ; 100x (200x ) — начало восстанов-
ления основного (резервного) элемента после отказа, в то время как ре-
зервный (основной) элемент находится на восстановлении при условии, 
что до момента его восстановления осталось время 0;x 212x  — отклю-
чение резервного элемента после восстановления, в то время как основной 
элемент продолжает работу при условии, что до момента его отказа оста-
лось время 0.x  

Схема временной диаграммы функционирования ДС S  приведена  
на рис. 1, граф ее переходов — на рис. 2. 

Рис. 1. Схема временной диаграммы функционирования ДС S  
 

Рис. 2. Граф переходов ДС S 

Определим вероятности и плотности вероятностей переходов вло-
женной цепи Маркова (ВЦМ) ; 0 :n n  
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Нетрудно найти время пребывания на переходах ВЦМ ; 0 ,n n

например, 11012 12101 201 100,    ,    , .y
x xx x y x y  

Таким образом, задан процесс марковского восстановления 
, ; 0 ,n n n  следовательно, и соответствующий ему ПМП ,t  опи-

сывающий функционирование ДС S. 
Определение стационарного распределения ВЦМ. Чтобы найти  

стационарные характеристики надежности системы, необходимо знать 
стационарное распределение ВЦМ ; 0 .n n   

Пусть (1),  (01),  (12)  — значения стационарного распределения 
ВЦМ ; 0n n  на состояниях 1,  01,  12  соответственно, предположим, 
что существуют стационарные плотности (110 ), (201 ), (100 ),x x x  

(200 ), (212 ),x x   отметим, что (1) 0.  
Введем следующие обозначения: 0 (01),  1( ) (110 ),x x  2( )x  

(201 ),x  3( ) (100 ),x x  4( ) (200 ),x x  5( ) (212 ).x x  
Используя (1), составим систему интегральных уравнений для опреде-

ления стационарного распределения ВЦМ ; 0 :n n  
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Последнее уравнение в системе (2) — это условие нормировки. 
Перейдем к решению системы (2), используя метод последовательных 

приближений [24], введем интегральные операторы: 

1 21 2( ) ; ( ) ;f f
x x

A f y x y dy A f y x y dy   
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A g y x y dy  2 2 ( ) ;g
x
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0

( ) ,gA g x y y dy  

тогда систему уравнений (2) запишем в виде 
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Подставляя третье уравнение системы (3) в пятое, получаем  

 1 1 1 23 3 4 .f g f gA A A A   (4) 

Введем оператор 

 1 1 1 1, 1 1 ( ) ,f g f g
x

A A A f g z x z dz  

тогда (4) представим в виде 

 1 1 1 23 , 3 4 ,f g f gA A A  

откуда 

 1 1 1 2, 3 4;f g f gI A A A  

 1 1 1 2
1

3 , 4 ;f g f gI A A A  (5) 

 1 1 1 1

1 (1), ,
1

( ) ( ) ,nf g f g
n x

I A I A I h y x y dy    

где 
1 1

( )
1 1, ( ) ( ) ,nn

f g
x

A f g y x y dy  ( )(1) 1 1
1

( ) ( )n

n
h x f g x  — 

плотность функции 1-восстановлений [1]. 
Введем интегральный оператор 1Г :  

 1 1 1 2
1

1 , 1
0

Г ( , ) ( ) ,f g f gI A A A x y y dy  

где 

 (1)1 2 1 2 1
0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
y

x y g x y t f t dt h s ds g x y s t f t dt  

Тогда уравнение (5) запишется в виде 

 3 1 4Г .  (6) 

Подставляя четвертое уравнение системы (3) в шестое, получаем 

 12 2 2 14 4 3 0 2.gf g f gA A A A A f  (7) 

Введем оператор 

 2 2 2 2, 2 2 ( ) ,f g f g
x

A A A f g z x z dz  
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уравнение (7) запишем в виде 

 12 2 2 14 , 4 3 0 2 ,gf g f gA A A A f  

откуда 

 12 2 2 1, 4 3 0 2;gf g f gI A A A A f  

         12 2 2 1 2 2
1 14 , 3 0 , 2( ) ( );gf g f g f gI A A A I A A f               (8)   

 2 2 2 2

1 (2), ,
1

( ) ( ) ,nf g f g
n x

I A I A I h y x y dy     

где 
2 2

( )
2 2, ( ) ( ) ,nn

f g
x

A f g y x y dy  ( )(2) 2 2
1

( ) ( )n

n
h x f g x  — 

плотность функции 1-восстановлений [1]. 
Введем интегральный оператор 2Г :  

 2 2 2 1
1

2 , 2
0

Г ( , ) ( ) ,f g f gI A A A x y y dy  

где 

 (2)
2 1 2 1 2

0 0 0
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

y
x y g x y t f t dt h s ds g x y s t f t dt  

Тогда уравнение (8) запишется в виде 

 12 2
1

4 2 3 0 , 2Г .gf gI A A f  

Преобразовав выражение 12 2
1

, 2 ,gf gI A A f  получим 

 
12 2

1
, 2 1 2

0

(2) 1 2
0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

gf gI A A f g x y f y dy

h y dy g x y t f t dt
 

Следовательно, можно представить уравнение (8) в виде 

 (2)4 2 3 0 1 2 0 1 2
0 0 0

Г ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .g x y f y dy h y dy g x y t f t dt  (9) 
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Подставляя (6) в (9), получаем 

(2)4 2 1 4 0 1 2 0 1 2
0 0 0

(Г Г ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .g x y f y dy h y dy g x y t f t dt  

Введем оператор 

 2 1
0

(Г Г ) ( , ) ( ) ,K k x y y dy   

где 2 1
0

( , ) ( , ) ( , ) ,k x y x t t y dt  тогда 

 (2)4 4 0 1 2 0 1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;K g x y f y dy h y dy g x y t f t dt  

 (2)4 0 1 2 0 1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;I K g x y f y dy h y dy g x y t f t dt  

 

14 0 1 2
0

1 (2)0 1 2
0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;

I K g x y f y dy

I K h y dy g x y t f t dt
 

 1

1
( ) ( , ) ( ) ,n

n x
I K I K I x y y dy   

функция ( )

1
, , ,n

n
x y k x y  где ( ) ( 1)

0
, , , ,n nk x y k x k y d  

причем (1) , , .k x y k x y  Следовательно, 

 

(2)4 0 1 2 1 2
0 0 0

(2)1 2 1 2
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) .

x g x y f y dy h y dy g x y t f t dt

x y dy g y t f t dt x y dy h s ds g y s t f t dt
 

Введем функцию ( ),x  которая будет использоваться для определения 
стационарного распределения ВЦМ ; 0 :n n  

 (2)1 2 1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x g x y f y dy h y dy g x y t f t dt
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(2)1 2 1 2
0 0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) .x y dy g y t f t dt x y dy h s ds g y s t f t dt   (10) 

Используя (10), (6) и систему уравнений (3), найдем стационарное рас-
пределение ВЦМ ; 0 :n n  

 

2 20 1 2
0 0 0

2 1 1
0 0 0

1 0 1 1 2
0 0 0

2 0 2 1
0

(12) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ;

(110 ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ;

(201 ) ( ) ( ) (

F t g t dt F x dx g y x y dy

F x dx g x y dy y t t dt

x x g y dy x y t t dt g x y y dy

x x g y x y dy g x y 1
0 0

3 0 1
0

4 0

5 0 1 1 1
0 0 0

) ( , ) ( ) ;

(100 ) ( , ) ( ) ;

(200 ) ( ) ( );

(212 ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

dy y t t dt

x x x y y dy

x x x

x x f x y dy g s ds y s t t dt

 

 
1 2

0 0
( ) ( ) ( ) ,f x y dy g y t t dt  (11) 

    
где 0 (01)  определим из условия нормировки. 

Отметим, что из первого уравнения системы (3) следует равенство 

 
2 21 2

0 0 0

2 1 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( )

F t g t dt F x dx g y x y dy

F x dx g x y dy y t t dt

  

   1 11 1 2
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,F y dy g s ds y s t t dt F y dy g y t t dt  (12) 

которое будет использоваться при определении стационарных характери-
стик системы. 
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Определение стационарных характеристик надежности. Найдем 
средние значения времени пребывания в состояниях, которые определя-
ются формулами: 
 1 1;  01 1 2 ;  12 1;  110 1 ;x x  201 2 ;x x  

100 1 ;x x  200 2 ;x x  212 ,x x  
где  — знак минимума.  

Следовательно, 

      1 1;M M  201 1 2 1
0

( ) ( ) ;M M G t F t dt  12 1;M M   

   
1110 1

0
( ) ;

x
xM M x F t dt  2201 2

0
( ) ;

x
xМ М x F t dt   

 1100 1
0

( ) ;
x

xМ М x G t dt   2200 2
0

( ) ;
x

xМ М x G t dt  

 212 .xM x     

Представим множество состояний системы E  в виде  

 ,E E E  

где 1,  01,  12,  110 ,  201 ,  212E x x x  — множество работоспособных со-
стояний системы; 100 , 200E x x  — множество неработоспособных 
состояний. 

Для определения среднего стационарного времени безотказной рабо-
ты T , среднего стационарного времени восстановления T  и стационар-
ного коэффициента готовности гK  используем формулы [19, 21, 22]: 

 

г

( ) ( ) ( ) ( )
; ;

( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( )
,

( ) ( )

E E

E E

E

E

m e de m e de
T T

P e E de P e E de

m e de
TK

m e de T T

  (14) 

где  ( )m e  — среднее время пребывания ПМП ( )t  в состоянии ;e E   
( )de  — стационарное распределение ВЦМ ; 0 ;n n  ( , )P e E  — веро-

ятность перехода ВЦМ в .E   

(13)



Ю.Е. Обжерин, С.М. Сидоров 

70 ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2026. № 2 

Запишем выражения, входящие в (14). Используя (12), (13), получаем 

 
0 1 2 1 2 2 2

0 0 0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

E
m e de

M F t g t dt G t t dt F x dx g y x y dy   

1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

2( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )t dt g s ds y s t dt x dx g x y dy y t t dF t
 

1 2 2 1
0 0 0 0 0 0

2 2 1( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( , ) ( ) ;)G t F t dt t dt G y t y dy x dx x y dy y t t dF tF G

1 20 1
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

E
m e de dx x y y dy G t dt x dx G t dt  

10 2 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ;
t t

G t dt x dx G t dt y dy x y dx  

10 2 2 2
0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E

P e E de G t f t dt F x dx g y x y dy  

2 1 1
0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( )F x dx g x y dy y t t dt  

1 1 1 1 2
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .F x dx g y dy x y t t dt F x dx g x y y dy  

Из равенства (12) получим 

 0 1
0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .
E

P e E de y dy t dt y t dy  

Следовательно: 

1 1 2 2 2 12 1
0 0 0 0 0 0

1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
;

( ) ( ) ( ,

( )

)

T

t dt t dt G y t y dy x dx x y dy y t t dt

y dy t d

M A

t y t

G t F F F G

dy

  

 

2 1 1
0 0 0

1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
,

( ) ( ) ( , )

t t
G t dt x dx G t dt y dy x y dx

T
y dy t dt y t dy

 

(15)
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где 

2 1 2
0 0

2 2
0 0

1 1
0 0 0

2 1 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) .

) ( )

А

y dy g s ds

F t g t dt G t t dt

F y s t dt

x dx g x y dy y t t d

x dx g x y d

t

y y

F

 

Обсуждение полученных результатов. Основная трудность примене-
ния формул (15) состоит в нахождении резольвенты ,x y   

( )

1
, .n

n
k x y  Решение этой задачи проще в случаях, когда ядро ,k x y  

является вырожденным [25], т. е. если ядро ,k x y  можно представить  
в виде ( , ) ( ) ( )k x y P x Q y  (ядро ,k x y  является вырожденным) и функ-
ции ( )P x , ( )Q y  удовлетворяют условию  

 
0

( ) ( ) 1,Q P d q  то 1( , ) ( ) ( ).
1

x y P x Q y
q

  (16) 

Пример. Пусть время безотказной работы и восстановления элементов 
1K  и 2K  описывается случайными величинами, имеющими экспоненци-

альные распределения с плотностями ( ) ,  0;iti i if t e  ( ) ,iti ig t e  
0,i  при 0,  1, 2.t i  

В этом случае 

1 11 1(1) ( )

1 1
( ) 1 ;xh x e   2 22 2(2) ( )

2 2
( ) 1 ;xh x e  

21 1 2 ( )
1

1 1 2

( )( , ) ;x yx y e   12 1 2 ( )
2

2 1 2

( )( , ) ;x yx y e  

1 21 2 1 2

1 1 2 2 1 2

( ), .
( )( )

x yk x y e e  

Ядро ,k x y  является вырожденным, для определения резольвенты 
( , )x y  можно применить условие (16). Тогда получим 

 
1 2

1

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( , ) ;

( ) .

x y

x

x y e e

x e
  (17) 
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В этом случае стационарное распределение ВЦМ ; 0n n  имеет 
вид: 

2

1

2

1

1 1 2
0

1 2 1 2

1 2 2
1 0

1 2 1 2

1 2 2
2 0

1 2 1 2

1 2
3 0

1 2 1 2

1 1 2 2
4 0

1 2 1 2

(12) ;

( )(110 ) ( ) ;

( )(201 ) ( ) ;

(100 ) ( ) ;

( )(200 ) ( ) ;

(212

x

x

x

x

x x e

x x e

x x e

x x e

x 11 2
5 0

1 2 1 2
) ( ) ,xx e

 

константа 0 (01)  находится из условия нормировки. 
Найдем характеристики надежности ,T  ,T  г.K  Используя (14), (17), 

определяем 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
0

1 1 2 1 2 1 2
( ) ( () ) ( ) ;

E
m e de  

2 1 2
0

1 2 1 2 1 2
( ) ( )= ;

E
m e de  

2 1 2 1 2
0

1 2 1 2 1 2

(( , ) ( ) ) .
E

P e E de  

Получаем следующие выражения для стационарных характеристик 
надежности: 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ;
( )

T  (18) 

 
1 2

1 ;T   (19) 

гK  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

  (20) 
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В таблице приведены результаты расчетов стационарных характери-
стик надежности ,T  гK  по формулам (18), (20) при разных .  

1. Расчет выполнен при 2 0,02,  т. е. среднее время безотказной ра-
боты резервного элемента 2М  = 50 ч; 2  = 0,1, т. е. среднее время восста-
новления резервного элемента 2М  = 10 ч; 1  = 0,025, т. е. среднее время 
восстановления приоритетного элемента 1М  = 40 ч; значение пара- 
метра  1  изменяется так, чтобы среднее время безотказной работы прио-
ритетного элемента изменялось от 200 до 700 ч с шагом 50 ч (11 шагов). 

2. Расчет выполнен при 1  = 0,005, т. е. среднее время безотказной ра-
боты приоритетного элемента 1М  = 200 ч; 1 2  = 0,1, т. е. среднее 
время восстановления приоритетного и резервного элементов 2М  = 10 ч. 
Значение параметра 2  изменяется так, чтобы среднее время безотказной 
работы резервного элемента варьировалось от 40 до 140 ч с шагом 10 ч  
(11 шагов). 

Значения стационарных характеристик надежности ,T  гK  
в зависимости от среднего времени безотказной работы  

приоритетного и резервного элементов 

Номер 
шага  

T , ч гK  T , ч гK  

при 2  = 0,02 при 1  = 0,005 

1 337,14 0,97682 920 0,99460 
2 409,71 0,98085 1125 0,99558 
3 482,26 0,98368 1330 0,99625 
4 554,79 0,98579 1535 0,99675 
5 627,32 0,98741 1740 0,99714 
6 699,84 0,98870 1945 0,99744 
7 772,35 0,98975 2150 0,99768 
8 844,87 0,99062 2355 0,99788 
9 917,38 0,99136 2560 0,99805 

10 989,87 0,99198 2765 0,99820 
11 1062,39 0,99253 2970 0,99832 

Формулы (18)–(20) позволяют подбирать параметры среднего времени 
безотказной работы и восстановления приоритетного и резервного эле-
ментов так, чтобы система достигала требуемых значений стационарных 
характеристик надежности.  

Заключение. Использование ПМП с фазовым пространством состоя-
ний общего вида приводит к наиболее общим моделям в теории надежно-
сти, поскольку включает в себя в качестве частных случаев марковские про-
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цессы и процессы восстановления. Разработанная ПМП позволила снять 
ограничения, зачастую накладываемые при моделировании ДС с приори-
тетным элементом на конкретные виды распределения времени безотказ-
ной работы и времени восстановления элементов. Для предложенной моде-
ли найдено стационарное распределение ВЦМ, которое позволило получить 
аналитические выражения для стационарного коэффициента готовности, 
среднего стационарного времени восстановления и среднего стационарного 
времени безотказной работы системы. Результаты исследования примени-
мы для различных технических систем и позволяют решать оптимизацион-
ныезадачи выбора параметров элементов системы.  

Дальнейшие исследования связаны с определением и приближенным 
вычислением нестационарных  и стационарных характеристик надежно-
сти рассматриваемой системы.  
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Abstract Keywords 
The increase in the number of system elements and 
the constant complication of their functions leads to 
the need to develop appropriate mathematical models 
of reliability. The failure of a single system element 
can have serious consequences and lead to the failure 
of the entire system, so it is important to consider this 
element as a priority when building mathematical 
models. The reliability of systems with a priority 
element should be ensured primarily to maintain the 
system’s functionality and minimize the impact of 
element failure. In engineering practice, this is 
achieved by duplicating the priority element, which is 
used in pumping stations, radio electronics, and the 
electric power engineering, where the backup ele-
ment is renewable energy sources, diesel generators, 
energy storage systems, etc. The article presents 
a mathematical model of a duplicated system with 
a priority element. Based on the theory of semi-
Markov processes with a phase space of states, the 
stationary reliability characteristics of the system are 
determined. A semi-Markov model with a discrete-
continuous phase space of states is constructed, 

Duplicated repairable system, 
priority element, unloaded  
reserve, semi-Markov model, 
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which allowed us to obtain results in a more general 
form. When constructing the model, it was assumed 
that random variables describing the failure-free 
operation and restoration times of all elements of the 
duplicated system have probability distribution func-
tions of a general type. Using the method of succes-
sive approximations, the stationary distribution of 
the embedded Markov chain is found, which is used 
to determine the system stationary reliability charac-
teristics. An example of using the obtained formulas 
in engineering calculations is provided 
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