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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. В диссертационной работе рассматриваются 

стохастические модели систем с взаимодействием в виде марковских 

процессов рождения и гибели при дискретном множестве состояний 

№, № = {0,1,2,...}, и непрерывным временем t, # € [0,00). Tou- 

ка фазового пространства о = (@i,...,0,) Е №" интерпретируется 

как такое состояние системы, в котором имеется совокупность частиц 

Sa = АТ, +... + anTy, состоящая из о) частиц типа Ii, ..., a, Час- 

тиц типа ТГ; переход случайного процесса в другое состояние — pe- 

зультат взаимодействия одного из комплексов частиц Si, Е° Е A, где 

А = {e',...,e'} С №" — данное множество. Результат взаимодейст- 

вия комплекса, частиц не зависит от наличия других частиц в системе; 

множество А задает схему взаимодействий (кинетическую схему). Ta- 

кие модели являются подклассом дискретных систем со стохастическим 

характером эволюции, определяемым случайными процессами взаимо- 

действия элементов системы между собой и с окружающей средой. В 

литературе по математическому моделированию для отдельных эле- 

ментов в системах этого подкласса используется название ” частица”, 

что обусловлено спецификой элементов таких систем и процессов их 

взаимодействия. При различии физической природы, происхождения и 

масштабов систем взаимодействующих элементов, существенным явля- 

ется то, что определяемые для исследования этих систем математичес- 

кие модели основаны на понятиях и результатах теории вероятностей и 

теории случайных процессов. Рассматриваемые модели являются одно- 

родными во времени марковскими процессами с конечным или счетным 

множеством состояний, важным свойством которых является то, что 

их поведение определяется инфинитезимальными характеристиками и 

начальным распределением. Основополагающий вклад в разработку и 

анализ стохастических моделей систем взаимодействующих частиц вне- 

сли отечественные ученые А.Я. Хинчин, М.А. Леонтович, Н.Н. Боголю- 

бов, А.Н. Колмогоров, Р.Л. Добрушин. Существенный вклад в развитие 

этого научного направления внесли зарубежные ученые М.С. Бартлетт, 
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Н.Т. Бейли, А.Т. Баруча-Рид, Т.Е. Харрис, И. Пригожин, 2K. Гани, 

Н.Г. Ван Кампен и др. 

Данная выше интерпретация марковских процессов на №” пока- 

зывает, что рассматриваемые в диссертации модели систем при дис- 

кретных состояниях могут описывать широкий класс реальных систем 

взаимодействующих элементов, в которых одни элементы системы пре- 

вращаются в другие элементы в результате взаимодействия нескольких 

существующих в данный момент. М.А. Леонтович |) дал модель сто- 

хастической системы с попарно сталкивающимися частицами в виде 

марковского процесса на фазовом пространстве всех п-мерных векто- 

ров с целыми неотрицательными компонентами и указал Ha связь меж- 

ду такой моделью бимолекулярной химической реакции и детермини- 

рованным описанием кинетики такой реакции — законом действующих 

масс (см. также 2), гл. 8, ” Приложения в химии”). Близкие к модели 1) 

марковские процессы Ha № изучались в $) как модели кинетики цепной 

реакции рождения нейтронов с учетом ядер тяжелых элементов. В 4) 5) 

методы теории случайных процессов с дискретными состояниями при- 

менялись к исследованию неравновесных пространственно-однородных 

1) Леонтович М.А. Основные уравнения кинетической теории га- 

зов с точки зрения теории случайных процессов // Журнал эксперимен- 

тальной и теоретической физики. — 1935. — Т. 5, № 3-4. - С. 211-231. 

2) Баруча-Рид А.Т. Элементы теории марковских процессов и их 

приложения. — М.: Наука, 1969. — 512 с. 

3) Дорогов В.И., Чистяков В.П. Вероятностные модели превраще- 

ния частиц. — М.: Наука, 1988. — 112 с. 

4) Ван Кампен Н.Г. Стохастические процессы в физике и химии. — 

М.: Высшая школа, 1990. — 376 с. 

5) Николис Г., Пригожин И. Самоорганизация в неравновесных 

системах. - М.: Мир, 1979. 

6) Бочаров П.П., Печинкин А.В. Теория массового обслуживания. — 

М.: Изд-во РУДН, 1995. — 529 с. 

7) Математические методы в теории надежности. / Г.Д. Карташов, 

О.И. Тескин, О.А. Бархатова, С.М. Швартин. - М.: Изд-во МГТУ им. 

Н.Э. Баумана, 1982. - 32 с. 
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стохастических моделей физико-химических процессов в многокомпо- 

нентном разреженном газе. Марковские процессы рождения и гибели 

на N и №? рассматриваются в связи с применениями в теории массово- 

го обслуживания ©) и в теории надежности 7). Б.А. Севастьянов ®) опре- 

делил модели ветвящихся процессов с взаимодействием — класс мар- 

ковских процессов на №”, который обобщил ряд рассматриваемых ра- 

нее стохастических моделей систем с взаимодействием при дискретных 

состояниях. Определение модели) является строгим с точки зрения 

теории случайных процессов (определено вероятностное пространство 

(9, А, Р)) и в нем соблюдены феноменологические законы кинетики и 

ряд положений статистической физики. 

Аналитический метод исследования марковских моделей систем с 

взаимодействием при дискретных состояниях сводится к рассмотрению 

первой и второй систем дифференциальных уравнений Колмогорова для 

переходных вероятностей марковских процессов. Число случаев, для 

которых удается найти явное решение уравнений Колмогорова. для про- 

цессов со счетным множеством состояний, невелико; известные решения 

относятся к процессам рождения и гибели на №: процесс простой гибе- 

ли, процесс чистого рождения, процесс рождения и гибели пуассонов- 

ского типа (выражения для переходных вероятностей содержал бесселе- 

вы функции), процесс рождения и гибели линейного типа. и некоторые 

модификации указанных процессов. Данные в Y= ®) и другие примеры 

применения аналитического метода при рассмотрении моделей систем 

с взаимодействием характеризуются использованием многомерной про- 

изводящей функции для записи второго уравнения в виде уравнения в 

частных производных (линейное уравнение). 

Детально исследованным классом марковских моделей на №" явля- 

ются ветвящиеся процессы с ACT вующими частицами 8) Kor- 

8) Севастьянов B.A., Калинкин А.В. Ветвящиеся случайные про- 

цессы с взаимодействием частиц // Доклады AH СССР. - 1982. - Т. 264, 

№: 2. - С. 306-308. 

9) Севастьянов Б.А. Ветвящиеся процессы. — М.: Наука, 1971. — 

436 с. 
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да. второе уравнение для производящей функции переходных вероятнос- 

тей есть уравнение в частных производных первого порядка. Из неза- 

висимости эволюций частиц следуют нелинейные свойства переходных 

вероятностей и нелинейное уравнение для одночастичной производящей 

функции переходных вероятностей, полученные А.Н. Колмогоровым и 
10) Н.А. Дмитриевым "7, и ставшие основой применения аналитических 

методов для моделей систем без взаимодействия. Уравнение работы 10) 

относится к виду кинетических уравнений для одночастичной функции 

распределения !). В статистической физике для систем взаимодейст- 

вующих частиц принято описание с помощью цепочки функциональ- 

ных уравнений для многочастичных функций распределения !2); таким 

цепочкам уравнений и уравнениям для одночастичных функций рас- 

пределения в моделях неравновесных физико-химических процессов с 

непрерывным фазовым пространством и их математической теории по- 

священа обширная литература, см. *0). В диссертации показано, что 

первая система дифференциальных уравнений Колмогорова для пере- 

ходных вероятностей является цепочкой уравнений в случае марковской 

модели системы с взаимодействием. Таким образом, из 19) и 12) следу- 

ет задача, выявления нелинейных свойств и вывода нелинейных уравне- 

ний для таких стохастических моделей. Для решения данной проблемы 

строятся точные замкнутые решения первого и второго линейных урав- 

нений для переходных вероятностей. 

Второе уравнение Колмогорова, как уравнение в частных производ- 

ных порядка выше первого, рассматривалось в 1), 3), 5), 8) и др. Для 

10) Колмогоров А.Н., Дмитриев Н.А. Ветвящиеся случайные про- 

цессы // Доклады АН СССР. - 1947. — Т. 56, № 1. - С. 7-10. 

11) Петрина Д.Я., Герасименко В.И., Малышев П.В. Математичес- 

кие основы классической статистической механики. — Киев: Наукова 

думка, 1981. — 261 с. 

12) Боголюбов Н.Н. Проблемы динамической теории в статисти- 

ческой физике. — М.-Л.: Гостехиздат, 1946. — 120 с. 

13) Letessier J., Valent С. Some exact solutions of the Kolmogorov 

boundary value problem // Approx. Theory Appl. — 1988. - У. 4, п. 2. — 

P. 97-117. 
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ряда моделей систем с взаимодействием решение нестационарных или 

стационарных уравнений приводит к выражениям для производящих 

функций искомых вероятностей состояний в виде рядов по специальным 

функциям. Г. Валэн и 2K. Летесье (см. обзор 3) и др.) методом разделе- 

ния переменных получили решения второго уравнения в виде рядов по 

гипергеометрическим функциям для некоторых процессов рождения и 

гибели квадратичного, кубического и биквадратичного типов. Основ- 

ные аналитические трудности связаны с суммированием этих рядов, 

приведением решений такого вида к замкнутой интегральной форме. 

Замкнутые решения уравнений Колмогорова дают возможность 

простого вывода тех или иных асимптотических свойств и предельных 

теорем для вероятностных моделей систем с дискретными состояния- 

ми; примеры рассмотрения таких свойств даны в диссертации. При ис- 

пользовании марковских процессов в качестве стохастических моделей, 

как правило, возникает и требует решения общая для математического 

моделирования проблема оценки влияния на характеристики моделей 

точности значений задаваемых параметров модели. Проблема полу- 

чения точных решений уравнений Колмогорова для рассматриваемых 

моделей систем с взаимодействием является актуальной, и ее решение 

не только представляет теоретический интерес, но и имеет практичес- 

кое значение для исследования дискретных стохастических систем ме- 

тодами математического моделирования при использовании в качестве 

моделей марковских процессов. 

Цель работы. Проблемой, на решение которой направлена диссер- 

тация, является разработка, фундаментальных основ математического 

моделирования стохастических систем с взаимодействием с помощью 

марковских процессов с дискретным множеством состояний и постро- 

ение новых методов решения возникающих задач на основе первого и 

второго дифференциальных уравнений для переходных вероятностей. 

Даны примеры применения аналитических и численных методов при 

рассмотрении реальных схем превращения частиц для различных фи- 

зических, химических, биологических, а также технических объектов. 

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются 

новыми. Впервые предложен систематический подход к рассмотрению 
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марковских моделей систем с взаимодействием при дискретных состо- 

яниях на основе понятия схемы взаимодействий. 

Основные результаты диссертации. Объектами исследования в дис- 

сертационной работе являются конкретные схемы взаимодействий. На 

защиту выносятся следующие результаты: 

1. Построена общая стохастическая модель системы с взаимодей- 

ствием при дискретных состояниях, включающая в себя ряд моделей, 

рассматривавшихся ранее. Для частных случаев дана классификация 

на основе рассмотрения специальных классов марковских процессов с 

множеством состояний №”. 

2. Найдены формы записи дифференциальных уравнений Колмого- 

рова, для производящих функций переходных вероятностей для различ- 

ных классов марковских моделей систем с взаимодействием. 

3. Предложен метод экспоненциальной производящей функции для 

решения стационарной первой системы уравнений. Даны примеры при- 

менения метода для нахождения финальных вероятностей в моделях 

систем с парными взаимодействиями частиц одного или разных типов. 

4. Предложен способ построения замкнутых решений первого и вто- 

рого нестационарных уравнений для марковских процессов рождения и 

гибели квадратичного, пуассоновского, полиномиального и других ти- 

пов. Метод применен к модели системы с парными взаимодействиями 

частиц одного типа и ее обобщению с частицами финального типа.. 

5. Получены точные решения первого и второго уравнений для мар- 

ковских моделей Ha №”, являющиеся новыми и обобщающие известные 

решения. Выявлены нелинейные свойства марковских моделей систем 

с взаимодействием. 

6. Изложен способ численного моделирования на ЭВМ марковских 

систем с взаимодействием Ha примере процесса хищник-жертва” при 

дискретных состояниях и проведено исследование этой модели. 

7. Проведен анализ марковских моделей с взаимодействием при дис- 

кретных состояниях как стохастических систем взаимодействующих 

частиц статистической физики. 

Методы исследования. В диссертации применялись методы теории 

вероятностей, теории марковских процессов с непрерывным временем, 

6



теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в 

частных производных. Использовался аппарат специальных функций: 

ортогональные многочлены; бесселевы функции; гипергеометрические 

функции; эллиптические функции. Также применялись современные 

технологии вычислительного эксперимента на ЭВМ. 

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теорети- 

ческий характер. Решены задачи, имеющие значение для разработки 

новых математических методов моделирования и теории стохастичес- 

ких систем. Предложенные в диссертации аналитические методы реше- 

ния уравнений Колмогорова могут найти применение в общей теории 

случайных процессов. 

Практическая значимость результатов состоит в возможности их 

использования для исследования различных вероятностных моделей ре- 

альных систем с взаимодействием, когда в качестве моделей использу- 

ются конечные и счетные однородные марковские процессы с непрерыв- 

ным временем. Примеры систем с взаимодействием, моделями которых 

являются марковские процессы, часто встречаются в физике, химии, 

биологии, теории массового обслуживания и теории надежности. Ре- 

зультаты диссертации представляют интерес для исследований в таких 

областях теории неравновесных процессов и физико-химической кине- 

тики, как взаимосвязь стохастического и кинетического описаний эво- 

люций разреженного газа, свойства кинетических уравнений, схемы и 

константы скорости химических реакций. Методы, применяемые в дис- 

сертации, могут быть использованы при изучении более сложных MO- 

делей случайных систем с взаимодействием. 

В основу диссертации положены результаты научных исследова- 

ний, выполненных автором в Московском государственном техничес- 

ком университете им. Н.Э. Баумана. Часть изложенных в диссерта- 

ции результатов получена автором в качестве соисполнителя научно- 

исследовательских работ по темам, включенным в план НИР МГТУ 

им. Н.Э. Баумана: 

— НИР $ 4.1/2000 ”Стохастический анализ многомерных моделей 

функционирования сложных систем в теории надежности и массовом 

обслуживании”;



— НИР № 4/2001 Разработка теории и методов математического 

моделирования при анализе функционирования и устойчивости конти- 

нуальных и дискретных систем”; 

— НИР № 5 - 2/2002 ”Разработка методов стохастического оцени- 

вания показателей надежности и финансовых рисков при функциониро- 

вании сложных систем по разнородным данным”. 

Материалы диссертации используются в учебном процессе: авто- 

ром в МГТУ им. Н.Э. Баумана с 1998/1999 учебного года читается 

обязательный семестровый курс "Дополнительные главы теории слу- 

чайных процессов” для студентов специальности ” Прикладная матема- 

тика” факультета ” Фундаментальные науки”. 

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва- 

лись на Третьей ('Гуапсе, 1996 г.), Четвертой (Уфа, 1997 r.), Пятой 

(Йошкар-Ола, 1998 г.), Седьмой (Сочи, 2000 г.), Восьмой (Йошкар- 

Ола, 2001 г.) Всероссийских школах-коллоквиумах по стохастическим 

методам, XIX Международном (Вологда, 1998 г.) семинаре по пробле- 

мам устойчивости стохастических моделей, Первой и Второй (Москва, 

2001 г. и 2003 г.) Всероссийских конференциях ”Необратимые про- 

цессы в природе и технике”, Втором (Самара, 2001 г.) Всероссийском 

симпозиуме по прикладной и промышленной математике. 

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на науч- 

ных семинанарах в МГТУ им. Н.Э. Баумана, на физическом, химичес- 

ком и механико-математическом факультетах МГ`У им. М.В. Ломоносо- 

ва, в Математическом институте РАН, в Институте проблем передачи 

информации РАН и ВНИИ атомного энергетического машиностроения. 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 15 статей, 15 те- 

зисов докладов и учебно-методическое пособие 14), 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пя- 

ти глав, разделенных на пункты, и выводов. При ссылке на пункт сле- 

ва добавляется номер главы. В диссертации список литературы из 152 

14) Калинкин А.В. Случайные процессы в естествознании: Дис- 

кретное фазовое пространство. — М.: МГТУ им. Н.Э. Баумана, 1999. — 

40 с. 
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наименований. Текст изложен на 232 страницах, включая 42 рисунка и 

таблицу. Приложение на 23 страницах содержит текст программного 

комплекса. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность работы, сформулирована, ее 

цель и определены научная новизна и практическая ценность работы. 

Кратко изложены основные результаты выполненной работы 

В первой главе приведены определения специальных классов мар- 

ковских процессов со счетным множеством состояний и непрерывным 

временем, интерпретируемых как модели систем с взаимодействием при 

дискретном фазовом пространстве. Получены первое и второе уравне- 

ния для производящих функций переходных вероятностей рассматри- 

ваемых марковских моделей. 

В 1.1 дан обзор используемых далее результатов теории марков- 

ских процессов. Пусть №" = {а = (a1,a2,...,a,), од = 0,1,2,..., i = 

1,...,п} — множество всех п-мерных векторов с неотрицательными 

целочисленными компонентами. Множество М составляют однородные 

во времени марковские процессы &(#) = (ё1 (0), 5+(1),..., 6 (#)), t € [0, со), 

Ha фазовом пространстве №. Обозначим переходные вероятности 

P,g(t) = P{&(t) = B1€(0) = a}, а, В Е №. Марковский процесс задает- 

ся плотностями переходных вероятностей ааа = (dP,pa(t)/dt)|i=04 (ин- 

финитезимальные характеристики). Выполнены обычные при рассмот- 

рении таких процессов условия, при которых переходные вероятности 

удовлетворяют первой (обратной) системе дифференциальных уравне- 

ний Колмогорова 

аР.в( 
«Вы =2 ter a(t), @ Е М", 

и второй (прямой) системе AER уравнений Колмогорова, 

для переходных ИНДИ 

dP, 
Hah = Ве Jays, | В © №"; 

начальные условия Ра (0) = , Рав(0) = 0 при а # В.



В 1.2 даны необходимые сведения о многомерных производящих 

функциях. 

В 1.3 определено множество марковских процессов с взаимодейст- 

вием М,. Пусть фиксировано конечное множество векторов A = {&* = 

(&,..., 6%) € №, i = 1,...,1}. Каждому вектору &* © А сопоставим 

распределение вероятностей на №", {р 2 0, >, р), = 1, ры = 0}, и 

набор чисел {pp}, 2 0, a Е №"; ¢} = 0, если при некотором k о; < €}}. 

Для процесса из множества М, полагаем плотности переходных ве- 
. 1 ; 1 i 

роятностей раВНЫМИ Goa = — 9 ;_q Par Caf = У) Palh_areir @ # 

В, а, В Е №". Гаким образом, характеристики Gg процесса из множес- 

тва М, определяются набором e', {р1 }, {21}... , 6’, {pL}, { 21, }. Показа- 

но, что для процессов из М, вторую систему уравнений можно запи- 

сать в компактном виде, используя многомерные производящие функ- 

ции (5 = (81,...,8n), 8% = 51!...89”, ), enn обозначается 2.) 

Вене) = У Рео(0еб о пов) = У fot i=l iL 
В у 

OFa(t; в) = y (hi(s) — 8**) Ds (Fa(t; 5)), Fa(0;s) = з°, (1) 

где DD; — оператор обобщенной производной, определенный Ha аналити- 

ческих в окрестности нуля функциях, D; ( 2.8 ags®) = Yay apps? 

$ == vail 

Марковский процесс £(t) из множества М, есть модель систе- 

мы взаимодействующих частиц n типов Т1,..., Т„. Событие {&(#) = a} 

можно интерпретировать как такое состояние системы, в котором в 

момент времени | имеется совокупность S, частиц, состоящая из op 

частиц типа Т\, ..., a, частиц типа 1p: ба = oT +... + a, Ty. 3a- 

дадим | комплексов взаимодействия частиц S,i, соответствующих век- 

торам Е* Е А. Через случайное время 7, Piri к = 1 eat, 

происходит взаимодействие комплекса, частиц S.i. В этот момент из 

оц частиц типа 1) выбирается Е} частиц, ..., из о, частиц типа Th, 

выбирается en, частиц, и этот комплекс частиц S.. с распределением



вероятностей {р' } заменяется совокупностью 5. новых частиц. Сис- 

тема из состояния S,, соответствующему вектору ©, переходит в со- 

стояние ба-е‘у-у, соответствующее вектору @ — е* + 7), и далее анало- 

гичная эволюция системы частиц. В состоянии 5, система находится 

случайное время T,, пока не произойдет какое-либо из | взаимодейст- 

вий, то есть т, = min(7},...,7}). Предполагается, что случайные Be- 

личины 71,..., т! независимы. Тогда P{r, © t} = 1 — e~(¥at- teat 

и вероятность, что произошло взаимодействие комплекса частиц Sei, 

при условии, что взаимодействие произошло, равна 6) enh @',)-*. 

Возможные превращения частиц в такой системе представляют схемой 

взаимодействий: 

en + ЕТ +... + ЕТ, =» ЭТ, +7vTe +... +71 Ty; 

en + ЕТ +... =» ТН... НТ; (2) 

en + в, +... + ЕТ, =» УТ, +. 

где случайный вектор ' = (vi,7%,...,7.) имеет распределение {2}, 

т = 1,...,!. 

В 1.4 рассматривается основной класс стохастических моделей, ис- 

следуемых в диссертации — класс марковских процессов By ®). Плот- 

ности переходных вероятностей адд ветвящегося процесса, с взаимодей- 

ствием выбраны таким образом, что оператор обобщенной производной 

в уравнении (1) совпадает с частной производной. 

Теорема 1.1. Производящая функция переходных вероятностей 

F(t; &) ветвящегося процесса с взаимодействием при любом а Е № 

удовлетворяет при |s| < 1 линейному дифференциальному уравнению в 

частных производных {Ae>0,4.=01,...5%) 
i 

оРДае) 0° К.(#; 5) 
‚ а» [ed 

ey i ( ALE Ка(0; в) =s% (3) 

Для свертки первой системы уравнений вводятся экспоненциальная 

производящая функция переходных вероятностей (2 = (21,...,2,), 2% = 

возни дао, 0 = onl... .on)) 

Galtiz) = У) 2 Pas(t)



и линейные операторы с постоянными коэффициентами 

д” ont-trn 

м (2) = Уве == иене A 
*\дг = Ру от’ i Lak My SUE. Pe SREP 

Теорема 1.2. Экспоненциальная производящая функция пе- 

реходных вероятностей (g(t; г) ветвящегося процесса. с взаимодействи- 

ем при любом J Е №" удовлетворяет линейному дифференциальному 

уравнению в частных производных 

дб) (6; 2) д д° 
=)» Pi (А (55) - 2 Vaal 2), Gal0:2)= 

В 1.5 кратко изложены положения теории ветвящихся процессов ?). 

Класс марковских процессов В, выделяется из класса В» условия- 

ми |e] < 1, i = 1,...,!. Пусть для определенности А = {e! = 

(1,0,...,0), ©? = (0,1,0,...,0), ..., ©! = (0,...,0,1,0,...,0)}. Второе 

уравнение (3) получает вид уравнения в частных производных перво- 

го порядка, 

OF, два) 8) a „ \дР»(65 2) 

=1 
его решение обладают свойством 

Fo (t; 8) = Foo (4 s FP (8). P24 s)e ii ie% la © №". (4) 

Свойство ветвления (4) — основное свойство, выделяющее из мар- 

ковских процессов класс ветвящихся процессов — состоит в том, что ес- 

ли событие {{(f) = ао} интерпретировать как наличие системы частиц 

бе, то частицы, существующие в момент времени #1, в любой следую- 

щий момент tq +t, & > 0, эволюционируют и порождают новые частицы 

независимо друг от друга. Из (4) следует система обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений: 

Loi = Ai (hi( Fer (t; 8)y is Fo (B8)y 8141s ssp) = F.i(t;s)), (5) 

i = 1,...,l; с начальными условиями [1 (0; 5) = з1,..., Ре (0; 5) = 51. 

Нелинейное свойство (4) и система нелинейных уравнений (5) опреде- 

лили возможность аналитического исследования моделей класса, В, 9 
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В заключение главы обсуждается соотношение М OD M; OD В, 5 

By, где М — множество всех марковских процессов на №", множест- 

во М, описано в 1.3, B, — класс ветвящихся процессов с взаимодей- 

ствием, В, — класс ветвящихся процессов. Результаты главы 1 по- 

казывают возможность переноса аналитических методов исследования 

марковских моделей класса В, на стохастические модели других клас- 

сов, при этом важной задачей является выявление аналога. нелинейного 

свойства переходных вероятностей (4) для стохастических моделей с 

взаимодействием. 

Стохастические модели систем с взаимодействием как частные слу- 

чаи марковских процессов на №" определялись в большом числе работ, 

посвященных конкретным задачам физической кинетики, химической 

кинетики, динамике популяций в экологических системах, в теории 

массового обслуживания, в теории надежности и др., что объясняет- 

ся наглядностью фазового пространства №”. Во второй главе дается 

обзор ряда результатов для различных схем взаимодействий. Прин- 

ципы и методы моделирования систем с взаимодействием марковскими 

процессами при дискретных состояниях рассматриваются Ha примерах 

моделирования физических, химических и биологических систем. 

В 2.1 дается вывод первого и второго уравнений для производя- 

щих функций переходных вероятностей процесса рождения и гибели, 

”вложенная цепь Маркова” которого является случайным блуждани- 

ем, и приведены известные явные решения этих уравнений. Приведе- 

ны результаты об асимптотическом поведении среднего числа частиц 

в процессах рождения и гибели линейного, степенного и пуассоновско- 

го типов. Такие вероятностные модели из множества Mj описывают, 

соответственно, экспоненциальный, степенной и линейный рост числа, 

”активных” частиц на начальной стадии ядерной цепной реакции 3, 

В 2.2 рассматриваются стохастические модели химических реак- 

ций. Схему взаимодействий вида (2) называют кинетической схемой 

химической реакции, отдельная строка соответствует элементарному 

акту реакции 15) . 

15) Эмануэль Н.М., Кнорре Д.Г. Курс химической кинетики. — М.: 

Высшая школа, 1974. — 400 с. 
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Схемой (2) может быть учтено как образование финального про- 

дукта в реакции, так и поступление реагентов в систему извне. 

Выбор характеристик ада для моделей классов Bp, В» опреде- 

лен детерминированными законами формальной кинетики. Процессы 

из класса В, служат моделями мономолекулярных химических реак- 

ций, процессы из класса Bp служат моделями бимолекулярных реак- 

ций. Приводятся основные дифференциальные уравнения формальной 

кинетики — для реакций 17 — To, и Ty + То — Тз, и соответствую- 

щие им модели из В; и By. В первом случае закон кинетики соблю- 

дается как точный для среднего числа. частиц, во втором случае урав- 

нение закона действующих масс соблюдается как приближенное для 

среднего числа частиц, при большом начальном числе частиц; полага- 

ют а = (naj, nag,nog) и п —› со (предельный переход соответствует 

принятому в статистической физике термодинамическому предельному 

переходу 11), Впервые с точки зрения указанного предельного перехода, 

была. рассмотрена в 1) марковская система с парными взаимодействи- 

ями Г; + Ty; — Typ + Ту, 1,7, в! = 1,...,п. В 2.2 приведены уравнения 

формальной кинетики для других бимолекулярных схем и соответству- 

ющие им марковские модели. Моделями самых разнообразных реакций 

могут служить процессы из множества My. Используемое при постро- 

ении рассматриваемых в диссертации моделей систем с взаимодействи- 

ем марковское свойство не всегда выполнено для реальных физических 

систем. Подробное описание физических требований, при которых до- 

пустимо представление химической реакции как марковского процесса, 

дано в ®. 

В 2.3 изложены результаты статистического моделирования систе- 

мы с двумя типами частиц 77, Th и схемой взаимодействий: 

В работах по динамике популяций частицы типа Т интерпретируются 

как ”хищники”, частицы типа Tp как ”жертвы”. Второе уравнение 

имеет вид (A > 0, р > 0, р > 0): 

OF. {415} Liars O*F,(t;s) OF, (11%) 

SC I Ces 

PR SLL) SN WY 
Oso



Для моделирования на ЭВМ создан программный комплекс (см. при- 

ложение к диссертации), использовалось данное в 1.3 конструктивное 

описание модели при помощи случайного времени T(a, аз) НАХОЖДЕНИЯ 

марковского процесса в состоянии (aq, оо). Статистическими экспери- 

ментами приближенно определена область значений параметров A, и, р, 

когда, стохастические реализации рассматриваемого процесса, устойчи- 

во имеют колебательный вид, что характерно для детерминированно- 

го описания экологической системы ”хищник-жертва”. Стохастические 

модели с взаимодействием частиц при дискретных состояниях, совпада- 

ющие с рассматриваемыми в диссертации, изучались через численный 

16), 17), где исследовались реальные явления. эксперимент в работах 

В 2.4 изложены результаты работ Ри 1%); для некоторых моделей 

систем с взаимодействием из классов By, В» стационарное распределе- 

ние при #& —› со совпадает с принятыми в равновесной статистической 

физике каноническими распределениями. Для нахождения предельно- 

го стационарного распределения вероятностей решается стационарное 

второе уравнение (3). В частности, модель 0 — Т; Т —› 0 интерпре- 

тируется как марковская система массового обслуживания М/М [oo 6) 

с пуассоновским распределением числа, занятых приборов в стационар- 

ном режиме работы. В 2.5 приведены результаты 19) © распределении 

числа финальных частиц типа Tp в модели £117 — 111 + v.15, где 

21 =2,3, =... 

16) Шематович В.И. Нестационарное статистическое моделирова- 

ние столкновительных физико-химических процессов в разреженном га- 

зе: Автореф. дисс. ... канд. физ.-матем. наук. — М.: ВЦ AH, 1980. — 

16 с. 

17) Перцев Н.В. Математическое моделирование динамики взаимо- 

действующих популяций с ограниченным временем жизни индивидуу- 

мов: Автореф. дисс. ... докт. физ.-матем. наук. - Новосибирск: ВЦ 

CO AH, 1999. — 24 с. 

18) Калинкин А.В. Стационарное распределение системы взаи- 

модействующих частиц с дискретными состояниями // Доклады АН 

СССР. - 1983. - Т. 268, № 6. — С. 1362-1364. 
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В третьей главе для моделей с парными взаимодействиями постро- 

ены точные решения стационарного первого уравнения Колмогорова. 

Предельное поведение реальных физических, химических, биологичес- 

ких систем взаимодействующих частиц очень разнообразно. Для мар- 

ковских моделей при дискретных состояниях предельное поведение при 

{ — со определяется классификацией состояний соответствующего мар- 

ковского процесса. Основные случаи — когда случайный процесс по- 

падает в поглощающее состояние (дальнейшее взаимодействия невоз- 

можны и система частиц навсегда остается в таком состоянии) или 

уходит на бесконечность и когда процесс приходит к стационарному по- 

ложению. Для нахождения финальных вероятностей (вероятностей вы- 

рождения процесса в поглощающих состояниях) решается стационар- 

ная первая система дифференциальных уравнений Колмогорова. Рас- 

сматриваемые в главе 3 стохастические модели определялись в работах 

по динамике экологических систем: процессы рождения в популяциях 

с одним или двумя полами и процессы эпидемии. Изложен предложен- 

ный диссертантом 1?) метод нахождения финальных вероятностей для 

систем с взаимодействием путем решения уравнения в частных произ- 

водных для экспоненциальной (двойной) производящей функции. Полу- 

чены интегральные представления финальных вероятностей для схем 

с парными взаимодействиями. 

В 3.1 получено первое стационарное уравнение для экспоненциаль- 

ной производящей функции предельных вероятностей марковских мо- 

делей класса By. Пусть Pyp(t) — переходные вероятности однородного 

марковского процесса, Ha множестве №”. В общей теории процессов со 

счетным множеством состояний показано, при выполнении условий 1.1, 

что существуют пределы даа = limo Род (1), о, В € №. Предельные 

вероятности (og не обязательно составляют распределение вероятнос- 

тей, 28 Gap < 1. Введем производящие функции 

z% “ 
9p(2) = 4a, BEN". 

a 

19) Калинкин А.В. Финальные вероятности для ветвящегося слу- 

чайного процесса с взаимодействием частиц // Доклады AH CCCP. - 

1983. - T. 269, № 6. - С. 1309-1312. 
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Теорема 3.1. Экспоненциальная производящая функция пре- 

дельных вероятностей gg(z) ветвящегося процесса с взаимодействием 

при любом 3 € №" удовлетворяет линейному дифференциальному урав- 

нению в частных проводных 

у (12) - oo) 902) = 
В 3.2 рассмотрен процесс &,, t Е [0,00), Ha множестве состояний 

N = {0,1,2,...}, с переходными вероятностями P(t), i,j € №; схема 

взаимодействий в модели: 

27 — КТ; Ti — КТ). 

Производящая функция Fi(t;s) = 377, P(t), ie N (|| < 1), 

удовлетворяет второму уравнению (A > 0, д > 0) 

. 32 10. (+. 

SRL) TEED + pa(s) = в) 
i с начальным условием Ё;(0;з) = s'. 

= A(ha(s) — 6%) ине), (6) 

Состояние 0 является поглощающим. Получены выражения для 

вероятностей вырождения Gio = Ши со Po(l), © € М, при дополни- 

тельных для каждого из комплексов взаимодействия частиц предполо- 

жениях о распределении случайного числа потомков {ра к Е N}, 

{r,s ki Е №}. Экспоненциальная производящая функция вероятностей 

вырождения д0(г) удовлетворяет стационарному первому уравнению: 

|е((2) - 2) a(n) оно @ 
при граничном условии go(0) = 1. Введем параметры критичности аз = 

A(hS(1) = 2), ал = p(hi(1) - 1). Все возможные варианты значений этих 

параметров можно разделить на три случая: 1) аз > 0; 2) az = 0, a; > 0; 

3) аз = 0, a; < 0 или a; < 0. В случае 3) имеем д; = 1,71 Е №. В 3.2 

рассмотрен случай 1) при hi(s) = pis? + ро, ha(s) = p2s® + р?з + pd; 

дифференциальное уравнение (7) получает вид уравнения Лапласа, 

№3200 (2) + (-Лг + ирз)90(2) + (Хр12 — w)go(2) + (Арог + ppp )go(2) = 0, 
для которого точное решение найдено методом определенного интегра- 

ла. При сделанных предположениях имеем hg(s) — 8? = p(s — 1)(s —



q2)(s — G2). Из условий аз > 0 и p2 + р? > 0 следует 0 < @ < 1и 

-@ < @ < 0. 
Теорема 3.2. Пусть А)(з) = pis? + ра, ha(s) = p2s® + р15 + pg, 

причем pp + pi > 0, аз > О и ро + p? > 0. Положим 

aml. hi(gz) — 92° _ &  №(@) - & 

Л hy(g2) - 292” Л ^5(@) - 232° 
и пусть а > 0. Вероятности вырождения для модели & равны: 

1 [9 и"(до — и)" Hu - @)8-! 
‚= [ ) : ) du, i€N, 

A p3(l—u) 

где константа A определяется условием goo = 1, 

a= [Meo BIT, 
> pa(1 —u) 

Известно, что для случая Л = 0, и > 0: gio = ¢¢, i © М, где @1 — 

ближайший к нулю неотрицательный корень уравнения 9) А, (з) — в = 0; 

a для случая A > 0, у = 0 (го > 0): gio ~ Сод%, © = со, где Со > Ои дз — 

ближайший к нулю неотрицательный корень уравнения ©) ha(s)—s? = 0. 

Для модели теоремы 3.2 при © — со получено 

go al С Г(е + В) 
—1-е (@-@&)® TBF бра + В;е) 

где с = (дз — @2)/(1 — &) < 1; Г(о) — гамма-функция, Р(е, В; у; с) — 

гипергеометрическая функция. 

4 
2 

В 3.3 рассмотрена модель со схемой взаимодействий 

Т, +75 =Э ти Be YAR 

Получены интегральные представления для финальных вероятнос- 

тей процесса. Состояние (ap, сз) € № рассматриваемого марковского 

процесса &(#) = (€1(¢),&2(t)), t Е [0, со), с переходными вероятностями 

Ре, р (t), можно интерпретировать, например, как наличие совокуп- 

ности из о, особей мужского рода и оо особей женского рода. Через слу- 

чайное время происходит взаимодействие разнополых особей с появле- 

нием случайного числа 7, потомков мужского рода и yz потомков женс- 

кого рода с распределением вероятностей {рэ › (Y1,72) € №?, раз = 0}. 

Процесс переходит в состояние (ол + 71 — 1,02 + 72 — 1); далее ана- 

логичная эволюция. Производящая функция переходных вероятностей 
18



(Isa < 1, 192] < 1) 
со 

WY . — р В В. 
Flay az) (В; 81,82) = > od a (51, $2) Ех. Руа 51 83° 

B1,82=0 Y1,72=0 

удовлетворяет второму уравнению 

OF, (t; 8) д? Fu(t;s) 
— нА = A(h(sy, 82) — 8182) —— 7+ bt (hls1, 82) — #152) =5 дв; 

Экспоненциальная производящая функция вероятностей вырожде- 

Р«(0;5) = 

( 1,02 ›@2 

ния Чо) Pons” 
остались особи одного рода), 

= lim; (t) (поглощающее состояние (0,7) — 

oo 

21°23" (оао) бол го) = У; Bes gota 
сне < 2: 

удовлетворяет стационарному первому уравнению 

с граничными условиями 9(0,у,) (0, 22) = 23° /7)2!, (0,4) (21,0) = 0. Для 

линейного дифференциального уравнения в частных производных с по- 

стоянными коэффициентами (8) характеристическим уравнением явля- 

ется уравнение 

h(s1, 52) — 8182 =U, (9) 

Пусть ши ш’ — положительные числа. Положим h = ехр{—-ли'/иш}, 

г = exp{miu/(2w)}. Определим эллиптическую функцию 7. (и) равенст- 

вом (периодами py являются 4w, 2iw') 

п? \7 Аа! У -— —h"z \7 

fw = (2) rp rT pk lye) +3 (=n) } 

Теорема 3.3. Пусть h(s1, 82) = Ро05? + ро253 + Роо. Положим 

— V1 — 4paopo2 (= P20Poo | 
C= 0 

: + у — Аргороэ” 1 — Аргоро2” 

fr, (uv) — эллиптическая функция с ш = лу/Со, w' = —/ColnC; Т = 

{и = х + у, 0 < 2 < 40) у = —w'} — ориентированный по возрастанию 

г отрезок. Финальные вероятности равны 

aj,az) __ 1 a miu/(2w az ( wiu/(2w (- р 
doy = Sri [te /@Y) fa (g*in/E Ate Seton (и), 
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(ол, оз) Е №, о = 1,2,..., где функции 

зе) = 1 — у — 4Р2оРоз. ivGa(z - 25), sa(z) = iv/Co (2 — 1), 

Эрго 2 

являются униформизацией римановой поверхности (9). 

Модель исследована путем построения точного замкнутого реше- 

ния задачи Дарбу-Пикара (заданы граничные условия на нехаракте- 

ристических кривых) для уравнения гиперболического типа (8); не- 

замкнутое решение найдено методом Римана. В 3.3 получены анало- 

гичные по структуре интегральные представления для gino? в слу- 

чаях h(si,s2) = ho(s1) + 27а (81), h(s1,82) = ho(s2) + 8171 (52), где 

ho(s), hi1(s) — положительные производящие функции. В 2%) методом 

Винера-Хопфа найдено выражение для aon) в симметричном случае 

h(s1, 52) = Ро1 5% 52 + Р105153 + P1051 + Po1S2 В СВЯЗИ с применениями в 

теории массового обслуживания. 

В 3.4 рассмотрена модель с двумя типами частиц 11, To и двумя 

комплексами взаимодействия Е! = (1,0), &* = (1,1). На множестве 

состояний № рассматривается марковский процесс E(t) = (&1(t),&2(1)), 

Е [0, со), с переходными вероятностями Ре Br Ba) a(t t), второе уравнение 

для которого имеет вид (и > 0) 

дЕ.(&; 5) =( д® Р.(+; 5) 
LT 2(81, 52) — #182) —5 == 

с начальным условием Fi, (0;s) = s*. 

+ (ha (51, $2) — в) 200s) 
дз1 

Событие {&(#) = (ол, оз)} интерпретируется как наличие совокуп- 

ности из оу частиц типа 1; и оо частиц типа 15. В работах по стохас- 

тическим моделям процессов распространения эпидемии частицы типа 

Т, интерпретируются как больные особи, частицы Tuna Ty как особи, 

21) 
восприимчивые к инфекционному заболеванию В 8) частицы типа 

20) Громак Ю.И., Малышев В.А. Вероятность попадания в конеч- 

ное множество при блуждании в квадранте с поглощением на границе 

// Междунар. конференция по теории вероятностей и математической 

статистике: Тезисы докладов. — Вильнюс, 1973. — С. 185-186. 

21) Эпидемии процесс // Математическая энциклопедия. Т. 5. — 

М.: Советская энциклопедия, 1985. - Кол. 1008. 
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Т, интерпретируются как ядра тяжелых элементов, частицы типа 1h 

как нейтроны. 

Состояния (0,0),...,(0,72),... являются поглощающими. Для фи- 
(1 ›ое2) "(ен аз) aT plana) 

нальных вероятностей Чо) › о) = lim; 00 Р, (0,ve) (t), вводим 

двойную производящую GA; (Is] £1) 

ый zy ‘22 1,Q3) 

® (21, 22; 5) = > bt lao! Лен.) (3 $); Кена) (=) Ех ga 5”, 

а ‚02 =0 1 2: y2=0 

Стационарное первое уравнение записывается в виде 

a 8 д? 8 д \ 9 
[22 (r= (5 ке) беби) ны {gy - эт) = 0... (10) 
Интегральное представление для финальных вероятностей найдено 

для схемы взаимодействий: 

Lv +% -+ ТО Th —+ 0, 

— когда Л, (81, sz) = 1, ha(s1,s2) = 51 и уравнение (10) получает вид 

2092, 2, + (и — 22)@,, — иФ = 0. (11) 

Для линейного гиперболического уравнения (11) решается задача 

Гурса: заданы граничные условия на характеристиках 21 = 0 и 2) = 

0, Ф(0, го; 8) = e***, Ф(г1,0; $) = её. Найдена функция Римана для 

уравнения с непостоянными коэффициентами (11), применение метода 

Римана приводит к выражению для Ф (21, 22; $). 

Теорема 3.4. Производящая функция финальных вероятностей 

в случае А4 (51,52) = 1, ha(s1,s2) = 51 равна (и > 0, ag # 0) 
1 ©о 

flar,a2) (5) = ml 2711 ely 4 se */н)22 ede, (12) 

Обозначим 7(*1%2) число финальных частиц типа Th, которые оста- 

нутся после того, как процесс эпидемии остановится, т. е. не останет- 

ся частиц типа Tj. Случайная величина, 1)(21›°2) имеет распределение 

{gions 
ей (12). Методом характеристических функций получена предельная 

, v2 = 0,..., оз}, которое определяется производящей функци- 

теорема для числа финальных частиц. 

Теорема 3.5. Пусть выполнены условия теоремы 3.4. Положим 

е [0,1]. Тогда 

(1,02) 1 со 

lim P т < г} = ети / y™ le VY dy. 
2 ag — 00 (ag ik 1)! —plna 
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В математической теории эпидемий ?2) утверждения о числе остав- 

тшимися здоровыми особях относят к ”пороговым теоремам”. В 3.4 да- 

ется решение уравнения (10) в случае модели эпидемии Ал (81, sz) = 1, 

ha(s1,82) = Р1081 + Рб182 + Рбо- 

В четвертой главе для стохастических моделей с парными взаимо- 

действиями найдены точные решения нестационарных уравнений Кол- 

могорова.. 

В 4.1 изложена такая схема вывода нелинейного свойства ветвления 

и нелинейного уравнения для одночастичной производящей функции пе- 

реходных вероятностей модели °) ветвящегося процесса с независимыми 

частицами Т — &Т, которую удалось обобщить на случай модели пар- 

ных взаимодействий 27 — kT. 

В 4.2 рассматривается система 27 — kT: марковский процесс на 

множестве № = {0,1,2,...}, с переходными вероятностями Р;;(#), 1,7 € 

М, t Е [0, со), производящая функция Ё;(#; 5) = У то Pi;(t)s?, i Е М, 

удовлетворяет второму уравнению (|s| < 1) 

OLS) _ Мо) = ot) ZEAE) а › FO; 5) = =". (13) 

В случае процесса гибели квадратичного типа, когда h(s) = ро + 

P18, построено замкнутое решение такого параболического уравнения 

путем одновременного рассмотрения первого и второго уравнений Кол- 

могорова,; использован метод разделения переменных и теоремы сложе- 

ния теории специальных функций. Существование имеющего вероят- 

ностный смысл решения задачи Коши (13) следует из существования 

решения второй системы дифференциальных уравнений для переход- 

ных вероятностей; о единственности решения см. 1.1. 

Теорема 4.1. Для марковской модели на множестве состояний 

М со схемой взаимодействий 27 — kT, & = 0,1, производящая функция 

переходных вероятностей имеет вид (w? = —1), 
е^!/4 со 4 

= /(№) 1 —————— е ее — 

2у’ЭтЛё / со | сов 2» VY — СО5 2v (14) 

1 i ! щи. 
x (325 енко) аг) dy] ao, 120,13. 

Fi(t; 8) = 

22) Bailey N.T.J. The mathematical theory ов infections diseases. — 

London: Griffin, 1975. 
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где Т = {2 = wu, 7/2 < и < 57/2} — ориентированный по возрас- 

танию и отрезок на комплексной плоскости; с линейной по переменной 

5 функцией 

е(к,у;з) = 1-е НР) + ут - ре) +s 
19 T(V1-y%e® + ду — у/1 - ye?) 

Получено нелинейное уравнение для одночастичной производящей 

функции ф(т, у; 5) условных переходных вероятностей — уравнение в 

частных производных первого порядка, 

2 

(hs) - 2) (32) - (he) =) = (1+ p0) 22, (15) 
где h(s) = po+p1s. Найдено замкнутое решение уравнения (13) в случае 

процесса рождения квадратичного типа, когда h(s) = so. 

Теорема 4.2. Для марковской модели на множестве состояний № 

со схемой взаимодействий 27' — 37 производящая функция переходных 

вероятностей имеет вид (Fo(t;s) = 1), 

е^!/4 
* (№) / ln" реше е 

2у’Эл № /-со сов 2» VY — COS ди (16) 

«(gos [+ “Ha, yi) de) dy] д», 1= 1,2,..., 

где отрезок Т' определен в теореме 4.1; с дробно-линейной по переменной 

$ $(/1 — у?е* + ду — 1 — у?е-*) 
ту; 8) = : 

Prd 1- з2(-у/1 - у?е* + 1 - у) 

Уравнение для функции ¢(z,y;s), в случае h(s) = 53: 

ду 20 (hs) - (2) - (hig) - г) = РЕ. (17) 
В 4.2 также приведено замкнутое решение уравнения (13) в случае 

Fi(t;s) = 

s функцией 

h(s) = s*/2 + 1/2 и получено уравнение вида (15), (17). Нелинейное 

свойство (14), (16) для переходных вероятностей моделей квадратично- 

го типа рассмотрено с точки зрения метода, функции Грина для урав- 

нений в частных производных параболического типа. 

В 4.3 для модели с множеством состояний №? и схемой взаимодейст- 

вий 27, — 917) + 212, v1 = 0,1, получено аналогичное (14) интеграль- 

ное представление для производящей функции переходных вероятнос- 

тей и соответствующее нелинейное уравнение. Этот процесс является 
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моделью бимолекулярной химической реакции, протекающей с выходом 

финального продукта 15. Также рассмотрена схема 27, — 37 + 721). 

В 4.4 приведены замкнутые решения второго уравнения для моде- 

лей с двумя комплексами взаимодействия 21 — КТ, Т — КТ (уравне- 

ние (6)) в критическом случае, когда hj(1) = 2 (среднее число частиц, 

появляющихся при парных взаимодействиях, равно двум); получено 

аналогичное (15) и (17) нелинейное уравнение, исследовано асимпто- 

тическое поведение таких моделей. Для критического случая найдены 

среднее число частиц и дисперсия. 

Примененные в главах 3 и 4 методы решения дифференциальных 

уравнений (обыкновенных и в частных производных) в случае уравне- 

ний Колмогорова дают, как правило, представление для производящих 

функций искомых вероятностей в виде рядов по специальным функци- 

ям. В диссертации такие ряды суммированы к интегральным пред- 

ставлениям для производящих функций и подъинтегральные выраже- 

ния преобразованы к имеющим вероятностный смысл виду. 

В пятой главе показано, что определение и уравнения рассматрива- 

емых стохастических моделей систем с взаимодействием при дискрет- 

ных состояниях связаны с положениями неравновесной статистической 

физики. Результаты главы 4 являются базовыми при анализе этих свя- 

зей с точки зрения следующего набора понятий: одночастичные и мно- 

гочастичные функции распределения; цепочка уравнений; симметрия 

функций распределения; условия независимости и определение взаимо- 

действия через условия независимости; фазовое пространство траекто- 

рий; кинетическое уравнение для одночастичной функции распределе- 

ния. 

В 5.1 установлено, что первая система дифференциальных урав- 

нений Колмогорова для стохастической модели с взаимодействием из 

множества, и записывается в виде цепочки уравнений 

iad AL 
- Yeh (-F (6; 5 + 2 BF. PRAT (В; з)), а Е №. (18) 

Многомерная производящая IE переходных вероятностей Fy, (1; з) 

представляет собой свертку о-частичной функции распределения 

{Pap(t), В € №}. 
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В статистической физике при рассмотрении систем взаимодей- 

ствующих частиц применяют 11) {-частичные функции распределения 

Fi(t;z1,..., Ti), которыми описывают расположение 1 частиц одного TH- 

па на фазовом пространстве (—со, со) в момент времени t, t Е [0, со). 

В работе *2) при общих предположениях получена цепочка уравнений 

для таких функций распределения 

OF; В = у 

где Ф;(21,..., ©; К), Фаа(21,... Зы; Руа) — некоторые взаимосвя- 

занные функционалы. В 12) указано Ha основной интерес к одночастич- 

ной функции распределения. Считается, что одночастичная функция 

распределения Fi (t, 21) удовлетворяет кинетическому уравнению, кото- 

рое имеет вид 

OF: 
a = A(z; Fy), (19) 

где A(zy; Fy) — некоторый функционал. 

Наличие цепочки уравнений (18) для марковской модели системы с 

взаимодействием при дискретных состояниях позволяет ставить задачу 

о выводе уравнения вида (19) для такой модели. 

В 5.2 рассматривается применимость теоремы Финетти-Хинчина 23) 

о симметрии к выводу кинетического уравнения для одночастичной 

функции распределения и анализируются условия, при выполнении ко- 

торых математическое моделирование неравновесных состояний систем 

взаимодействующих частиц может быть сведено к рассмотрению кине- 

тического уравнения. 

Случайные величины &,,б2,..., 6; называются симметрично зави- 

симыми (переставляемыми), если все 2! перестановок последовательнос- 

ти (&1,&2,..., i) имеют одинаковое совместное распределение. 

Теорема 5.12%. Пусть (0, А, P) — вероятностное простран- 

ство, &1(w),&2(w), .. . ,&;(ш), ... — бесконечная последовательность сим- 

метрично зависимых случайных величин. Положим F(z, 22,...,@;) = 

23) Хинчин А.Я. O классах эквивалентных событий // Доклады 

АН CCCP. - 1952. - Т. 85, № 4. - С. 713-714. 
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P{& < 1,6 © 22,...,& < 2; }. Тогда существует случайная величина 

6(w) такая, что если положить P{& < @|0 = у} = ¢(z|y), Р{0 < г} = 

H(z), то справедливо соотношение (i = 1,2,...) 

Fonm oo) = [elmo oleh) di). (20) 
Симметричными функциями переменных 21, Ta, . . . , &; являются 12) 

рассмотренные в 5.1 ?-частичные функции F(t; 21, 2a, . ..,2;), ПОСКОЛЬ- 

ку микрочастицы одного типа неразличимы. Применительно к i- 

частичным функциям распределения интегральное представление (20) 

получает вид (i = 1,2,...) 
oo 

Flt; zy, 2p, s 8) = / o(z1|y)p(z2|y) - . . o(zily) dH (5 у), 
— о 

и задача вывода кинетического уравнения сводится к поиску осредня- 

ющей меры H (t;y) и выводу уравнения для одночастичной условной 

функции распределения ¢(z|y). При этом определение рассматриваемой 

модели должно быть основано Ha вероятностном пространстве (9, A, P) 

и выяснение характера взаимосвязей между частицами сводится к пред- 

положениям о независимости тех или иных событий друг от друга. 

Множество М, марковских моделей систем с взаимодействием вы- 

деляется из множества М всех марковских процессов Ha №” услови- 

ем независимости: результат взаимодействия комплекса частиц 5.:, 

Её! Е A, не зависит от наличия других частиц ?) (такое условие исполь- 

зуется в кинетическом уравнении Больцмана l)). 

В 5.3 дан способ реализации свойств симметрии о-частичных функ- 

ций распределения для вывода кинетических уравнений рассматрива- 

емых в диссертации марковских моделей. При математическом моде- 

лировании системы взаимодействующих частиц можно построить про- 

странство элементарных событий, состоящее из описания эволюций 

каждой отдельной частицы, существовавшей в системе (пространство 

траекторий частиц), и соответствующую вероятностную меру (меру 

на траекториях частиц) — обозначим это вероятностное пространство 

(Qt, А", Р®). Преобразуем фазовое пространство траекторий частиц 

к множеству деревьев следующим образом: результат взаимодействия



любого комплекса частиц приписываем одной частице из этого комплек- 

са. Тогда получаем для каждой из начальных частиц случайное число 

частиц-потомков и в силу нер IMMOCTH частиц одного типа мож- 

но предполагать, то эти случайные величины переставляемы (симмет- 

рично зависимы). Применение теоремы 5.1 приводит к интегральному 

представлению для производящей функции: 

F.(t;s) -/ ” JF i sdef® (us 9). gol 0) (is de), a€N" (21) 
© ЕО 

(обобщение нелинейного свойства (4)). 

Для модели системы с парными взаимодействиями частиц одно- 

го типа нелинейное свойство (21) для производящей функции F(t; з) 

выявлено аналитическим методом в главе 4, где построены замкнутые 

решения второго уравнения Колмогорова. В 4.2 найдены осредняющая 

мера и кинетическое уравнение (15) для одночастичной производящей 

функции ф(г, у; з) условных переходных вероятностей в случае бимоле- 

кулярной реакции 27 — КТ, К = 0,1, и аналогичное нелинейное урав- 

нение первого порядка (17) для функции ф#(х, у; з) в случае схемы B3a- 

имодействий 27 — 3Т. Проблема вывода кинетического (нелинейного) 

уравнения для марковских моделей систем с взаимодействием разре- 

шима через построение точных решений в виде интегрального пред- 

ставления (21) линейных первого и второго уравнений для конкретных 

моделей из разных классов. 

В 5.4 получены нелинейное свойство переходных вероятностей (21) 

для процесса гибели и процесса рождения пуассоновского типа. В 5.5 

поставлен ряд задач, решение которых определяет возможности даль- 

нейшего исследования стохастических моделей систем с взаимодейст- 

вием при дискретных состояниях. 

В заключительном разделе сформулированы результаты работы и 

перечислены примененные в диссертации методы построения точных 

решений уравнений Колмогорова. 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

В диссертации разработаны новые математические методы моде- 

лирования стохастических систем с взаимодействием. ©С единых по- 

зиций поставлены, обоснованы и исследованы стохастические модели 

физических, химических, биологических, а также технических объек- 

тов, связанных понятиями дискретного фазового пространства и схемы 

взаимодействий. 

1. Введены общие стохастические модели систем с превращениями 

и взаимодействиями частиц типов 11, ...,T,, задаваемые схемой взаи- 

модействий. 'Гакие модели с дискретными состояниями есть частные 

случаи однородных марковских процессов со счетным множеством со- 

стояний и непрерывным временем. Предложена, классификация моделей 

на основе рассмотрения специальных классов марковских процессов на 

№". В полном и систематическом виде изложены возможности записи 

в виде уравнений в частных производных первой и второй систем диф- 

ференциальных уравнений Колмогорова для переходных вероятностей 

с помощью многомерных производящих функций и оператора обобщен- 

ной производной. Каждому классу рассматриваемых моделей соответ- 

ствует определенный вид таких уравнений в частных производных. 

2. Получено уравнение для экспоненциальной производящей функ- 

ции финальных вероятностей — стационарное первое уравнение и по- 

строены его точные решения для моделей систем с парными взаимо- 

действиями. 

а). Найдено интегральное представление для вероятностей вырож- 

дения в модели со схемой взаимодействий 21° — КГ, Т — КТ. Иссле- 

дованы асимптотические свойства вероятностей вырождения. 

6). Рассмотрена модель системы с взаимодействием частиц разных 

типов 1 + 75 — 5111 + 725, при частных предположениях о случайном 

векторе (1,2). В случае v1 + 7; < 2 интегральное представление 

для финальных вероятностей найдено применением метода Римана, для 

гиперболических уравнений. 

в). Исследована марковская модель эпидемии со схемой 17 + То — 

Ty, Ty — 0. Методом Римана найдено интегральное представление для



финальных вероятностей и установлена предельная теорема для числа 

финальных частиц. 

3. Изложен способ построения точных замкнутых решений перво- 

го и второго уравнений Колмогорова для процессов рождения и гибели 

квадратичного типа. Метод применим к стохастическим моделям рож- 

дения и гибели других типов. 

а). Для бимолекулярной реакции со схемой взаимодействий 27° — 

КТ, k = 0,1, построено интегральное представление решения уравне- 

ний модели — уравнений в частных производных параболического ти- 

па. Получено нелинейное дифференциальное уравнение в частных про- 

изводных первого порядка для подъинтегральной функции условных 

переходных вероятностей. Для модели со схемой 27° — 37 дан вывод 

аналогичного уравнения. 

6). Для моделей систем с финальным типом, схемы взаимодействий 

27, = y1Ty + 215, v1 = 0,1, и 217 — 314 + 21», найдены замкнутые 

решения линейных уравнений Колмогорова и соответствующие нели- 

нейные уравнения. 

в). Приведены интегральные представления решений второго урав- 

нения для моделей систем с двумя комплексами взаимодействия 27 — 

КТ, Т — КТ в критическом случае и соответствующие нелинейные 

уравнения. Рассмотрены асимптотические свойства таких моделей. 

г). Построены незамкнутые решения нестационарных уравнений 

Колмогорова для некоторых других одномерных и двухмерных процес- 

сов гибели квадратичного типа. 

4. Выявлено нелинейное свойство переходных вероятностей мар- 

ковских моделей систем с взаимодействием при дискретных состояниях 

путем построения точных решений первого и второго уравнений. Это 

свойство интерпретируется как условная независимость рождения и ги- 

бели отдельных эволюционирующих частиц друг от друга и обобщает 

свойство ветвления переходных вероятностей процессов с невзаимодей- 

ствующими частицами. Тем самым, Ha стохастические модели систем 

с взаимодействием могут быть перенесены методы исследования сто- 

хастических моделей с независимыми частицами. 
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5. Получена. цепочка уравнений для о-частичных функций распре- 

деления рассматриваемых стохастических моделей с взаимодействием. 

Принцип тождественности частиц и теорема Финетти-Хинчина. о сим- 

метрии применены к выводу кинетического уравнения путем преобра- 

зования фазового пространства траекторий частиц для системы с вза- 

имодействием к множеству деревьев. Получены осредняющая мера и 

уравнение для условных переходных вероятностей для моделей систем 

с парными взаимодействиями. 

6. Изложен способ статистического моделирования на ЭВМ сто- 

хастических систем с взаимодействием Ha примере процесса ” хищник- 

жертва” и проведено исследование реализаций этого процесса. Пред- 

ложенный способ численного моделирования может быть применен к 

общей стохастической модели с взаимодействем при дискретных состо- 

яниях с произвольным числом типов частиц и комплексов взаимодей- 

CTBUS. 

7. Данные в диссертации методы построения решений уравнений 

Колмогорова, и найденные решения дают основу применения аналити- 

ческих и численных методов к исследованию стохастических моделей 

систем с взаимодействием при дискретных состояниях. 
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