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ПРЕДИСЛОВТЕ. 

Нъ сочиненіи, начало котораго составляетъ предлежащій 

выпускъ, мы намѣрены изложить по возможности полную теорію 

сооруженій, развитую на основаніи взглядовъ, установленныхъ 

новѣйшими опытами и практикой. Желая сдѣлать нашъ трудъ 

одинаково полезнымъ какъ для строителей такъ и механиковъ 

мы поясняемъ выводы теоріи примѣрами, относящимися къ этимъ 

обѣимъ спеціальностямъ. 

Перемѣщенія точекъ упругихъ системъ мы опредѣляемъ по- 

мощію принципа производной работы, употребленнаго для рѣ- 

шенія статическихъ задачъ впервые итальянскимъ инженеромъ 

Кастильяно, къ сожалѣнію столь преждевременно потеряннымъ 

для науки, Объ этомъ принцииѣ догадывался уже Мапрегйѣ, 

предложившій въ 1744 г. французской академіи наукъ теорему, 

названную имъ „1о1 @е тёров“ выражающую весьма неяснымъ 

впрочемъ образомъ, частный случай принципа производной ра- 

боты. Прежде всѣхъ этимъ принципомъ воспользовался англійскій 

астрономъ Стееп для рѣшенія спеціальной задачи; но первый тол- 

чокъ къ его приложенію для рѣшенія задачъ практической меха- 

ники далъ Кастильяно въ 1873 г. своей диссертаціей, озаглавлен- 

ной имъ: „Мпоуа ѣеогіа Шшёогпо аП едиШѣпіо йеі 5і8веті сіавйсі.“ 

Въ Германіи замѣняютъ принципъ производной работы зако- 

номъ возможныхъ перемѣщеній. Вслѣдствіе отсутствія до сихъ 

поръ точнаго доказательства этого, хотя и безусловно вѣрнаго 

закона, мы не сочли цѣлесообразнымъ послѣдовать примѣру 

германскихъ авторовъ. Только строго логическое доказательство 

закона можетъ очертить точно кругъ его правильной примѣни- 

мости. Въ противномъ случаѣ легко выйти изъ предѣловъ этого 

круга, и незамѣтнымъ образомъ впасть въ ошибку. Принципъ
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производной работы, называемый въ частномъ случаѣ „принци- 

помъ наименьшей работы“, доказывается безъ затрудненія са- 

мымъ строгимъ образомъ, и въ томъ заключается его преимуще- 

ство передъ закономъ возможныхъ перемѣщеній. 

Уравненіе (168) дополняетъ статическія условія равновѣсія, и 

весьма простымъ образомъ дѣлаетъ возможнымъ разсчетъ тѣхъ 

сооруженій,й для которыхъ эти условія недостаточны. Такимъ 

образомъ получается общее правило для расчета всѣхъ соору- 
женій вообще, что не мало облегчаетъ изученіе ихъ теоріи. 

При опредѣленіи практическихъ коэфиціентовъ для сооруже- 
ній, подвергаемыхъ дѣйствію подвижнаго груза, мы воспользова- 

лись опытами, произведенными надъ вліяніемъ перемѣннаго груза 
на крѣпость матеріаловъ. Выведенные Велеромъ изъ его долго- 

лѣтнихъ опытовъ законы мы выражаемъ формулой, полученной 
строго математическимъ путемъ, отличающейся отъ эмпириче- 

скихъ формулъ Ляунгардта, Вейрауха и др. большей точностью. 

Законы Велера вполнѣ подтверждаются новѣйшими опытами 

Баушингера, Соп5ійёте и др., вслѣдствіе чего и въ тѣхъ стра- 
нахъ, гдѣ прежде не обращали на нихъ вниманія, признаютъ въ, 

настоящее время необходимымъ, при расчетѣ сооруженій при- 
нимать во вниманіе вліяніе перемѣннаго груза. Въ Франціи по- 

лучила’ большое распространеніе формула инженера 86)опіи6, 
предложенная имъ въ 1886 г. Эта формула совершенно тоже- 

ственна съ формулой, предложенной нами въ 1882 г. т. е. 

4 года раньше. Намъ неизвѣстно какимъ образомъ б6)сиги6 по- 
лучилъ свою формулу, и ссылаясь на статью, напечатанную нами 

въ журналѣ М. П. С. „Инженеръ“ за 1883 г., не можемъ не 

возразить противъ названія, присвоеннаго ей во Франціи. 

Параллельно съ аналитическими мы указываемъ графическіе 
способы расчета. Имѣя въ виду практическую сторону сочиненія 

мы рѣшаемъ задачи самыми простыми способами, ведущими къ 

цѣли по возможности короткимъ путемъ, безъ помощи Новой 

Геометріи, мало извѣстной инженерамъ. Основаніемъ графиче- 
скихъ расчетовъ намъ служатъ веревочный многоугольникъ, 
многоугольникъ перемѣщеній и инфлуэнтныя линіи; послѣдними 
мы пользуемся не только при графическихъ, но и при аналити- 

ческихъ расчетахъ тамъ, гдѣ требуется опредѣлить наиболѣе 



невыгодное положеніе подвижной нагрузки. При употребленіи 
инфлуэнтныхъ линій точность графическаго расчета почти не 

уступаетъ точности аналитическаго; это есть причиной предпо- 
чтительнаго ихъ употребленія въ предлежащемъ сочиненіи. 

Большое значеніе мы придавали ясности изложенія, облегчаю- 

щей чтеніе сочиненія, хотя преслѣдующаго практическую цѣль, 
но по своему существу—теоретическаго. Образцомъ въ этомъ 

отношеніи намъ служилъ знаменитый математикъ и механикъ 

Буртъ, который, по его собственныиъ словамъ „преслѣдовалъ 
цѣль быть популярнымъ съ одинаковой настойчивостью и тамъ, 

гдѣ ясность достигалась не иначе, какъ цѣной весьма впрочемъ. 
похвальной и желательной краткости, потому что должно писать 

не кратко, но ясно и понятной. 

На сколько исполненіе соотвѣтствуетъ желанію предостав- 
ляемъ судить благосклонному читателю. Мы будемъ благодарны 
за всякія указанія въ этомъ отношеніи, и не преминемъ вос- 

пользоваться ими въ слѣдующихъ выпускахъ. 

М. Черспашинскій. 



Гтава 

Упругость и сопротивленіе. 

. 

Упругость и крѣпость. — Всякое твердое тѣло можно раз- 
сматривать какъ систему матеріальныхъ точекъ, находящихся на 

безконечно близкихъ другъ отъ друга разстояніяхъ, связанныхъ 

между собою частичными силами. Эти силы въ механикѣ назы- 

ваютъ внутренними силами. 

Дѣйствія, производимыя на тѣло другими тѣлами, называютъ 
внѣшними силами. 

Внѣшнія силы дѣлятъ на силы, обусловленныя поверхностью 
тѣла, и на силы, обусловленныя его массой. Первыя независимы 

отъ массы, и къ нимъ принадлежатъ: давленіе атмосферы, тре- 
ніе, сопротивленіе опоръ и т. д.; послѣднія дѣйствуютъ на ча- 

стицы массы тѣла независимо отъ его поверхности, какъ сила 

тяжести, центробѣжная сила. 

Совокупность внѣшнихъ силъ, дѣйствующихъ на тѣло, бу- 
демъ для краткости называть нарузкой. 

Всякая нагрузка производитъ измѣненіе формы тѣла, которое 
по удаленіи нагрузки болѣе или менѣе исчезаетъ. Стремленіе, 
проявляемое всякимъ тѣломъ, возстановить свою первоначальную 
форму, измѣненную внѣшними силами, называется упруюстью. 

Та часть видоизмѣненія, которая цо удаленіи нагрузки исчо- 

заетъ, называется упрушмъ, а остальная часть—остающимся или 

постояннымъ видоизмѣненіемъ. 
До сихъ поръ неизвѣстно, существуютъ ли совершенно исче- 

зающія видоизмѣненія. Когда остающіяся измѣненія очень малы 

и не превышаютъ извѣстнаго предѣла, то строительная меха- 

ника ими пренебрегаетъ и принимаетъ, что тѣло по удаленіи 
нагрузки возстановляетъ вполнѣ свою первоначальную форму. 

Наибольшее полное видоизмѣненіе, при которомъ остающаяся 
его часть еще такъ мала, что ею можно пренебречь, называется 

1 
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предпльнымъ упрушимъ измѣненіемъ, а производящая его нагрузка— 
предѣльной упрузой назрузкой. 

Очевидно, что обѣ эти величины зависятъ какъ отъ матеріаль- 
ныхъ свойствъ тѣла, такъ и отъ его величины и формы. 

Всякое постоянное видоизмѣненіе происходитъ отъ пере- 
мѣны въ группировкѣ частицъ тѣла, а слѣдовательно отъ измѣ- 
ненія относительнаго положенія равновѣсія частицъ въ тѣлѣ, 
остающагося въ немъ послѣ освобожденія его отъ нагрузки. При 
постепенномъ увеличеніи видоизмѣненія посредствомъ постепен- 

наго увеличенія нагрузки относительное разстояніе частицъ на 

какомъ нибудь мѣстѣ измѣнится настолько, что равновѣсіе вну- 
треннихъ силъ на томъ мѣстѣ сдѣлается невозможнымъ и сцѣ- 
пленіе соотвѣтственныхъ частицъ разрушится. Наибольшая сила 

сцѣпленія, которую можетъ проявить тѣло, и которая появляется 

въ моментъ передъ разрушеніемъ его, называется крѣпостью ма- 

тергала. 
Мы будемъ разсматривать въ слѣдующемъ только такія измѣ- 

ненія въ измѣреніяхъ частей тѣла, которыя сравнительно съ 

самыми измѣреніями такъ малы, что ими при всѣхъ теоретиче- 
скихъ выводахъ можно пренебрегать. 

а. 

Безопасная нагрузка.—Части всякаго сооруженія должны по- 

лучить такіе размѣры, чтобы ихъ видоизмѣненіе во всякой точкѣ 
было не только ниже того предѣла, при которомъ крѣпость ма- 

теріала нарушается, но чтобы оно было вообще ниже той вели- 

чины, при которой постоянныя измѣненія дѣлаются замѣтными. 
Такъ какъ сооруженія подвергаются болѣе или менѣе значитель- 

нымъ сотрясеніямъ, увеличивающимъ дѣйствіе нагрузки, дѣйст- 
вію атмосферы, уменьшающему крѣпость, матеріала, и т.д., то 

слѣдуетъ, что наибольшая безопасная нагрузка зависитъ въ раз- 
личныхъ практическихъ случаяхъ отъ различныхъ обстоятельствъ, 
что она поэтому для различныхъ сооруженій вообще не одинакова. 

За правило можно принять, что для постолнныхъ сооруженій 
видоизміненіе отъ наибольшей нагрузки ни на какомъ мѣстъ не 

должно превосходить предѣльнаго упружиіо измѣненія. 

%3. 

Задача строительной механики. —Изъ предыдущаго слѣдуетъ, 
что строительная механика должна рѣшить слѣдующую задачу: 

1) Опредѣлить нагрузку, которую сооруженіе можетъ выдер- 
живать безопасно при данныхъ обстоятельствахъ, или опредѣ- 
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лить размѣры частей сооруженія такимъ образомъ, чтобы измѣ- 

неніе ихъ измѣреній, производимое данной нагрузкой, ни на 

какомъ мѣстѣ не было больше извѣстнаго предѣла. 

2) Опредѣлить видоизмѣненія, производимыя данной нагрузкой 
въ частяхъ сооруженія. 

Для рѣшенія этихъ задачъ нужно знать зависимость внутрен- 

нихъ или сопротивляющихся силъ отъ внѣшнихъ или дѣйствую- 

щихъ. Наука, занимающаяся опредѣленіемъ этой зависимости, 

называется теоргей упругости. 

Намъ слѣдовало бы поэтому заняться прежде всего изложе- 

ніемъ теоріи упругости, что чрезмѣрно увеличило бы нашу за- 

дачу. Но такъ какъ вслѣдствіе несовершенства этой теоріи, 

строительная механика основываетъ свои теоремы преимуще- 

ственно на данныхъ, получаемыхъ эмпирическимъ путемъ по- 

средствомъ опытовъ, то знаніе ея для изученія теоріи сопроти- 

вленія матеріаловъ не представляетъ вообще необходимости. 

Вслѣдствіе того мы приведемъ изъ общей теоріи упругости и 

крѣпости только тѣ положенія, знаніе которыхъ облегчитъ пони- 

маніе послѣдующихъ выводовъ. 

Основныя положенія. Теорія упругости пользуется слѣдую- 

щими предположеніями, основанными на результатахъ наблюденій: 

1) Силы сцѣпленія, проявляющіяся между частицами тѣла 

при измѣненіи его вида—непрерывныя функціи взаимныхъ раз- 

стояній частицъ, т. е. измѣняются безконечно мало при безко- 

нечно маломъ измѣненіи этихъ разстояній. 

2) Силы сцѣпленія, дѣйствующія между частицами тѣла, при- 

тягательны и отталкивательны. Когда тѣло находится въ есте- 

ственномъ состояніи, то эти силы находятся въ равновѣсіи. 

3) При всякомъ увеличеніи разстоянія частицъ какъ притя- 

гательныя, такъ и отталкивательныя силы уменьшаются, но оттал- 

кивательныя въ большемъ отношеніи чѣмъ притягательныя, такъ 

что равнодѣйствующая внутреннихъ силъ въ этомъ случаѣ всегда- 

притягательна. 

4) При всякомъ уменьшеніи разстоянія частицъ какъ притя- 

гательныя, такъ и отталкивательныя силы увеличиваются, но 

отталкивательныя въ большемъ отношеніи чѣмъ притягательныя, 

такъ что равнодѣйствующая внутреннихъ силъ въ этомъ случаѣ 

всегда отталкивательна. 

Изъ обоихъ послѣднихъ положеній слѣдуетъ, что сила упру- 

гости, проявляющаяся при измѣненіи формы тѣла, всегда про- 

тивоположна направленію перемѣщенія частицъ. Внутреннія силы
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исполняютъ поэтому при видоизмѣненіи, произведенномъ внѣш- 
ними силами, отрицательную работу. 

5. 

Напряженіе и сопротивленіе. — Когда тѣло, отъ дѣйствія 
внѣшнихъ силъ, измѣняетъ свой видъ, то сила упругости стре- 
мится возстановить его первоначальную форму, и какія-нибудь 
двѣ точки, которыхъ относительное положеніе измѣнилось, испы- 

тываютъ дѣйствіе внутреннихъ силъ. 

Выдѣлимъ внутри этого тѣла очень малую плоскую поверх- 
ность А, ограниченную замкнутой кривой, проведенной вокругъ 
одной изъ его точекъ. Между безконечно близкими частицами, на- 

ходящимися по обѣимъ сторонамъ этой поверхности, дѣйствуютъ 
внутреннія силы, равнодѣйствующую которыхъ обозначимъ че- 

резъ И. Если поверхность АДО будетъ безконечно мала и равна 
йО, то можно принять, что внутреннія силы распредѣляются по 

ѣ 
ней равномѣрно, и частное га 
треннихъ силъ, отнесенную къ единицѣ площади разсматриваемой 
поверхности. Эту равнодѣйствующую называютъ напряженіемъ. 

Подъ словомъ напряженіе понимаютъ поэтому такую вну- 

треннюю силу, которая соотвътствуетъ единиці площади каково- 

нибудъ плоскаго сѣченія наруженнаг тѣла. 

Внутреннюю силу, соотвѣтствующую произвольной площади 

сѣченія, будемъ для краткости называть сопротивленіемъ. 
л 

а0 
торыхъ с перпендикулярна къ плоскости @0, а х лежитъ въ 

этой плоскости. Слагающую с называютъ нормальнымъ, а сла- 

гающую х —касательнымъ или скалывающимъ напряженіемъ. 
То напряженіе, при которомъ видоизмѣненіе равно предѣль- 

ному упругому измѣненію, называется предѣломъ упругости. 
Нормальное напряженіе с стремится измѣнить разстояніе 

матеріальныхъ точекъ по направленію, перпендикулярному къ 

плоскости элемента, и оно называется растяженіемъ, когда это 

измѣненіе состоитъ въ увеличеніи взаимнаго разстоянія частицъ, 
и сжатіемъ, когда разстояніе между частицами уменьшается. 

Скалывающее напряженіе т стремится матеріальныя точки, 
находящіяся по ту и другую сторону плоскаго элемента, сдви- 

нуть вдоль его плоскости. 

дастъ равнодѣйствующую вну- 

Силу можно разложить на двѣ слагающія с и т, изъ ко- 

&6. 
Основные законы видоизмѣненія. — Зависимость между на- 

пряженіями и производимыми ими видоизмѣненіями было бы легко 



ѣ=- 

опредѣлить, еслибъ были извѣстны законы, по которымъ въ 

упругихъ тѣлахъ измѣняется упругость, когда они отъ дѣйствія 
внѣшнихъ силъ измѣняютъ свой видъ. Тавъ какъ, вслѣдствіе 
недостаточности знаній сущности матеріи, эти законы неизвѣстны, 
то упомянутая зависимость въ настоящее время можетъ быть 
опредѣлена только посредствомъ прямыхъ опытовъ надъ мате- 

ріалами различнаго рода. 
Основной законъ упругости, выражающій зависимость между 

размѣрами тѣла, его напряженіемъ и производимымъ имъ видо- 
измѣненіемъ, получается посредствомъ слѣдующаго простаго опыта. 

Возьмемъ прямоугольный параллелопипедъ айсйеруй (черт. 1) 
и приложимъ къ его основаніямъ айбса и еіуй, равныя, но 

противоположныя силы Р, равномѣрно распредѣленныя на пло- 

щади этихъ основаній. Отъ дѣйствія этихъ силъ параллелопипедъ 
превращается въ другой—аѣ,е,@ йй, по слѣдующему правилу: 

Если силы Р растяшваютъ параллелопитедъ, то сего цзмѣ- 

реніе й, параллельное Р, увеличивается, а друмя измѣренія ѣ и 

п—уменьшаются (черт. 1,). 
Если силы Р сжимають параллелопипедъ, то і уменьшается, 

а д и п—увсличиваются (черт. 1)). 
Бъ обоихъ случаяхъ, слѣдовательно, измѣненіе измѣреній, пер- 

пендикулярныхъ къ силѣ, прямо противоположно измѣненіямъ 
измѣреній ей параллельныхъ. Всякое другое измѣреніе, состав- 

ляющее съ направленіемъ силы уголъ меньшій 90° измѣняется въ 

положительномъ или отрицательномъ смыслѣ на величину, которая 
могла бы быть выражена въ функціи этого угла и которая абсо- 
лютно тѣмъ большая, чѣмъ болѣе этотъ уголъ приближается къ 

( или 90°. 
Измѣненіе измѣренія, параллельнаго дѣйствующей силѣ Р, 

называется продольнымъ измѣненіемъ. Если продольное измѣненіе 
положительно, то оно называется удлиненіемъ, а если отрица- 
тельно, то—укороченіемъ. 

Измѣненія измѣреній, перпендикулярныхъ къ направленіямъ 
силы, называются поперечными измѣненфями. Положительное по- 

перечное измѣненіе называется уширеніемъ, а отрицательное— 
суженіемъ. 

Отношеніе измѣненія измѣренія къ его первоначальной длинѣ 
называютъ относительнымъ измѣненіемъ. Если поэтому означимъ 

измѣненія измѣреній 7, Б и й черезъ Ді—дДѣ, и--Дй, а ихъ 

относительныя измѣненія—черезъ е, е, и в,, то 

Ді Дѣ Дл 
— и н-ы 

й л 
е =— ѣ 

Опытами получено, что пока нормальное напряженіе не пре- 
вышаетъ предѣла упругости, то какъ продольное, такъ и попе- 

‘ 
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речныя относительныя измѣненія почти точно пропорціональны 
нормальному напряженію с, такъ что означивъ черезъ , & и 

Е, —постоянные коэфиціенты, зависящіе отъ свойствъ матеріала 
можно написать 

с с 

—т —= ѣ зу 

Коэфиціентъ Е называется модулемъ упругости или коэфи- 
ціентомъ упругости, а коэфиціенты Е, и й&, —модулями попе- 

речной упрости. 

зт. 

Модуль упругости.—Выше было сказано, что модуль упру- 
гости зависитъ отъ свойствъ матеріала, онъ имѣетъ поэтому 
для различныхъ матеріаловъ различное значеніе. Но идля одного 

и того же матеріала величина модуля упругости измѣняется во- 

обще съ измѣненіемъ направленія силы. Такъ напряженіе с, про- 
изведенное силой Р, дѣйствующей на грани кубика по направ- 
ленію аа, (черт.2) произведетъ другое относительное удлиненіе, 
чѣмъ въ случаѣ, когда оно произведено силой Р, дѣйствующей 
по направленію ѣѣ,, т. е. модуль упругости для направленія ѣѣ, 
не будетъ вообще равенъ модулю упругости для направленія аф. 

Если внутренное сложеніе матеріала по направленіямъ а@4, 
и ѣѣ, одинаково, то модули упругости для обоихъ этихъ направ- 
леній будутъ имѣть одинаковое значеніе. Тѣла, обладающія такой 

однородностью сложенія, что для всякаго направленія имѣютъ 
одинаковый модуль упругости, называются изотропными; тѣла, 
не имѣющія этого свойства, называются анизотропными. 

Изотропными могутъ быть только литыя тѣла; кованные и 

прокатные металлы по своимъ свойствамъ приближаются къ изо- 

тропнымъ. 
. 

Изъ матеріаловъ, важныхъ для строительной практики, наи- 

менѣе изотропно дерево, которое только по направленію воло- 

конъ имѣетъ почти постоянную упругость. Проволока имѣетъ 
по продольному, а прокатные" желѣзные листы—по направленію 
прокатки постоянную упругость. 

Опыты показываютъ, что матеріалы проявляютъ наибольшую 
крѣпость по тому направленію, по которому ихъ упругость по- 

стоянна. Такъ дерево обладаетъ наибольшимъ сопротивленіемъ 
по направленію волоконъ, а желѣзные листы—по направленію 
прокатки. 

Для изотропнаго тѣла коэфиціенты , и &, можно принять 
равными и пропорціональными модулю Е, т. е. можно поставить 

к=К=й 
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Постоянное число т можно принимать равнымъ отъ 3 до 4; 
всего чаще берутъ 

Е===) . е) 

$8. 

Законъ Тука.—Изъ уравненій (1) и (2) слѣдуетъ 
АМс 

с означаетъ сопротивленіе, соотвѣтствующее единицѣ площади 
основанія параллелопипеда (черт. 1). Если площадь этого осно- 

ванія означимъ черезъ @, то предполагая, что сила Р распре- 
дѣлена равномѣрно на основаніе, будетъ 

и слѣдовательно 
Аі Р 

-ѣеа 
откуда 

Уравненіе (6) получено на основаніи эмпирическаго предпо- 
ложенія, выраженнаго уравненіемъ (2), оно дѣйствительно по- 

этому только до тѣхъ поръ, пока напряженіе с не превышаетъ 
предѣла упругости. Оно даетъ слѣдующее правило: 

Козла напряженіе матергала не превышаетъ предѣла упру- 
зости, то измѣненія измѣреній прямо пропоригональны дѣйствую- 
щей силъ и обратно пропоризональны произведенію изъ площади 
поперечнаго сѣченія О и модуля упрости Е. 

Для Р-=і и О=1 получаемъ изъ (6) 

м.. 1 или, В == .......ии 
7 у е 

в 

т. е. модуль упрузости есть обратная величина относительнамо - 

удлиненія, произведеннаго напряженіемъ == 1 (силой 1, дѣй- 
ствующей на призму, которой площадь поперечнаго сѣченія==1). 

Численныя значенія модуля упругости зависятъ поэтому отъ 

единицы силы и единицы площади, т. е. модуль упругости дол- 

женъ опредѣляться этими двумя единицами. 

Въ таблицѣ 1 помѣщены числовыя данныя для модуля упру- 
гости матеріаловъ, наиболѣе употребляемыхъ въ строительной 
практикѣ. За единицу силы принятъ килограммъ, а за единицу 

площади—сантиметръ. 



Общія выраженія зависимости между нормальными напря- 

женіями и относительныйн измѣненіями.—-Положимъ, что на 

изотроиный параллелопипедъ дѣйствуютъ нормальныя напряже- 

нія по тремъ направленіимъ, перпендикулярнымъ къ тремъ ребрамъ 

і ѣий (черт. 3). Если будемъ разсматривать измѣреніе й, то 

напряженіе с, параллельное й, увеличитъ его на Аі, напряженіе 

с,, параллельное і—уменьшитъ на Д,й, а напряженіе с,, парал- 

лельное й, —уменьшитъ на А,7. Длина измѣренія 7 послѣ дефор- 

маціи будетъ поэтому --М—Аі-А,й, а относительное измѣ- 

неніе этого измѣренія 
риичим 

Но по (2) 

з. . 
: & глй і--, 

или, такъ какъ К= К=шй 

ичи исе 
г эй — Е 

поэтому 
й ѣ -а, ) : 
—-и( ... |а ми (7а) 

Точно такимъ образомъ получимъ если относительное измѣ- 

неніе измѣренія й означимъ черезъе,, @ измѣренія йл—черезъ е, 

и 
7 

Зависимость между скалывающими напряженіями ми прои- 

зводимыми ими сдвиженіями.—Возьмемъ внутри тѣла двѣ без- 

конечно малыя плоскости, на которыя дѣйствуютъ скалывающія 

силы Т (черт. 4). Произведенное этими силами видоизмѣненіе 

проявится въ томъ, что эти плоскости перемѣстятся параллельно 

самимъ себѣ и относительное положеніе точекъ х и 5, которыя 

до видоизмѣненія находились на перпендикулярѣ 7х5 къ этимъ 

плоскостямъ, по наступленіи равновѣсія будетъ дано точками 

ѣ, и 5. Величина сдвиженія опредѣлится длиной хи,, а отноше- 
ши 

ніе называютъ относительнымъ сдвиженіемъ.



л 

Если уголь х5к, означимъ черезъ д, то изъ черт. 4 имѣемъ 

= 7з. 1.9 
Въ теоріи сооруженій разсматриваютъ только такія сдвиже- 

нія, которыхъ уголъ д всегда такъ малъ, что можно поставить 

созул =Ті впу= ц= йа 
и слѣдовательно 

и, 

ртрет..ззз ои8) 
„ 

т. е. относительное сдвиженіе равно узлу сдвиженія. 
Опыты показываютъ, что пока скалывающія напряженія (т.е. 

скалывающія силы, отнесенныя къ единицѣ площади той плоско- 

сти, въ которой онѣ дѣйствуютъ) не превышаютъ извѣстнаго 

предѣла, называемаго предѣломъ упрости при скалываніи, то 

относительныя сдвиженія пропорціональны этимъ напряженіямъ. 
Если поэтому означимъ относительное сдвиженіе, произведен- 

в 1 
ное скалывающимъ напряженіемъ і, черезъ @1° напряже- 

ніе х произведетъ относительное сдвиженіе 
- 

с 

= .) 

Коэфиціентъ @ зависитъ отъ свойства матеріала и называется 

модулемъ упругости при скалываніи (или скручиваніи). 
Когда на илощадь О дѣйствуетъ равномѣрно распредѣленная 

скалывающая сила Т, то 
т 

Если означимъ 25 черезъ 5, и ги, —черезъ А5, то 
Д 

=— — 
и по (9) будетъ 

7 
з.:о@ 

откуда 
лз 

из 

Изъ сравненія уравненій (6) и (10) легко узнать, что измѣ- 
ненія при скалываніи опредѣляются такимъ же образомъ, какъ 

при растяженіи или сжатіи. 

& 11. 

Свойство скалывающихъ напряженій. —Внутри твердаго изо- 

тропнаго тѣла, подверженнаго дѣйствію внѣшнихъ силъ и на- 

ходящагося въ состояніи равновѣсія, выдѣлимъ параллелопипедъ 
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такимъ образомъ, чтобы его ребра были параллельны прямо- 

угольнымъ осямъ координатъ. Первоначальныя длины этихъ ре- 

беръ означимъ черезъ йх, @у, йг (черт. 5). 

Дѣйствіе силъ сцѣпленія на каждую грань замѣнимъ соотвѣт- 

ственной равнодѣйствующей силой, которую разложимъ на 3 

слагающія, параллельныя измѣреніямъ параллелопипеда. Эти 

силы будемъ считать положительными, когда онѣ направлены въ 

сторону положительныхъ осей координатъ. 

Такъ, силу, замѣняющую дѣйствіе силъ сцѣпленія на грань 

О, разложимъ: 

на нормальную слагающую тѣ и на касательныя—жѣ и ту. 

Нормальныя напряженія будемъ обозначать буквой с, а ка- 

сательныя или скалывающія —буквой т—съ двумя показателями, 

изъ которыхъ первый указываетъ ось, къ которой плоскость 

напряженія перпендикулярна, а второй—ось, къ которой напря- 

женіе параллельно. Такъ какъ для нормальныхъ напряженій оба 

эти показателя одинаковы, то величины с получатъ одинъ только 

показатель. 

Согласно этому обозначенію легко узнать, что на параллело- 

пипедъ дѣйствуютъ слѣдующія силы: 

въ грани ОХ,: — сх йуйг, тйуйг, тхйуйх, 

3 йсх ;. ( @ ) 
0, хх ох -- , а) аиаг,—( - т а) йуаг, — ѣ ах )йуаг, 

ому:— 

ѣтух Ттух и й о т ) агаз—(= тх- 8 а „) йгаг, х т ѣ а)игаг, 

О:—о, йхау, йоу, - т.йхайу, 

су йхаг, тухйхайг, туйхаг, 

тух 
, (а. -ѣ ѣ) агау, — - @йг )ган—( ъ- т і а)иоау. 

йг 

Точки приложенія этихъ силъ находятся въ центрахъ тя- 

жести соотвѣтственныхъ граней. Кромѣ того въ центрѣ тяжести 

параллелопипеда дѣйствуетъ его вѣсъ дйхйауйх, гдѣ дп—-удѣль- 

ный вѣсъ матеріала. 

Такъ какъ послѣ видоизмѣненія тѣло во всѣхъ его элемен- 

тахъ находится въ равновѣсіи, то дѣйствующія на элементарный 

параллелопипедъ силы должны удовлетворять условіямъ равновѣсія. 

Если за ось вращенія примемъ прямую, параллельную ребрамъ 

йфу, проходящую черезъ центръ тяжести параллелопипеда, то 

силы, пересѣкающія эту ось, а также — параллельныя сй, не 

дадутъ никакаго момента, и уравненіе моментовъ—по отношенію
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къ этой оси будетъ (пренебрегая измѣненіями измѣреній парал- 
лелопипеда) (черт. 6) 

й2 Ттха в ; 
7 ( - «) ауаг )| э- 

Пренебрегая очень малыми величинами высшей чѣмъ 3-й сте- 

пени получимъ послѣ сокращенія на общій множитель йах @уаз 

т — тх==0 

откуда 

Такимъ же образомъ получимъ, принимая за ось моментовъ 

прямую параллельную ребрамъ й@х, и затѣмъ—ребрамъ йу, 

т==ту т--тух. 

Изъ этихъ уравненій слѣдуетъ: 

Скалывающія напряженія двухъ взаимно перпендикулярныхъ 

плоскостей, перпендикулярныя къ линіи пересѣченія этихъ тло- 

скостей, равны между собою. 

Вслѣдствіе этого свойства будемъ обозначать 

тху и тух черезъ т, 

тха Ии ѣ.х » 

ѣух И уу ѣх 

Работа деформаціи (Живое сопротивленіе, работа внутрен- 

нихъ силъ).—Положимъ, что вслѣдствіе видоизмѣненія, произве- 

деннаго дѣйствующими на тѣло внѣшними силами, измѣренія 

йха@ау йг элементарнаго параллелопипеда измѣнились на Айх 

Айу Ааг. 

Когда тѣло находилось въ естественномъ состояніи, то всѣ 

напряженія с и т были равны 0. Послѣ приложенія внѣшнихъ 

силъ нормальное напряженіе грани ОХ, возрастало отъ 0 до сх, 

а измѣреніе йх измѣнялось въ то же время отъ йт до йх--Айх. 

Если въ слѣдующій затѣмъ моментъ продольное измѣненіе Ай 

измѣнилось на @Айх, то нормальная сила с йу йг исполнила 

въ этотъ моментъ работу (пренебрегая очень малыми величинами 

высшаго порядка) 

с @у. йг. @ Дах 

поэтому работа, которую совершаетъ эта перемѣнная сила во
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время деформаціи элементарнаго параллелопипеда, опредѣляется 

выраженіемъ 

иѣ х А .і 

сх йу.йг. аАйх = йу.айг \ сх аАйх 

Измѣненіе другихъ реберъ, которыя перпендикулярны къ с, не 

имѣетъ на работу силы сх йуйг никакого вліянія. 

Если не только измѣреніе йх, но и измѣреніи йфу и @г по- 

лучаютъ измѣненія, то нормальныя силы, дѣйствующія въ гра- 
няхъ параллелопипеда, исполнятъ работу 

а5, ==@. а о аАа--ахг. аг\ѣ, аХау --ах. а\с, аАаг 

ах , р аАау ( аАа 

Такъ какъ Айх=йх. ех 

то аАах==йх. йе, 

слѣдовательно 

абйг Мди 
йх д @ “5 а пе, 

Если эти значенія вставимъ въ предыдущія уравненія, и озна- 

чимъ объемъ йх.йу.йг черезъ й, то получимъ: 

аѣ =@ і йех |-ау йе, -а. .] ...712) 

Работа скалывающихъ силъ опредѣляется подобнымъ обра- 

зомъ, какъ и нормальныхъ. Означимъ величину, на которую 

вслѣдствіе дѣйствія внѣшнихъ силъ измѣняется уголь УОй 

(черт. 5), черезъ 7х (показатель указываетъ ось, къ которой 

плоскость угла перпендикулярна), уголь ДОХ—черезъ ду и 

уголъь ХОУ—черезъ 9-.. 

Если уголь д, измѣнится на безконечно малую величину 

йдх, то грань УО, передвинется по отношенію къ параллель- 

ной ей грани ОМ, въ сторону Ой на йу. йд:, исилат, ййі, 

дѣйствующая въ грани УО, перпендикулярно къ йх, исполнитъ 

работут, @йх. йг. @у. йдх , или: грань20, передвинется по отноше- 

нію къ грани Ой,, въ сторону ОУнавсличину йг. йд,, причемъ 

сила тх @х @у, дѣйствующая въ грани 20, перпендикулярно къ 

йх, исполнитъ работу т йх. @у. йг.йух, слѣдовательно въ обо- 

ихъ случаяхъ эта работа равна 

тх @д:. аоаЦуйг-= фт, @у. 

Работа, которую эта сила исполняетъ во время видоизмѣне- 

нія параллелопипеда будетъ поэтому 
Ях 

а\=. йх, 
о



.
 

5— —П 

слѣдовательно работа всѣхъ скалывающихъ силъ параллело- 

нпипеда опредѣлится изъ выраженія 

а, = а|і- йх ѣ йа е й. 

Если работу всѣхъ внутреннихъ силъ исолеатиио паралле- 

лопипеда означимъ черезъ @йѣ, то 

ак=й, , 

а изъ (12) и (13) получимъ 

а = |(і. йех - ае, - = йе, )+- адк-- 

-ъ нъ а.) .. ..1) 

Для возможности интегрированія этого уравненія нужно е вы- 

разить въ функціи с, и д въ функціи т, или наоборотъ. Для 

этого служатъ уравненія (7) и (9). 

бу - ) По (7) 

- ав, 
йех = (* — аз. к а“) 

ий 7 
поэтому 

\ с —— | в. йв —— ( асу-- кас, ) 

Такимъ же образомъ получимъ 

\ъ йв, — асх -- у й5, \ъ йс, == „- 

й 

с, @е, =-—=- 
уз 

Помощію этихъ значеній уравненіе (12) получаетъ видъ 

- * 1 - 

йсх + бу йсу = с, й5, ѣй с @з, -су йбх -- 

( йс, ѣ-сз йох )+ ( ас, --в, й5, ) 

й 

= 1 1 

““—() —я 
По (9) 

т. ах 

2
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слѣдовательно также 
ъ й 

\ъ а = э@ =. ах, = эа 
х г 

Уравненіе (13) можно поэтому написать такъ: 

- йѣ 
іо = т (= --т, э- х а . . . . . . (16) 

24 

Помощію (15) и (16) получаемъ для работы внутреннихъ силъ 

элементарнаго параллелопипеда выраженіе 

г=, м #= -с --о, .ѣ і8 о, т-ох о, т-буб )) ѣ 

Работа всего тѣла равна суммѣ работъ всѣхъ его элемен- 

товъ, т. е. 

ѣ - . (8) 

13. р 

Опредѣленіе напряженій с и .— Разобьемъ тѣло, подвер- 

женное дѣйствію внѣшнихъ силъ, двумя системами взаимно пер- 

пендикулярныхъ плоскостей, параллельныхъ плоскостямъ 2ОУи 

20Х, на безконечно узкія элементарныя призмы. Выдѣлимъ 

одну такую призму; означимъ размѣры ея поперечнаго сѣченія 

черезъ йах и @у, а длину—черезъ г (черт. 7). 

Разсмотримъ только тотъ, на практикѣ всего чаще встрѣ- 

чающійся случай, когда всѣ на призму дѣйствующія силы на- 

ходятся въ плоскости ХУ, или распредѣлены по обѣ стороны 

этой плоскости такимъ образомъ, что ихъ равнодѣйствующіямна- 

ходятся въ ней. При этомъ предположеніи напряженія соу,тх и 

-. равны нулю, и на призму дѣйствуютъ только силы, представ- 

ленныя на черт. 7 (для простоты напряженія сх и с, означены 

черезъ с и у, а напряженіе ту черезъ т); кромѣ того, въ центрѣ 

тяжести призмы дѣйствуетъ ея вѣсъ у й% йу.2, гдѣ у—вѣсъ еди- 

ницы объема. 

Когда тѣло послѣ видоизмѣненія, произведеннаго внѣшними 

силами, пришло въ состояніе покоя, то силы, дѣйствующія на
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всякій его элементъ, удовлетворяютъ условіямъ равновѣсія. Изъ 

этихъ условій получимъ слѣдующія уравненія 

@. йб 
— сгау—тгах-- (-5 ).аэ-- ( ) гау==0 

— угах -н( ы @ )ае- ( -й “) у—агауг=0 

Послѣ соотвѣтственнаго сокращенія эти выраженія получаютъ 

видъ 

йв ах 

йх ау 

а @а — 

ѣ 

0 

„—
 

(19) 

Когда на тѣло дѣйствуютъ только силы, распредѣленныя по 
его поверхности, и не существуетъ силъ, дѣйствующихъ на его 

массу, то у==0, и тогда вмѣсто послѣдняго уравненія будемъ 

имѣть слѣдующее: 

(20) 

Въ дѣйствительности не бываетъ случая, чтобы на массу не 

дѣйствовала никакая сила, такъ какъ сила тяжести дѣйствуетъ 

постоянно; но мы можемъ вычислить вліяніе послѣдней отдѣльно, 

а формулой (20) вмѣстѣ съ первой изъ формулъ (19) будемъ 

пользоваться для опредѣленія двухъ изъ напряженій с, уих, 

произведенныхъ тѣми внѣшними силами, которыя дѣйствуютъ на 

поверхность тѣла. Дѣйствительныя напряженія будутъ равны 

суммѣ напряженій, произведенныхъ силами поверхности, и на- 

пряженій, произведенныхъ силами массы. 

14. 

Продолженіе.—Разрѣжемъ элементарную призму, разсмот- 

рѣнную въ предыдущемъ параграфѣ, лдіагональной плоскостью 

ас на двѣ половины; устранимъ верхнюю половину асй, и дѣй- 

ствіе ея на плоскость ас нижней половины асѣй замѣнимъ нор- 

мальной силой зг@у и ігак, гдѣ й—-длина діагоналиас (черт. 8). 

Если уголъ этой діагонали съ осью ОХ означимъ черезъ х, 

то пренебрегая очень малыми величинами 3-й степени будемъ 

имѣть изъ условій равновѣсія: 

згау—мгйа сова —т гау сова -тейп т—сгау зти==0 

—ат — ухаа зп— тяйу зта --тийх сова -- сийу сова=0



Раздѣливъ эти уравненія на хйк, и принявъ во вниманіе, 

что 

@у : —- = сова — = 5Ші 
- @ 

получимъ 

=мсов%х -- тышиа сова -- тша сова --с вта 

—=тсо8?х -- сзших созвх — увіта совх — т 5та 

Если въ эти уравненія подставимъ слѣдующія значенія 

14-созвда ., 1—сов2а 
соз%х = — — па= — — — со8%х — вшх = со82х 

2 3з 

; п2а 
и 5ш сова = — 

то они, послѣ соотвѣтственнаго сокращенія, получатъ видъ: 

в -- с—м ; 
з=- — — —со2а - ттда . ..(2) 

2 2 

с—м. 
і = — 2а тсовда ...23) 

Послѣднія уравненія можно написать такъ: 

с— 

—- созда( - —да) аи ѣ- 24 0 

ин да)і. 

-ы 
оо 

г) )—: утт 

ѣ 

=со8щ( 

Разложимъ силу, дѣйствующую въ плоскости ас, на горизон- 

тальную и вертикальную слагающую, и означимъ горизонтальное 

напряженіе этой плоскости черезъ й; а вертикальное—черезъ 

ѣ, то изъ черт. 8 получаемъ легко 

огау=5гаута—згаусова 

пга-=—еасов—згати 

откуда 

—=кти—-зсова 

л=—йсова —зиа 

или, если для 5 и й вставимъ значенія (2і) и (22) 

= —(тто--усово) 

п= —(овта--тсова)
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Равнодѣйствующая напряженій з и й, или, что одно и тоже 

напряженій йлиж 

а углы, образуемые ею съ нормалью плоскости ас и съ горизоп- 

талью ОХ опредѣляются изъ уравненій 

ъ в 
е=- ....... @6) 

ѣ 
о = ѣеой иісей (27) 

15: 

Главныя напряженія.—Изъ уравненій (21) и (22) видно, что 
напряженія 5 и й зависятъ отъ угла х. Когда этотъ уголъ измѣ- 

няется отъ 0 до 180°, то плоскость ас принимаетъ всевозмож- 

ныя положенія, а слѣдовательно зийпроходятъ черезъ всевоз- 

можныя значенія. Для практики важно знать предѣльныя, т. е. 

наибольшія и наименьшія величины этихъ значеній. 

Чтобы для данной точки тѣла получить наибольшее и наи- 
й йз 

меньшее нормальное напряженіе 5, нужно производную і= по- 

ставить = 0. 
Еслу уголъ х, для котораго 5 получаетъ предѣльное значеніе, 

означимъ черезъ х,, то изъ (21) получимъ: 

й8 с—м а 
- 2 вп 2дх,--тсов2і,.2 

откуда 8 

г“а =-, ... (25). 

Подставивъ это значеніе въ (23) и означивъ предѣльное нор- 

мальное напряженіе черезъ 5, будемъ имѣть 

Когда уголъ х измѣняется отъ 0 до 180, то онъ два раза 

получаетъ значеніе, удовлетворяющее уравненію (28). Оба эти 

значенія разнится другъ отъ друга на 90°“), т. е. плоскости, въ 

*) Потому что 

5п (180--2)=зп 2 (00--о)==- зт 2а 

сов (180--2х)=сов 2 (90-х)=- соз да; слѣдовательно 
п180--2дх 

(130--2і)-= 90а= 2 - соз504-2д)
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которыхъ дѣйствуютъ предѣльныя нормальныя напряженія, пер- 

пендикулярны друзъ къ другу. Одному изъ этихъ значеній соотвѣт- 

ствуетъ найбольшее, а другому—наименьшее нормальное напря- 

женіе, и по (29) 

бшах= - і —- эи 4-° = —м)? 

\ .... (30) 

ѣ ши = и э4-- ( —л 

Которое изъ этихъ двухъ за пі максимумъ, а которое мини- 

мумъ, рѣшаетъ уравненіе (21). 

Предѣльныя значенія скалывающаго напряженія і, въ данной 

точкѣ получаются изъ условія 

@ 

@ах 

Если уголъ а для плоскости, въ которой скалывающее на- 

пряженіе достигаетъ предѣла, означимъ черезъ х,, то изъ (22) 

получимъ 
—у в 

—=—д2 -осов до, —дѣ т да, =0 

откуда 
с— 

іа дм, = ѣ 

Помощію этого значенія уравненіе (24) получаетъ видъ, если 

предѣльное скалывающее напряженіе означимъ черезъ Т 

чеы 

в с—-у 

фо . 

Когда уголъ х измѣняется отъ 0 до 180%, то онъ принимаетъ 

два раза значеніе, удовлетворяющее уравненію 31,иоба эти зна- 

ченія разнятся другъ отъ друга на 90, т.е. плоскости, въ ко- 

торыхъ дѣйствуютъ предѣльныя скалывающія напряженія, пер- 

пендикулярны между собою. Одному изъ этихъ значеній соотвѣт- 

ствуетъ наибольшее, а другому наименьшее скалывающее напря- 

женіе, и по (32) 

Тиах = і —з т ч ис—у)і--45 

: т - ... (23) 
т ши = — 5и — у)? —-4? 

Изъ этихъ уравненій видно, что предѣльныя скалывающія на- 

пряженія равны между собою.



Слагая и вычитая уравненія (30) получаемъ 

ѣ шах-- 6 ши= с--м 

5 тах — 5 ш = у4--(о —))? 

и по (33) 

5 шах —5 шп=27 
откуда 

„ 5 шах — 5 шѣ 

т= в ѣи 
Изъ (28) и (31) имѣемъ 

1 

изъ чего слѣдуетъ 

да, = 90 ѣ- да, 

и і 

т. е. плоскости предѣльныхъ нормальныхъ напряженій соста- 

вляютъ съ плоскостями предѣльныхъ скалывающихъ напряженій 

улы 45°. 

Предѣльныя напряженія называютъ часто главными напря- 

женіями. 

& 16. 

Графическое опредѣленіе напряженій в и &. 
са--у 
- (черт. 9) опишемъ изъ г окружность і, 

проведемъ горизонтальный діаметръ АгВ, отложимъ отъ г на гВ 

Радіусомъ гл == 

— в-—у 
г= —- 

возставимъ въ г къ гВ перпендикуляръ #й, отложимъ на немъ 

уа =, 

соединимъ @ съ г, и на гй, какъ на діаметрѣ, опишемъ окруж- 

ность П. 
Чтобы получить напряженія 5 и й для плоскости, наклонен- 

ной къ горизонтали подъ угломъ х, проводимъ черезъ А прямую 

Ап подъ угломъ х къ АВ, продолжаемъ ее до пересѣченія съ 

окружностью Г въ п, соединяемъ п съ г, опредѣляемъ точку 

пересѣченія = прямой пг съ окружностью П, и соединяемъ ѣ 

съ й. Получаемъ 

пт=з, іа==й 

Въ самомъ дѣлѣ: опустимъ изъ х на пг и йх перпендикуляры 

ур и г4, 1о 
у с—м. 
-со82а а= ——8тп2да 

2 

— оз —- 

га = 
2 

2*



та = @а -ат = тсовда -- —-зпда =й 

-у о—у 
п = п—га--і= тэ-т сов2а -- т5т2да = 8 

слѣдовательно, по (21) и (22) 

с
 

та=і ит== 

Если соединимъ п съ й, то 

Продолжимъ п@ до пересѣченія съ окружностью Т въ ди 

соединимъ 6 съ А, то &4—дѣйствительное направленіе равно- 

дѣйствующаго напряженія ;. Потому что, если въ А возставимъ 

къ пЛ перпендикуляръ Ам,, встрѣчающій окружность П въ ѣ,,то 

ѣ 

у пАо== пй. 

Если тоже построеніе повторимъ для плоскости ай,, перпен- 

дикулярной къ абй, то получимъ 
х 

5, = пт, & = тй, и, = @п,, о, = йит 
і 

у, совпадаетъ съ направленіемъ 8л. 

Такъ какъ 

пт, = |ле—зл 

8 и пп ==пт |- тп, = 5 --5,, то 

-- =а--у 

т. е. сумма нормальныхъ напряженій въ данной точкѣ для всѣхъ 

паръ взаимно перпендикулярныхъ, плоскостей—величина посто- 

янная. 

Изъ построенія видно, что скалывающія напряженія въ двухъ 

взаимно перпендикулярныхъ плоскостяхъ—численно равны между 

собою. 

Предѣльныя нормальныя напряженія. Когда элементъ а,ѣ, вра- 

щается около точки А, то дѣйствующее на него нормальное на- 

пряженіе 5 вращается около 2, и равно пт = пг --гт. Вовремя 

этого вращенія измѣняется только гт, ѣт сдѣлается поэтому 

максимумъ для такого положенія плоскости а,ѣ,, для котораго 

гт будетъ максимумъ, т. е. для котораго гт сдѣлается діаметромъ 

круга П (черт. 10). Нормальное напряженіе пт плоскости @ай, 

перпендикулярной къ а,ѣ,, будетъ въ тоже время минимумъ, и 

ноо == пй, а касательное напряженіе ==0. 
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Изъ черт. 10 получаемъ 

г (180—2а. )= —2да, = — с—ум 

или 

дт 
с—- 

гда, = — 

5 шах== пут = пг к с-) 2 

в—у 
6 шп== п= пе —т= —— и - Сѣ5 

Радіусъ внѣшняго круга 1 

5 шах--бпи 
2 

„ гт = 

Діаметръ круга П 

й 
5 и 

Предѣльныя скалывающія напряженія. Скалывающее напря- 
женіе й изображается хордой @ат (черт. 9), которая достигаетъ 

предѣльнаго значенія, когда сдѣлается діаметромъ (черт. 11). 
Такъ какъ въ этомъ случаѣ точка т совпадаетъ съ точкой г 

то пи, дѣлается касательной къ окружности П. 
, 

Изъ черт. 11 получаемъ 

шах і=г@ == 

шп-= — га= — и 
@й 

= (90 — 2м) = соудо, = =— — 

т 
с— 

совддо, = 

м га ѣбтах—бѣги 
гт бтах--ѣппв 

Изъ черт. 12 видно, что плоскости ай и @й,, въ которыхъ 
дѣйствуютъ предѣльныя нормальныя напряженія, составляютъ 

съ плоскостями а и а,, соотвѣтствующими предѣльнымъ ска- 

лывающимъ напряженіямъ, углы въ 45°. 



17. 

Работа деформаціи тѣла, подвергаемаго одному только нор- 

мальному напряженію сх.—Когда всѣ напряженія со их, за 

исключеніемъ одного сох, которое въ этомъ случаѣ означимъ 

просто черезъ с, равны нулю, то уравненіе (18) получаетъ видъ: 

5-этѣ.. з035) 

Тѣло подвергается одному напряженію с когда равнодѣй- 

ствующая приложенныхъ къ нему силъ проходитъ черезъ его 

ось и совпадаетъ съ этой осью, т. е. когда тѣло растягивается 

или сжимается. Если эту равнодѣйствующую означимъ черезъ Р, 

а площади сѣченія тѣла, перпендикулярнаго къ ней черезъ @, то 

и Р 
а 

Для призматическаго тѣла постоянно, а слѣдовательно и 

с постоянно, и тогда 
г; 

с со : 

Если 7 — длина тѣла, то 

= 190, 

послѣднее уравненіе можно поэтому написать такъ: 

са 3 ех 2 . . 

Означимъ удлиненіе, произведенное напряженіемъ с или си- 

лой с®, черезъ й, то по (4) 

=^й 
<т- 

Подставивъ это значеніе въ (37), получимъ 

ѣ Еі*@ 

ѣ 18. 

Работа деформаціи, произведенная грузомъ, приложеннымъ 

съ начальной скоростью.—Положимъ, что сила Р приложена къ 

призматическому тѣлу съ начальной скоростью п,, и что послѣ 

извѣстнаго промежутка времени, въ теченіе котораго эта сила 

произвела удлиненіе Л, скорость его сдѣлалась равной ѣ.
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Если означимъ ускореніе силы тяжести черезъ 7, то въ те- 

ченіе этого промежутка живая сила груза Р измѣнилась на 

Такъ какъ точка приложенія груза прошла путь й, то онъ 

сдѣлалъ работу Рѣ, а сила упругости, по (38), —отрицательную 
Еі? 

работу слѣдовательно по извѣстному закону работы 

Ри - к2з@ 

- 

откуда работа деформаціи 

ЕХо ий той 
= =Рі— - (2*—и7). ) 

27 да : 

Когда начальная скорость г, груза, вслѣдствіе его встрѣчи 

съ тѣломъ, замедляется до нуля, то въ (39) ==0, и тогда 

и кхо и Р2 

и 
т. е. работа деформаціи въ этомъ случиал равна рабоптъ груза, 

сложенной съ начальной живой силой груза. 

Очевидно, что уравненія (39) и (40) дѣйствительны только 

для напряженій с, не превышающихъ предѣлъ упругости, или 

что одно и то же, для удлиненій Л, не превышающихъ пре- 

дѣльное упругое удлиненіе. 

Работа видоизмѣненія призматическаго тѣла для напряженій 

большихъ предѣла упругости, получается по (14) изъ выраженія 

ѣ = \ @) сйе. 

Такъ какъ въ призматическомъ брусѣ с и @ес въ каждый мо- 

ментъ для всѣхъ элементовъ й% одинаковы, то можно написать 

ъ 

5 =|а ар=) сйс онио. мой (41 

\сае выражаетъ площадь кривой, которой абсциссы—ев, а 

ординаты—с. Работа 5 можетъ поэтому быть опредѣлена опы- 

тами. Для сего откладываемъ величины относительнаго удлине- 

*) Для тѣла съ непостояннымъ поперечнымъ сѣченіемъ было бы нужно въ 

Ех@ 
уравненіи (39) вмѣсто и поставить с*аѣ
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нія е, получаемыя по мѣрѣ возрастанія груза Р, какъ абсциссы, 
а соотвѣтствующія имъ напряженія с—какъ ординаты; площадь 

полученной такимъ образомъ кривой, ограниченная крайними 
ординатами, представитъ работу деформаціи, отнесенную къ 

единицѣ объема. 

19. 

Живое сопротивленіе. — Выраженіемъ работы деформаціи 
пользуются для опредѣленія сопротивленія, какое вызывается въ 

тѣлѣ подвижнымъ грузомъ, обладающимъ живою силою или ме- 

ханическимъ запасомъ работы, вслѣдствіе чего это работу, отне- 

сенную къ единицѣ объема, называютъ живымъ сопротивленіемъ. 
Живое сопротивленіе называется живымъ упругимъ сопро- 

тивленіемъ, если оно соотвѣтствуетъ продольному измѣненію, 
равному предѣльному упругому измѣненію, и живымъ временнымъ 
сопротивленіемъ, когда это измѣненіе доведено до разрушенія 
сцѣпленія. 

Размѣры сооруженій, подвергаемыхъ дѣйствію подвижнаго 

груза, должны быть опредѣлены такимъ образомъ, чтобы ихъ 

напряженія, производимыя динамическимъ грузомъ, вообще не 

превышали живаго упругаго сопротивленія. 4 

$ 20. 

Вліяніе колебаній напряженій.—Вліяніе подвижнаго груза 
на крѣпость матеріала оказывается тѣмъ болѣе вреднымъ, чѣмъ 

чаще его дѣйствіе повторяется. Мы разсмотримъ два практиче- 
скихъ случая повторенія дѣйствія плавнаго груза (дѣйствующаго 
безъ сотрясеній): 

1) Матеріалъ послѣ каждаго повторенія дѣйствія освобож- 
дается отъ всякаго напряженія. 

2) Предѣльныя напряженія каждаго повторенія равны и про- 

тивоположны. , 

Первый случай.—Когда грузъ Р приложенъ къ призматиче- 
скому тѣлу безъ начальной скорости, то онъ перемѣщается 
только вслѣдствіе имъ самымъ производимаго удлиненія, и по 

(39) при г=г, =0 

-в, 
2і 

откуда—-наибольше удлиненіе при динамическомъ дѣйствіи груза 

2.і * 
ко 2 
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Статическое удлиненіе, производимое грузомъ Р по (6), 

ч ѣ 

изъ чего видимъ, что вслѣдствіе живой силой, развивающейся 

при приложеніи груза, продольное измѣненіе въ первый моментъ 

вдвое больше того, какое соотвѣтствуетъ статическому равно- 

вѣсію тѣла. 

Послѣ удлиненія тѣло укорачивается до первоначальной 

длины, затѣмъ испытываетъ по направленію его оси качанія, 

которыхъ первоначальная амплитуда Л==2А7 вслѣдствіе различ- 

наго рода внѣшнихъ и внутреннихъ сопротивленій постепенно 

уменьшается, пока тѣло наконецъ не приметъ форму равновѣсія, 

опредѣленную уравненіемъ (6). 

Бторой случай. Когда грузъ Р приложенъ къ призматиче- 

скому тѣлу длиной й, то по наступленіи равновѣсія его длина 

тр 
л===. 

ко 

Если вслѣдъ за этимъ направленіе силы Р сдѣлается прямо 

противоположнымъ, то въ первый моментъ тѣло будетъ стре- 

миться принять первоначальную длину, и укоротится на Л. На- 

чальная скорость этого періода==0, а конечная—-і, а такъ какъ 

сила упругости дѣйствуетъ по тому же направленію, что сила Р, 

то по (39) я 

измѣнилась на вели чину 

Р 

29 

з вуочи р- 
э о .....43) 

Во время слѣдующаго періода грузъ Р измѣняетъ длину тѣла 

по направленію противоположному предыдущему измѣненію; на- 

чальная скорость этого періода равна конечной скорости пер- 

ваго, а конечная—равна нулю. Если и—величина этого измѣ- 

ненія, то по (39) 
пиз@ Р-а «-оо ‚ овй олцао 

Изъ (43) и (44) имѣемъ 

нио „ кхе, 
э —=ѣ и=— э л 

или, такъ какъ э-ѣ 

Ео кі9 - кхХ2о Нх39о 

т —) й 

и послѣ соотвѣтственнаго сокращенія 

—л=323,



—. 

откуда 

т. е. когда предѣльныя напряженіи одного повторенія равны и 

противоположны, то продольное измѣненіе втрое больше стати- 

ческаго измѣненія, 
Если поэтому продольное измѣненіе тѣла по наступленіи 

равновѣсія означимъ черезъ Л, то при повторенномъ приклады- 
ваніи груза по одному направленію это измѣненіе будетъ 2ѣ, а 

по противоположнымъ направленіимъ—3і. Изъ этого слѣдуетъ, 
что для достиженія одинаковой прочности допускаемая нагрузка 
должна быть въ послѣднемъ случаѣ — втрое, а въ первомъ — 

вдвое меньше, чѣмъ въ случаѣ неподвижнаго дѣйствія груза 

21. с 

Вліяніе ударовъ. —Удары дѣйствуютъ на тѣло динамическимъ 

образомъ; производимыя ими напряженія опредѣляются поэтому 
помощію работы деформаціи. Такъ какъ теорія удара для слу- 
чаевъ, имѣ/ющихъ мѣсто въ сооруженіяхъ, весьма несовершенна, 
то производимыя ударами напряженія не могутъ быть опредѣлены 
теоретически съ достаточной для практики приближенностью. 
Вслѣдствіе того вліяніе ударовъ расчетомъ не опредѣляютъ, и 

принимаютъ его во вниманіе отъ части соотвѣтственнымъ уве- 
личеніемъ напряженій, полученныхъ для покойнаго груза, и от- 

части выборомъ матеріала, обладающаго достаточнымъ живымъ 

сопротивленіемъ. Такъ какъ послѣднее пропорціонально грузу и 

удлиненію, то слѣдуетъ, что матеріалъ, дающій значительное 

удлиненіе, можетъ при малой крѣпости обладать для ударовъ 
большимъ сопротивленіемъ, чѣмъ матеріалъ съ высокою крѣ- 
постью, но малой способностью удлиняться. 

Опыты показываютъ, что мягкіе металлы, не смотря на свою 

низкую крѣпость, сопротивляются динамическому грузу, дѣй- 
ствующему съ ударами, значительно лучше чѣмъ твердые, кото- 

рые разрушаются при меньшемъ видоизмѣненіи. По Ардану и 

Борне, производившимъ въ этомъ отношеніи опыты надъ желѣ- 
зомъ различной твердости, мягкое желѣзо, котораго временное 
сопротивленіе покойному грузу 32 кил. на 1 квадр. миллиметръ, 
имѣетъ въ 53 раза большее сопротивленіе динамическому грузу 
чѣмъ твердое желѣзо съ временнымъ сопротивленіемъ въ 60 
кил. на Т кв. миллиметръ. Хотя поэтому первое разрывается 
при усиліи почти вдвое меньшемъ, но выдерживаетъ безопасно 
гораздо большіе удары, чѣмъ послѣднее. Вслѣдствіе того для 

частей, подверженныхъ грузу, дѣйствующему съ ударами, слѣ- 
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дуетъ употреблять мягкіе сорта желѣза и стали, а твердые 
можно брать только для такихъ сооруженій, на которыя дѣй- 
ствуетъ покойная нагрузка. 

22 с 

Нагрузка и сопротивленіе, —Наименьшій грузъ отъ дѣйствія 
котораго въ теченіе короткаго времени тѣло разрушается, назы- 

вается разрушающимъ грузомъ, а часть разрушающаго груза, 
приходящаяся на единицу площади сѣченія, въ которомъ про- 
изошло разрушеніе сцѣпленія —модулемъ крѣпости. 

Наибольшая величина силы упругости, отнесенная къ единицѣ 
площади, проявляющаяся въ моментъ передъ разрушеніемъ тѣла 
отъ дѣйствія спокойной нагрузки, называется временнымъ сопро- 
тивленіемъ. 

Нагрузка, которую матеріалъ можетъ выдерживать безопасно, 
называется безопасной назрузкой, а ея наибольшая величина, до- 

пускаемая на практикѣ, —допускаемой нагрузкой. 
Сила упругости, отнесенная къ единицѣ площади, допуска- 

емая безопасно въ сооруженіяхъ, называется прочнымъ или до- 

пускаемымъ напряженіемъ. 
Прежде принимали за допускаемое напряженіе извѣстную 

часть временнаго сопротивленія, и называли отношеніе времен- 
наго сопротивленія къ прочному напряженію—степенью прочно- 
сти, а обратную величину степени прочности — коэфищіентомъ 
прочности. 

Степень прочности принимаютъ тѣмъ большую, чѣмъ большее 
вліяніе на прочность матеріала въ данномъ сооруженіи могутъ 
имѣть постороннія обстоятельства, какъ удары и сотрясенія, 
производимыя движущимися массами, перемѣны температуры, 
атмосфера и т. д. 

Среднія величины степеней прочности приведены въ таб- 

лицѣ П. 
з . 

1 
Если коэфиціентъ прочности означимъ черезъ » модуль 

крѣпости черезъ В, а допускаемое напряженіе черезъ й, то 

Въ таблицѣ Ш приведены числовыя данныя для модуля упру- 
гости, предѣла упругости, модуля крѣпости и допускаемаго на- 

пряженія. Числа даны въ килограммахъ на квадратный милли- 

метръ. Эти числа для различныхъ матеріаловъ—среднія, они вы- 

ведены изъ многочисленныхъ опытовъ надъ матеріалами различ- 
наго качества. 
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Къ временнымъ сооруженіямъ принадлежатъ лѣса, временные 

мосты и прочія краткосрочныя сооруженія, а также постоянныя 

сооруженія, на которыя дѣйствуетъ неподвижная нагрузка. 

Допускаемыя напряженія, данныя въ графѣ „зданія и прочія 

сооруженія“ дѣйствительны для такихъ частей, которыя испыты- 

ваютъ небольшіе удары и сотрясенія. 

Большія значенія прочнаго сопротивленія, помѣщенныя въ 

графѣ „стропила и мосты“ относятся къ ихъ длиннымъ частямъ, 

на которыя сотрясенія имѣютъ менѣе вліянія (какъ ноги стро- 

пилъ, пояса мостовыхъ фермъ), а меньшія — къ короткимъ ча- 

стямъ (поперечныя и продольныя балочки, раскосы фермъ ит.д.). 

Тѣже числа можно употреблять для частей машинъ, испытываю- 

щихъ небольшія сотрясенія. 

Старый способъ опредѣленія размѣровъ поперечныхъ сѣ- 

ченій. — Прежде опредѣляли площадь @ поперечнаго сѣченія 

всякой части сооруженія такимъ образомъ, что статическимъ 

путемъ находили ел наибольшее сопротивленіе №и дѣлили его 

на допускаемое напряженіе й, т. е. вычисляли @ по формулѣ 
х 

1 
Если й равнялось части модуля крѣпости, то говорили, 

] 

(4 

что сооруженіе построено съ р кратной прочностью. Что такое 

мнѣніе невѣрно, показываютъ уравненія (42)и (45), по которымъ 

подвижной грузъ производитъ въ моментъ приложенія, смотря 

по роду колебанія напряженій, напряженіе вдвое и втрое большее 

статическаго, производимаго имъ въ неподвижномъ положеніи. 

Если прикладываніе груза-часто повторяется, то и эти уве- 

личенныя напряженія будутъ часто повторяться, вслѣдствіе чего 

. 1 : 
при одномъ и томъ же коэфиціентѣ прочности ѣ сооруженіе, 

которое послѣ каждаго повторенія приходитъ въ ненапряженное 

состояніе, будетъ имѣть при одинаковыхъ прочихъ обстоятель- 

ствахъ вдвое, а которое при каждомъ повтореніи испытываетъ 

равныя и противоположныя напряженія—втрое меньшую прочность 

чѣмъ то, на которое дѣйствуетъ неподвижная нагрузка. При 

этомъ сравненіи не принято еще во вниманіе вліяніе ударовъ 

и сотрясеній. 

Это, теоретическимъ путемъ полученное, заключеніе о вліяніи 

динамическаго дѣйствія груза на сопротивленіе матеріала вполнѣ 

подтверждается опытами.
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Новый способъ опредѣленія размѣровъ поперечныхъ сѣ- 
ченій.—Надъ вліяніемъ повторенныхъ напряженій на крѣпость 
матеріала производили весьма обстоятельные опыты инженеръ 
Ведеръ и профессоръ Шпангенбергъ въ Верлинѣ, профессоръ 
Баушингеръ въ Мюнхенѣ, инженеръ Соп5ійсге въ Парижѣ идр. 

Опыты Велера продолжались 12 лѣтъ (1859 —1871). Изъ по- 

лученныхъ помощію ихъ результатовъ Ведеръ вывелъ слѣдующіе 
законы крѣпости, которые всѣми послѣдующими опытами, про- 
изведенными другими испытателями, вполнѣ подтвердились: 

1) Разрушеніе матеріала можетъ произойти не только отъ 

нагрузки, равной разрушающему грузу (3 28), но также отъ зна- 

чительно меньшей нагрузки, если она повторяется достаточное 
число разъ. 

2) Число повтореній напряженій, производящихъ разрушеніе, 
тѣмъ меньше: 

а) чѣмъ больше наибольшее напряженіе при одинаковомъ 

наименьшемъ; 
б) чѣмъ меньше наименьшее напряженіе при одинаковомъ наи- 

большемъ. 
Изъ (2) слѣдуетъ 
3) число повтореній напряженій, нужныхъ для разрушенія 

матеріала тѣмъ больше, чѣмъ меньше разность между наиболь- 
шимъ и наименьшимъ напряженіемъ каждаго повторенія. Замѣ- 
тимъ при этомъ, что согласно опытамъ, увеличеніе наибольшаго 

напряженіи болѣе невыгодно при одной и той же разности на- 

пряженій, чѣмъ уменьшеніе наименьшаго. 

4) Если наибольшее напряженіе меньше извѣстнаго предѣла, 
то разрушеніе не произойдетъ, какъ велико ни было-бы число 

повтореній, т. е. число повтореній, производящихъ разрушеніе, 
въ этомъ случаѣ безконечно велико. 

Пусть 
т—число повтореній напряженій, нужныхъ для излома какой- 

нибудь части сооруженія, 
№—наибольшее и 

п—наименьшее сопротивленіе каждаго повторенія, 
то, согласно третьему закону Велера, число т должно быть функ- 
ціей не разности №—лп, но разности х№—л, въ которой коэфн- 
ціентъ а выражаетъ болѣе сильное вліяніе на т величины №, 
чѣмъ его имѣетъ величина и. 

Законы Велера могутъ поэтому быть выражены алгебраиче- 
ской функціей вида 
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= («№ —т). 
“. 

Если въ извѣстной общей формулѣ 

у = а--ѣвх --са* --... 
поставимъ 

т --и = аМ —пт, 
то получимъ 

1 

т 
= а (а № —п)--е аМ№—п)-. . . (48) 

Если этотъ рядъ окончимъ н.пр. третьимъ членомъ, то по- 

мощію четырехъ опытовъ было бы возможно опредѣлить коэфи- 
ціенты а, 6, си а; если бы число опытовъ было больше, то 

помощію метода наименьшихъ квадратовъ получились бы для 

этихъ коэфиціентовъ удовлетворительныя практическія величины. 

Для №=-п, уравненіе (48) получаетъ видъ 

і: —= а--ѣ№ (а — -сй№ ( —і--.. 
0 

Когда № очень мало, то по 4-му закону Велера т ==с0, слѣдо- 
і 

вательно для № = Ои == (), поэтому 

а=0 
и уравненіе крѣпости можно написать такъ: 

- —ъ ам-преим-ч-ам-и)ч- 
, 

Опыты показываютъ, что отношеніе, въ какомъ уменьшается 
т при увеличеніи № выше чѣмъ 2-й степени, такъ что для 

практическаго употребленія слѣдуетъ взять по крайней мѣрѣ 
3 члена, т. е. 

1 
— 
т. 

—= (а№-п--е№-п)--ай (а№-п)?.. . (49) 

Для долговѣчныхъ сооруженій должно п==с0, и зависимость 

между напряженіями доліовѣчныхъ сооруженій опредѣлится урав- 
неніемъ 

ѣ (а№-п--с(а№№-нп)--цам-п)-=0 
или 

5--с а№-п--а (а№-п=0. ..... (50 
Означимъ наибольше и наименьшее сопротивленіе, повто- 

реніе которыхъ матеріалъ можетъ выдержать безконечное число 

разъ: 
а) когда наименьшее напряженіе каждаго повторенія равно 

наибольтему—черезъ Ки &, 
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6) когда наименьшее напряженіе-=0—черезъ ѣі и 0, 

в) Когда наименьшее напряженіе равно, но противоположно 

наибольшему —черезъ 5 и—5. 

Для этихъ трехъ случаевъ получимъ по (50) слѣдующія 

уравненія: 

ѣ-сКа-т--ак--)ор . (53) 

--са--а=) .....й.. 62) 

ѣ—- (а--п--зер-о ч53) 

изъ которыхъ получаемъ: 

ѣ-к Т)о== (54 а)-= К(а — іх 

8 
и а)-=5 (а--і). а= ѣ-- (55) 

Если для К, Ми58 подставимъ въ уравненіяхъ (54) и (55) 

опредѣленныя опытами численныя значенія, то -получаются для 

х не совсѣмъ одинаковыя величины. Причина тому заключается 

отчасти въ томъ, что металлъ проявляетъ при сжатіи не со- 

всѣмъ тѣже свойства, что при растяженіи, а также, вѣроятно, въ 

недостаточномъ числѣ членовъ, взятыхъ въ уравненіи (49). 

Хотя разница значеній х, получаемыхъ для одного и того же 

матеріала по формуламъ (54) и (55), такъ небольшая, что въ 

практикѣ ею можно бы пренебрегать, но для большей точности 

мы будемъ принимать за х среднее ариеметическое обоихъ зна- 

ченій. Оказывается также цѣлесообразнымъ для частей, которыхъ 

предѣльныя напряженія однородны, опредѣлять х по (54), а для 

частей съ разнородными напряженіями пользоваться уравне- 

ніемъ (55). 

Изъ уравненій (50) и (52) получаемъ 

—со)-а)Р-—-саМ№-п--ам—-п)=0 

(а№-п —а) =—а№-п)?—4?)?)) 

с 
т=- [«№-п--)). 

Такимъ же образомъ получимъ изъ уравненій (50) и (51) 

—= —ки-р-и, 

слѣдовательно 

(№-п--а-Ка---аѣ 

или 

«№-п-=- Ка—1)
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Если отношеніе наименьшаго напряженія къ наибольшему, т.е. 

ѣ означимъ черезъ @, то изъ послѣдняго уравненія имѣемъ 

к. 
—о— —й, 

откуда . 

. 

. ( к 
—=— — К= ————— 

... . (56) 
а— [о] 

--- 
@ 

По (54) 
: 

1 э 
і —і- 

слѣдовательно также 

. 
ѣ 

. к= о 3а 
@ 

Изъ уравненій (50) и (53) получаемъ для случая, когда пре- 
дѣльныя напряженія противоположны, слѣдовательно—л отри- 
цательно, выраженіе 

се [(№--п)—бо--і- -а (м п))—5(а--1)? 
с -, \ 8 

= -емн]о--зени 
Такимъ же образомъ, изъ (52) и (53) 

а 
у ри “, 

Слѣдовательно 

: 
п 

откуда, означивъ отношеніе —- черезъ о 
м 

ѣ. , №- й ... ... 68 
ѣ 

.и. нли и з...... 

Изъ уравненій (57) и (59) видно, что для опредѣленія та- 

кого наибольшаго напряженія № которое можетъ произвести 
разрушеніе матеріала только послѣ безконечно большаго числа 

повтореній, нужно вычислить оба предѣльныя напряженія, и 

опредѣлить ихъ отношеніе . Между тѣмъ какъ при расчетахъ 
по старому методу достаточно было знать только наибольшее на- 

пряженіе каждаго повторенія, нужно по новому методу, кромѣ 
наибольшаго, опредѣлять и наименьшее напряженіе. 

Въ формулахъ (57) и {59) не приняты во вниманіе вліянія 

ударовъ и сотрясеній, неоднородности матеріала и другихъ, 
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теоретически неопредѣлимыхъ обстоятельствъ. Эти вліянія при- 
нимаютъ въ разсчетъ такимъ образомъ, что за допускаемое 
напряженіе берутъ не всю величину № опредѣленную уравне- 
ніями (57) и (59), но только нѣкоторую часть ея, т. е. умно- 

жаютъ № на коэфиціентъ прочности ѣ. Безъ коэфиціента проч- 

ности невозможно поэтому обойтись и при расчетахъ по новому 
методу, только теперь онъ можетъ быть болѣе близкимъ къ еди- 

ницѣ, чѣмъ при употребленіи стараго метода. 
Оказывается достаточнымъ для сооруженій, подвергаемыхъ 

сильнымъ толчкамъ (желѣзнодорожныхъ мостовъ и т. п.) брать 
для желѣза и стали р=3, 

для дерева р==6. 
Если допускаемое напряженіе означимъ черезъ й, то для 

однородныхъ предѣльныхъ напряженій 
з 

.и 
& 

и для разнородныхъ 
. 

рр -....——-- (61) 
. 

Числовыя значенія допускаемаго напряженія для мосто- 

выхъ и имъ подобныхъ сооруженій.—Чтобы числовыя данныя 

долускаемаго напряженія были дѣйствительны и для менѣе хо- 

рошихъ сортовъ, мы воспользуемся только наинизшими величи- 

нами, полученными изъ опытовъ надъ сопротивленіемъ матеріала 
при повторенныхъ напряженіяхъ. 

а) Лельзо. Въ слѣдующей таблицѣ приведены наименьшія 
значенія напряженій К, №и 5, выраженныя въ килограммахъ 
на 1 квадратный миллиметръ, полученныя изъ опытовъ надъ 

тремя сортами желѣза. 
Таблица ПУ. 

Происхожденіе мате- іх йѣ и к 
ріама 

К. 
| 

Х. б= км —- - 
| 

Ось завода Фениксъ. |32,2|21,9|11,7 3,13 1,15 
Однородное жхжелѣзо 

| 

Пирсона-з..432,8129,24717,5 3,14 1,50 
Вестфальское желѣзо. — 

| 23,4117,5 — 2,53 

Среднее значеніе 3.13 1.73, 



з--1,72 — 
Беремъ: а== зв =2

,42 

— 0,4 и 
х 

Поэтому 

а) для однородныхъ напряженій, по (60) 

—22 1 7 
и и еи й к58) 

6) для разнородныхъ напряженій по (61) 

7 р 
=тт . . (62) 

6) Мяжкая Сталь. Для мягкой стали, содержащей около 

0,45 °), углерода, получаются изъ таблицъ Велера слѣдующія 

наименьшія величины для К, ѣ и 5, выраженныя въ килограм- 

махъ на 1 квадратный миллиметръ: 

Таблица М. 

: зи 
Родъ матеріала. кіхе8 -и -х- 

)| Литая стальзаводаБо- 
| хумъ.і. и- 64,7132,9119,0 2,04 0,37 

| Литая сталь завода 
| Викерсъ ....... 42,4 — і16,1|- — —- 

Литая сталь завода 

Борзиъ ....... 58,6 — 14,6 — — 

Листовая сталь.... 53,4 36,5| — 3,16 | 

Среднее 2,6 і.37 

іі і ѣ-. 
2 х 

Для однородныхъ напряженій, по (60) 

32 1 10 . 
-чо і-і. . (63) 

и для разнородныхъ, по (61) 

-- - 
1--0,56 

в) Тѣердая, литая, незакаленная сталь (содержащая около 

0,6°%, углерода).
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Для этой стали получаемъ изъ опытовъ Шпангенберга слѣ- 
дующую таблицу: 

Таблица \Т. 

ли : № 
| 

ѣ ѣ | 
8 

к—з-е 
- | 

ѣ. 

Ось 1362 ... 76,2 36,5 19,0, 1,93 1,09 
Сталь Еиѣ...... 840) — 16,1) — — 

л. 
иы 

Среднее 
| 

1,92 
| 1,09 

. ѣ о н, 7 
# 

2 и 

, і2 
. ииих 

г) Дерево.—Соотвѣтственно практическимъ даннымъ можно 

взять для дерева среднимъ числомъ (въ килограммахъ на 1 ква- 

дратный миллиметръ). 
Кк=6, х-=2, 5=1,3. 

Поэтому 
к 6 5 

«- - х= -= ѣ.85 

Среднее изъ обоихъ значеній 

.и 
ѣ —= , 

„ == ’ 

Вслѣдствіе вреднаго вліянія атмосферы нужно взять длядерева: 
для постоянныхъ сооруженій р=6 и для временныхъ—-р=4,5. 
Изъ формулъ (60) и (61) получимъ для постоянныхъ сооруженій 

0,3 і 
- робо . .. ...изки (65) 

и для временныхъ 
; 

0,44 к= - е (66) 

Для опредѣленія допускаемаго напряженія при расчетѣ соору- 
женій, подвергаемыхъ дѣйствію перемѣнной нагрузки съ сотря- 
сеніями, имѣемъ поэтому слѣдующія формулы: 

а) Желѣзо: й == 
— 
1--0,46 

3* 
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10 
6) Мягкая сталь: й-= т- 

| 

12 
в) Твердая, незакаленная сталь: й = гтоло .:(6) 

( рѣ 
0,3 

постоянныя сооруженія: й = тт 0б 
г) Дерево 

о4 
временныя сооруженія: й& = т 

Изъ этихъ формулъ 7 получается въ килограммахъ на 1 ква- 

дратный миллиметръ. Знакъ минусъ въ знаменателѣ относится 

къ случаю, когда оба предѣльныя напряженія однородны, азнакъ 

- — когда они разнородны. 

Глава и. 

Нормальная упругость. 

ѣ 26. 

Вступленіе.—Если плоская фигура, постояннаго или пере- 
мѣннаго вида, скользитъ своимъ центромъ тяжести вдоль пря- 
мой или кривой линіи такимъ образомъ, что ея плоскость остается 

постоянно перпендикулярной къ этой линіи, то она описываетъ 

тѣло, которое называютъ брусомъ. 
Линія, по которой движется центръ тяжести фигуры, назы- 

вается средней линіей, или осью бруса, всякая линія, параллель- 
ная оси—волокномъ, а всякое сѣченіе, перпендикулярное къ оси— 

поперечнымъ сѣченіемъ. 
По виду оси бруса его называютъ прямымъ или кривымъ брусомъ. 
Сооруженіе можетъ состоять изъ одного, или изъ нѣсколькихъ 

брусьевъ. Въ первомъ случаѣ оно называется простымъ, а въ послѣ- 
днемъ —сложнымъ сооруженіемъ. 

Если брусья сложнаго сооруженія соединены между собою 
такимъ образомъ, что въ немъ возможны только такія видоизмѣ- 
ненія, которыя допускаетъ упругость матеріала, то оно назы- 

вается сооруженіемъ неизмѣняемаю вида. Чтобы такое сооруже- 
ніе имѣло неизмѣняемое положеніе въ пространствѣ, оно дол- 
жно быть соединено съ неподвижнымъ тѣломъ такимъ образомъ, 
чтобы по отношенію къ послѣднему не могло имѣть никакого 

другого движенія кромѣ того, которое зависитъ отъ упругости. 
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Точки, посредствомъ которыхъ сооруженіе соединено съ непо- 

движнымъ тѣломъ, называются подпорными точками, а части 

неподвижнаго тѣла, содержащія подпорныя точки—опорами. 
Сооруженіе неизмѣняемаго вида будемъ для краткости пазы- 

вать неизмѣняемымъ, а сооруженіе неподвижное въ простран- 
ствѣ, —устойчивымъ сооруженіемъ. 

$ 27. 

Роды дѣйствія внѣшнихъ силъ.—Положимъ, что на устой- 
чивый брусъ АВ (черт.13) дѣйствуютъ внѣшнія силы р,в,ѣ,... 
по различнымъ направленіямъ въ пространствѣ. Этисилы вызы- 

ваютъ въ опорныхъ точкахъ противодѣйствія или реакціи, а въ 

поперечныхъ сѣченіяхъ—упругія сопротивленія. Совокупность 
этихъ реакцій и сопротивленій измѣнитъ форму и положеніе 

бруса настолько, насколько это допуститъ упругость бруса и 

опоръ. Соотвѣтственно увеличенію видоизмѣненія бруса будетъ 
возрастать и напряженіе частичныхъ силъ до тѣхъ поръ, пока не 

наступитъ равновѣсіе во всѣхъ точкахъ между внѣшними и 

внутренними силами. 

Представимъ себѣ, что черт. 13 представляетъ видъ бруса 
по наступленіи равновѣсія. Очевидно, что это равновѣсіе не бу- 
детъ нарушено, если произвольнымъ сѣченіемъ тп разрѣжемъ 
брусъ на двѣ части, и къ поверхностямъ разрѣза приложимъ 
силы, производящія на нихъ точно такое дѣйствіе, какое въ 

неразрѣзанномъ брусѣ производили внутреннія силы. 

Отбросимъ правую часть тиВ и разсмотримъ, какимъ обра- 
зомъ проявляется дѣйствіе силъ на лѣвую часть Ами. 

Если —реакціи опорной точки: 4А, то силы &Р ий, 
(черт. 13 а) вмѣстѣ съ сопротивленіемъ сѣченія жи, должны 

удовлетворять условіямъ равновѣсія. 
Возьмемъ три взаимно перпендикулярныя оси координатъ 

такимъ образомъ, чтобы ось Х проходила черезъ центръ тя- 

жести сѣченія тп, и была къ нему перпендикулярна, и чтобы 
оси Уи 72 лежали въ плоскости этого сѣченія. 

Разложимъ силы Р,Р, и реакцію В (т. е. всѣ внѣшнія силы, 

дѣйствующія на лѣвую отсѣченную часть бруса) по направле- 
ніямъ этихъ трехъ осей, и означимъ алгебраическую сумму сла- 

гающихъ, параллельныхъ осямъ ОХ, ОУи 0О7 (соотвѣтственно) 
черезъ УХ, У, 7. Означимъ сумму моментовъ тѣхъ же силъ 

К,р,Р, по отношенію къ осямъ ОХ, ОУи О—черезъ М,, 
ШМ, и М,. 

Такъ какъ сопротивленіе сѣченія уравновѣшиваетъ внѣшнія 
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силы №,В,ѣ, то слѣдуетъ, что слагающія силы этого сопро- 
тивленія будутъ—\Х, —ѣи, —ѣй,а моменты: — М, — М, — М,. 

Сила ХХ, дѣйствующая перпендикулярно къ сѣченію (по 
направленію оси бруса), называется нормальной силой, а силы 

МУи Уй, параллельныя сѣченію —поперечными силами. 

Нормальная сила УХ стремится удалить два сѣченія другъ 
отъ друга, или приблизить ихъ другъ къ другу; въ первомъ 
случаѣ она называется растяженіемъ, авъ послѣднемъ—сжатемь. 

Поперечныя силы МУ и\й стремятся сдвинуть одно сѣченіе 
по другому, или срѣзать брусъ по сѣченію; ихъ называютъ по- 

этому срѣзывающими или скалывающими силами. 

Моментъ М, стремится вращать сѣченіе бруса около его 

оси (т. е. около оси ОХ). Такой родъ дѣйствія внѣшнихъ силъ 

называется крученіемъ, а моментъ №М, — скручивающимъ мо- 

ментомъ. 

Моменты Муи М, стремятся повернуть сѣченіе бруса, первый 
около оси ОУ, а второй—около оси ОХ. Производимое этими 

моментами видоизмѣненіе называютъ изшбомъ или вышбаніемъ, а 

моменты М,и М, — сшбающими моментами. 

Въ практикѣ всего чаще встрѣчаются слѣдующіе случаи: 
1) Всѣ слагающія и моменты за исключеніемъ слагающихъ 

УХ, равны нулю. Это случай нормальной упругости (растяженія 
или сжатія). Тѣло при разрушеніи разрывается или раздроб- 
ляется. 

2) Только ХУ или Х7 не равны нулю: случай скалыванія 
или перерѣзыванія. При разрушеніи тѣло перерѣзывается или 

скалывается. 

3) Только моментъ ШМ,не равенъ нулю. Это случай скручи- 
ванія; при разрушеніи тѣло скручивается. 

4) Только одинъ изъ моментовъ ЛШМ,и М,, или оба одно- 

временно не равны нулю. При разрушеніи тѣло ломается—это 

случай изиба. 

Кромѣ этихъ четырехъ простыхъ случаевъ возможны также 

сложные случаи дѣйствія внѣшнихъ силъ на тѣло. Изъ нихъ въ 

строительной практикѣ встрѣчается всего чаще случай совокуп- 
наго растяженія или сжатія и изгиба. 

$ 28. 

Нормальная упругость (растяженіе и сжатіе). 
Нормальная упругость вообще.—Въ брусѣ вызывается одна 

только нормальная упругость если для каждаго сѣченія равно- 
дѣйствующая внѣшнихъ силъ проходитъ черезъ его центръ тя. 

жести и совпадаетъ съ осью бруса. 
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Простѣйиій случай растяженія или сжатія имѣется тогда, 

когда прямолинейный брусъ на одномъ концѣ укрѣпленъ, а въ 

центрѣ тяжести сѣченія другого конца дѣйствуетъ сила, имѣю- 

щая направленіе оси бруса, или когда къ центрамъ тяжести 

обоихъ конечныхъ сѣченій приложены по направленію оси равныя 

и противоположныя силы. Если эти силы обращены другъ къ 

другу, то брусъ сжимается, въ противномъ случаѣ—растягивается. 

Такъ какъ законъ, по которому напряженіе, вызываемое нор- 

мальной силой, распредѣляется на площадь сѣченія, точно не 

извѣстенъ, то принимаютъ, что усиліе распредѣляется равно- 

мѣрно на сѣченіе. Это предположеніе соотвѣтствуетъ тѣмъ бо- 

лѣе дѣйствительности, чѣмъ болѣе сѣченіе удалено отъ точки 

приложенія силы. Опыты и теорія показываютъ, что неравно- 

мѣрность распредѣленія силы имѣетъ мѣсто только въ сѣченіяхъ, 

весьма близкихъ къ ея точкѣ приложенія. 

Призматическій бруст. —Если означимъ черезъ 
о —площадь сѣченія бруса, 

—его длину, 

а—дѣйствующую на него нормальную силу, 

с—напряженіе, 

Кк—модуль упругости, 

Аі—-удлиненіе (измѣненіе длины й, произведенное силой @), 

Когда сѣченіе @ перемѣнно, то въ различныхъ сѣченіяхъ 

будетъ дѣйствовать различное напряженіе с. Условія прочности 

требуютъ, чтобы это напряженіе ни на какомъ мѣстѣ не было 

болѣе допускаемаго напряженія й. Если, поэтому, наиболѣе сла- 

бое сѣченіе бруса означимъ черезъ піпі Ф, то должно 

@ 
і- (69) 

откуда 

ті @ — ѣ..... . 470 

Помощію этихъ уравненій можно опредѣлить силу @, которую 

данный брусъ можетъ нести безопасно или— наименьшее сѣченіе 

шіп @ для данной силы @. 

Пусть 

@і—-длина элемента бруса, заключеннаго между двумя безко- 

нечно близкими сѣченіями,
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Ай--его удлиненіе, произведенное напряженіемъ с, то по (4) 

Афі с 

с 
Аи- @й 

Аі і гй иѣ '@ @а (7і) 

Для призматическаю бруса (черт. 14), на концѣ котораго дѣй- 

ствуетъ сила (@, послѣднее уравненіе получаетъ видъ 

& - 

м—-т 

кииеетеот тк нии ци3) 

На всякое тѣло дѣйствуетъ, кромѣ приложенныхъ къ нему 

внѣшнихъ силъ, сила тяжести, проявляющаяся какъ вѣсъ тѣла. 

Въ многихъ случаяхъ этотъ вѣсъ, сравнительно съ приложенными 

къ тѣлу силами, такъ малъ, что имъ пренебрегаютъ, но иногда 

онъ бываетъ столь значителенъ, что необходимо его дѣйствіе 

принимать въ разсчетъ. 

Мы разсмотримъ тотъ случай, когда прямолинейный брусъ 

укрѣпленъ вертикально, когда слѣдовательно вѣсъ дѣйствуетъ 

какъ нормальная сила. Если вѣсъ единицы объема бруса озна- 

чимъ черезъ у, то на сѣченіе тип (черт. 15), отстоящее отъ сво- 

боднаго конца на разстояніе х дѣйствуетъ сила 

@ 

и . ...з.(73) 

о 

Прочность требуетъ, чтобы для всякаго сѣченія было испол- 

нено условіе 
і 

зееѣ .....і 

Когда брусъ призматическій, то уравненіе (73) получаетъ видъ 

Р;= с--уо 

= тто т ..75) 

Наибольшее напряженіе испытываетъ въ этомъ случаѣ сѣ- 

ченіе у прикрѣпленнаго конца, для котораго 

р=са--@



Поэтому 

тах с = ми ......-(40) 

Изъ условія, что должно 

тахос = й, 

получаемъ 

о = (77) —уие.е-. 

откуда 
ии 

Для опредѣленія удлиненія Аі имѣемъ по (71) и (75) 

й й 

1х х орй 

А= (6 ж е ) 
——е—— 

Если вѣсъ всего бруса означимъ черезъ И, то 

уор= и, 

слѣдовательно 

и 
с---) 

з). . ...иий 
= Е 

е 
Въ этомъ уравненіи--означаетъ удлиненіе, произведенное 

ии силой @, тео —вѣсомъ Ибруса, и изъ него видимъ, 

что грузъ, приложенный къ концу бруса, производить въ два раза 

большее удлиненіе, чѣмъ нагрузка, равномѣрно распредѣленная 

по всей длині еіо. 

ѣ 30. 

Брусъ равнаго сопротивленія.—Въ призматическомъ, вер- 

тикально укрѣпленномъ брусѣ, подверженномъ дѣйствію нор- 

мальной силы, сѣченіе укрѣпленнаго конца испытываетъ наи- 

большее напряженіе, а напряженіе во всякомъ другомъ сѣченіи 

тѣмъ меньше, чѣмъ оно ближе къ свободному концу, ибо тѣмъ 

меньшая часть вѣса бруса дѣйствуетъ на него. 

Измѣняя величину поперечныхъ сѣченій такъ, чтобы напря- 

женіе во всѣхъ сѣченіяхъ было постоянно и равно допускаемому
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напряженію й, получимъ брусъ съ наивыгоднѣйшей формой въ 

продольномъ очертаніи, такъ какъ безъ ущерба для прочности 
его объемъ будетъ наименьшій. 

Если напряженіе бруса во всѣхъ сѣченіяхъ постоянно и 

равно й, то нагрузка сѣченія С (черт. 16), отстоящаго отъ сво- 

боднаго конца на разстояніе х 

гдѣ @ — площадь этого сѣченія. 

Нагрузка слѣдующаго сѣченія, отстоящаго отъ й на безко- 
нечно близкомъ разстояніи йаз будетъ 

Р= к --удахъ, 
слѣдовательно 

. 

@Р, == —— р= уѣах. 
Такъ какъ 

Р; == 4, 
то 

аРр, == йао, 
поэтому 

ко = роа 

откуда 
7 

Ююс по = “ --са. 
Для х=0, 2=8, 
Вставивъ это значеніе въ предыдущее уравненіе, получимъ 

1 ѣ.й і 
з: 

ул 

7 
гдѣ е—основаніе натуральныхъ логариомовъ. 

в) 

Такъ какъ о—=т то 

и @ 
о=-—-ей 

й 
и для х=7 

. 
шах і=е % по.тийр. эізи.4(80) 

По извѣстной формулѣ 
хй 

е=і--х 



=—4 — 

можно уравненіе (80) представить въ видѣ слѣдующаго ряда 

@ м м2 . 
шах О= —іі--... ) 81 

и точно также 

@ *? 

=ѣ и и и г . ) 

Относительное удлиненіе бруса равнаго сопротивленія по (4) 

Ай й 

и 
откуда 

ѣ (82) 

Уравненіями (80)—(82) можно пользоваться при опредѣленіи 

формы длинныхъ шахтенныхъ штаніъ, а также высокихъ ка- 

менныхъ опоръ. Но какъ на практикѣ для нѣкоторыхъ матеріа- 

ловъ непрерывное измѣненіе сѣченіи трудно исполнимо, то 

обыкновенно брусъ равнаго сопротивленія строятъ приблизитель- 

нымъ образомъ, составляя его изъ отдѣльныхъ призматическихъ 

брусьевъ длиною й, й, 4...(черт. 17), сѣченія которыхъ опредѣ- 

ляютъ такимъ образомъ, что ихъ конечныя сѣченія @,, @,, @,... 

испытываютъ напряженіе й. Изъ этого условія получаются слѣ- 

дующія уравненія: 

с--о4=0й 

@ -о, й -8, —0, 

с-о.--онод-0, 

Отсюда по порядку 

е 
(—у-—-ий) 

ай 

о, 

о= 
(—у4) &—-у) (& —й) 

Въ частномъ случаѣ, когда =йй=.. 

ѣ, й \ 

Удлиненіе такого бруса равно суммѣ удлиненій его призма- 

тическихъ частей, которыя получаются по формулѣ (723).



Вліяніе температуры. —При всякомъ повышеніи температуры 
бруса длина его увеличивается, а при пониженіи—уменьшается. 
Если а— относительное удлиненіе, соотвѣтствующее измѣненію 

температуры на 1 градусъ, то при измѣненіи ея на й градусовъ 

откуда 
: 

. 

—ии 
Коэфиціентъ х зависитъ отъ свойства матеріала и называется 

коэфиціентомъ линейназо расширенія. 
Когда на призматическій брусъ дѣйствуетъ сила, производя- 

щая въ его сѣченіяхъ напряженіе с, и если при томъ темпера- 
тура его увеличится на й градусовъ, то относительное измѣненіе 
длины бруса будетъ 

А с 4 

т-ѣѣ“ .. - (85) 
` 

Измѣненіе длины бруса, произведенное перемѣной темпера- 
туры, не имѣетъ на его напряженіе никакого вліянія, если этому 
измѣненію не противодѣйствуютъ никакія препятствія. Въ про- 
тивномъ случаѣ измѣненіе температуры вызываетъ въ брусѣ на- 

пряженіе, которое опредѣляется слѣдующимъ образомъ: 
Положимъ, что прямолинейный призматическій брусъ АВ 

(черт.18), укрѣ|членный въА неподвижно и свободный въВ,имѣетъ 
при извѣстной температурѣ длину АВ==й.Еслитемпература бруса 
понизится на #й, то онъ укоротится на длину Ві — ай, и это 

укороченіе останется безъ вліянія на его напряженіе. 
Представимъ себѣ теперь, что не только конецъ А, но и ко- 

нецъ В укрѣпленъ неподвижно. Измѣненіе длины бруса въ этомъ 

случаѣ не будетъ возможно, вслѣдствіе чего при пониженіи 
температуры на #й градусовъ длина его будетъ на Ві большая 
той, которую онъ имѣлъ бы въ свободномъ состояніи. Перемѣна 
температуры произведетъ, поэтому, точно такое дѣйствіе, какое 

произвела бы сила, измѣняющая длину бруса на В. Но такая 

сила произвела бы въ сѣченіяхъ бруса, по (4), напряженіе 
Е.Ві кфй 
лвт 

изъ чего слѣдуетъ, что измѣненіе температуры на й градусовъ 
вызываетъ въ несвободномъ брусѣ напряженіе 

с, = КЕий. 

При пониженіи температуры это напряженіе равномѣрно рас- 
тяженію, а при повышеніи—сжатію, и оно слагается (алгебраи- 
чески) съ напряженіями, произведенными внѣшними силами. 

с, = Ее== 
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$ 32. 
Примѣры: 
1) На круглый желѣзный стержень, длиною 2 метра, дѣйствуетъ 

перемѣнная, растягивающая сила, измѣняющаяся въ предѣлахъ 
8ий тоннъ.; опредѣлить діаметръ стержня и его удлиненіе. 

Такъ какъ о =0, то по (67а) 
Е 

и по (70) 
8 

ши 0 .х „8000 “ 

——-аи- 

. 0 циі ии 

По (72) 
сій 

дс ко 
Изъ таблицы 1 имѣемъ для желѣза —= 20000, слѣдовательно 

ѣ з0000- 

2) Предѣльныя напряженія стержня изъ мягкой стали--12400 
и 5000 кил.; опредѣлить площадь его полезнаго сѣченія. 

Такъ какъ предѣльныя напряженія противоположны, то по (675) 

10 о 
и 5000-1,2— - 

поэтому 

о- де = 1550 утт. 

3) Желѣзная балка шириною 200 шш, лежитъ однимъ своимъ 

концомъ на кирпичной кладкѣ, на которую производитъ давленіе 
6000 кил. Какой длиной должна балка лежать на кладкѣ, чтобы 
давленіе на пее не превышало 8 кил. на 1 квадратный санти- 

метръ? 
Такъ какъ 8 кил. на 1 кв. сантиметръ==0,08 кил. на 1 кв. 

миллиметръ, то, означивъ искомую длину черезъ х, имѣемъ 

6000 
й 200.5.08 

откуда 

= 30 
== 275 №м. 

0,08 
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4) Какой грузъ можетъ нести короткая чугунная колонна 

кольцеобразнаго сѣченія, которой внѣшній діаметръ р=20, а 

внутренній @ — 16 мм. 

: са=ію=ѣ иии 

Принимая й==6 кил. на 1 кв. мм. (таблица Ш) получимъ 

—3 6а200 — 160 = б7834 кил. 

Какой грузъ раздробилъ бы эту колонну? 

х == Ко = 70 (200* — 160?) == 791240 квил. 

5) Какую площадь ленія должна получить каменная колонна 

высотой 25 милиметр., которая кромѣ собственнаго вѣса должна 

выдерживать давленіе 180 тоннъ? Колонна должна состоять изъ 

5 призматическихъ частей, каждая высотой 5 милиметр. 

По (33) @ == и — 

Здѣсь @==180000 кил. 

Если возьмемъ і==10 кил. на 1 кв. см.==100 тоннъ на 1 квв. 

метръ (табл. Ш) и положимъ вѣсъ1 куб. метра камня у==2,5 тон., 

то будетъ 

о— 180000 100000 

100000\100000 — 2500 ж5 

Изъ этого уравненія получаемъ 

г. 13хі,43". 

, == 2,06 квадр. мтр. 

2,34 2
 

-) » 

@, = 2,67, 5 
о, =3.04: .. 
9, = 3.47 

» - 

6) Какое напряженіе вызываетъ въ желѣзномъ брусѣ, укрѣ- 

пленномъ обоими концами неподвижно, повышеніе температуры 

на 30° выше нормальной? 

По (86) 
с, = К 

Если температура дана въ градусахъ Цельзія, то 

х = 0,0000118 
поэтому 

с, = 20000 х0,0000118х30 == 7,08 кил. на 1 кв. мм. 

Изъ этого примѣра видно, какъ значительно можетъ быть на- 

пряженіе, произведенное перемѣной температуры въ несвобод- 

номъ брусѣ.
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Практическіе случаи. — 1. Дза упруйя тѣла А и В, огра- 

ниченныя произвольными кривыми поверхностями, соприкасаются 

въ точкъ Р. Тѣло В неподвижно, а тѣло А производить на В 

давленіе О. Опредѣлить наибольшее напряженіе, производимое 

этимъ давленіемъ. 

Означимъ главные радіусы кривизны въ точкѣ Р (черт. 19) 

для тѣла А—черезъ В ип, адля тѣла В —черезъ В, ин,и 

положимъ, что оба тѣла имѣютъ такое относительное положеніе, 

что ихъ радіусы Ви &, находятся въ одной плоскости (при 

чемъ и перпендикулярные къ нимъ радіусы ѣи х, будутъ на- 

ходиться тоже въ одной плоскости). 

Пусть М №—плоскость соприкасанія въ точкѣ Ри г2г, —нор- 

маль къ ней въ той же точкѣ. Проведемъ черезъ 2г, плоскость, 

составляющую съ плоскостью радіусовъ В и В уголъ ф; возь- 

мемъ на этой плоскости прямую йѣѣ,, параллельную г2,, на очень 

близкомъ разстояніи отъ гг,, и означимъ ея точки пересѣченія 

съ поверхностями тѣлъ АиВ черезъ а, ий,. Еслирий, — 

радіусы кривизны нормальныхъ сѣченій гРа, и г,Рѣ,, то по из- 

вѣстной формулѣ 

и.. й 
: 3 рт «о(87) 
и сов*о 5п’эо 

.№ 

Означимъ разстоянія точекъ а, и ѣ, отъ ММ черезъ ѣ и ѣ, то 

а а? 

Послѣ видоизмѣненія, произведеннаго давленіемъ Д, оба тѣла 

будутъ соприкасаться по маленькой поверхности 4з (черт. 20), 
причемъ тѣло А получитъ въ а,, по направленію этого давленія, 

сжатіе аВ = у, а тѣло В въ ѣ, —сжатіе 8 = у,. Тѣла АиВ 

будутъ испытывать напряженіе, пропорціональное этимъ сжа- 

тіямъ, такъ что если означимъ черезъ с и с, —коэфиціенты, за- 

висящіе отъ свойствъ матеріала и отъ формы обоихъ тѣлъ, 

можно написать 

г = (88) 

о= оу о иии ич п389) 

Обозначимъ полное сжатіе Р,Р въ прямой га,, соотвѣтствую- 

щее точкѣ первоначальнаго соприкасанія, черезъ р, то легко 
узнать, что й 

-р-(аа-н-тп
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Слѣдовательно 

и= э-(--л) —у 
и такъ какъ по (89) 

с 7 

то 

с й с 
—— =р-—-(ѣ--т)-——- =--ѣ) я 

откуда 

сс 

Это выраженіе получаетъ наибольшее значеніе въ точкѣ й, 

т. е. для і - ѣ, = 0, поэтому 

шахо = —- 

Если для краткости положимъ 

еѣе а 
се, 

‚ принимая во вниманіе, что наибольшее напряженіе не должно 

быть больше допускаемаго напряженія й, будемъ имѣть 

-. .=с 

Цомощію этого значенія уравненіе (90) получаетъ видъ 

т-н- а.а : 
с=й — -й =й-— . (- --- — . . (9 

с 2с 2 2, ; 

Для точекъ, находящихся на периметрѣ поверхности сопри- 

касанія д5 (черт. 20) с==0; если разстояніе этихъ точекъ отъ 

хі, означимъ черезъ А, то изъ послѣдняго уравненія получимъ 

Отнесемъ точки периметра дз поверхности соприкасанія къ 

прямоугольнымъ осямъ координатъ, взятымъ въ пересѣченіи 

этой поверхности съ плоскостями радіусовъ ѣВ, ихт, главныхъ 

искривленій, и означимъ координаты точки этого периметра, 

лежащей въ выше упомянутой (произвольной) плоскости, соста- 

вляющей съ плоскостью радіусовъ Вих,уголъх черезъ бих, то 

== Асовр ц == Автф 

Помощію этихъ значеній уравненіе (87) получаетъ видъ



т сз ѣ 2 ”? 

-ѣвтѣ и ъ зиих 
1 т.- і. |2 (і+ - ] 
. (- ѣ) й +;) 

Вставивъ это значеніе въ (92), получимъ 

-|( +5)- 
й с3 т 

і и - і . р: .. (93) 

(в в г и , в; 

Это уравненіе показываетъ, что периметръ поверхности сопри- 

касанія—эллипсисъ, котораго полуоси 

Полное давленіе, производимое тѣломъ А на тѣло В 

р = \к(«йо) йа =) | айа |-
 3 - 1 -)) 

дп 

э-|- е( ѣ )ѣ-ѣ) ѣ 
е 

Послѣдній интегралъ выражаетъ площадь плоскости соприка- 

санія дз, а такъ какъ, по доказанному, периметръ этой пло- 

скости—эллипсисъ, то 

7 
=тлв, 

слѣдовательно 

н в з№о 2с 
й т —-т , 

2 2 й ѣи н х а 

: ѣ (-е ) 
илй, означивы хо = — —= черезъ Д, 

сс
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гй 

с) 
\ и (еѣ......... 4 
— ул 

Изъ этого выраженія видимъ, что при одинаковыхъ прочихъ 

обстоятельствахъ наибольшее напряженіе пропорціонально ква- 

дратному корню изъ давленія р. 

Частные случаи. 

а) Тѣло А шаръ, а тѣло В—плоская плита. 

Въ этомъ случаѣ 

к=, Ни==ирсо, 

слѣдовательно по (94) 

р-еом. . ......05) 

6) Тола А и В—цилиндры, которыхъ оси перпендикулярны 

другъ къ друу. 

к КВо== =оо, 

р-еперіѣ . тов 

Этому случаю соотвѣтствуетъ давленіе колеса на рельсъ, 

при положеніи колеса надъ шпалой (й означаетъ радіусъ колеса, 

т. е. длину нормали коническаго обода, считая до оси колеса). 

Когда колесо находится между шпалами, то поверхность сопри- 

касанія, вслѣдствіе выгибанія рельса, увеличивается, и, слѣдо- 

вательно, й—уменьшается. 

в) Тола Аи Б—цилиндры съ параллельными осями. —Въ этомъ 

случаѣ уравненіе (94) недѣйствительно. 

Если Ви й, —радіусы цилиндровъ, то по (91) и (32) 

ц-«ча 1 з а 1 —=й -з(в -) и (& ѣ ѣ) 

Давленіе Д на длину == 1 поверхности соприкасанія, кото- 

рой ширина 2.4, будетъ . 

о 44 іі 4, л т. р-зза =л | е +)- . 

*



Если положимъ 

. у эл=і7 32 -, 
й эс=і, 

2 

с =В 
3 гс=у в , 

то з 

3 

іі . (97) 
вій 

Наибольшее напряженіе въ этомъ случаѣ пропорціонально 
третьему корню изъ квадрата давленія. 

з) Цилиндръ на плоскости. 

Для К=00 получаемъ изъ (97) 
3 . 

= 

р-ве ий, рз= з2 сѣв. (98) 

Въ практикѣ обыкновенно принимаютъ, что сопротивленіе 
цилиндрическихъ катковъ, лежащихъ на плоскости, прямо про- 
порціонально произведенію изъ діаметра на длину, т. е.—гори- 
зонтальной проэкціи цилиндра, и берутъ для допускаемаго на- 

пряженія на 1 квадратный сантиметръ этой проэкціи 
для желѣзныхъ катковъ—отъ 25—35 кил., 

для стальныхъ—отъ 35—50 кил. 

д) Цилиндръ въ цапрѣ. — Мы предполагаемъ, что во всѣхъ 
точкахъ цилиндра и цапфы имѣетъ мѣсто совершенное сопри- 
касаніе. Если величину сжатія въ произвольной точкѣ @(чер. 21), 
измѣренную по направленію радіуса этой точки, означимъ для 

цилиндра черезъ у, а для цапфы—черезъ у,, то по (89) 

с=су=су. 

Проведемъ въ 7 перпендикуляръ /у къ гс, до пересѣченія съ 

прямой сд, проведенной черезъ с параллельно 2Р, 
то 

е=у-Ру, =са совф 
й 

и о означивъ сду черезъ і 

и--и =і совф, 
или 

а 5 
—---совзф, 

с с 
откуда 

усо8ѣ 
Ц 7 й =........ 99 с (32) 

4* 
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Если К—радіусъ цилиндра и Д—давленіе на единицу его 

длины, то, предполагая, что соприкасаніе происходитъ по полу- 
окружности, будетъ 

іа т. 

з 3 

р-2 \сНаф совф =2 дсов*ѣ Каэ, 
5 — й: 

Для простоты примемъ, что вертикальное сжатіе і на всѣхъ 
мѣстахъ одинаково, тогда 

Вставивъ это значеніе въ (99), получимъ 

2ЭСсозф 2рсовф - во ѣ- 

Наибольшее напряженіе дѣйствуетъ въ точкѣ Р, для которой 
ф=0, т. е. 

вя ираи.ни100) тй 

Изъ послѣдняго уравненія видимъ, что наибольшее напряже- 
ніе точно такое, какое оно было бы, если бы давленіе Д ра- 
спредѣлялось равномѣрно на половину поверхности цилиндра. 

Этотъ результатъ полученъ при предположеніи, что по- 

тоянно для всей поверхности соприкасанія. Такъ какъ въ дѣй- 
ствительности давленіе распредѣляется менѣе равномѣрно, то 

напряженіе въ Р немного больше величины, получаемой изъ 

уравненія (100). Для сооруженій, подвергаемыхъ сильнымъ уда- 
рамъ (какъ подушки мостовыхъ балокъ) слѣдуетъ брать 

шахо =й —= 
от 

42 м 
.- о ми. 

или „== отъ 152 до 2,05 (101) й й 

Меньшее значеніе дѣйствительно для стали, а большее —для 
желѣза. 

е) Призма лежитъ ребромъ на плоскости. —Согласно опытамъ 

берутъ за допускаемое напряженіе й на 1 погонный метръ- 
стальнаго лезві#—-200 кил. 

Если Д—давленіе, а і—длина лезвія, то 

р-200, 



—5= 

отвуда ; 

р 
т (вѣкнл. и см., ...5..-(102) 

Примѣчаніе. Для опредѣленія постоянной С не имѣется 
еще достаточно опытовъ, но изъ сравненіи выведенныхъ 
въ этомъ параграфѣ формулъ съ лучшими изъ существую- 
щихъ сооруженій (преимущественно мостовыхъ) получатся 
для чугуна и желѣза приблизительно 

С=отъ 0,008 до 0,05, 

такъ что среднимъ числомъ 

с-=0,023. 

ѣ 34. 

2) На вагонное колесо, имѣющее 2п желѣзныхъ спицъ, тре- 
буется надѣть стальную шину въ горячемъ состояніи, тиакимъ 

образомъ, чтобы напряженіе шины, произведенное укороченіемъ 
при охлажденіи, не было болѣье допускаемаю напряженія й. До 
каковой температуры должна быть нагрѣта шинаг 

Для рѣшенія этой задачи означимъ черезъ 

е—относительное укороченіе шины, 
з—ея сѣченіе, 

5, —среднее сѣченіе спицъ, 
@—длину спицъ, 

е, —ихъ относительное укороченіе, 
о—сѣченіе обода, 
„—его внѣшній радіусъ, 
.(1—р)—внутренній радіусъ холодной шины, который 

на кр короче внѣшняго радіуса » обода, 
К—модуль упругости стали и 

Н —желѣза. 
Такъ какъ отъ сжатія, производимаго шиной вслѣдствіе уко- 

рачиванія ея при охлажденіи, длина @ спицъ, а слѣдовательно 
и радіусъ х обода, уменьшаются, то наружный периметръ р 
обода послѣ охлажденія будетъ 

дл (—ей), 

поэтому, сго относительное укороченіе 

дте@ еа 
Эт == 
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и дѣйствующая въ его сѣченіи сжимающая сила, по
 (6) 

о а 

Въ спицахъ дѣйствуетъ сжатіе 

Ее, 

а въ шинѣ —растяженіе Ее5. 

Внутренняя окружность шины послѣ охлажденія равняется 

дти(1—о(1--е), 

а внѣшняя—обода 

дк(—е@й. 

Поэтому 

2п.(1—р)(1--ео=дн(—е@й 

или 

а-эа---1-“. 

откуда, пренебрегая малыми величинами высшаго порядка, 

ни 

@ 7 =--, -н- ...з.. (103) 

Разрѣжемъ колесо сѣченіемъ тпрду (черт. 22), пересѣ- 

кающимъ по поламъ ободъ, шины и всѣ спицы, и замѣнимъ на- 

пряженія, дѣйствующія въ отдѣльныхъ сѣченіяхъ, внѣшними 

силами. Тогда нужно приложить къ сѣченіямъ шины растя- 

гивающія силы Еез, къ сѣченіямъ обода — сжимающія силы 

а . . 
Еео-- и къ сѣченіямъ спицъ—сжимающія силы Ее,5,. Число 

послѣднихъ въ одной половинѣ колеса—я. Если себѣ предста- 

вимъ, что эти силы распредѣлены равномѣрно вдоль обода, —что 

будетъ тѣмъ болѣе соотвѣтствовать дѣйствительности, чѣмъ 

больше п,—то вдоль длины хт обода распредѣлена сила пЕе8, 

слѣдовательно на элементъ его длиной йх дѣйствуетъ по направ- 

. . пЕе5, в 
ленію радіуса сила—— йж, которой слагающая, перпендику- 

“ 

, пЕе5й2. 
лярная къ сѣченію тп- —- —зшф, гдѣ о=уголъ, обра- 

— ѣ 
“
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зуемый радіусомъ соотвѣтственнаго элемента, съ ѣп. Сумма 
этихъ слагающихъ будетъ 

ѣ 

ку 
2 | пЕе5йи5по 

ннннии 

з уп 

или, такъ какъ йх=тй9, 
т 

л „2 
8 й дп.Еез жн дпЕ .я, з) 

ут 
3) 

е 

Изъ условія равновѣсія имѣемъ 

дпЕе 
2 Ее&—= 2, е. -- е5, 

з 

откуда 

е 
эк = а ) 

Если это значеніе вставимъ въ (103), то получимъ 

....(104) 

гдѣ е иѣ 
ул 

Укороченіе шины равно дпир; если а—коэфиціентъ линейнаго 

расширенія матеріала шины и —-разность температуръ, вызвав- 

шая это укороченіе, то 

дккр = дѣткой 
и отсюда 

г а и8 
ѣто п нгеи-с105) 

& означаетъ число градусовъ, на которое должна быть повы- 

шена температура шины, чтобы ея напряженіе по охлажденіи 
было равно с. 

& 35. 

Сопротивленіе тянутыхъ проволокъ.—При изготовленіи про- 
волоки металлъ уплотняется преимущественно на поверхности, 
а сердцевина состоитъ изъ менѣе плотнаго металла. Проволоку 



и 

Можно поэтоМу разсматривать какъ тѣло, состоящее изъ двухъ 
металловъ различной плотности: изъ мягкой сердцевины и изъ 

твердой оболочки. 

Если означимъ черезъ 

О, —сѣченіе, Е —модуль упругости и с, —напряженіе серд- 

цевины, 

О, —сѣченіе, Е, —модуль упругости и с,—напряженіе обо- 

лочки, 

@а—дѣйствующій на проволоку грузъ, то, принимая во вни- 

маніе, что удлиненіе оболочки и сердцевины одинаковы, имѣемъ 

о, , 
= Е, ѣ 

на-0о --,5,. 
Изъ этихъ уравненій получаемъ: 

@ак 

вв, 
, = кх ѣ т , з й 0 7 ) 

Такъ какъ Е, В,, то о, — с, т. е. оболочка болѣе на- 

пряжена чѣмъ сердцевина, вслѣдствіе чего предѣльное напря- 
женіе въ первой достигнется ранѣе чѣмъ въ послѣдней. Про- 
волоку нужно поэтому разсчитывать на сопротивленіе оболочки, 
т. е. ся сопротивленіе опредѣляется формулой (107). 

Если напряженіе проволоки не должно превышать данной 
величины й&, то по (107) получимъ 

ав, й = ии чи ко--к0, 
Означивъ діаметръ проволоки черезъ й и толщину оболочки— 

8 
черезъ э имѣемъ 

т., 

и пренебрегая очень малой величиной 6 

о, = (а — 248) 

о, =@ —о= з йа. 



Поэтому 

ѣ з (а—2а)-- а 

откуда 

ѣ ѣ ѣт ѣ 3 е-тѣ |.е42 ) 

Если поставимъ 

хѣѣ хѣ. 
чЕ в-А, тѣ, 2о (в, —К) = В, 

то сопротивленіе @ проволоки разрыву опредѣлится формулой 

а= 44—- Вйо, илот ин.(й08) 

Хотя эта формула не точна, такъ какъ пропорціональность 

напряженій и удлиненій имѣетъ мѣсто только до предѣла упру- 

гости, и переходъ матеріала оболочки къ матеріалу ядра въ 

дѣйствительности не внезапный, но постепенный, такъ что сѣ- 

ченіе проволоки слѣдовало бы разсматривать состоящимъ изъ 

болѣе или менѣе значительнаго числа металлическихъ колецъ, 

которыхъ твердость отъ крайняго кольца къ центру постепенно 

уменьшается, но опыты подверждаютъ, что сопротивленіе тяну- 

той проволоки опредѣляется формулой вида (108). 

Отожженіе проволоки уменьшаетъ Г, въ болѣе сильной сте- 

пени чѣмъ Е,, коэфиціентъ В уравненія 108 долженъ поэтому 

отожженіемъ уменьшаться болѣе чѣмъ коэфиціентъ А. Это тео- 

ретическое заключеніе вполнѣ подтверждается опытами Кар- 

марша, изъ которыхъ получены для Аи В слѣдующія значенія: 

Таблица \П. 

| 

Неотож- Отожжен- 
женная. | ная. 

лівул в 

Родъ матеріала. 

Сталь .. . ор2-45 3 

Желѣзо лучшее.. .) 50]12,5) 26 3 

Желѣзо обыкновенное... 36 18122,5 5 

Латунь.. зречі 8 |22,5 5 

Мѣдь ..... .ре754 ,513,5 0 



Помощію этихъ значеній получается по формулѣ (108) со- 

противленіе разрыву проволоки въ килограммахъ, если @ взято 

въ миллиметрахъ. 

Задача.—Проволока АОВ (черт. 23) телеграфнаго провода 
подвѣшена въ А и В къ столбамъ такимъ образомъ, что ея се- 

редина О находится немного ниже прямой АВ, соединяющей ея 

точки прикрѣпленія. Стрѣлка 7 образованной ее кривой АОВ 
измѣняется вмѣстѣ съ температурой; при пониженіи температуры 
стрѣлка уменьшается, вслѣдствіе чего напряженіе проволоки 
увеличивается. 

Опредѣлитъ стрѣлку 7 такимъ образомъ, чтобы во время наи- 

низшей температуры, какая въ данной мѣстности возможна, 
натяженіе проволоки не было больше извъстнаго предѣла. 

Наинизшую точку О примемъ за начало осей координатъ, 
изъ которыхъ ось ОХ—касательна къ АОВ въ О. Означимъ 

черезъ 
х и у—абсциссу и ординату произвольной точки т проволоки, 

ф—уголъ касательной въ этой точкѣ съ осью ОХ, 
п—вѣсъ 1-го погоннаго метра проволоки, 
Н—-ея сопротивленіе въ сѣченіи 0, 
ѣ—тоже въ сѣченіи т. 

Мы предполагаемъ, что искривленіе проволоки такъ мало, что 

длину какой нибудь части ея можно замѣнить длиной проэкціи 
этой части на ось ОХ. 

Вырѣжемъ часть От проволоки, и къ разрѣзаннымъ сѣче- 
ніямъ О и т приложимъ нормальныя силы Ни 5.На эту часть 

дѣйствуютъ 3 силы: Н, б и вѣсъ дх, поэтому изъ условій ра- 
вновѣсія получимъ: 

- 

Нн—8совф =0, 
б впо —д =0, 

откуда 
д5 @ 

тсо —= — =—=- =-н йх 

72? 
= —--с. знѣ 

Такъ какъ для х= 0, у тоже =0, то 7й=0, 

Для х=а, у=7, поэтому 

а2 
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Изъ обоихъ послѣднихъ уравненій получаемъ: 

и х? 

Это уравненіе показываетъ, что при малыхъ искривленіяхъ 

проволока принимаетъ видъ параболы. 

Если й 

5—длина проволоки при температурѣ, при которой происходитъ 

устройство провода, 

5, —длина ея при наинизшей температурѣ, какая въ данной 

мѣстности возможна, 

—-разность этихъ температуръ, и 

х—коэфиціентъ линейнаго расширенія матеріала проволоки, 

то 
з=з(1--а... .... (110) 

Но а в 

хфу 

и й в ( 

или, такъ какъ по (1094) 

@й 2ои, 

а а 
то а ѣ 

..ой 27ѣ)? 27° 
5 ут- () -| аг(1 ѣ .*) 

откуда 
2 2 

=з(1 - іі) . 242 

Такимъ же образомъ получимъ 

—(+-- з 2і,) а ло, (113 

гдѣ —стрѣлка проволоки при наинизшей температурѣ. 

Помощію этихъ значеній уравненіе (110) получаетъ видъ 

|а(1 4- з С ) =4(1 3 ѣ)п--.о 

и пренебрегая малыми величинами высшей степени
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Если наибольшее напряженіе проволоки, испытываемое ею во 

время наинизшей температуры означимъ для сѣченія О черезъ 
Ни, а для сѣченія т—черезъ 5,, то по (109) 

7а* и и да = зн 5, = уУ Н„--(ав°. 

Уравненіе (113) можно поэтому написать такъ: 

г-=«у сэ ѣ1 (1194) 

По этой формулѣ можно вычислить / для различныхъ темпе- 

ратуръ &й, и составить таблицу значеній /ий, которыми слѣдуетъ 
пользоваться при устройствѣ телеграфнаго провода. 

Проволочные канаты. 

ѣ 36. 

Роды проволочныхъ канатовъ. Допускаемое напряже- 
иіе. —Проволочные канаты бываютъ крученые и некручерные. 

Въ некрученыхъ канатахъ проволоки расположены парал- 
лельно и связаны на соотвѣтственныхъ мѣстахъ обвитой вокругъ 
нихъ проволокой, а крученые состоятъ изъ нѣсколькихъ прово- 
лочныхъ сурковъ, соединенныхъ въ одинъ канатъ. 

Сопротивленіе проволоки, которой діаметръ @, по (108) = 
ф 

1 
ла’--Ба. Если поотоу коэфиціентъ прочности, то безопасная 

1 
нагрузка провожоки=— (4а? -Ва), а безопасная нагрузка еди- 

ницы площади ссий т. е. допускаемое напряженіе 
2 —-и. — -во, 
=. 

нли 

4.278 в 
.ѣ («+) и.а 

Въ большинствѣ случаевъ пренебрегаютъ вторымъ членомъ 

въ скобкахъ, который сравнительно съ первымъ малъ, и берутъ 
ъ2л 

р 

Коэфиціенты А и В даны въ таблицѣ \П. 
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Формула (115) дѣйствительна для постоянной нагрузки; корда 
нарузка перемѣнная, то по (60) 

ѣ-і 

: й 
ѣ ши № 

гдѣа= —— -и о= —-- 
к—ѣ шах № 

Для хорошей желѣзной проволоки 

-=60,-24, 
слѣдовательно 

ѣео 
@ 

и при тройной прочности (р=3) 

ѣ 

г 

Для хорошей стальной проволоки 

к-10, -54, 
поэтому 

1 

й 
и дляр=3 

—1-0,56 : 

(116) 

(17 

Формулы (116) и (117) даютъ допускаемое напряженіе въ 

килограммахъ на 1 квадратный миллиметръ. 

Некрученые проволочные канаты.—Некрученые проволоч- 

ные канаты употребляются только въ тѣхъ случаяхъ, когда ка- 

натъ не долженъ навиваться на цилиндрическую поверхность, 

потому что при большихъ изгибахъ его сопротивленіе значи- 

тельно уменьшается. 

Если означимъ черезъ 

@—діаметръ проволоки, 

р—діаметръ каната, 

п--число составляющихъ сего проволокъ, 

а—безопасный грузъ каната, 

то по (108) 

(118)
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откуда діаметръ проволоки, нужный при грузѣ @, 

й , @р х 
в і=-- -и і ѣ-й . (119) 

Эмпирически получено, что сѣченіе каната среднимъ числомъ 

на 70 процентовъ больше суммы сѣченій его проволокъ, т. е. 

т рз-1,7п . 
4 4 

Изъ этого уравненія получимъ 

0,77р 
а= . и. (120) 

Помощію этого значенія уравненіе (118) получаетъ видъ 

‚ п4р° , Во,ллр 
е- Т,7в -) 

или 

в-ѣ о59лротівруѣ).... (13) 

Если &—допускаемое напряженіе проволоки, то 

а=й т . (121а) 

слѣдовательно 

я 122 
пѣ (122) 

ипо (120) 

...... (123) 

Если вѣсъ одного погоннаго метра каната, въ килограммахъ, 

означимъ черезъ д, то приблизительно 

для желѣза 7=0,8 паі ....... . ..... (124 

идля стали д= 0,9 паіі. ; . и. (125) 

гдѣ @—діаметръ проволоки въ сантиметрахъ. 

Примѣръ. Опредѣлить діаметръ желѣзнаго проволочнаго ка- 

ната, который при 7 кратной прочности могъ бы поддерживать 

грузъ 1000 кил. Діаметръ проволоки = 3 мм. 

Здѣсь 

р=17, @й=3, а въ таблицѣ МП находимъ 

л-45, в-3.
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По (115) 

сй ) —= 8 кил. на 1 кв. мм. 

По (123) 

р-у 1000 — 16,47 мм. 

Число проволокъ каната, по (120), 

= (ѣ) ки 47 )- 

Крученые канаты.—Крученые канаты изготовляютъ такимъ 

образомъ, что сначала скручиваютъ изъ проволокъ снурки, иза- 

тѣмъ изъ этихъ сурковъ—канаты. Какъ проволоки въ снур- 
кахъ, такъ и снурки въ канатѣ располагаютъ вокругъ сердце- 
винъ изъ пеньки, которыя придаютъ канату требуемую гибкость 

Только при употребленіи очень тонкихъ проволокъ замѣняютъ 

иногда пеньковыя сердцевины въ суркахъ проволоками. 
Число проволокъ въ канатѣ—всегда нѣкоторое кратное числа 

6; всего чаще встрѣчаются слѣдующія числа: 

18, 24, 30, 36, 72, 84, 108, 144 и 192. 

Канаты составляютъ изъ 4—6 сурковъ; послѣднее число 

болѣе употребительно чѣмъ первое. Въ фиг. 23 представлено 
сѣченіе каната, составленнаго изъ сердцевины и 6 сурковъ; 
каждый снурокъ содержитъ 6 проволокъ. 

Наиболѣе употребляемыя толщины проволокъ —1:2, 1:3, 1-5, 
1-7, 1-9, 2:1, 2:5, 2:8, 3:2, и 3:5, миллиметръ. Проволоки въ 

суркахъ скручиваютъ на уголъ отъ 8 до 15°, а снурки въ ка- 

натѣ—на уголъ отъ 10 до 25°. 
Всякое скручиваніе уменьшаетъ сопротивленіе каната, такъ 

какъ проволока уже въ ненагруженномъ состояніи испытываетъ 

напряженіе, произведенное крученіемъ, но оно для канатовъ по- 

лезно, потому что: 1) лучше обезпечиваетъ при изгибѣ каната 

совмѣстное дѣйствіе всѣхъ составляющихъ его проволокъ, и 

2) проволока дѣйствуетъ въ родѣ винтообразной пружины, вслѣд- 
ствіе чего дѣйствіе ударовъ и сотрясеній дѣлается для каната 

менѣе вреднымъ. 
Когда канатъ употребляется въ прямолинейномъ или немного 

изогнутомъ видѣ, то его сопротивленіе можетъ быть опредѣлено 
по формулѣ (12)). 

і 
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Если канатъ обхватываетъ цилиндрическую поверхность, то 

уже въ ненагруженномъ состояніи онъ испытываетъ напряженія, 
произведенныя его изгибомъ; въ нагруженномъ состояніи напря- 
женіе каната равно суммѣ напряженій, произведенныхъ нагруз- 
кой и этимъ изгибомъ. Если напряженіе, произведенное нагруз- 
кой, означимъ черезъ й, а наибольшее напряженіе отъ изгиба— 

черезъ с, то прочность требуетъ, чтобы 

зн 

Чтобы опредѣлить напряженіе с, означимъ черезъ 
—-радіусъ поверхности, сгибаемой канатомъ, 

р—діаметръ каната, 

@—діаметръ составляющихъ его проволокъ, 
7—длину верхней, наиболѣе натянутой части проволоки, ко- 

торой центральный уголъ х, 
А—-измѣненіе длины й, произведенное натяженіемъ, 

о—длину дуги радіуса =1, соотвѣтствующую центральному 
углу ф 

Изъ черт. 24 имѣемъ 
@ —(ѣ- 

--м-(к--р). 
Изъ этихъ уравненій получаемъ 

. 

Напряженіе, произведенное изгибомъ верхней проволоки, 
по (ѣ 

1 
кѣа 

« ѣ 
= ѣ 

.. й —-ѣ 

(з- ѣ) 2 

< 8 
@ 

ѣ откуда, пренебрегая величиной (і =- ) весьма малой въ срав- 
неніи съ величиной х, 

ав 
я 

о= еи .і22 
и 

ав 
..мо4и.2(108) 

Изъ послѣдняго уравненія видимъ, что радіусъ х увеличи- 
вается вмѣстѣ съ толщиной проволоки. 



Если #—безопасное напряженіе проволоки, произведенное 
одной нагрузкой, то безопасная нагрузка каната, состоящаго изъ 

п проволокъ 

с= ѣи 
или, такъ какъ по (126) 

і= й —с, 

а =п (—с) =(і— і), 
пт э @ зи 

в--- ( да 
ж. ) изор(і9) 

Наиболѣе выгодный діаметръ проволоки тотъ, для котораго 
@ получаетъ наибольшее значеніе, т.е. для котораго 

і 
а- 

Но 

а@в з -ан 
-н- = 

откуда 
4 № 

а- — эіин.іі . й30) 

Подставивъ это значеніе въ (127), получимъ 
4 й 2 

а= зѣ-й ...... (13і) 
слѣдовательно 

----йв......... (13) 3 

т. е. напряженіе, производимое нагрузкой, не должно превышать 
1/, допускаемазо напряженія. 

Такъ какъ с = *), й, то по (128) 
з ав 

Вв пта3 
: ; 

@ = — 
——= 0,26ѣпа........(134 3 4 

Приміръ.—Опредѣлить толщину желѣзной проволоки для 

крученаго каната, состоящаго изъ 72 проволокъ, который въ 

шахтѣ глубиною 200 метръ. долженъ кромѣ собственнаго вѣса, 
платформы и телѣжки, поднимать грузъ 800 кил. Вѣсъ плат- 

формы и телѣжки = 700 кил. 
5 
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Для рѣшенія этой задачи имѣемъ уравненіе (134) 

са- 0,26 7па?. 

Нагрузка @ состоитъ изъ вѣса каната, платформы и телѣжки, 

и изъ полезнаго груза. Такъ какъ вѣсъ каната по (124) = 08х 

72ха?х200 = 115204%, то @ = 700—-800--115204° =1500 — 

115204°. 
Канатъ подвергается дѣйствію перемѣнной нагрузки, поэтому 

по (116) 

й 8 --. —.- 

1—0,6о 

Наибольшая нагрузка шах № = @, а наименьшая шив № = 

шв № 
— — -нужно слѣдовательно знать 
тах № 

діаметръ @. Такъ какъ этотъ діаметръ неизвѣстенъ, то испол- 

нимъ разсчетъ каната сначала такимъ образомъ, какъ если бы 

на него дѣйствовала постоянная нагрузка @. 

@—800; для опредѣленія о — 

По (132) напряженіе отъ нагрузки должно равняться только 

!/, всего напряженія, поэтому 

і . 
тах №=- з (4а--Ва. 

Изъ табл. МП имѣемъ 

4-50, в-13,5. 

Если положимъ р -= 3, то получимъ шах № = 1500--115,24- 

і:22 і 
- (504*--12,54) 

или . 

5,266 = а*--0,3514, 

откуда 
@а =2,15 мм. 

Помощію этого значенія будетъ 

- 0--52.15 о 
— 1500--5,2 25-“: 

Поэтому 

8 й 

По (134 

1500--115,24а*--0,26х12,5х724а 

1500 = 118,84а
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а= 3,5 мм. 

Радіусъ блока получается изъ уравненія (133) 

заЕ 

Для желѣза Е = 20000 кил., поэтому 

Зжх3,5х20000 
и= и. =4200 миллиметръ. 

$ 39. 

Утоняющіеся нпроволочные канаты.—Когда глубина колодца 
или шахты очень большая, то для уменьшенія вѣса каната со- 

ставляютъ его изъ частей, діаметры которыхъ могутъ быть опре- 
дѣлены по формуламъ (83), полученнымъ для длинныхъ шахтен- 

ныхъ штангъ. Число проволокъ во всѣхъ частяхъ каната берутъ 
одинаковымъ, а измѣненіе діаметра достигается измѣненіемъ 
толщины проволокъ. 

Утоняющіеся канаты, вслѣдствіе ихъ меньшаго вѣса, обхо- 
дятся, при одинаковой крѣпости, дешевле канатовъ съ постоян- 

нымъ поперечнымъ сѣченіемъ. 
Если означимъ черезъ й, 4, 4,... длины отдѣльныхъ частей 

каната, считая снизу вверхъ, въ метрахъ, 
@, й, @,... діаметры ихъ проволокъ, въ миллиметрахъ, 
&,, &, 6... ихъ допускаемыя напряженія въ килограммахъ на 

1 квадратный миллиметръ, 
п — число проволокъ каната, 
п—вѣсъ одного погоннаго метра каната въ килограммахъ, 

то вообще 

По (124) и (125) 
для желѣза а = 0,008 
и для стали а = 0,009. 

” = впа. 

Чтобы напряженіе въ опасныхъ (наивысшихъ) сѣченіяхъ от- 

дѣльныхъ частей не превышало допускаемаго напряженія, должны 
быть исполнены слѣдующія уравненія, въ которыхъ &@ означаетъ 

грузъ, привѣшенный къ концу каната: 

-° 

а--ата’ч = и , 

@ —- апа, -- апа,і= й, 

@ —- апа3і --апа,ч, й апа,і, = й, й 
5* 
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Изъ этихъ уравненій получаемъ: 

— -— “ и () 
п С р —«)( т —) ( й —) : і 

Когда нагрузка пос янна, то й = й, = й, =... = й; если при- 
томъ длины всѣхъ астей каната равны между собою, т.е. 

ц==й =... =й, то послѣднее уравненіе получаетъ видъ 

с (ѣ 
@а = — риои.оны —(136) 

„(--«) 
Когда канатъ огибаетъ цилиндрическую поверхность (блокъ, 

барабанъ), то по (132) вмѣсто й, й,, й,.. нужно подставить въ 

! а 
ои 3 

Примѣръ. Опредѣлить діаметры проволокъ сальнаго каната, 
состоящаго изъ 72 проволокъ, для шахты глубиною 720 метровъ. 
Канатъ раздѣленъ на 3 равныя части, каждая длиной 240 мтр., 
діаметры которыхъ сверху внизъ уменьшаются. Вѣсъ платформы 
и телѣжки = 790 кил., а нагрузки — 1000 кил. 

а) Разсчетъ наинизшей части. 

Для опредѣленія допускаемаго напряженія й, имѣемъ: 
шів №= 190--0,009х72хах240 = 790--155,52422 
тах №= 1790--155,524 
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Принимая сначала, что на канатъ дѣйствуетъ постоянная на- 

грузка, будетъ по (118) 

шах м- ѣ т- (ла-сво, 

Для неотожженной стали получаемъ изъ табл. М/П 

л-50, в-21. 

Поэтому, для р =3 

223 
шах № == - (504--214 = 4004а --168а 

1790--155,524° 4004--168а. 

Изъ этого уравненія получаемъ 

. @=2,4 миллим., 

слѣдовательно 

тіт М- 790--0,009х72х2,42х240 = 790--896 — 1686 

шах № = 2686 

шв № 

-аз м=6 
ппо (117) 

8 х 

По (135) 

: 1790 8 

а = а|іх 
| —0,009 х 240) 

Вѣсъ первой части каната 

и = 155,524° = 896 кил. 

6) Разсчетъ средней части: 

шів №- 190--896--155,524,? -= 1686--155,524)? 

шах №-- 2686--155,524,°. 

Изъ уравненія 

2686--155,524,* = 4004,*--1684, 

получаемъ какъ приблизительное значеніе 

@, = 2,99
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тіт №- 1686-155,52х2,992 = 
3046 

тах № — 4046 

3046 
— о=і6= 

е -- 

-и-—о5хйоль =- 

и ох 
а- = 

2 

72 4 14 25 —0,0 09х40) с 14 з —о, 009х и ѣз 

0,75 

= 2,7 мм. 

и, = 155,524,? = 1115 кил. 

в) Разсчетъ верхней части: 

шів №= 790--896--П15--155,524,* = 2801--155,524,° 
тах № 3801--155,524,*, 

Приблизительно 
3801--155,534,2 = 4004,--1684, 

откуда 
@, = 3,6. 

Помощію этого значенія получаемъ 

тів № 4816 
в 

о--55і =088 

18 
-т-о- 
17.0о.5 зсй) 

@, = и =3,0 мм. 

316 іх5й і —зл6) 

и, = 155,524,? = 1400 кил. 

& 40. 

Практическія данныя для расчета желѣзныхъ проволоч- 
ныхъ канатовъ. — Когда не требуется большой точности, про- 
изводятъ разсчетъ желѣзныхъ проволочныхъ канатовъ по слѣдую- 
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щимъ приблизительнымъ формуламъ, въ которыхъ буквы @, п, 
@й ид имѣютъ прежнее значеніе: 

а 
іір.ее 437) 

= 0,0032 ииииои ит.п(138) 

р=1,594уп .... (139) 

Въ этихъ формулахъ нужно выражать О и @ въ сантиметрахъ, 
айаи д—въ килограммахъ. 

Примѣръ. Опредѣлить приблизительно нагрузку ивѣсъ одного 
погоннаго метра желѣзнаго каната, содержащаго 24 проволоки 
діаметра 2,1 миллим. 

Діаметръ каната по (139) 

р-і5дх2ліху24 - 16,4 мм. 

Вѣсъ одного пог. метра по (138) 

=0,003х16,42-0,81 кил. 

Безопасная нагрузка каната при отсутствіи изгиба 

а—=3,15х16,4*-849 кил. 

Если канатъ обхватываетъ цилиндрическую поверхность, то 

и кил. 

4 
Пеньковые канаты. —Пеньковые канаты составляютъ, по- 

добнымъ образомъ какъ и проволочные, изъ сурковъ, изготов- 

ленныхъ изъ пеньковыхъ нитей, расположенныхъ вокругъ осо- 

баго пеньковаго снурка, называемаго сердцевиной (черт. 25). Въ 
сердцевинѣ нити расположены всегда параллельно. 

Когда канатъ назначается для употребленія въ прямолиней- 
номъ или только немного изогнутомъ видѣ, то снурки, распола- 
гаемые вокругъ сердцевины, имѣютъ или одинаковое съ сердце- 
виной устройство, или ихъ скручиваютъ на столько, что состав- 

ляющія ихъ нити укорачиваются на !, своей первоначальной 
Длины. Опыты показали, что болѣе сильное скручиваніе умень- 
шаетъ крѣпость сурковъ. 

Когда канатъ долженъ навиваться на цилиндрическую по- 

верхность, то сердцевина, какъ и въ предыдущемъ случаѣ, со- 

стоитъ изъ параллельныхъ нитей, но другіе снурки—крученые, 
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и ихъ оси образуютъ вокругъ сердцевины винтообразныя линіи. 

Крученые канаты обладаютъ въ изогнутомъ состояніи болѣе зна- 

чительнымъ сопротивленіемъ чѣмъ некрученые, такъ какъ усиліе 
въ нихъ распредѣляется болѣе равномѣрно на снурки. 

Опыты показываютъ, что при одинаковыхъ прочихъ обстоя- 
тельствахъ сопротивленіе пеньковыхъ канатовъ, отнесенное къ 

единицѣ площади сѣченія, тѣмъ больше, чѣмъ тоньше нити, изъ 

которыхъ состоятъ снурки, и чѣмъ меньше толщина каната. 

Вода уменьшаетъ крѣпость каната, потому что волокна, про- 
питываясь водой, утолщаются, вслѣдствіе чего длина ихъ уве- 
личивается и они испытываютъ напряженія уже въ ненагружен- 
номъ состояніи. 

Крѣпость пеньковыхъ канатовъ колеблется между 5 и 8 ки- 

логр. на 1 квадратный миллиметръ и равняется среднимъ чи- 

сломъ 6-ти кил. на 1 кв. миллиметръ. Поэтому допускаемое на- 

пряженіе пеньковыхъ канатовъ при 6 кратной прочности 

, й--1 кил. на 1 кв. мм. 

Полезное сѣченіе каната равно приблизительно 0,9 площади 

того круга, который можетъ быть описанъ около его дѣйстви- 
тельнаго сѣченія, поэтому безопасная нагрузка пеньковаго ка- 

ната, включая его собственный вѣсъ, получается изъ уравненія 

с-озрѣ-ольв ... (440) 

откуда 

э-у -к @а) 

Для &=1 кил. на 1 кв. мм. будетъ 

с=0,70%, рііоуае . и-а1423) 
Если вѣсъ одного погоннаго метра каната въ килограммахъ 

означимъ черезъ 4, а діаметръ его въ миллиметрахъ—черезъ 2, 
то для сухаго несмазаннаго каната приблизительно 

7=0,000650°. 
а для мокраго и смазаннаго 

7=0,00078°. 
Пеньковые канаты получаютъ діаметръ отъ 10—60 милли- 

метровъ. 
Наименьшій радіусъ блока или барабана, на который канатъ 

долженъ навиваться, опредѣляютъ изъ уравненія 



Приміръ. Опредѣлить діаметръ пеньковаго каната, который 
долженъ поднимать грузъ=500 кил. на высоту 10 метровъ. 

Вѣсъ каната 

7=0,000780*х10=0,00780, 

поэтому полный грузъ 

=500х0,00782* в.о.й43) 
По (142) 

р-1,19)у500--о,078р 
откуда 

=28 миллиметровъ. 

Циѣпи. - Звенья, изъ которыхъ состоятъ цѣпи, получаютъ раз- 

личную форму, но наибольшимъ распространеніемъ пользуются 

цѣпи, называемыя англійскими, которыхъ звенья имѣютъ видъ 

эллиптическихъ колецъ, изготовленныхъ изъ круглаго желѣза 

(черт. 26). Очевидно, что при этой формѣ звенья сопротивляются 

растяженіемъ и выгибаніемъ, что поэтому ихъ сопротивленіе 

меньше чѣмъ сопротивленіе желѣза, изъ котораго они изготов- 

лены, при дѣйствіи одного растяженія. Произведенные въ Англіи 

опыты показали, что сопротивленіе эллиптическихъ звеньевъ 

относится къ спротивленію желѣза, изъ котораго они изготов- 

лены, какъ 9:11, такъ что допускаемое напряженіе й, для 

англійской цѣпи 

гдѣ & —допускаемое напряженіе желѣза при растяженіи. Соот- 

вѣтственно обстоятельствамъ, при которыхъ цѣпь должна рабо- 

тать, й опредѣляется данными таблицы Ш, или формулами (67). 

При временномъ употребленіи цѣпи можно принимать 

для желѣза й,=10 кил. на 1 кв. мм. 

и для стали й,=12 кил. на 1 кв. мм. 

Если полную нагрузку (включая собственный вѣсъ цѣпи), ко- 

торую цѣпь можетъ нести безопасно, означимъ черезъ @, то 

діаметръ звена @ получается изъ уравненія 

ка к 5 с—ѣ р=0,785 а. .. (45 

Вѣсъ одного погоннаго метра цѣпи, приблизительно 

7=0,02334°? килогр., 

если @ взято въ миллиметрахъ.
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Относительные размѣры звеньевъ видны изъ черт. 26. 
Радіусъ блока или барабана, на который цѣпь должна нави- 

ваться, не дѣлаютъ менѣе 124. 
Чтобы уменьшить изгибъ звеньевъ и такимъ образомъ уве- 

личить сопротивленіе цѣпи, Вуипіоп снабжаетъ звенья поперечи- 
нами, расположенными по малой оси эллипсиса (черт. 27). Цѣпи 
БВуипіопа изготовляютъ изъ круглаго желѣза, діаметра 13—52 
миллиметра. 

По опытамъ, произведеннымъ въ Англіи, сопротивленіе цѣпи, 
Вуипіьота °), разъ больше сопротивленія обыкновенной англій- 
ской цѣпи. 

Такъ какъ при продолжительномъ употребленіи цѣпей ме- 

таллъ ихъ дѣлается хрупкимъ, то бываетъ необходимо черезъ 
каждые 3—4 года отжигать ихъ. 



РлавацЕ 

Сочлененныя системы. 

Опредѣленіе сочлененной системы. Сочлененной системой на- 

зывается система прямолинейныхъ брусьевъ, соединенныхъ между 
собою только на концахъ посредствомъ шарнировъ, такимъ обра- 
зомъ, что, освободивъ одинъ конецъ бруса, можно его вращать 
свободно около другаго конца. Такіе брусья называются стерж- 
нями, а соединенныя ими точки—узлами. 

Мы будемъ предполагать, что: 

1) оси всѣхъ стержней, выходящихъ изъ одного узла, пересѣ- 
каются въ центрѣ его шарнира, называемаго узловой точкой. 

2) Внѣшнія силы имѣютъ точки приложенія только въ узло- 
выхъ точкахъ. 

3) Вращеніе около шарнировъ происходитъ безъ тренія. 
Очевидно, что при этихъ условіяхъ стержни могутъ испытывать 

только растяженія, или только сжатія, т. е. въ нихъ вызывается 

только нормальная упругость. 

44. 

Свободная неизмѣняемая система. 

Нужные стержни. —Неизмѣняемую сочлененную систему можно 

себѣ представить какъ систему матеріальныхъ точекъ, соеди- 
ненныхъ между собою стержнями такимъ образомъ, что ихъ отно- 

сительныя разстоянія измѣняться не могутъ. 
Положимъ, что въ пространствѣ даны точки 1, 2, 3....п, ко- 

торыя должны быть соединены стержнями неизмѣняемымъ обра- 
зомъ и требуется найти число нужныхъ для этого стержней, 
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Первыя двѣ точки Ти2 могутъ быть соединены между собою 

только однимъ стержнемъ 12 (черт. 28). 

Третья точка 3 требуетъ для неизмѣняемаго соединенія съ 

обѣими предыдущими двухъ стержней 3Т и 32. Три точки, 1, 2 

и 3, соединенныя неизмѣняемо стержнями, образуютъ неизмѣ- 

няемую фигуру—треугольникъ. 

Чтобы четвертую точнку 4 соединить неизмѣняемо съ преды- 

дущими необходимы 3 стержня, потому что если бы мы ее соб- 

динили только двумя стержнями 43 и 41, то она могла бы вра- 

щаться около оси 13; третій стержень 42 уничтожаетъ это вра- 

щеніе и дѣластъ ее неподвижной. Такимъ же образомъ узнаемъ, 

что всякая слѣдующая точка требуетъ для неизмѣняемаго соеди- 

ненія ея съ системой, образованной предыдущими точками, 3 

стержня. Изъ этого слѣдуетъ, что для соединенія п точекъ въ 

неизмѣняемую систему необходимо 

--2--3п-3)=3п—6 стержней .... (146) ѣ 

Стержни, необходимые для неизмѣняемости системы, назы- 

ваются нужными. 

Свободная неизмѣняемая система (ничѣмъ не связанная съ 

какимъ нибудь другимъ тѣломъ) имѣетъ поэтому при п узлахъ 

п—б нужныхъ стержней. 

Несвободная неизмѣняемая система.—Всякая сила, прило- 

женная къ свободной системѣ, приведетъ ее въ движеніе. Въ 

практикѣ обыкновенно требуется, чтобы система имѣла по от- 

ношенію къ данному тѣлу (или другой, системѣ) неизмѣняемое 

положеніе. 

-Число стержней, необходимое для неизмѣняемаго соединенія 

двухъ тѣлъ Аи В получается слѣдующимъ образомъ (черт. 29). 

Для неизмѣняемаго прикрѣпленія какой-нибудь точки къ тѣлу 

необходимы 3 стержня. Если точка а тѣла А соединена съ тѣ- 

ломъ В тремя стержнями оП, х2 и 43, то она по отношенію 

къ В абсолютно неподвижна, но тѣло А можетъ вращаться 

около ней по всевозможнымъ направленіямъ. 

Если другую точку В, взятую на А, соединимъ съ В четвер- 

тымъ стержнемъ (4, то точки х, В и 4 составятъ треуголь- 

никъ, котораго вершина В можетъ вращаться около оси а4. 

Это вращеніе будетъ уничтожено стержнемъ 5, соединяющимъ 

В съ произвольной точкой 5 тѣла В, не находящейся на пря- 

мой а4.



Этими 5 стержнями достигнется неподвижность прямой «8 
тѣла А, но самое тѣло можетъ около этой прямой вращаться 
какъ около неподвижной оси. Шестой стержень )6, соединяю- 
щій третью точку у тѣла А съ тѣломъ В сдѣлаетъ это вращеніе 
невозможнымъ. 

Точки , в у, которыми свободная система А соединена съ 
тѣломъ В, называются опорными точками,а стержни, которыми 
эти точки соединены съ В—опорными стержнями. ° 

Изъ предыдущаго разсужденія слѣдуетъ, что для того, чтобы 
одна система имѣла по отношенію къ другой неизмѣняемое по- 

ложеніе, необходимы 6 опорныхъ стержней, выходящихъ изъ 

трехъ опорныхъ точекъ. 

Въ практикѣ мѣсто опорныхъ стержней замѣняютъ обыкно- 
венно соотвѣтственныя сопротивленія опоръ. Если сопротивле- 
ніе опоры такого рода, что опорная точка абсолютно неподвижна, 
то она можетъ быть замѣнена греми стержнями; если она мо- 

жетъ двигаться по линіи, то двумя, а если по поверхности, то— 

однимъ стержнемъ. 
Неизмѣняемая система, соединенная съ тѣломъ неизмѣняе- 

мымъ образомъ, называется по отношенію къ этому тѣлу—устой- 
чивой. Устойчивая неизмѣняемая система имѣетъ при п узлахъ 
3п—6 нужныхъ стержней системы и 6 нужныхъ опорныхъ стерж- 
ней, слѣдовательно всего (3п—6)--6=3л нужныхъ стержней. 

& 46. 

Плоскія системы.—Когда всѣ точки системы находятся въ 

одной плоскости, то первыя 3 точки потребуютъ для неизмѣняе- 
маго соединенія между собою трехъ стержней, а каждая слѣдую- 
щая для неизмѣняемаго соединенія съ предыдущими —по 2 стержня, 
поэтому число нужныхъ стержней плоской системы, имѣющей ѣп 

узловъ, будетъ 

5, = 3--2(п—3) = п—і.......(147 

Если точку х плоской системы А (черт. 29) прикрѣпимъ къ 

плоскости В двумя стержнями, то точка а будетъ по отношенію къ 

В неподвижной, но система А можетъ около нея вращаться въ пло- 

скости. Третій стержень 83 сдѣлаетъ это вращеніе невозмож- 

нымъ. Плоская система. требуетъ поэтому для устойчивости 3 

нужныхъ стержня, такъ что число нужныхъ стержней устойчивой 
неизмѣняемой плоской системы, имѣющей п узловъ, 
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Наибольшее число стержней системы. Добавочные стержни. — 

Первыя три точки могутъ быть соединены между собою только 

тремя стержнями; четвертая точка можетъ быть соединена съ 

тремя предыдущими тремя стержнями, пятая съ четырьмя преды- 
дущими —четырьмя стержнями ит.д. Поэтому наибольшее число 

стержней, которое можетъ имѣть свободная система при и у- 
дахъ, будетъ 

3 
-- 

Это правило дѣйствительно какъ для пространственныхъ, 
такъ и для плоскихъ системъ. 

Выше было получено, что неизмѣняемая система имѣетъ при 
п узлахъ 3н—6 стержней, но изъ этого не слѣдуетъ, чтобы вся- 

кая система, имѣющая это число стержней, была неизмѣняемой. 
Она будетъ неизмѣняемой только тогда, козла всъ Зп-б стерж- 

ней—нужные стержни, т. е кода они расположены такимъ 

образомъ, что всякая точка соединена съ системой предыдущихъ 
не меніье чѣмъ тремя стержнями. 

Плоская система будетъ неизмѣняемой когда ея стержни имѣ- 
ютъ такое расположеніе, что каждый узелъ соединенъ съ систе- 

мой остальныхъ не меніе чѣмъ двумя стержнями. 
Представленная на черт. 30 плоская система имѣетъ 8 уз- 

ловъ и 14 стержней. Такъ какъ 2х8&8—3 =13, то она имѣетъ 
на одинъ стержень болѣе, чѣмъ необходимо для неизмѣняемости. 
Но если будемъ распредѣлять стержни попарно отдѣльнымъ уз- 
ламъ, то увидимъ, что въ четыреугольникѣ 2564 одна точка 

(напр. 5) прикрѣплена къ системѣ предыдущихъ только однимъ 

стержнемъ,и что послѣ распредѣленія два стержня, напр. @а 
ий, 

останутся не принадлежащими никакому узлу. Эта система не 

имѣетъ поэтому свойства неизмѣняемости, такъ какъ она вмѣ- 
сто 13 имѣетъ только 12 нужныхъ стержней; остающіеся два 

стержня а и Д называются добавочными. 
Такимъ же образомъ легко узнать, что пространственная си- 

стема только тогда устойчива, когда имѣетъ не менѣе чѣмъ 6 нуж- 
ныхъ опорныхъ стержней. Система, имѣющая болѣечѣмъ 6 опор- 
ныхъ стержней, будетъ неустойчивой, если число ея нужныхъ 
опорныхъ стержней менѣе 6. 

Такъ система АВОР (черт. 31) имѣетъ 7 опорныхъ стерж- 
ней и не смотря на то она неустойчива. Эти семь стержней 
дѣлаютъ неподвижной въ пространствѣ только прямую АВ,а 
эта цѣль будетъ тоже достигнута, если у точки А два опорныхъ 



стержня, напр. а и й, устранимъ. Система имѣетъ поэтому 2 до- 

бавочныхъ, а слѣдовательно только 5 нужныхъ опорныхъ стерж- 

ней. 

ѣ 48. 

Деформація сочлененной системы.—Положимъ, что къ уз- 

ламъа, 6,с.... сочлененной системы приложены силы такого рода, 

что напряженія, произведенныя ими въ стержняхъ системы, не 
превышаютъ предѣла упругости. Длина каждаго стержня измѣ- 
нится на величину, пропорціональную его напряженію (опредѣ- 

ляемую уравненіемъ 4) и первоначальная форма системы перей- 

детъ въ другую, соотвѣтствующую новымъ длинамъ ея стерж- 

ней. При этомъ узлы, а слѣдовательно и концы стержней, пе- 

ремѣстятся въ пространствѣ на нѣкоторыя величины, при чемъ 

концы стержней, выходящихъ изъ одного узла, перемѣстятся на 

одну и туже величину, равную перемѣщенію этого узла. 

Видъ системы послѣ деформаціи будетъ извѣстенъ, если бу- 

дутъ извѣстны относительныя перемѣщенія узловъ, т. е. измѣ- 

ненія ихъ относительныхъ разстояній и положеній. 

Для опредѣленія этихъ перемѣщеній отнесемъ узлы системы 

къ тремъ взаимно перпендикулярнымъ осямъ координатъ 0Х, 

ОУи 07 (черт. 32), соединеннымъ неизмѣняемо съ самой си- 

стемой. При такомъ соединеніи координаты узловъ, взятыя по 

отношенію къ этимъ осямъ, могутъ измѣняться только при из- 

мѣненіи относительныхъ разстояній узловъ, а всякое перемѣ- 

щеніе системы въ пространствѣ, при которомъ относительныя 

положенія узловъ не измѣняются, не будетъ имѣть на эти ко- 

ординаты никакого вліянія. 

Пусть (черт. 32) 

аи й—-два произвольные узла ненагруженной сочлененной 

системы, 

х, и, зил, и,, г—ихъ координаты, 

аб—соединяющій ихъ призматическій стержень, 

7—длина этого стержня, 

О —площадь его поперечнаго сѣченія, 

к—-модуль упругости его матеріала, 

х, В, у—его углы съ осями ОХ, ОУ, 0й. 

Приложимъ къ узламъ системы внѣшнія силы и означимъ пере- 

мѣщенія, произведенныя ими по направленію осей координатъ, 

для узла а черезъ й, і, &, а для узла 5—черезъ 
г- ° . 
5 і : 

сопротивленіе стержня айв —черезъ №, 

измѣненіе его длины і—черезъ й,
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а его углы съ осями координатъ послѣ деформаціи — черезъ 
с «і, в , . 

т 
ы л то по (6) - ко-- 

тл 

: „ 

Если постоянное отношеніе —т- зависящее только отъ ма- 

теріала и размѣровъ стержня и независящее отъ дѣйствующихъ 
внѣшнихъ силъ, означимъ для краткости черезъ с, то будетъ 

ееои ии @а50 

Для опредѣленія удлиненія Л (которое можетъ быть поло- 

жительно или отрицательно), имѣемъ 

—-ои—не- 

нух-ие--о-ор-но-ны-о-н--неко-ен-й 
ѣ —ѣ? (- )? х —х)* кот Пренебрегая величинами (і—5)’, (—*и (6 —5)?, которыя 

сравнительно съ (—? ы (5 та) и (г— * очень малы, по- 

лучимъ 

2 

или 

н-ѣ ри (-2@& ни-о----)н 
гдѣ 7 представляетъ сумму тѣхъ членовъ ряда, которые содер- 
жатъ высшія степени очень малыхъ величинъ & —й —ци 5 ь и 
2 —й. Изъ послѣдняго уравненія имѣемъ 

^-= ѣе —с---и-и ) 15) 

Такъ какъ 

і, —7х — г— 
ѣ со- соз, -—= сову 

то 

х= (@&—5 соо--п— совв--—о соу. 

Углы, образуемые стержнемъ айв съ осями координатъ послѣ 

деформаціи получатся изъ уравненій: 

--е-5 
н- соа—= 



соз= «не ... ч53) 

Выраженія справа знака уравненія могутъ быть развиты въ 

ряды, сходящіеся по величинамъ &—й, —і, —5. Если сумму 
членовъ, содержащихъ эти величины, означимъ черезъ ф„, Фи 
и ф., то можно написатьъ 

— 
сова и. = сово--ф, 

соз8 чч= созі--оивопалрь .;(й58) 

сову — = сову--ф, 

49. 

Условія равновѣсія сочлененныхъ системъ. —Когда система, 
подверженная дѣйствію внѣшнихъ силъ, измѣнила свою форму и 

пришла въ состояніе покоя, то совокупность силъ, дѣйствую- 
щихъ на какую нибудь ея точку, находится въ состояніи равно- 
вѣсія. Къ этимъ силамъ принадлежатъ приложенныя къ точкѣ 
внѣшнія силы и сопротивленія сходящихся въ ней стержней. 
Такъ, напр., сила Р,, дѣйствующая на точку а (черт. 33), нахо- 

дится въ равновѣсіи съ сопротивленіями стержней а1, а2, аЗи 
а4, выходящихъ изъ узла а. Если вырѣжемъ этотъ узелъ про- 
извольнымъ сѣченіемъ тпр и къ мѣстамъ разрѣзовъ приложимъ 
такія внѣшнія силы №, №, №, №, которыя на отсѣченныя части 

ах, ав, ауи а8 произведутъ точно такое дѣйствіе, какое про- 
изводили на нихъ сопротивленія стержней и1, а2, а3, а4 передъ 
разрѣзомъ, то въ состояніи равновѣсія узла @ ничего не измѣ- 

нится, изъ чего слѣдуетъ, что силы @, №, №, № и №, дѣй- 
ствующія на узелъ а, удовлетворяютъ условіямъ равновѣсія. 

Если означимъ черезъ 

«. йв ‚ у —углы, образуемые сопротивленіемъ № съ осями ко- 

ординатъ ОХ, ОУ, Ой послѣ деформаціи, 
Х, У, 7—слагающія внѣшней силы @, взятыя по направленіямъ 

этихъ осей, 
то изъ условій равновѣсія получимъ: 

Х--М№ сова --М№сова, -- №сово,-ѣ-.... =0 
6 
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У-М со5--М№, сов, --№ соз8,--... =0 

2--Мусозу, -№сову, --№ сову,--... =0 

или короче 
Хх--УХсов"=0 
У-ѣ№сов=0 ..155 
-уМ№соу =0 

Углы ’, В", у' опредѣляются уравненіями (154). Каждая 
изъ суммъ содержитъ столько членовъ, сколько отъ соотвѣт- 
ственнаго узла выходитъ стержней. 

Для каждаго узла можно составить 3 уравненія вида (155), 
когда система имѣетъ п узловъ, то условія равновѣсія дадутъ 3п 
такихъ уравненій, и они могутъ служить для опредѣленія не- 

извѣстныхъ. 
Система называется статически опредѣленной, если при дан- 

ныхъ внѣшнихъ силахъ и извѣстной формѣ системы по наступ- 
леніи равновѣсія, сопротивленія всѣхъ ея стержней и опоръ 
могутъ быть опредѣлены. Въ противномъ случаѣ система назы- 

вается статически неопредѣленной. 
Если число стержней, составляющихъ систему, 5, а число 

ея опорныхъ стержней—х, то въ случаѣ, когда форма равно- 
вѣсія системы извѣстна, неизвѣстными въ уравненіяхъ (155) 
будутъ только сопротивленія № система будетъ поэтому стати- 

чески опредѣленной, если 

Но исполненіе этого одного условія недостаточно для того, 
чтобы система была статически опредѣленной и необходимо, 
чтобы уравненія (155), которыхъ число==3п, были такого рода, 
чтобы 5--х неизвѣстныхъ могли изъ нихъ быть опредѣлены. 
Изслѣдованія показываютъ, что послѣднее условіе исполнено 

только тогда, козла система не имѣетъ ни одного добавочна 
стержня, т. е. не имѣетъ ни одного такого стержня, который 
могъ бы быть устраненъ не нарушая той неизмѣняемости си- 

стемы, какой она обладала передъ устраненіемъ его. 

Такъ какъ число нужныхъ стержней устойчивой неизмѣняе- 
мой системы (включая опорные стержни)==3п, то слѣдуетъ, что 

иеизмѣняемая система, не имѣющая добавочныхъ стержней— 
всегда статически опредѣленная. 

Когда система при л узлахъ имѣетъ менѣе чѣмъ 3п нужныхъ 
стержней, то она не имѣетъ свойства неизмѣняемости. Условія 
равновѣсія даютъ для такой системы 3л уравненій: число урав- 
неній будетъ поэтому больше числа стержней. А такъ какъ „--$ 
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Неизвѣстныхъ могутъ быть опредѣлены только изъ „--5 уравне- 
ній, то для равновѣсія такая система должна удовлетворять 
Зн—(#--5) условіямъ положенія, опредѣляющимъ ея форму равно- 
вѣсія. 

50. 

Общія уравненія сочлененныхъ системъ. —Уравненія (155) 
содержатъ кромѣ „--$ неизвѣстныхъ сопротивленій еще 3п не- 

извѣстныхъ перемѣщеній узловъ. Если поэтому видъ системы 

послѣ деформаціи неизвѣстенъ, то для опредѣленія „--5 со- 

противленій ея стержней нужно опредѣлять „--5--3п неизвѣст- 
ныхъ, для чего необходимо имѣть --5--3н независимыхъ урав- 
неній. 

Условія равновѣсія даютъ только 3п уравненій, недостаю- 
щія „--5 уравненій нужно поэтому искать въ геометрическихъ 
условіяхъ системы, которыя опредѣлены уравненіями вида (152). 
Такъ какъ по (150) 

М№-сл, 
то уравненіе (152) можно написать такъ: 

№-4«( —осово---рсов-- —осовуннр. . (і5ѣ 

Такое уравненіе можно составить для каждаго стержня си- 

стемы, какъ нужнаго, такъ и добавочнаго, слѣдовательно число 

уравненій вида (157) будетъ „--5. Поэтому уравненія (155), въ 

соединеніи съ уравненіями (157), достаточны для рѣшенія всякой 
системы, какъ статически опредѣленной, такъ и статически не- 

опредѣленной. 

51. 

Упрощеніе общихъ уравненій для неизмѣняемыхъ си- 

стемъ. — Въ неизмѣнлемыхъ системахъ возможны только такія 

перемѣщенія, которыя обусловлены упругостью стержней. Такъ 
какъ напряженія въ сооруженіяхъ не должны превышать предѣла 
упругости, то измѣненія длинъ стержней не будутъ превышать 
предѣльныхъ упругихъ удлиненій, а послѣднія для строительныхъ 
матеріаловъ, сравнительно съ первоначальными длинами, всегда 

такъ малы, что, не умаляя практическаго значенія результатовъ, 
величинами 7 въ уравненіяхъ (157), содержащими высшія степени 

разностей &—і, —іи —5, и величинами ф,, ф,, ф. въ урав- 
неніяхъ (154), содержащими отношенія первой и высшихъ сте- 

пеней тѣхъ же разностей къ длинѣ --Х, можно пренебречь. 



щ —а 

Для неизмѣняемыхъ системъ можно поэтому написать: 

сово—=сова, соз=сові, сову =сову 

л=—рсоо--( —трсов--с—осоу.. (155 

Для рѣшенія неизмѣняемыхъ системъ будемъ, слѣдовательно, 
вмѣсто уравненій (155) и (157) имѣть слѣдующія: 

Х--ѣМ№соа =0 

У--ѣМсоі-о.... 
п--ѣМ№сову-=0 

№-е—обоза--и—рсо--—осоур. . (160) 

Эти уравненія дѣйствительны для неизмѣняемыхъ системъ 

безъ исключенія. 

(159) 

52. 

Выраженіе работы деформаціи въ функціи внѣшнихъ 

силъ. —Работа деформаціи упругаго тѣла опредѣляется уравне- 
ніемъ (18). Когда стержень подвергается одному только нормаль- 
ному напряженію (растяженію или сжатію), то за исключеніемъ 
с всѣ другія напряженія сит равны нулю, такъ что въ этомъ 

случаѣ уравненіе (18) получаетъ видъ: 

. 

и п.и.т.и.(464) 

Для призматическаго стержня с, постоянно и равно ѣ (сдѣ 

№-сопротивленіе и 2—площадь сѣченія стержня).іТакъкакъ 

то 
в 

и: 
№ й №3 

- о|а = а (162) 
По (6) 

и) 

поэтому 
: 

№х 
ѣ—тит .н.ы..(163) 

По (158) 

——осоа-(а—со (—осову 
Если ,, В,, , —углы, образуемые верхнимъ концомъ стержня 

съ осями координатъ (черт. 32), то 

=1830—, в=130—8, =180—у. 
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Уравненіе (158) можно поэтому написать такъ: 

л— —осоо—тсовв —сову, —бсова--цсоз —бсову. 

: № Умножимъ это уравненіе на = 

, 

ѣ х. ѣсов-- чеозй--2 ы ссозу-3 м 

г 

сова,-- 

№ ѣ. 
эѣ сов8-5 ссо8у, ==0. 

Если такое выраженіе составимъ для всѣхъ стержней системы 

и сложимъ ихъ, то получимъ: 

мх м 
ѣ -й . ѣсока ѣ дсов8 ѣ - (сову 

м№ 
х ѣсова+ - 

и 

со8-, -й - ѣсову,=0, 
или 

х .ѣ . (ѣѣмсовя у №ова,) і@ №оз-- 

ѣ ти, №овв,)- -(х М№оу--ѣ, №о5у,) = 0. (164) 

Чтобы получить выраженіе ѣ№сова--ѣй №оза, нужно пере- 
мѣщенія верхнихъ и нижнихъ концовъ стержней, взятыя по на- 

правленію оси ОХ, умножить на слагающія ихъ напряженій, 
взятыя по направленію той же оси, и полученныя такимъ обра- 
зомъ для всѣхъ стержней выраженія вида №сова--й№овзах, 
сложить въ одну сумму. Такъ какъ концы всѣхъ стержней, вы- 

ходящихъ изъ одного и того же узла, перемѣщаются на одина- 

ковую величину, то, обозначивъ перемѣщеніе узла т по напра- 
вленію ОХ, черезъ ѣ,, а сумму слагающихъ напряженій стерж- 
ней, выходящихъ изъ этого узла, для оси ОХ —черезъ ѣ„ №ов5х, 
получимъ для системы, которой узлы обозначены буквами а,ѣ,... 

х №ова - ѣ, №оза = ѣ №оза - ѣѣ№ова-- 
--ѣ ѣМ№сова --... 

По (159) 
ѣ №о5х = — Х, 

слѣдовательно 

хМ№оза--3, №оо-=-х-х,-х-.—8. 
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Точно такимъ образомъ получимъ 

іу№ов--ѣ, №оз8, = — № 

ѣ М№озу--ѣ— М№ов=—і. 

Помощію этихъ значеній уравненіе (164) получаетъ видъ 

А-— енн ... (5 

№ й в 
Такъ каквъ -- выражаетъ работу деформаціи всей си- 

стемы, то послѣднее уравненіе опредѣляетъ эту работу въ функціи 

внѣшнихъ силъ, и оно показываетъ, что работа деформаціи си- 

стемы зависитъ только отъ конечныхъ значеній внѣшнихъ силъ. 

Если означимъ черезъ 

Р, — равнодѣйствующую внѣшнихъ силъ, дѣйствующихъ на 

узелъ т, 

и, р, го —углы этой равнодѣйствующей съ осями координатъ, 

ри—-перемѣщеніе узла т по направленію линіи дѣйствія силы Ри, 

8, & ф —углы, образуемые перемѣщеніемъ ри съ осями коор- 

динатъ, 

то 

Х„=Рсови, У=Рсоз;, 7,=Рисози, 

б=рисово, ѣ=рисове, =рисовф. 

Слѣдовательно 

х—-Уй й=Риро(совисозо--созосове--совшсово). 

Но : 

созисовё--совосове--совгосовф=сово, 

гдѣ р — уголъ, образуемый Р, съ рп, 

поэтому 

Х&--Ут.- уі= присо8о 

рсо8р есть проэкціи перемѣщенія р„ на направленіе силы 

Ра; если эту проэкцію означимъ черезъ т, то уравненіе (165) 

получитъ видъ: 
учии! 

х-—-=--Р; .е. 25(166 э —=5 (166) 

Проэкцію перемѣщенія точки приложенія силы на направленіе 
этой силы будемъ для краткости называть относительнымъ пе- 

ремѣщеніемъ.
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Изъ уравненія (166) получаемъ слѣдующее правило: работа 
деформаціи упругой сочлененной системы равняется полусуммъ 
произведеній, которыя получ@атся, если каждую изъ дѣйствую- 
щихъ, на систему снѣшнихъ силъ умножимъ на относительное 

перемѣщеніе ея точки приложенія. 
Когда р=90°,то со8р, а слѣдовательно и тп, получаетъ отри- 

цательный знакъ, изъ чего слѣдуетъ, что относительное пере- 
мѣщеніе должно быть взято съ положительнымъ или отрицатель- 
нымъ знакомъ, смотря по тому, получается-ли проэкція перемѣ- 
щенія на направленіи силы или на ея продолженіи въ противо- 
положную сторону. 

ѣ 53. 

Производная работа деформаціи. —Если одна изъ дѣйствую- 
щихъ на систему внѣшнихъ силъ Р, напр., сила Р, измѣнится 
на безконечно малую величину аР,, то система получитъ безко- 
нечно малое измѣненіе деформаціи, при которомъ относительныя 

перемѣщенія п точекъ приложенія силъ Р измѣнятся на безко- 
нечно малыя величины йх. Каждая изъ силъ Р исполнитъ во 

время этой деформаціи работу Рат, поэтому полное измѣненіе 

работы деформаціи ф, произведенное безконечно малымъ измѣ- 
неніемъ силы Ри, будетъ 

хРак. 

Но это измѣненіе опредѣляется выраженіемъ 

а 

поэтому 

іѣ вхрн иит) 

Такъ какъ по (166) 
й 

то 

а ат @Рѣ, 
-з ар-3т 2в. 

Если силы Р независимыя величины, 

то 

и тогда 
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или, такъ какъ по (167) 
@= а 

ѣ 
то 

а іра% 

откуда 
45 

ѣ== ав, . . . . . . . (168) 

Изъ послѣдняго уравненія получаемъ слѣдующее важное 

правило: 
Если будемъ разсматривать внѣшнія силы какъ независимыя 

величины, и выразимъ работу деформаціи въ функціи внѣшнихъ 

силъ, то производная этой работы, взятая по отношенію къ 

одной изъ внѣшнихъ силъ даетъ относительное перемѣщеніе точки 

приложенія этой силы. 

ы. 

Приложеніе принципа производной работы деформаніи къ 

расчету статически неопредѣленныхъ системъ. — Когда не- 

измѣняемая система имѣетъ добавочные стержни, то устраненіе 
этихъ стержней не измѣняетъ геометрическаго вида системы, 
такъ какъ этотъ видъ опредѣленъ вполнѣ нужными стержнями. 
Отсюда слѣдуетъ, что если на мѣсто добавочныхъ стержней по- 

ставимъ силы, равныя ихъ напряженіямъ, то эти силы произве- 
дутъ точно такую деформацію и, слѣдовательно, на сопротивленія 
нужныхъ стержней точно такое дѣйствіе, какое производятъ до- 
бавочные стержни, когда они находятся въ системѣ. Послъ на- 

ступленія равновѣсія можно поэтому сопротивленія добавочныхъ 

стержней разсматривать, точно такъ какъ и внѣшнія силы, 
какъ независимыя величины. 

Это свойство добавочныхъ стержней даетъ возможность при- 
вести разсчетъ статически неопредѣленныхъ системъ къ расчету 
статически опредѣленныхъ слѣдующимъ образомъ: 

Изъ данной статически неопредѣленной системы устраняемъ 
всъ добавочные стержни, и на ихъ мѣсто ставимъ силы, равныя 

сопротивленіямъ этихъ стержней. Для краткости будемъ эти 

силы называть добавочными силами. 

Дабавочная сила состоцтъ всегда изъ двухъ равныхъ и про- 
тивоположныхъ силъ, дѣйствующихъ по направленію прямой, со- 

единяющей узлы устраненнаго стержня. 
Если стержень сопротивляется растяженіемъ, то при дефор- 

маціи разстояніе его узловъ увеличивается. Сопротивленіе стержня 
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противодѣйствуетъ этому увеличенію,и оно стремится привести 
узлы въ первоначальное положеніе, изъ чего слѣдуетъ, что для 
того, чтобы внѣшнія силы, замѣняющія данный стержень, про- 
извели точно такое дѣйствіе, какое производитъ самъ стержень, 
онѣ должны быть направлены къ тѣмъ узламъ, на которые не 

дѣйствуютъ (см. стержень ай на черт. 34. 
Когда сопротивленіе стержня — сжатіе, то замѣняющія его 

внѣшнія силы направлены въ сторону тѣхъ узловъ, на которыя 
онѣ дѣйствуютъ (стержень сй на черт. 34), потому что въ этомъ 

случаѣ первоначальное разстояніе узловъ устраненнаго стержня 
уменьшилось, а силы упругости стремятся его величину возста- 

новить, т. е. стремятся измѣненное разстояніе увеличить. 
Когда добавочные стержни устранены и замѣнены добавочными 

силами, то вмѣсто данной статически неопредѣленной системы 

получаемъ статически опредѣленную, на которую кромѣ данныхъ 
внѣшнихъ силъ дѣйствуютъ еще добавочныя. Если поэтому вы- 

разимъ работу деформаціи этой статически опредѣленной си- 

стемы въ функціи внѣшнихъ силъ, то полученное выраженіе 
будетъ функціей данныхъ внѣшнихъ и неизвѣстныхъ добавоч- 
ныхъ силъ, въ которой какъ первыя, такъ и послѣднія имѣютъ 
свойство независимыхъ величинъ. 

Производная этой работы, взятая по отношенію къ одной 
изъ внѣшнихъ силъ (къ которымъ принадлежатъ и добавоч- 
ныя силы) даетъ относительное перемѣщеніе точки приложенія 
этой силы. 

Если поэтому аб (черт. 34) добавочный стержень и Д его 

сопротивленіе (а слѣдовательно Ои —Д замѣняющія его внѣш- 
нія силы) и возьмемъ производную работы деформаціи по отно- 

шенію къ силѣ Д, дѣйствующей въ а, то получимъ относитель- 

ное перемѣщеніе аа, точки а, а производная той же работы, 
взятая по отношенію къ силѣ Д, дѣйствующей въ ѣ, дастъ отно- 

сительное перемѣщеніе ѣѣ, точки й. Такъ какъ направленія 
этихъ обѣихъ силъ совпадаютъ и опредѣляются прямой, со- 

единяющей узлы а и 6, на которые онѣ дѣйствуютъ, то 

и относительныя перемѣщенія ай, и ѣ6, будутъ находиться 
на этой прямой и ихъ сумма а--ѣ6, будетъ ничто другое, какъ 

измѣненіе разстоянія узловъ а и й, произведенное деформаціей. 
Но въ данной первоначально системѣ, содержащей вмѣсто силъ 

2 стержень ай, котораго сопротивленіе==Д), это измѣненіе раз- 
стоянія узловъ а и й будетъ равно измѣненію длины стержня ай, 

з ии 
произведенному деформаціей, которое по (6)== поэтому 

аѣо таиий 



; а 
Знакъ—производныхъ @ 

ющія въ а и й сопротивленія 2 направлены въ стороны, 
противоположныя перемѣщеніямъ точенъ а и ѣ; такъ какъ въ 

случаѣ растяженія разстояніе ай увеличивается, а въ случаѣ 
сжатія —уменьшается, проэкціи перемѣщенія въ обоихъ случаяхъ 
получаются поэтому не на направленіи силъ Д, но на ихъ про- 
долженіи. 

происходитъ оттого, что дѣйству- 

Такъ какъ О,и Д, независимыя величины и Д=р=р,7о, 
по извѣстному правилу, 

і % _4 
ѣтаа-а 

Уравненіе (169) можно поэтому написать такъ: 

, 
Йр-ого 

аѣ, рЕ 
или в@а№--. . . (470) 

Это уравненіе имѣетъ тѣже неизвѣстныя, что и функція 5, 
и такихъ уравненій можно составить столько, сколько система 

имѣетъ добавочныхъ силъ, или что одно и тоже, сколько она 

имѣетъ добавочныхъ стержней. 
Если неизмѣняемая система имѣетъ п узловъ и стержней 

(включая и воображаемые опорные стержни) и з =3п, то она 

имѣетъ 5—3Зп добавочныхъ стержней. Число неизвѣстныхъ на- 

пряженій==5; для ихъ опредѣленія даютъ условія равновѣсія 
Зн,; а условія производной работы—(з—3п) уравненій, число 

всѣхъ уравненій для опредѣленія 5 неизвѣстныхъ поэтому== 
п--(—Зп)==5. Изъ уравненій (159) и (170) могутъ, слѣдо- 
вательно, всѣ неизвѣстныя быть опредѣлены. 

Приложеніе принципа производной работы, выраженнаго 
уравненіемъ (170), къ расчету статически неопредѣленныхъ си- 

стемъ значительно упрощаетъ этотъ разсчетъ. При употребленіи 
правила, даннаго въ 8 50), нужно 5 неизвѣстныхъ сопротивленій 
опредѣлять изъ 5--3Зп уравненій, такъ какъ въ уравненіяхъ (157) 
или (160) къ з неизвѣстнымъ, опредѣленіе которыхъ требуется, 
прибавляются Зп (а въ случаѣ плоскихъ системъ—2п) перемѣ- 
щеній узловъ. При замѣнѣ этихъ уравненій уравненіями (170) 
число неизвѣстныхъ остается==5, такъ какъ уравненія (170) со- 

держатъ только тѣ неизвѣстныя, что и уравненія (159), поэтому 
для опредѣленія 5 сопротивленій нужно не болѣе з уравненій, 
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55. 

Системы, которыя уже въ ненагруженномъ состояніи испыты- 

ваютъ напряженія. —Длины нужныхъ стержней въ извѣстныхъ 

предѣлахъ независимы другъ отъ друга; при измѣненіи этихъ 

длинъ измѣняется видъ системы и этому измѣненію не противо- 

дѣйствуетъ никакое препятствіе. Но этотъ видъ нужными стерж- 

нями вполнѣ опредѣленъ, поэтому длины добавочныхъ стержней 

не произвольны, а опредѣлены разстояніями узловъ системы, 

составленной изъ нужныхъ стержней. 

Когда система состоитъ изъ однихъ только нужныхъ стержней 

то въ ненагруженномъ состояніи она не испытываетъ никакихъ 

напряженій и перемѣна температуры не имѣетъ на нее ника- 

каго вліянія. При измѣненіи длинъ, произведенныхъ перемѣной 

температуры, система измѣняетъ свой видъ соотвѣтственно но- 

вымъ длинамъ стержней, а такъ какъ эти длины независимы 

другъ отъ друга, то система въ новомъ видѣ будетъ свободна 

отъ напряженій, также какъ и въ первоначальномъ. 

Если въ неизмѣняемую систему, представленную на черт.35, 

желаемъ ввести добавочный стержень ай, котораго длина не 

точно равна разстоянію ай, то это будетъ возможно только по- 

средствомъ измѣненія разстоянія аф и длины « добавочнаго 

стержня. Но въ неизмѣняемой системѣ возможны лишь такія 

измѣненія, которыя обусловлены упругостью матефіала; это измѣ- 

неніе можетъ поэтому быть достигнуто только помощію упру- 

гихъ удлиненій и укороченій нужныхъ стержней; а такъ какъ 

всякое упругое измѣненіе длины вызываетъ сопротивленіе, то 

слѣдуетъ, что система, имѣющая добавочный стержень, кото- 

раго длина не соотвѣтствуетъ разстоянію соединяемыхъ имъ 

узловъ, опредѣленному длинами нужныхъ стержней, находится 

въ такъ называемомъ принужденномъ состояніи, и испытываетъ 

напряженія и при отсутствіи нагрузки. 

Если ав (черт. 35)—длина добавочнаго стержня и ав<аь, 

то его можно ввести въ систему такимъ образомъ, что прибли- 

зимъ а къ х ийкъ й, и прикрѣпимъ концы х и в стержня къ 

узламъ а и ѣ системы. Если теперь предоставимъ систему са- 

мой себѣ, то вслѣдствіе упругости она будетъ стремиться при- 

нять первоначальный вилъ, чему будетъ противодѣйствовать со- 

противленіе стержня «, вслѣдствіе чего возстановленіе вида 

будетъ возможно только отчасти и узлы а и й займутъ новое 

положеніе равновѣсія аі и йі, при чемъ длина стержня «в измѣ- 

нится на а]--3ы. Если означимъ хаи--3ѣ, черезъ Аіи поло-
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жимъ, что А7 не превышаетъ предѣльнаго упругаго измѣненія, 

то стержень «в будетъ испытывать напряженіе, по (4), 

= , 
7 

слѣдовательно его сопротивленіе 

р —во“, 

откуда 

— и 

Если въ статически неопредѣленной системѣ добавочные 

стержни устранимъ, поставимъ на ихъ мѣсто добавочныя силы, 

и выразимъ работу деформаціи системы въ функціи внѣшнихъ и 

добавочныхъ силъ, то производная этой работы, взятая по отно- 

шенію къ одной изъ силъ, равна относительному перемѣщенію 

точки приложенія этой силы. Слѣдовательно, производная, взятая 

по отношенію къ добавочной силѣ Д,, даетъ перемѣщенія ааіи 

ѣ6, точекъ приложенія силъ Д,, дѣйствующихъ въ а ий, т.е. 

азк 
—у= 0--00, .....13 

Здѣсь производная положительна, потому что стержень ав 

растягивается, когда разстояніе аб уменьшается, и сжимается— 
ъ : 

огда это разстояніе увеличивается. 

у г — ил - 

Если разницу @— ав, на которую длина добавочнаго стержня 

ав больше или меньше разстоянія ай соединяемыхъ имъ узловъ, 
м 

означимъ черезъ о, то 

—=(аа--ѣѣы) а ) 

и принимая во вниманіе уравненія (171) и (172) 

ѣ= -75 о 173 

Такихъ уравненій можно составить столько, сколько система 

имѣетъ добавочныхъ стержней, они поэтому въ соединеніи съ 
уравненіями (159) всегда достаточны для опредѣленія напряженій 
всѣхъ стержней. 

При 6=0,—т. е. когда длина добавочнаго стержня равна раз- 

стоянію соединяемыхъ имъ узловъ, —формула (173) переходитъ 
въ формулу (170). Формулу (173) можно поэтому разсматривать 
какъ общее выраженіе правила производной работы, 

ъ
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ѣ 56. 

Вліяніе перемѣнъ температуры. —Вліяніе перемѣнъ темпе- 

ратуры на напряженія стержней статически неопредѣленной си- 

стемы опредѣляется точно такимъ образомъ, какъ и вліяніе раз- 
ности длинъ добавочныхъ стержней и разстояній соединяемыхъ 
ими узловъ, разсмотрѣнное въ предыдущемъ параграфѣ. При 
измѣненіи температуры на й градусовъ длина й измѣняется на 

й, гдѣ а—коэфиціентъ линейнаго расширенія. Величины айпри 
данномъ й извѣстны, и помощію ихъ легко опредѣлить измѣнен- 
ныя разстоянія узловъ и величины , на которыя эти разстоянія 
разнятся отъ новыхъ длинъ добавочныхъ стержней. Напряженія, 
производимыя перемѣной температуры, опредѣляются слѣдова- 
тельно по правилу, выраженному уравненіемъ (173). 

ѣ 5. 

Общія правила расчета матеріальныхъ системъ. —Когда 
матеріальная система послѣ деформаціи пришла въ состояніе 

равновѣсія, то произвольная часть ея находится въ состояніи 

равновѣсія, изъ чего слѣдуетъ, что дѣйствующіи на эту часть 

внѣшнія силы и сопротивленія остальныхъ частей, съ которыми 
она связана, удовлетворяютъ условіямъ равновѣсія. Если всѣ 
силы и сопротивленія пересѣкаются въ одной точкѣ, то условія 
равнов’сія даютъ 3 уравненія: сумма слагающихъ, взятыхъ по 

отношенію къ тремъ непараллельнымъ осямъ и не находящимся 
въ одной плоскости, должна быть равна нулю для каждой оси 

порознь, а если онѣ дѣйствуютъ на различныя точки, то къ 

тремъ уравненіямъ слагающихъ, выражающихъ невозможность 

поступатсльнаго движенія, прибавляются еще 3 уравненія мо- 

ментовъ вращенія, которыхъ сумма, взятая по отношенію къ 

тѣмъ же тремъ осямъ, должна быть равна нулю для каждой оси 

порознь. 
Когда число уравненій равновѣсія недостаточно для опредѣ- 

ленія всѣхъ неизвѣстныхъ (т. е. когда система статически не- 

опредѣленная), то недостающія уравненія получаются изъ пра- 
вилъ производной работы. 

Въ слѣдующемъ будемъ разсматривать только плоскія системы 

и будемъ предполаатъ, что дѣйствующія на нихъ внѣшнія силы 

находятся въ плоскости системы. Въ этомъ случаѣ условія 
равновѣсія даютъ для силъ, дѣйствующихъ на одну точку, два 

уравненія: сумма слагающихъ всѣхъ силъ и сопротивленій, взятыхъ 

по отношенію къ двумъ непараллельнымъ; осямъ, должна быть 



равна нулю для каждой оси порознь. Когда силы дѣйствуютъ на 

большее число точекъ, то къ прежнимъ двумъ условіямъ при- 
бавляется еще третье: сумма моментовъ, взятыхъ по отношенію 
къ какой нибудь точкѣ на плоскости, должна быть равна нулю. 

Если число уравненій недостаточно для опредѣленія всѣхъ 
неизвѣстныхъ, т. е. когда система статически неопредѣленная, 
то недостающія уравненіи получаются изъ правила производной 
работы. 

58. 

Практическія правила расчета статически опредѣленныхъ 
сочлененныхъ системъ. — Представимъ себѣ, что изъ системы 

произвольнымъ сѣченіемъ вырѣзана часть А. Означимъ для внѣш- 
нихъ силъ, дѣйствующихъ на эту вырѣзанную часть: сумму го- 

ризонтальныхъ слагающихъ черезъ Н, вертикальныхъ — черезъ 
И, и сумму моментовъ по отношенію къ какой нибудь точкѣ въ 

плоскости системы—черезъ М. Пусть (черт. 36) 

№, №, №... сопротивленія пересѣченныхъ стержней, 
@, %,, %,... ихъ углы съ горизонталью, 
п,, №,, №,... ихъ разстояніи отъ точки моментовъ, взятой 

произвольно на плоскости силъ. 

Изъ условій равновѣсія получимъ для части А уравненія: 
Н--Мсока--М№сово, -№сова,--...=0 

р--Мпх--№зпи, -№5п,--.=0... (174 
Мм--№и--М№нп,--№н,--.==0 

Сопротивленіе № можетъ быть растяженіе или сжатіе. Такъ 
какъ родъ этого сопротивленія во время расчета неизвѣстенъ, 
то для простоты принимаемъ всѣ неизвѣстныя № за растяженія, 
т. е. ставимъ на ихъ направленіяхъ стрѣлки, обращенныя въ 

стороны узловъ, противоположныхъ тѣмъ, на которые они дѣй- 
ствуютъ. Моментъ считаемъ положительнымъ, если онъ вра- 
щаетъ вправо (по направленію часовой стрѣлки) и отрицатель- 
нымъ—-если влѣво. 

Растяженія принимаемъ за положительныя,а сжатія—за отри- 
цательныя напряженія. Если поэтому расчетомъ получится для № 
положительная величина, то соотвѣтственный стержень растяги- 
вается, въ противномъ случаѣ —сжимается. 

Изъ уравненій (174) можно получить 3 неизвѣстныхъ сопро- 
тивленія, но они неудобны тѣмъ, что для опредѣленія одной 
неизвѣстной нужно рѣшать 3 уравненіи. Это неудобство избѣ- 
гается соотвѣтственнымъ выборомъ точки моментовъ и на- 
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правленія слагающихъ, для чего пользуются слѣдующими пра- 
вилами: 

1) Если сѣченіе проведено такимъ образомъ, что разрѣзаны 
только 3 стержня, коихъ напряженія неизвѣстны, то принимаютъ 
за точку моментовъ точку пересѣченія тіьхь двухъ неизостныхь 

сопротивленій, величины которыхъ не ищутъ. Тогда моменты 

этихъ сопротивленій будутъ==0, и послѣднее изъ уравненій (174) 
будетъ имѣть только одну неизвѣстную. 

Такъ, если примемъ за точку моментовъ точку пересѣченія 
сопротивленій № и №, то, означивъ черезъ у. — сумму момен- 

товъ пересѣченныхъ стержней части А, сопротивленія которыхъ 
извѣстны, получимъ 

г, й й 

—= М№и--Мм--и0. 
Если точкой вращенія будетъ пересѣченіе силъ № и №: 

№п--м--и=0, 
а если—точка пересѣченіи силъ № и № 

Ми,-м--и=0. 
Каждое изъ этихъ уравненій содержитъ только по одной неизвѣ- 
стной. Этотъ способъ выбора точки моментовъ впервые указанъ 
Риттеромъ. 

2) Когда два изъ трехъ пересѣченныхъ стержней, которыхъ 
сопротивленія № и №, неизвѣстны, параллельны между собою 

(черт. 37), то при опредѣленіи третьяго неизвѣстнаго сопроти- 
вленія №, по предыдущему правилу точка моментовъ получается 
въ безконечности. Въ этомъ случаѣ ставимъ сумму слагающихъ, 
взятыхъ по направленію, перпендикулярному къ параллельнымъ 
стержнямъ, равной нулю. 

Такъ, при опредѣленіи напряженія №,, проэктируемъ всѣ на 

отсѣченную часть дѣйствующія силы и сопротивленія на прямую 
тп, перпендикулярную къ № и №. Проэкціи послѣднихъ на эту 
прямую будутъ равны нулю. Если И—сумма проэкцій внѣшнихъ 

силъ, и і№пх—-сумма проэкцій сопротивленій, которыхъ вели- 

чины извѣстны, на прямую жт, то изъ условій равновѣсія по- 

лучимъ уравненіе: 
№зп--М№то---=0. 

Въ этомъ уравненіи неизвѣстной есть только №,. 
3) Если пересѣчены только два стержня съ неизвѣстными 

напряженіями, то при опредѣленіи одного изъ этихъ напряженій 
беремъ точку моментовъ гдѣ нибудь на направленіи другаго. 

4) Если сѣченіе проведено такимъ образомъ, что вырѣзанная 
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часть содержитъ только одинъ узелъ (черт. 38), то условія рав- 

новѣсія даютъ не болѣе двухъ независимыхъ уравненій: 

Н--Мсозо--М№сово,--...=0 

у—-Мии--№ыпо,--...=0. 

Чтобы каждое изъ этихъ уравненій содержало не болѣе одной 

неизвѣстной, берутъ за направленія проэкцій прямыя, перпен- 

дикулярныя къ неизвѣстнымъ сопротивленіямъ. Такъ, для опре- 

дѣленія сопротивленія № проэктируемъ всѣ силы на прямую 

уу,, перпендикулярную къ другому неизвѣстному сопротивленію 

№. Если —уголъ, образуемый напряженіемъ № съ уу, и У— 

сумма проэкцій данныхъ силъ, дѣйствующихъ на вырѣзанный 

узелъ А, то 

Мсов--у=0. 

Для опредѣленія сопротивленія №, проэктируемъ всѣ силы 

на прямую хх,, перпендикулярную къ №,, и сумму этихъ проэк- 

цій ставимъ=0. 

Когда статически опредѣленная система состоитъ изъ однихъ 

треугольниковъ, то въ ней всегда возможны такія сѣченія, что 

при одномъ узлѣ вырѣзанная часть будетъ имѣть не болѣе двухъ, 

а при большемъ числѣ узловъ—не болѣе трехъ стержней, кото- 

рыхъ сопротивленія неизвѣстны. Приведенныя въ этомъ пара- 

графѣ правила поэтому всегда достаточны для рѣшенія весьма 

простымъ образомъ треугольныхъ сочлененныхъ системъ.



Глава : 

Врѣпкія системы. 

& 59. 

Крѣпкія системы и ихъ свойства. —Когда брусья системы 

соединены между собою накрѣпко, т. е. такимъ образомъ, что 

соединенія на одномъ мѣстѣ достаточно для того, чтобы поло- 

женіе бруса по отношенію къ остальной части системы было не- 

измѣняемо, то система называется крѣпкой системой. 
Неизмѣняемое положеніе бруса въ плоскости совершенно 

опредѣлено тремя стержнями, соединяющими по крайней мѣрѣ 
двѣ точки бруса съ не менѣе чѣмъ двумя точками неподвижной 
въ плоскости системы (& 46). Поэтому всякое крѣпкое соединеніе 
въ плоскости можетъ быть замѣнено тремя стержнями, не пере- 
сѣкающимися въ одной точкѣ. 

Также легко узнать, что всякое крѣпкое соединеніе въ про- 
странствѣ можетъ быть замѣнено шестью стержнями, не находя- 

щимися въ одной плоскости, соединяющими по крайней мѣрѣ 
три точки бруса съ не менѣе чѣмъ тремя точками системы. 

Не трудно доказать, что всѣ теоремы, выведенныя въ преды- 
дущей главѣ для сочлененныхъ системъ, дѣйствительны и для 

крѣпкихъ. Эти теоремы основаны на томъ законѣ упругости, 
что пока напряженія не превышаютъ предѣльныхъ упругихъ на- 

пряженій, то измѣненія измѣреній пропорціональны напряже- 
ніямъ. Но этому закону подлежатъ и частичныя силы, удержи- 
вающія частицы твердаго тѣла въ совокупности; всякое твер- 
дое тѣло можно поэтому представить себѣ какъ неизмѣняемую 
сочлененную систему, которой узлы (частицы) находятся на без- 
конечно близкихъ другъ отъ друга разстояніяхъ. 

Возьмемъ 3 взаимно перпендикулярныя оси координатъ, не- 

измѣняемо связанныя съ крѣпкой системой, напримѣръ, такимъ 

образомъ, чтобы началомъ координатъ была одна частица, чтобы 
7 
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ось ОХ проходила черезъ другую, а плоскость ХОУ—черезъ 

третью частицу. Если эти три частицы представимъ себѣ не- 

подвижными, то при всякомъ измѣненіи положенія остальныхъ 

частицъ системы, т. е. при всякомъ видоизмѣненіи послѣдней 

будутъ измѣняться координаты частицъ, между тѣмъ какъ пере- 

мѣщеніе системы въ пространствѣ, происходящее безъ видо- 

измѣненія, не будетъ имѣть на эти координаты никакаго вліянія. 

Возьмемъ двѣ безконечно близкія частицы а и й (черт. 32), 

которыхъ координаты передъ деформаціей х, у, 2, и х, и,, 2, 

а послѣ деформаціи 

--ѣ -- г-ѣи 
ѣѣ у-т -й 

и означимъ углы, образуемые прямой, соединяющей эти частицы 

между собою, съ осями ОХ, ОУ, Ой передъ деформаціей, че- 

резъ а, , у, а измѣненіе ихъ разстоянія, произведенное деформа- 

ціей, че зъ Л, то помощію такихъ же разсужденій какъ въ 

& 48 иб получимъ 

- —сомм--—-орсо--о—осову. . . . (175) 

Когда Л меньше предѣльнаго упругаго измѣненія, то величина 

частичной силы, дѣйствующей между обѣими разсматриваемыми 

частицами, произведенной измѣненіемъ Л, на основаніи закона 

пропорціональности напряженій и видоизмѣненій, получится изъ 

уравненія (160), т. е. 

№-( —осоо-н-и—тсов --—осовур. . (176) 

Когда тѣло (а слѣдовательно и его частицы) находятся въ 

равновѣсіи, то частичныя силы, дѣйствующія на всякую частицу 

его, должны удовлетворять условіямъ равновѣсія. На частицу 

дѣйствуютъ силы №, происходящія отъ окружающихъ ее частицъ, 

и внѣшнія силы, которыми для частицы, находящейся на поверх- 

ности тѣла, могутъ быть приложенныя къ ней внѣшнія силы, : 

для частицъ, находящихся внутри тѣла—сила тяжести (вѣсъ 

частицы). 

Если сумму слагающихъ внѣшнихъ силъ, дѣйствующихъ на 

какую нибудь частицу, взятыхъ по направленію осей ОХ, Ои, 

О, означимъ черезъ Х №, 2, то изъ условій равновѣсія полу- 

чимъ уравненія: 
Х -- УХ№сова= 0 

У -УХоозі= о.. . . а77) 
7 -- У№оу=0 

Уравненія 175, 176 и 177 ничѣмъ не отличаются отъ урав- 

неній 158, 160 и 159, полученныхъ для сочлененныхъ системъ, 

изъ чего слѣдуетъ, что всѣ слѣдствія, выведенныя изъ послѣд-
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нихъ для сочлененныхъ системъ, дѣйствительны безъ измѣненія 
для крѣпкихъ. Повторимъ эти слѣдствія: 

1) Работа реформаціи всякаго тѣла опредѣляется въ функціи 
внѣшнихъ силъ выраженіемъ (166) 

=іхр. 
2 

2) Если выразимъ работу деформаціи въ функціи внѣшнихъ 
силъ, то производная этой работы, взятая по отношенію къ одной 
изъ внѣшнихъ силъ, равняется относительному перемѣщенію 
точки приложенія этой силы. При опредѣленіи производной нужно 
внѣшнія силы разсматривать какъ независимыя величины. 

Эти правила получены при предположеніи такъ малыхъ видо- 
измѣненій, что величинами 7иф въ уравненіяхъ (152) и (154) 
можно пренебречь безъ замѣтныхъ практическихъ погрѣшностей. 
Такъ какъ въ сооруженіяхъ допускаются только такія видоизмѣ- 
ненія, которыя не превышаютъ предѣльныхъ упругихъ измѣне- 
ній, а послѣднія для твердыхъ тѣлъ всегда очень малы, то оба 
предыдущія правила имѣютъ для сооруженій общее значеніе. 

$ 60. 

Производная работы деформаціи, взятая по отношенію 
къ моменту или парѣ силъ.—При расчетѣ матеріальныхъ си- 

стемъ, какъ сочлененныхъ, такъ и крѣпкихъ, неизвѣстными суть 
напряженія стержней или равнодѣйствующія и моменты частич- 

ныхъ силъ, дѣйствующихъ въ плоскомъ сѣченіи тѣла. Такъ 
какъ моментъ—функція силы, то работа деформаціи можетъ быть 

выражена въ функціи неизвѣстныхъ силъ или моментовъ, и про- 
изводная этой работы, взятая по отношенію къ силѣ или мо- 

менту, можетъ быть употреблена для опредѣленія неизвѣстныхъ. 

Поэтому важно знать значеніе производной работы деформаціи, 
взятой по отношенію въ парѣ силъ или моменту. 

Положимъ, что вслѣдствіе дѣйствія пары силъ Ри Р(черт. 39), 
которой моментъ М==Рр, система получила очень малое вра- 
щеніе, при которомъ точки а и й этихъ силъ, находящіяся на 

перпендикулярѣ аѣ, перемѣстились въ х и В. Работа пары 
при этомъ перемѣщеніи равняется 

Ри--рр -ра--5р). 
Если уголъ вращенія аох означимъ черезъ ѣ, то 

поэтому —--д9 И-е 

Р(а--5) =Но—-оо--2ф9-Рф=Му...........(18) 
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Если, слѣдовательно, выразимъ работу деформаціи въ функ- 
ціи внѣшнихъ силъ и моментовъ, то будемъ имѣть выраженіе 
вида 

: 

і. ц 
1 

я 

5—ѣР.-уме- Р-ѣ:-мун-Ме-. (19) 

Когда внѣшнія силы и моменты —независимыя величины, то 

производная этой работы, взятая по отношенію къ одному изъ 

моментовъ, будетъ 

изъ чего слѣдуетъ: 
Если будемъ разсматривать внѣшнія силы и моменты какъ 

независимыя величины, и выразимъ работу деформаціи въ функ- 
ціи внѣшнихъ силъ и моментовъ, то производная этой работы, 
взятая по отношенію къ одному изъ моментовъ, даетъ узголъь вра- 
щенія пары, образующей взятый моментъ. Этотъ уголъ вращенія 
будемъ называть относительнымъ вращеніемъ. 



гіавазу 

Основныя начала графическихъ способовъ расчета. 

& 61. 

Введеніе.—При рѣшеніи статическихъ задачъ графическимъ 
образомъ представляютъ силы по величинѣ и направленію пря- 
мыми линіями. 

Линія дѣйствія силы извѣстна, когда дано ея направленіе и 

точка приложенія, а чтобы узнать сторону, въ которую она дѣй- 
ствуетъ, снабжаютъ представляющую ее линію стрѣлкой. 

Напряженіе силы изображается длиною прямой. Для этого 

принимаютъ нѣкоторую длину за единицу силы и откладываютъ 

ее столько разъ, сколько сила содержитъ единицъ. Такъ сила, 
представленная прямой лАѣ (черт. 40), для которой длина ти 

принята за 1 килограммъ, дѣйствуетъ по направленію отъ А 
къ б6 и==5 килогр. 

62. 

Сложеніе непараллельныхъ силъ. —Положимъ, что наточку 4А 

(черт. 41) дѣйствуютъ двѣ силы Р, и В, которыхъ вели- 

чины и направленія даны прямыми Аѣ и Ас. По извѣстному 
правилу параллелограмма силъ, равнодѣйствующая этихъ силъ 

равна діагонали Ай параллелограмма Аййс, и она дѣйствуетъ по 

направленію отъ А къ а. 
Половина этого параллелограмма, напр., треугольникъ Аѣа 

(черт. 41) называется треугольникомъ силъ. Этотъ треугольникъ 
представленъ отдѣльно на чертежѣ 41,, изъ котораго видно, 
что онъ содержитъ какъ данныя силы, такъ и ихъ равнодѣй- 
ствующую. 

Если заставимъ точку А двигаться по периметру треуголь- 
ника силъ по направленію, указанному на каждой сторонѣ стрѣл- 
кой, то видимъ, что точка А должна двигаться отъ А къйѣи 
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отъ 6 къ й. Въ а кончается движеніе точки, такъ какъ по @4 
она должна перемѣщаться слѣва вправо, что невозможно. От. 
сюда заключаемъ: если въ треузольникъ силъ одна сторона пред- 
ставляетъ равнодъйствующую, то точка, движущаяся по пери- 
метру его по направленіямъ стрѣлокъ, не можетьъ возвратиться 
въ первоначальное положеніе. 

При противоположномъ направленіи силы Ай, равномъ @4, 
(черт. 42), три силы: Р,, Руи &В находятся въ равновѣсіи. Точка, 
движущаяся по периметру этого треугольника по направленіямъ 
стрѣлокъ, поставленныхъ на соотвѣтственныхъ сторонахъ, воз- 

вращается въ первоначальное положеніе. 
Когда число силъ болѣе двухъ, то равнодѣйствующая полу- 

чается помощію многоугольника силъ. Чтобы сложить силы Р,, й,, 
Р,,Р, (черт. 43), дѣйствующія на точку А, опредѣляемъ помо- 

щію треугольника Айс равнодѣйствующую В, , силъ Р,и йВ, 
затѣмъ помощію треугольника Асй — равнодѣйствующую &— 
силъ &, , и Р,и, наконецъ, помощію треугольника А4а—равно- 
дѣйствующую & силъ В, , и Р,, или, что все равно—равнодѣй- 
ствующую силъ Р, В, В, ѣ№. 

Полученный такимъ образомъ многоугольникъ Абса называется 

мнозоугольникомъ силъ. Очевидно, что для опредѣленія В нѣтъ 
надобности строить промежуточныя равнодѣйствующія В& , 

КЕ—,, и что достаточно строить на данныхъ силахъ многоуголь- 
никъ, откладывая каждую слѣдующую силу въ сторону ея на- 

правленія отъ конца предыдущей. Прямая, соединяющая до- 

слѣднюю точку 7 съ начальной А, будетъ искомой равнодѣй- 
ствующей. 

Изъ чертежа 43, видно, что когда одна сторона многоуголь- 
ника силъ представляетъ равнодѣйствующую, то точка А, дви- 

жущаяся по его периметру по направленіямъ стрѣлокъ, можетъ 

пройти всѣ слагающія, но не можетъ возвратиться въ перво- 
начальное положеніе, такъ какъ стрѣлка равнодѣйствующей пре- 

кращаетъ это движеніе. Такой многоугольникъ силъ называется 

многоугольникомъ прерванназо движенія. 

При построеніи многоугольника силъ можно данныя силы 

откладывать въ произвольномъ порядкѣ, нужно только соблюдать 
условіе, чтобы точка могла имѣть по периметру, образованному 
слагающими, непрерывное движеніе, т. е. каждую слѣдующую 
силу нужно проводить отъ конца предыдущей въ ту сторону, въ 

которую указываетъ стрѣлка ея направленія. 
Если сила В сдѣлается противоположной (черт. 44), то си- 

тема силъ Р,, В, В,, В,, В, представленныхъ сторонами много- 

гольника Аѣса7, находится въ равновѣсіи. Изъ черт. 44 видно, 

что точка, движущаяся по периметру многоуюльника, образован- 
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нао силами, находящимися въ равновѣсіи, можетъ пройти весь 

периметръ непрерывно. 
Такъ какъ въ многоугольникѣ всякая сторона можетъ быть 

разсматриваема какъ замыкающая сторона многоугольника, обра- 
зованнаго остальными сторонами, то въ многоугольникѣ прерван- 
наго движенія всякая сила можетъ быть разсматриваема какъ 

равнодѣйствующая остальныхъ, а въ многоугольникѣ непрерыв- 
наго движенія всякая сила уравновѣшиваетъ остальныя. 

Сложеніе силъ, дѣйствующихъ на различныя точки. —Когда 
силы Р, В, ѣ, РВ, не пересѣкаются въ одной точкѣ, то ихъ 

равнодѣйствующая по величинѣ и направленію и учается по- 

мощію многоугольника силъ точно такимъ образомѣ, какъ въ 

предыдущемъ случаѣ (черт. 45, и 45,). 
Положеніе этой равнодѣйствующей опредѣляется слѣдующимъ 

образомъ: къ произвольной точкѣ А, взятой на силѣ Р,, при- 
ложимъ двѣ силы Ги П,уравновѣшивающія эту силу Р,, кото- 

рыхъ направленія АЕи АВ беремъ произвольно. Величины 
этихъ вспомогательныхъ силъ получаются изъ треугольника а Оъ 
въ которомъ 

аО|| ани ОБЦ АВ, 
а направленія ихъ дѣйствія указаны стрѣлками Ти 2. 

Продолжимъ силу П до пересѣченія съ Р, въ В и повто- 

римъ для силы Р, дѣйствіе, исполненное для Р,,а именно: при- 
ложимъ къ В двѣ силы, уравновѣшивающія эту силу В,, изъ 

которыхъ одна должна быть равна и противоположна силѣ П,а 
другая опредѣляется по величинѣ и направленію третьей сто- 

роной Ос треугольника й Ос. Направленіе дѣйствія этихъ слагаю- 

щихъ опредѣляется стрѣлками 2, и 3. 
Продолжая такимъ образомъ получимъ равновѣсіе къ точкѣ 

С приложивъ къ точкѣ пересѣченія силъ Ши ѣ, вспомога- 

тельныя силы: одну, равную и противоположную силѣ Ш,и дру- 
гую, обозначенную числомъ П\, которой величина и направленіе 
опредѣлены прямой, соединяющей @ съ О. Точно такимъ обра- 
зомъ прикладываемъ къ точкѣ Д, въ которой сила 1У встрѣ- 
чаетъ Р,, двѣ силы, уравновѣшивающія силу Р,, изъ которыхъ 
одна равна и противоположна 1\, а другая у==е0. 

Продолженія силъ М и іП встрѣчаются въ точкѣ Е. Если къ 

этой точкѣ приложимъ три силы: силу В и силы—і и—\, рав- 
ныя и противоположныя силамъ Ги №, приложеннымъ къ точ- 

камъ Аи Д, то помощію треугольника аОе узнаемъ, что точка й, 
при дѣйствіи на нее этихъ трехъ силъ, находится въ равновѣсіи. 

Каждая изъ точекъ 4, В, С, Д, Е находится теперь въ 

равновѣсіи подъ дѣйствіемъ трехъ силъ. Но изъ этихъ силъ —рав- 
ныя и противоположныя силы Ги —1П, дѣйствующія въ Аий, 
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П и—П, дѣйствующія въ А и В, ит.д. взаимно уничтожаются, 
изъ чего слѣдуетъ, что сила К, проходящая черезъ точку Еи 
имѣющая направленіе Еп, уравновѣшиваетъ силы РВ, Р, Р,,ѣ. 

Можно себѣ представить, что многоугольникъ АВСПЕ обра- 
зованъ веревкой, на которую въ точкахъ А, В, С, Ди Едіѣй- 
ствуютъ силы Р,,ѣ, Р,,Ви Н. Этотъ многоугольникъ называютъ 

поэтому часто веревочнымъ многоузольникомъ. Но такое названіе 
его не совсѣмъ правильно, потому что если бы силы Р,,Р, Р,,р, 
сдѣлались противоположными, то въ сторонахъ АВ, ВС, Сі,рЕ 
и КЕАдѣйствовали бы сжатія, и тогда они не могли бы быть замѣ- 
нены веревкой. 

Прямыя Оа, Оѣ, Ос... въ многоугольникѣ силъ называются 

веревочными лучами, а точка О—полюсомъ. Разстояніе полюса отъ 

какой-нибудь изъ силъ, образующихъ очертаніе многоугольника 
силъ, называется полюснымъ разстояніемъ. 

Изъ предыдущаго получается для опредѣленія положенія 

равнодѣйствующей слѣдующее правило: 
На данныхъ силахъ строимъ многоугольникъ силъ, котораго 

замыкающая сторона даетъ величину и направленіе равнодѣй- 
ствующей. Беремъ произвольный полюсъ О, проводимъ верево- 
чные лучи і, П, Ш... и строимъ веревочный многоугольникъ 
АВСр... такимъ образомъ, чтобы каждыя двѣ стороны встрѣ- 
чались на той силѣ Р, которая въ многоугольникѣ силъ съ лу- 
чами, имъ параллельными, образуетъ треугольникъ. Равнодѣй- 
ствующая В проходитъ черезъ точку, въ которой пересѣкаются 
первая и послѣдняя сторона полученнаго такимъ образомъ вере- 
вочнаго многоугольника. 

Первую и послѣднюю сторону веревочнаго многоугольника 
будемъ называть крайними сторонами для данной группы силъ. 

Такъ, напр., стороны Ши суть крайнія стороны для группы 
силъ Р, и В. 

& 63. 

Параллельныя силы. 

а) Сложеніе параллельныхъ силъ.—Когда силы Р, Р, В,, № 
(черт. 46, и 46,) параллельны, то построенный на нихъ по пре- 
дыдущимъ правиламъ многоугольникъ силъ будетъ прямая фае. 

Равнодѣйствующая этихъ силъь—по величинѣ и направленію==йе, 
а чтобы получить ея положеніе беремъ произвольный полюсъ 0, 
проводимъ лучи Оа, Оѣ, Ос...и помощію ихъ строимъ веревочный 
многоугольникъ ,АБСОЕ,. Если продолжимъ крайнія стороны 
КАи ЕрД дпо пересѣченіи въ В, то черезъ Е проходитъ рав- 
нодѣйствующая й. 
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6) Опредѣленіе центра тяжести произвольной плоской фи- 
уры.—Если данную фигуру раздѣлимъ на части О,, О, 9,.... 
и представимъ себѣ, что въ центрѣ тяжести каждой части дѣй- 
ствуетъ вѣсъ, пропорціональный ея площади, то центръ тяжести 

фигуры будетъ находиться на равнодѣйствующей этихъ вѣсовъ, 
разсматриваемыхъ какъ параллельныя силы. 

Поэтому данную фигуру (черт. 47) дѣлимъ на такія части, 
чтобы площадь О,, О,, О,... и центръ тяжести г,, г,, &... каждой 
части легко было опредѣлить. При дѣленіи параллельными ли- 

ніями получатся треугольники, трапеціи и параллелограммы ). 
Принимаемъ, что вѣсъ дѣйствуетъ по какому нибудь направленію 
тп. Отложивъ на тп силы, пропорціональныя площадямъ О,, 0,..., 
беремъ произвольный полюсъ О, строимъ помощію его веревоч- 
ную линію и получаемъ въ пересѣченіи крайнихъ сторонъ точку & 

равнодѣйствующей ЕЕ,, которая параллельна тп. Затѣмъ повто- 

ряемъ тоже дѣйствіе при предположеніи, что направленіе тѣхъ 
же вѣсовъ, дѣйствующихъ въ тѣхъ же точкахъ г,, 2,..., парал- 
лельно какой нибудь другой прямой рд, и получаемъ РЕ какъ 

линію равнодѣйствующей. Центръ тяжести фигуры находится на 

линіи ЕЕ, и на линіи ЕЕ,, т. е. въ точкѣ пересѣченія г этихъ 

обѣихъ линій. 
Такъ какъ при построеніи многоугольника силъ (черт. 47,) 

вѣсы частей, на которыя разбита данная фигура, представляются 
длинами, пропорціональными этимъ площадямъ, то, превративъ 
фигуры этихъ частей въ треугольники съ однимъ общимъ осно- 

ваніемъ, можно площади @,, О,... замѣнить соотвѣтственными 
высотами этихъ треугольниковъ *5). 

*) Центръ тяжести треугольника (черт. 48). Одну изъ сторонъ, напр. ас, 
дѣлимъ въ й пополамъ, соединяемъ точку дѣленія съ противоположной вершиной 
ѣ и дѣлимъ @50 на 3 равныя части. Первая точка дѣленія, считая отъ @, есть 

искомый центръ тяжести . 

Центръ тяжести трапеціи (черт. 49). Параллельныя стороны айв и сй 
дѣлимъ въ Х@и в пополамъ и соединяемъ @ съ прямой &). Продолжаемъ ав 
и С@ въ противоположныя стороны; на продолженіи @в откладываемъ ѣе, =йс, 
а на продолженіи са—-са =вйа, и соединяемъ С, съ @,. Точка 2, въ которой 
@, ъ, пересѣкаетъ «в, есть центръ тяжести трапеціи. 

Центръ пяжести параллелограмма находится въ пересѣченіи его діагоналей, 
**) Превратитъ треугольникъ авс (черт. 50) въ другой съ основаніемъ 

ст. Соединяемъ #і съ В, и черезъ @ проводимъ прямую @М, параллельную тѣ 
до пересѣченія со стороной ѣс (или съ ея продолженіемъ) въ м. Треугольникъ 
т Ме будетъ искомый. 

Превратитъ четыреуіольникъ авас въ треугольникъ съ основаніемъ Ст 

(черт. 51). Сначала превращаемъ четныреугольникъ въ треугольникъ. Для этого 

соединяемъ @ съ й, проводимъ черезъ В прямую Р@, параллельно йй до пере- 
сѣченія съ С@ въ @, и соединяемъ й, съ й. Затѣмъ превращаемъ треугольникъ 
@йс въ другой съ основаніемъ СтВ. 
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$ 64. 

Условія равновѣсія силъ въ плоскости, не пересѣкающихся 
въ одной точкѣ.—Когда силы Р,, ѣ,, Р,, Р,, дѣйствующія на 

различныя точки въ плоскости, составляютъ замкнутый много- 

угольникъ силъ, то ихъ равнодѣйствующая равна нулю. Если 
для этихъ силъ построимъ веревочный многоугольникъ, то онъ 

вообще не будетъ замкнутъ, и крайнія стороны его Ги Т(черт. 52) 
встрѣтятся въ безконечности. Предполагая, что силы В, ѣ,... 
дѣйствуютъ на веревку К,АВБСПЕ, видимъ, что натяженія въ 

частяхъ П, ШиП\ взаимно уничтожаются, и что для равно- 
вѣсія нужно къ А иД приложить силы, равныя и противополож- 
ныя дѣйствующимъ на эти точки натяженіямъ Ги Т. Матеріальная 
система, на которую дѣйствуютъ силы Р, В, РВ,, Р, не будетъ 
поэтому находиться въ равновѣсіи не смотря на то, что ихъ 

равнодѣйствующая равна нулю, потому что точка приложенія 
равнодѣйствующей (точка пересѣченія крайнихъ сторонъ Аѣи 
рЕ) находится въ безконечности. Такія силы приводятся къ парѣ 
силъ, которыхъ разстояніе й другъ отъ друга называется плечомъ, 
а произведеніе Гхй изъ силы на плечо—моментомъ пары силъ. 

Если передвинемъ силу Р, параллельно самой себѣ настолько, 
чтобы она проходила черезъ точку Н, въ которой пересѣкаются 
стороны Ги 1ѣ веревочнаго многоугольника, то веревочный 
многоугольникъ замыкается. Обѣ силы Ги 7 уничтожаются и 

силы Р, В, РВ,, Р, находятся между собою въ равновѣсіи. Вслѣд- 
ствіе перемѣщенія силы Р, въ Н моментъ 1і сдѣлался==0. 

Изъ этого слѣдуетъ, что силы, дѣйствующія на различныя 
точки въ плоскости, находятся тогда въ равновѣсіи, кода онѣъ 

даютъ замкнутый многоуольникъ силъ и замкнутый веревочный 
мнооугольникъ. 

; 

ѣ 65. 

Разложеніе силъ. 

а) Разложить силу &В на двъ слаающія, параллельныя пря- 
мымъ йит (черт. 53). Строимъ треугольникъ Аѣбс, котораго 
одна сторона==В, а двѣ другія—параллельны прямымъ йі и т. 

Искомыя слагающія вполнѣ опредѣлены прямыми Аѣ и йс, направ- 
ленія ихъ дѣйствія даны стрѣлками, поставленными на сторонахъ 
такимъ образомъ, чтобы онѣ образовали треугольникъ прерван- 
наго движенія. 

Если-бы требовалось найти двѣ силы, параллельныя двумъ 
даннымъ прямымъ, уравновѣшивающія силу В&, то было бы нужно 
построить треугольникъ непрерывнаго движенія (черт. 53,. 
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Задача дѣлается неопредѣленною и допускаетъ безконечно 
большое число рѣшеній, когда число слагающихъ, на которыя 
должна быть разложена данная сила, болѣе двухъ. 

6) Данную силу Р разложить на двѣ, сй параллельныя сла- 

ающія А и В, проходящія черезъ точки а и ѣв (черт. 54). Для 
рѣшенія этой задачи нужно построить многоугольникъ силъ и 

веревочный многоугольникъ. 
Искомыя силы будутъ дѣйствовать вдоль прямыхъ ааі и й№, 

проведенныхъ черезъ а и ѣ параллельно Р. Чтобы получить ихъ 

величины, проводимъ прямую ти параллельно Р и откладываемъ 
наней тп==Р. Беремъ произвольный полюсъ О, проводимъ лучи 
Ги П, пересѣкающіе аа, и 56, въа ий, и соединяемъ а съ 5, 
Черезъ О проводимъ Ог|аб до пересѣченія съ тп въ 2, то 

тг==А4 и пг==В. 
На чертежѣ 54 рѣшена гаже задача для случая, когда обѣ 

слагающія находятся по одну сторону данной равнодѣйствую- 
щей Р. Какъ изъ чертежа видно, слагающіяи А и В дѣйствуютъ 
по противоположнымъ направленіямъ. 

в) Даны направленія двухъ параллельныхъ силъь А и В; опре- 
дѣлитъ напряженія этихъ сцилъ такимъ образомъ, чтобы онъ урав- 
новъшивали данныя силы Р,, Р,, Р,, Р, —На данныхъ силахъ В, 
Р, Р, РВ,, строимъ многоугольникъ силъ (черт. 55,). Беремъ 
произвольный полюсъ О, и строимъ веревочный многоугольникъ, 
котораго крайнія стороны Ги \ пересѣкаютъ направленія силъ 

Аи Ввъ точкахъ а иѣ. Равнодѣйствующая В данныхъ силъ, 
которая равна ѣ4, проходитъ черезъ точку с, въ которой встрѣ- 
чаются крайнія стороны Ги У веревочнаго многоугольника. 

Силу Х разлагаемъ на двѣ по направленіямъ прямыхъ Аи В. 
Для этого, по указаніямъ предыдущей задачи, соединяемъ а съ й, 
а черезъ О проводимъ Ог параллельно айв до пересѣченія съ 

многоугольникомъ силъ 1234 въ г. Прямая Ог дѣлитъ равно- 

дѣйствующую 4 на двѣ части, такъ что получаемъ замкнутый 
многоугольникъ т1234гт, котораго углы при ми4равны нулю, 
а каждый изъ остальныхъ==180°. Сила тг составляетъ треуголь- 
никъ съ лучами Ги х, а такъ какъ параллельные имъ веревоч- 
ные лучи встрѣчаются на линіи А, то слѣдуетъ, что 

А= теи В=а. 

2) Дана сила В и положеніе трехъ друшхъ силъ х, у и г, не 

пересѣкающихся въ одной точкъ; опредѣлить величины послѣднихъ 
такимъ образомъ, чтобы оніѣ уравновѣшивали силу &. 

Когда 4 силы находятся въ равновѣсіи, то сила, уравновѣ- 
шивающая двѣ изъ нихъ, равнаи противоположна силѣ, уравно- 
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вшивающей двѣ остальныя. Если поэтому продолжимъ Виг 
до пересѣченія въ ѣ, ахиу—до пересѣченія въ а, то эта 

уравновѣшивающая сила проходитъ какъ черезъ точку а, такъ 

и черезъ точку ѣ, т. е. она будетъ находиться на прямой ай. 
Чтобы получить ея величину нужно на силѣ Ви на прямыхъ 

ба и 2 построить треугольникъ йсй непрерывнаго движенія. За- 
тѣмъ откладываемъ на продолженіи бйа 

ар= @ 

въ сторону противоположную направленію силы @ѣ, и строимъ 
на а и на прямыхъ у их треугольникъ непрерывнаго движенія 
@ау. Величины искомыхъ силъ будутъ: 

=ей, =да, и=йй. 

8 66. 

Статическіе поменты силъ.—Статическимъ моментомъ силы 

Рпо отношенію къ точкѣ вращенія й (черт. 56) называютъ 

произведеніе этой силы на ея разстояніе р отъ этой точки. 

Если поэтому статическій мотентъ означимъ черезъ Р, то 

м-=Рр.р. 

Перпендикуляръ р называютъ плечомъ силы Р. Если себѣ 

представимъ, что это плечо — твердый рычагъ, вращающійся 
около оси й, то сила Р стремится повернуть этотъ рычагъ около 

і. Мы будемъ считать моментъ положительнымъ, когда сила 

стремится вращать плечо слѣва вправо (по направленію часовой 

стрѣлки) и отрицательнымъ — при прямопротивоположномъ на- 

правленіи вращенія. ѣ 

а) Найти моментъ силъ Р,, Р,, В,, Р, по отношенію къ точкъ 

і. Такъ какъ моментъ равнодѣйствующей равенъ суммѣ момен- 

товъ слагающихъ, то задача будетъ рѣшена, если найдемъ мо- 

ментъ равнодѣйствующей данныхъ силъ по отношенію къ точкѣ й. 

Поэтому опредѣляемъ равнодѣйствующую данныхъ силъ, для 

чего строимъ многоугольникъ силъ 1234 (черт. 57) и затѣмъ 

помощію произвольнаго полюса О—веревочный многоугольникъ. 
Искомая равнодѣйствующая В равна и параллельна т4, и про- 
ходитъ черезъ точку с, въ которой пересѣкаются продолженіи 
крайнихъ сторонъ Ги \ веревочнаго многоугольника. 

Проведемъ черезъ й прямую ЕЛ, параллельную В, до пере- 
сѣченія съ крайними сторонами веревочнаго многоугольника въ 

НКиЛ и опустимъ изъ О перпендикуляръ Нна т4. Изъ по- 

добія треугольниковъ ЕЕлЛижптоО4 получаемъ: 



откуда, такъ какъ т4 = В, 

Ни 

или, означивъ моментъ Вх черезъ М, а отрѣзокъ Е.Л черезъ у 

м 
Н , у = 

откуда 

М=Ниуи о.цо 285 

Послѣднее уравненіе даетъ слѣдующее правило: если черезъ 
центръ вращенія проведемъ прямую, параллельную равнодъйствую- 
щей данныхъ силъ, то отрѣзокъ у этой прямой, отсѣченный край- 
ними сторонами веревочнаго многоуольника, умноженный на по- 

люсное разстояніе Н, равенъ статическому моменту этихъ било. 

Принимая н-, получимъ 

м=у. 
Въ произведеніи Вх нужно В выразить въ единицахъ силы 

(напр. въ килограммахъ), а —въ единицахъ длины (напр. въ 

метрахъ). При опредѣленіи произведенія Ну можно Н измѣрять 
по масштабу силъ,а у—по масштабу длинъ, или наоборотъ. 

Чтобы получить моментъ силъ Р, и Р, по отношенію. къ 

точкѣ й нужно по предыдущему правилу провести равнодѣй- 
ствующую 13 этихъ силъ (черт.57), опустить изъ О на 13 пер- 

пендикуляръ Ні, провести черезъ ѣ прямую йі 13,и опредѣ- 
лить ея пересѣченія 7 из съ крайними сторонами Пи П\ ве- 

ревочнаго многоугольника, построеннаго на силахъ В и й. 
Искомый моментъ 

6) Найти моментъ параллельныхъ силъ А, Р, и В по отно-. 

шенію къ точкѣ й (черт. 58).—Наданныхъ силахъ строимъ много- 

угольникъ силъ тайП2, откладывая силы А, Р,и В по правилу 
непрерывнаго движенія. 

Беремъ произвольный полюсъ О, проводимъ лучи і, П, Ш, , 
и строимъ веревочный многоугольникъ Еарн. Если черезъ й 

проведемъ прямую, параллельную даннымъ силамъ, и означимъ 

‚ 
ея точки пересѣченія съ крайними веревочными сторонами Е 
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и Вн, черезъ Ри Ла полюсное разстояніе—черезъ Н, то 

м-=ЕлхнН. 

Этотъ моментъ положительный, потому что равнодѣйствую- 
щая силъ 4А, Р, и В, проходитъ черезъ точку пересѣченія край- 
нихъ веревочныхъ сторонъ, которая получается слѣва й, а такъ 

кавъ 

лРр--еѣ, 
то равнодѣйствующая направлена вверхъ, она вращаетъ поэтому 
около & вправо. 

в) Даны параллельныя силы Р,, Р, Р, РВ,, В, БВ,; опред»- 
лить по отношенію къ какой бы то ни было точкъ на плоскости 

моментъ силъ, находящихся слѣва точки вращенія (черт. 59).— 
На черт. 59, построенъ многоугольникъ силъ, который въ этомъ 

случаѣ имѣетъ видъ прямой тб6. Въ 6 возставленъ къ тб6 пер- 
пендикуляръ; на этомъ перпендикулярѣ взятъ полюсъ О и по- 

строенъ веревочный многоугольникъ (чертежъ 59). Если продол- 
жимъ крайнюю сторону этого многоугольника, то отрѣзокъ всякой 

прямой параллельной тб, заключенный между веревочнымъ мно- 

гоугольникомъ и этой продолженной стороной, умноженный на 

полюсное разстояніе Н, будетъ равенъ требуемому моменту. 
Такъ произведеніе аБх Н==моменту силъ Р, Р, и РВ,, взя- 

тому по отношенію къ какой нибудь точкѣ на аб, потому что 

отрѣзокъ ай заключенъ между сторонами \Ми УП, которыя для 

веревочнаго многоугольника, построеннаго на силахъ Р,, В, №, 
суть крайними сторонами. 

г) Даны вертикальныя силы Р,, , В,, В,. Найти силы Аи В, 
уравновъшивающія данныя, иопредѣлить для какой нибудь точки, 
взятой между А и В, моментъ силъ, находящихся по одну сто- 

рону точки моментовъ (черт. 60). — Силы Аи В опредѣлены 
посредствомъ построенія, указаннаго въ 8 65,. 

Если въ полученномъ такимъ образомъ веревочномъ много- 

угольникѣ проведемъ произвольную вертикаль фѣ, и означимъ 

ея точки пересѣченія съ веревочными сторонами черезъ а ий, 
то произведеніе ав х Н==хстатическому моменту лѣвыхъ силъ 

4, Р, В, взятому по отношенію къ какой нибудь точкѣ на 

0,ѣ, потому что топни @ и В находятся на крайнихъ сторонахъ 
ги Ш веревочнаго многоугольника, построеннаго на силахъ 

м, р,, В, Но авхн равняется также моменту правыхъ силъ 

В, Р,и Р,, взятому по отношенію къ той же точкѣ, потому что 

зис можно разсматривать какъ крайнія стороны веревочнаго 
многоугольника, построеннаго на силахъ В, Ри В. 



Непрерывная нагрузка. Единичный грузъ. —Когда поверх- 
ность тѣла покрыта сплошной нагрузкой такимъ образомъ, что 

на очень малую часть ея АО, ограниченную замкнутой линіей, 
дѣйствуетъ нагрузка Р, то частное 

Р 
ло 

называютъ средней нагрузкой на единицу поверхности элемента 

Дѣ. При безконечно маломъ ДАФ эта часть поверхности превра- 
щается въ точку @О, и тогда 

в 
-а 

выражаетъ нагрузку этойточки, отнесенную къ единицѣ площади. 
Величина р не означаетъ поэтому силу, но отношеніе силы къ 

площади. 
Если нагрузка распредѣлена непрерывно вдоль линіи й, и 

элементу @ этой линіи соотвѣтствуетъ грузъ Р, то частное 

Р—-п будетъ средняя нагрузка этого элемента на единицу длины, 

или единичная нагрузки точки, соотвѣтствующей элементу «. 
Единичная нагрузка не означаетъ поэтому силу, но отношеніе 
силы къ длинѣ. 

Положимъ, что линія і—прямая, и что нагрузка р во всяной 
точкѣ перпендикулярна къ этой линіи. Примемъ й за ось абециссъ 
и на перпендикулярахъ, возставленныхъ къ ней въ различныхъ 
точкахъ, отложимъ ординаты аа,, ѣѣ,... равныя единичнымъ грузамъ 
рэтихъ точекъ. Полученная такимъ образомъ линіятѣт, (черт. 60) 
называется жиніей нагрузки. 

На всякій элементъ @ этой линіи дѣйствуетъ грузъ р.й; и 

изъ фигуры видно, что 

равняется площади полосы тппт, соотвѣтствующей элементу 
ти. Изъ этого слѣдуетъ, что площадь аѣѣа, соотвѣтствующая 
отрѣзку ай линіи тп, равна нагрузкѣ этого отрѣзка; эту пло- 

щадь называютъ поэтому площадью нагрузки. 
Если прямая ММ нагружена равномѣрно, то линія тѣ,х, пре- 

вращается въ прямую, параллельную М№ и площадь нагрузки 
имѣетъ видъ прямоугольника. 

Когда нагрузка перемѣна, то въ нѣкоторыхъ точкахъ она 
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можетъ быть положительной, а въ другихъ отрицательной; тогда 

отрицательные единичные грузы р нужно откладывать отъ оси 

ММ въ сторону, противоположную р. Вертикальную нагрузку 

будемъ считать положительной, если она направлена внизъ, и 

отрицательной—если направлена вверхъ. 

$ 68. 

Веревочный многоугольникъ непрерывной нагрузки.—Пло- 

щадь нагрузки дѣлимъ прямыми і,п2,р3.... (черт.62) на части 

отаі, ітп2, дпр3... и замѣняемъ каждую часть равнодѣйствую- 

щей Р, Р,, Р,.... равной ея площади, которой точка приложенія 

находится въ центрѣ тяжести соотвѣтственной площади. Такъ, 

напримѣръ, сила Р,==площади четыреугольника 2дпр3, и дѣй- 

ствуетъ въ центрѣ тяжести г этого четыреугольника. 

Строимъ веревочный многоугольникъ для нагрузки, составлен- 

ной изъ силъ Р,, В,, ѣ,... Точки @, , х... этой линіи, находящіяся 

на продолженіи дѣлящихъ прямыхъ ао, т1,п2.... лежатъ на иско- 

мой веревочной линіи, потому что если возьмемъ ординаты этой 

линіи по отношенію къ сторонѣ Ех (т. е. принявъ Ех за ось 

абсциссъ), то по 66 эти ординаты, умноженныя на полюсное 

разстояніе Н, равны моментамъ силъ, находящихся слѣва со- 

отвѣтственныхъ ординатъ. Поэтому, напримѣръ, произведеніе 

тѣ,Н равно моменту силъ В, Р, РБ, взятому по отношенію 

къ точкѣ 3, а такъ какъ моментъ равнодѣйствующей равенъ 

суммѣ моментовъ слагающихъ, то слѣдуетъ, что моментъ нагрузки 

оард4о по отношенію къ точкѣ 3 равенъ тоже тп,Н. 

Такъ какъ непрерывную нагрузку можно себѣ представить 

состоящей изъ сосредоточенныхъ грузовъ, находящихся на без- 

конечно близкихъ другъ отъ друга разстояніяхъ, а вершины ве- 

ревочнаго многоугольника лежатъ на линіяхъ дѣйствія его гру- 

зовъ, то слѣдуетъ, что вершины веревочнаго многоугольника для 

непрерывной нагрузки находятся на безконечно близкихъ другъ 

отъ друга разстояніяхъ, т. е. многоугольникъ имѣетъ видъ кри- 

вой линіи. 

Изъ предыдущаго заключаемъ: стороны веревочна мнооуглъ- 

ника,построеннаго на равнодѣйствующихъ Р,, Р,, В,...(черт.62),— 

касательны къ дѣйствительной веревочной линіи и точки касанія 

находятся на продолженіи дѣлящихъ прямыхъ оа, іт, 2п.... 

69. 

Веревочная линія равномѣрной непрерывной нагрузки.— 

Раздѣлимъ площадь АайВ нагрузки (черт. 63) прямой жти по- 

поламъ и замѣнимъ площади Аатп и тпьВ соотвѣтственными
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силами Р,и Р, дѣйствующими въ центрахъ тяжести г, и г, этихъ 

площадей. Очевидно, что направленія этихъ силъ Ри Р, раз- 

дѣлятъ Ам и пВ пополамъ. 

Построимъ для Р,и Р, веревочный многоугольникъ А54В,; его 

стороны А5, зё и в, по полученному въ предыдущемъ & пра- 

вилу, суть касательныя къ искомой веревочной кривой, и ихъ 

точки касанія находятся на продолженіи вертикалей Аа, тпи В 

въ А, &и В,. Такъ какъ жти проходитъ черезъ середину раз- 

стоянія г2г,, то й дѣлитъ отрѣзокъ 5й пополамъ и изъ построе- 

нія слѣдуетъ, что 
А==зс и с-=йВ. 

На чертежѣ 64 нагрузка АаѣВ раздѣлена вертикалями ти и 

ра на три равныя части, для которыхъ построенъ веревочный 

многоугольникъ 4,1=2,В,. Легко узнать, что продолженія сторонъ 

Тт и п2, дѣлятъ Ауси сѣВ, на 3 равныя части и что точки Зи 

Т, находятся, точно также какъ и точки касанія й, и й, искомой 

веревочной кривой, на продолженіи дѣлящихъ вертикалей тѣ 

и р4. 

Если поэтому раздѣлимъ Аси сВ, на п равныхъ частей и 

обозначимъ точки дѣленія на Асотъ 4А, къ с, ина сВ —отъ с 

къ В,, цыфрами 1,2,3.... то соединивъ одноименныя точки дѣленія 

прямыми линіями, получимъ веревочный многоугольникъ, соотвѣт- 

ствующій раздѣленію площади нагрузки на и равныхъ частей. 

На черт. 65 п==6. Вершины о,, о,... веревочнаго многоуголь- 

ника находятся на вертикаляхъ точекъ дѣленій 1,3,5,1,... аточки 

касанія й,, й, №... на вертикаляхъ остальныхъ точекъ дѣле- 

нія прямыхъ АсисйВ,. 

$ 70. 

Алгебраическое значеніе веревочнаго многоугольника.— 

Для лучшаго ознакомленія со свойствами веревочнаго многоуголь- 

ника укажемъ его алгебраическое значеніе. 

Положимъ, что требуется найти графически слѣдующую алгеб- 

раическую сумму: 

аѣ, 

4 
- 

Мы предполагаемъ, что въ этомъ а саравасня знакъ--или—за- 

виситъ только отъ величинъ й, что поэтому величины @а ис 

всегда положительны. 

На произвольной горизонтали ОХ (черт. 66) наносимъ въ 

непрерывномъ порядкѣ множители а,, @,..., т. е. откладываемъ 

и 

оа-=а, а,=й, ааа,, і =ч 

и черезъ точки 0, а,, @з, а,, а, проводимъ вертикали ѣ, 9,, 0, %,, ѣ 
8
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На произвольной вертикали М\ наносимъ вънепрерывномъ 

порядкѣ множители й, йз, Вз..., положительные—-внизъ, а отри- 

цательные—вверхъ, т. е. откладываемъ 

ѣ=, 5=ы, =, ы—=-ы. 

На разстояніи с, отъ ММ беремъ точку п, и соединяемъ 

ее събий; на ѣ,т, беремъ точку п,, отстоящую отъ ММ№ 

на с,, и соединяемъ тп, съ й,, на пѣ, беремъ точку п,, отсто- 

ящую отъ ММ на разстояніи с,, соединяемъ тп, съ с,, и на- 

конецъ на п,с, беремъ точку п,, отстоящую отъ ММ на разсто- 

яніи с,, и соединяемъ т, съ ѣ,. 

Принимаемъ ѣ,т,, ѣэт,, Вѣзі, и ѣ,п, за лучи многоугольника 

силъ и ѣѣ, ѣ,ѣ,... за соотвѣтствующія имъ силы, дѣйствующія 

вдоль линій ті, ѣ,, ѣз... и строимъ, по данному въ 4 62 правилу, 

веревочный многоугольникъ іП Ш..., въ которомъ на верти- 

кали ѣ, пересѣкаются стороны Ги П, параллельныя лучамъ 

Ти2, составляющимъ съ йѣ, треугольникъ; на т пересѣкаются 

стороны Пи Ш, параллельныя лучамъ 2 и 3, составляющимъ 

съ ѣѣ треугольникъ, и т.д. 

Продолжимъ стороны 1, П, Ш, 1\, У веревочнаго многоу- 

гольника до пересѣченія съ вертикалью ѣ въ @ц, пз, а,, их. 

Изъ построенія слѣдуетъ: 

Ахоа — Аѣыт 

и а ъ иин- 
а 2 @а с 

откуда 

— а5 
о———. 

с 

Такимъ же образомъ получаемъ 

азвз азѣз а ай 
о== - з=- —=—— 

. а 

поэтому 
—— 4аѣ, а о, | 4д, а—= --, 

сі са 

ѣ и азв =- й 
2 Са сз3 

аи аа “ 

счеа сз с 
==
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Если проведемъ какую нибудь другую вертикаль ЕЕ, пере- 
сѣкающую стороны 1, П, Ш..., (или ихъ продолженія) въ В, В, 
в,... то, означивъ разстоянія вертикалей @“, п,, ѣ,... отъ Е че- 

резъ еі, е,, ез..., получимъ такимъ же образомъ какъ прежде 

в, = е ч 
— 
в 3ѣ зо , 

и 
с 

в, р— 3 - й 
Когда то точки кп,п,п, совпадутъ въ одну 

точку п. Тогда будетъ (черт. 67) 

и= н(“ 5 --4о,--, —«.) 
и для Н=1 

уі—=--об-а—,. 
Если ѣ,, й,, ѣ,, ѣ,—силы, а,@, а... ихъ разстоянія отъ одной 

и той же точки й, то )у—моментъ этихъ силъ по отношенію 
къ точкѣ й и многоугольникъ ор,... будетъ ничто другое, какъ 

веревочный многоугольникъ. Веревочный многоугольникъ можно 

поэтому построить безъ помощи многоугольника силъ слѣдую- 
щимъ образомъ: 

Проводимъ произвольную прямую Е (черт. 68) параллель- 
ную даннымъ силамъ Р, Р,..., и измѣряемъ разстоянія р,, р...., 
этихъ силъ отъ ЕЕ. Вычисляемъ произведенія Рр, Рур,... при- 
нимая во вниманіе направленіе силъ и сторону, на которой онѣ 
находятся по отношенію къ ЕЕ. Если силы дѣйствующія внизъ 

будемъ считать положительными, то силы дѣйствующія вверхъ 
должны получить отрицательный знакъ; если примемъ, что для 

силъ, находящихся справа ЕЕ, разстояніе р положительно, то 

его нужно считать отрицательнымъ, если сила находится слѣва Ей. 

Отъ произвольной точки д на ЕЁ откладываемъ 

“п-=Рр, 2=Рр, 3-Рр, з4=Рѣ. 
Беремъ на Р, произвольную точку г0, и соединяемъ ее съ ди1. 

Продолжаемъ 1і0, до пересѣченія съ Р, въ 10, и соединяемъ 

гоз съ 2; продолжаемъ 2022 до пересѣченія съ Р, въ из ит.д. 

8* 
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Многоугольникъ ди,0,... будетъ веревочный многоугольникъ 
данныхъ силъ Р,, Р... котораго полюсное разстояніе Н==1. 

Если проведемъ произвольную прямую @Н параллельную Еѣй, 
означимъ ея разстоянія отъ силъ Р, РВ,... черезъ 4,й,.. и про- 
должимъ стороны д,, юп,... до пересѣченія съ @Нвъу, Г, 2..., 
то легво узнать, что 

т—ри, ті-Р, 23-=Ра, 3У=Рц 

„ѣ=Ра--Ра-Риа-Ра. 
Во всѣхъ тѣхъ случаяхъ, когда отъ веревочнаго многоуголь- 

ника требуется большая точность, слѣдуетъ его строить безъ 

помощи многоугольника силъ по указанному въ этомъ параграфѣ 
способу. 

Инфлуентныя линіи. 

$ 71. 

Введеніе.—Когда на сооруженіе дѣйствуетъ подвижная на- 

грузка, то ея дѣйствіе измѣняется вмѣстѣ съ ея положеніемъ. 

Поэтому опредѣленіе вліянія подвижнаго груза на величину 
искомой неизвѣстной (которой можетъ быть напряженіе, моментъ, 

срѣзывающее усиліе, перемѣщеніе и т.д.) составляетъ одну изъ 

важнѣйшихъ задачъ, относящихся къ расчету сооруженій. Это 
вліяніе опредѣляется всего проще помощію линій вліянія иди 

инфлуентныхъ линій (называемыхъ также линіями груза). 
Если возьмемъ какую нибудь прямую за ось абсциссъ и бу- 

демъ откладывать отъ этой оси на прямыхъ къ ней перпенди- 
кулярныхъ дѣйствія, производимыя силой==і въ одной и той же 

точкѣ й бруса вовремя, когда точка приложенія этой силы на- 

ходится на продолженіи соотвѣтственнаго перпендикуляра, какъ 

ординаты, то образованная полученными точками линія назы- 

вается инфлуентной линіей точки й 

Инфлуентная линія относится поэтому всегда къ опредѣлен- 
ной точкѣ тѣла; когда грузъ производитъ во всѣхъ точкахъ сѣ- 
ченія одинаковое дѣйствіе, то инфлуентную линію относятъ 

къ сѣченію, а если его дѣйствіе во всѣхъ сѣченіяхъ стержня 
постоянно,—-то ее относятъ къ стержню. 

Противоположныя дѣйствія нужно откладывать какъ ордина- 
ты въ противоположныя стороны. 

Примѣры.—1) Построить инфлуентную линію напряженій сѣ- 
ченія С (черт. 68) прямолинейнаго стержня АВ, произведен- 
ныхъ растягиваюЩимъ грузомъ 1. 
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За ось абсциссъ примемъ прямую ОХ, параллельную оси 

стержня. Если площадь сѣченія С означимъ черезъ @, то для 
всякаго положенія точки приложенія груза между А и С напря- 

1 
женіе въ С постоянно и равно —, а для всякаго другаго поло- о’ 
женія этой точки напряженіе равно нулю. Инфлуентная линія 
будетъ поэтому прямая пр, параллельная ОХ, отстоящая отъ 

ОХ на разстояніи —-, которой крайнія ординаты тѣ и 4р 

соотвѣтствуютъ сѣченіямъ С и А. 

2) Построить инфлуентную линію удлиненій призматическаго 
стержня АВ, произведенныхъ растягивающей силой 1 (черт. 69) 

Когда сила 1 приложена (по направленію оси АВ) къ точкѣ 
С, отстоящей отъ В на разстояніи х, то произведенное ею 

удлиненіе 
2 

у== — 

гдѣ Е—модуль упругости и @—площадь поперечнаго сѣченія 

стержня. 
Это уравненіе дѣйствительно для всѣхъ точекъ приложенія 

груза, взятыхъ на оси стержня, и изъ него имѣемъ 

для ==0, „=0 
й 

и х=й —-то 
Инфлуентная линія будетъ поэтому прямая, проходящая че- 

резъ точку В, которая наклонена къ оси ОХ подъ угломъ, оп- 

редѣляемымъ изъ выраженія 

. —- -о 
ни- и. 

$ 72. 

Свойства инфлуентныхъ линій. —Пусть айбсау—инфлуентная 
линія, относящаяся къ какому нибудь сѣченію бруса. Требуется 
опредѣлить дѣйствіе, производимое силами Р, Р,Р, Р,,В,, во 

время, когда они занимаютъ на брусѣ положеніе, указанное на 

черт. 70. 
Если означимъ черезъ у,изи,и,‚и, —ординаты инфлуентной 

линіи, соотвѣтствующія точкамъ приложенія силъ Р,в,Р,Р,В,, 
то ууз... выражаютъ дѣйствія, производимыя силами Р,Р, .въ 

соотвѣтственномъ сѣченіи въ случаѣ, когда каждая изъ нихъ 

равна 1. 
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Такъ какъ дѣйствія силъ пропорціональны силамъ, то сила 

Р,, содержащая Р, единицъ, произведетъ дѣйствіе Ру,, сила 

Р,—дѣйствіе Ру, и т. д. Если всѣ эти силы дѣйствуютъ на 

брусъ одновременно, то, по извѣстному закону слаганія дѣйствія 
силъ, онѣ произведутъ въ разсматриваемомъ сѣченіи дѣйствіе 

м-Ру--Риз-Риз-Ри—-ѣм,..... (8 

Послѣдній членъ этой суммы отрицателенъ, потому что ор- 
дината у,, какъ изъ чертежа видно, отрицательна. 

Помощію:инфлуентной линіи легко поэтому опредѣлить дѣй- 
ствіе, производимое произвольной системой силъ въ данномъ сѣ- 
ченіи или стержнѣ при всякомъ положеніи ея. Для этого нужно 
только измѣрить ординаты у,у,... инфлуентной линіи, соотвѣт- 
ствующія точкамъ приложенія силъ Р,,РВ,... и составить урав- 
неніе (182). 

8 73. 

Опредѣленіе опасназо положенія системы ірузовъ въ случаь 
козла инфлуентная линія иміоетьъ видъ многоузольника.—Системой 
грузовъ называютъ болѣе или менѣе значительное число под- 
вижныхъ грузовъ постоянной величины, связанныхъ между со- 

бою такимъ образомъ, что ихъ относительныя разстоянія измѣ- 
ниться не могутъ. Такъ, напримѣръ, поѣздъ, составленный изъ 

вагоновъ, представляетъ подвижную систему грузовъ, состоящихъ 
изъ давленій колесъ. 

Пусть АВСПЕ (черт. 71) —инфлуентная линія и Р, В,В... 
Р,—система грузовъ, занимающая въ какой нибудь моментъ по- 

ложеніе, указанное на чертежѣ. 
Означимъ черезъ у,, у,.. ординаты - инфлуентной линіи, со- 

отвѣтствующія грузамъ Р,,Р,... и черезъ №—-дѣйствіе, произво- 
димое системой этихъ грузовъ въ точкѣ, сѣченіи или стержнѣ, 
къ которому инфлуентная линія относится. По (182) 

№-Ри--Ру--Ри -Ри-Ри--Ким -Ри—-Би —Би,. 

Передвинемъ систему вправо на произвольную величину Ах, 
относительно которой ставимъ только условіе, чтобы во время 
передвиженія ни одинъ грузъ не перешелъ черезъ вершину 
инфлуентной линіи. Грузы будутъ послѣ перемѣщенія помѣ- 
щаться между тѣми же вершинами, между которыми они нахо- 

дились до перемѣщенія, но ихъ ординаты у,уъэ... измѣнятся на 

Аух, Ауэ... и производимое ими дѣйствіе послѣ перемѣщенія бу- 
детъ отличаться отъ прежняго на 
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№-А РАу--РАу--РАу, —АРу —БАу, —БА, —РАун- 
-ѣА -РАу. 

Если углы, образуемые сторонами Ол4, 4В, Вс, Соси рЕсъ 
ОХ означимъ черезъ @, в, у, 6, =, 

то 

Ау =А, Ау= у,= Л, Ау=Ау,=Ку,=Аоурит. д. 

Поэтому 
и я й 

. -РР-Р--Рме нЕ-Н-ЕН. 
Это выраженіе легко построить. На прямой 0,Х, (черт. 71,), 

параллельной ОХ, откладываемъ отъ О вправо 

оі-р, 12-р, 23-р.. 
Черезъ точки 1, 2,3... проводимъ перпендикуляры къ О, Хи 

строимъ, начиная отъ О,, многоугольникъ 013'6'8'9" такимъ 

образомъ, чтобы его вершины находились на этихъ перпенди- 
кулярахъ, а стороны, находящіяся надъ силами Р,, Р,... были 

параллельны тѣмъ сторонамъ инфлуентной линіи, которыя пере- 
сѣкаются силами Р,, Р,... Этотъ многоугольникъ называютъ 

вспомозательнымъ многоузольникомъ. 

Поэтому проводимъ 

оі|ол, ТУ|ав, зоуво 68 ср, 89’|рЕ. 
Изъ этого построенія видно, что 

-=Риа 
з-Зна—РинР--Рй 

б—б6—-бо—Ри--Р--)-(Р--Р--Рщ 
о—Риа-Р-Рв -Р--вР--Рие- Руе. 

Слѣдовательно 
3 

лд№-99хАз 

Такъ какъ точка 9 получилась на сторонѣ положительныхъ 

ординатъ, то измѣненіе А№, которое равно Ах.99 —положитель- 

но, т. е. при движеніи системы грузовъ вправо производимое 
ею дѣйствіе увеличивается. Когда грузы находятся между тѣмъже 

вершинами 4А,В,С.. инфлуентной линіи, между которыми они 

находились въ началѣ, то при продолженіи движенія вправо 
величина 99’ остается неизмѣнной, но Ах увеличивается, вслѣд- 



— 120 — 

ствіе чего и АМувеличивается. А№ достигнетъ наибольшаго зна- 

ченія, когда одинъ изъ грузовъ встрѣтитъ вершину инфлуентной 

линіи. 
Въ данномъ случаѣ, при движеніи вправо, переходитъ черезъ 

вершину прежде всѣхъ грузъ РВ,. Когда этотъ грузъ перейдетъ 

вершину и будетъ находитьёя очень близко справа С, то вспомо- 

гательный многоугольникъ получитъ видъ О,13'5,8,9, и измѣ- 

неніе при передвиженіи на Ахл вправо теперь будетъ 

которое тоже положительно. 
При дальнѣйшемъ продолженіи движенія системы вправо 

встрѣчаетъ грузъ Р, вершину А. Когда этотъ грузъ будетъ на- 

ходиться очень близко справа А, то помощію новаго вспомога- 

тельнаго многоугольника 0,3,5,8,9, получаемъ 

ении №.99,. 

Такъ какъ 99, отрицательно, то слѣдуетъ, что въ моментъ, 

когда грузъ Р, переходилъ черезъ вершину А, измѣненіе А 

было максимумъ, что поэтому система произведетъ наибольшее 

дѣйствіе тогда, когда она имѣетъ такое положеніе, что грузъ 

Р, проходитъ черезъ вершину А инфлуентной линіи. Если ор- 

динаты инфлуентной линіи, соотвѣтствующія грузамъ Р,,й.... 

при этомъ положеніи означимъ черезъ т), тр,.. то 

пах-Ри--Р-ѣ Р -КоК —Б—- В-Р. 

При передвиженіи системы удобно пользоваться полоской бу- 

маги, на которой отмѣчены разстоянія грузовъ другъ отъ друга. 

Изъ предыдущаго видно, что № можетъ достигнуть наиболь- 

шаго значенія только тогда, когда одинъ изъ грузовъ проходитъ 

черезъ вершину инфлуентной линіи. Для опредѣленія опаснаго 

положенія системы грузовъ получаемъ слѣдующее правило. 

Устанавливаемъ систему такимъ образомъ, чтобы наиболѣе 

тяжелымъ грузамъ соотвѣтствовали по возможности большіе 

ординаты инфлуентной линіи, и чтобы одинъ изъ нихъ, кото- 

рый означимъ черезъ @, находился вплоть слѣва одной вершины. 

Строимъ для этого положенія вспомогательный многоугольникъ. 

Затѣмъ ставимъ грузъ @ вплоть справа той же вершины, и 

строимъ вспомогательный многоугольникъ для этого втораго по- 

ложенія системы грузовъ. Если послѣднія точки этихъ вспомога- 

тельныхъ многоугольниковъ получатся по разнымъ сторонамъ 

оси ОХ, то дѣйствіе № достигаетъ максимума въ моментъ, когда 

система имѣетъ такое положеніе, что грузъ @ проходитъ черезъ
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разсматриваемую вершину. Въ противномъ случаѣ, если, напри- 

мѣръ, обѣ эти точки получатся выше оси абсциссъ, то нужно 

систему двигать дальше вправо до тѣхъ поръ, пока какой ни- 

будь другой грузъ не встрѣтитъ одну изъ вершинъ инфлуентной 

линіи (при этомъ могутъ изъ сооруженія сходить грузы, или 

входить на него новые) и опредѣлить для этой вершины по- 

слѣднія ординаты вспомогательныхъ многоугольниковъ при по- 

ложеніи груза вплоть справа и вплоть слѣва ея, и т.д. 

8 73. 

Опредѣленіе опаснаго положенія системы грузовъ въ слу- 

чаѣ, когда инфлуентная линія пмѣетъ криволинейный видъ.— 

Положимъ, что инфлуентная линія имѣетъ видъ криволинейнаго 

многоугольника, представленнаго на черт. 72. Если Р,Р, в,,Р,— 

грузы, и у,, из, и,, и, —соотвѣтствующія имъ ординаты инфлу- 

ентной линіи, то произведенное этими грузами дѣйствіе въ 

данномъ положеніи 

или вообще 
м-хру. 

Представимъ себѣ, что вмѣсто данныхъ грузовъ движутся 

вертикальныя прямыя у,,у,... связанныя между собою неизмѣ- 

няемымъ образомъ, имѣющія на концахъ маленькія колеса й,,й,... 

которыя катятся по инфлуентной линіи, и что давленія этихъ 

колесъ равны соотвѣтственнымъ грузамъ. Нагрузка колесами 

будетъ отличаться отъ данной только тѣмъ, что точки прило- 

женія грузовъ Р,, Р,... при всякомъ ихъ положеніи будутъ на- 

ходиться не въ точкахъ Т, 2..., но вертикально подъ ними на 

инфлуентной линіи. 

Возьмемъ произвольную точку О на ОХ за начало коорди- 

натъ, означимъ черезъ х,, і,... разстоянія грузовъ Р,ѣВ,.. отъ 0, 

и черезъ у,, у,... соотвѣтствующія имъ ординаты инфлуентной 

линіи, т. е. ординаты точекъ приложенія воображаемыхъ гру- 

зовъ й й.... 

Если й, ;—-координаты центра тяжести г этой воображаемой 

нагрузки, то 

или вообще 

р-хрѣ 

и точно также 

пх.р=хру.



Такъ какъ 

хРу=№ ов.(183) 
то 

№=42Р 
Поэтому 

хР 
—-рощерииыи. (184 

хРр, - -р. ....@85 

Уравненія (184) и (185) опредѣляютъ вполнѣ траэкторію 
центра тяжести 7. 

Уравненіе (184) опредѣляетъ положеніе вертикали центра 
тяжести 7; эта вертикаль неизмѣняемо связана съ системой гру- 
зовъ, и для всякаго положенія послѣдней получается весьма 

просто посредствомъ веревочнаго многоугольника. Абсцисса й, 
слѣдовательно, для всякаго положенія нагрузки извѣстна, а 

ордината х зависитъ отъ формы инфлуентной линіи. 
Изъ уравненія 

хРу=12Р, 

въ которомъ ѣР—величина постоянная, слѣдуетъ, что № дости- 

гаетъ наибольшаго значенія вмѣстѣ съ і, что поэтому, система 

зрузовъ производитъ наибольшее дѣйствіе тозда, кода центръ тя- 

жести воображаемой системы имѣетъ наивысшее или наинизшее 

положеніе. 
Когда система двинется на безконечно малую величину, и 

ни одинъ грузъ не перейдетъ при томъ черезъ вершину инфлу- 
ентной линіи, то всѣ у измѣнятся на безконечно малыя вели- 

чины, а слѣдовательно и 1) измѣнится на безконечно малую 
величину, т. е. центръ тяжести г будетъ описывать непрерыв- 
ную кривую. Но какъ только одинъ изъ грузовъ перейдетъ ка- 

кую-нибудь вершину, то непрерывность нарушается внезапно. 

Ломаной криволинейной инфлуентной линіи соотвѣтствуетъ по- 

этому тоже ломаная криволинейная траэкторія центра тяжести 

г, и ея вершины соотвѣтствуютъ тѣмъ положеніямъ системы, 

при которыхъ одинъ изъ грузовъ переходитъ черезъ вершину 
инфлуентной линіи. Этотъ центръ занимаетъ, слѣдовательно, 
наивысшее или наинизшее положеніе тозда, кода одинъ изъ ру- 
зовъ проходитъ черезъ вершину инфлуентной линіи, а такъ какъ 

этимъ положеніямъ центра г соотвѣтствуетъ наибольщее дѣй- 
ствіе нагрузки, то можно сказать: 
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Положеніе системы рузовъ можетъ быть опаснымъ только 

тозда, когда направленіе одного изъ зрузовъ системы проходить 

черезъ вершину инфлуентной линіи. 

Въ многихъ случаяхъ то положеніе системы грузовъ, при 

которомъ центръ тяжести г занимаетъ наивысшее или наинизшее 

положеніе можетъ приблизительно быть опредѣлено на глазъ. 

Такъ если С (черт. 72)—наивысшая точка инфлуентной линіи и 

положимъ, что система грузовъ движется слѣва вправо, то когда 

всѣ грузы находятся слѣва С, центръ тяжести г воображаемой 

нагрузки будетъ постоянно подниматься, а когда справа С—по- 

стоянно понижаться, и легко узнать, что наивысшее положеніе 

этотъ центръ будетъ занимать тогда, когдла одни грузы будутъ 

находиться слѣва, а другіе справа вершины С. 

Построеніе для точнаго опредѣленія опаснаго положенія по- 

лучается слѣдующимъ образомъ: 

Пусть АВСѣЕ — (черт. 73) — инфлуентная линія, В, в, 

Р,, Р, —грузы, &й, й, й,, & —точки, въ которыхъ вертикали точекъ 
приложенія этихъ грузовъ встрѣчаютъ инфлуентную линію. 

Дѣйствіе, производимое этой системой грузовъ въ принятомъ на 

чертежѣ положеніи будетъ по (182) 

М№-Ри--Ру-Ри -Ри 

Когда система передвинется на очень малую величину йа 

вправо, то № измѣнится на @М№, при чемъ 

ам-Ри--Ра--Бо--Рий, 

ах= —(№ ѣі-в ! ва-- Р е 

Если углы, образуемые касательными въ точкахъ й,, й, &, й&, 

означимъ черезъ а,, @,, @,, @, 7о 

ах 

— ѣ-сѣ и--Рицо--Рии--Руио,). 

Для построенія этого выраженія откладываемъ на горизон- 

тали ОХ (черт. 74) грузы Р, Р,, В,, Р,,и черезъ полученныя 

точки 1, 2, 3, 4 проводимъ вертикальныя линіи. Строимъ, на- 

чиная отъ О, вспомогательный многоугольникъ такимъ образомъ, 

чтобы сго вершины находились на этихъ вертикаляхъ, а стороны 

были параллельны касательнымъ тѣхъ точекъ инфлуентной линіи, 

въ которыхъ она пересѣкается грузами, находящимися противъ 

этихъ сторонъ. 

Для этого проводимъ: черезъ О—01,параллельно касательной
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точки № до пересѣченія съ вертикалью точки 1 въ 1,, черезъ 

1, — 1,3, параллельно касательной точки й до пересѣченія съ 

вертикалью точки 2 въ 2,; черезъ 2,—2,3, параллельно каса- 

тельной точки й,, и черезъ 3,—3,4, параллельно касательной 

точки й,. Изъ этого построенія легко узнать, что отрѣзокъ на 

послѣдней вертикали : 

-=Ри-во-воо-ии, 

— а№ 
т. е. 44, =т 

Для построенія опаснаго положенія данной системы грузовъ 

получаемъ изъ предыдущаго слѣдующее правило. 

Чтобы получить наибольшее положительное напряженіе, уста- 

навливаемъ нагрузку такимъ образомъ, чтобы центръ тяжести 

воображаемыхъ грузовъ й,, &, й,... находился по возможности 

высоко, т. е., чтобы одинъ тяжелый грузъ, который означимъ 

черезъ Р,, проходилъ черезъ наивысшую нершину Д, и чтобы 

другіе тяжелые грузы были расположены по обѣимъ сторонамъ 

ординаты ДД по возможности близко къ ней. 

Ставимъ Р, очень близко слѣва ДП),и строимъ для этого 

положенія нагрузки вспомогательный многоугольникъ 01,3,3,4, 

(черт. 74); получаемъ на послѣдней вертикали отрѣзокъ 44. 

Такъ какъ этотъ отрѣзокъ положительный, то приращеніе 

ам№-4в 44, 

положительно, т. е. при движеніи системы вправо дѣйствіе № 

увеличивается, поэтому нагрузка должна быть двинута вправо. 

Двинемъ ее настолько, чтобы грузъ Р, находился очень близко 

справа ДДи построимъ для этого новаго положенія всиомога- 

тельный многоугольникъ. Отрѣзокъ 44, получился теперь отри- 

цательный, изъ чего слѣдуетъ, что въ моментъ, когда грузъ Р пе- 

реходилъ черезъ вершину Д, приращеніе достигло максимума, что 

поэтому нагрузка произведетъ наибольшее дѣйствіе тогда, когда 

грузъ Р, находится на вертикали Д. ; 

Если бы и при этомъ второмъ положеніи нагрузки получи- 

лось положительное приращеніе, то это значило бы, что система 

должна перемѣщаться дальше вправо; тогда мы двинули бы ее на 

столько вправо, чтобы слѣдующій грузъ Р находился вилоть 

слѣва ДД’и повторили бы для этого груза дѣйствіе, уясненное 

для груза Р,. 

При опредѣленіи опаснаго положенія для отрицательнаго дѣй- 

ствія было бы нужно замѣнить вершину Д вершиной В, і.е.
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установить систему грузовъ такимъ образомъ, чтобы одинъ изъ 

тяжелыхъ грузовъ находился вплоть слѣва В,а прочіе тяжелые 

грузы — по возможности близко справа и слѣва В, и цпосред- 

ствомъ вспомогательнаго многоугольника опредѣлить, точно та- 

кимъ образомъ какъ въ предыдущемъ случаѣ, такое положеніе 

нагрузки, при которомъ приращеніе АЛД достигаетъ максимума. 

74. 

Опредѣленіе дѣйствія, производимаго непрерывной нагруз- 

кой. —Когда нагрузка непрерывна, то можно себѣ представить, 

что на каждый элементъ @ах бруса, покрытый нагрузкой, дѣй- 

ствуетъ сила рйах. Если у — соотвѣтствующая этому элементу 

ордината инфлуентной линіи (черт. 75), то производимое гру- 

зомъ рах дѣйствіе 

а№=у рах. 

Когда длина нагрузки — й, то, на основаніи закона слаганія 

дѣйствія силъ, дѣйствіе, производимое всей нагрузкой, будетъ 

а 

№= | ..ае ..ща88) 

и въ случаѣ равномѣрной нагрузки 

а 

№-\ .а85 
и 
3 

Интегралъ справа знака уравненія выражаетъ площадь ин- 

флуентной линіи, заключенную между ординатами у, и у,, со- 

отвѣтствующими концамъ р и 4 непрерывной нагрузки. Урав- 

неніе (187) даетъ поэтому слѣдующее правило. 

Дѣйствіе, производимое непрерывной назрузкой, равняется пло- 

щади инфлуснтной линіи, заключенной между ординатами, со- 

отвѣтствующими конечнымъ точкамъ нагрузки, умноженной на 

единичный грузъ р. 

75. 

Опредѣленіе опаснаго положенія непрерывной нагрузки.— 

Опасное положеніе непрерывной нагрузки, состоящей изъ частей 

перемѣнныхъ длинъ и перемѣнныхъ взаимныхъ разстояній, опре- 

дѣляется непосредственно формой инфлуентной линіи. Очевидно, 

что наибольшее положительное дѣйствіе будетъ имѣть мѣсто



Тогда, когда ни одна изъ слагающихъ руйх не будетъ отрица- 
тельной, т. е. когда при положительныхъ единичныхъ грузахъ 
рвсѣ у положительны; для наибольшаго отрицательнаго дѣйствія 
всѣ у должны быть отрицательны. 

Такъ если инфлуентная линія имѣетъ видъ авоуроотй (черт.75,), 
то для положительнаго максимумъ должны быть нагружены ча- 

сти Ву и 8- (черт. 75,), а для отрицательнаго — части ав и і8. 
Тогда, на основаніи правила, полученнаго въ предыдущемъ 8, 
будетъ: 
наибольшее положительное дѣйствіе 

шах №=р (площадь Вфу--площадь бот), 

наибольшее отрицательное дѣйствіе 

шах(—№)==р|площадь хев--площ. уео--площ. тй. 



Глава \. 

Упругость при сгибаніи. 

$ 76. 

Введеніе. — Въ этой главѣ мы будемъ разсматривать сопро- 
тивленія, брусьевъ при слѣдующихъ предположеніяхъ: 

1) ось бруса прямолинейна, 
2) дѣйствующія на брусъ внѣшнія силы имѣютъ произволь- 

ное направленіе, слѣдовательно вообще непараллельны оси 

бруса, 
3) внѣшнія силы пересѣкаютъ ось бруса, т. е. скручивающій 

моментъ М, —0, 
4) брусъ имѣетъ неизмѣняемое положеніе въ пространствѣ, 

и допусцаетъ только такое перемѣщеніе его точекъ, которое 
обусловлено упругостью матеріала (измѣненіемъ длины его во- 

локонъ). 
з 

Если точки @а ий бруса сйаіу (черт. 76) неподвижны, то 

вслѣдствіе дѣйствія внѣшнихъ силъ Р,, Р,, Р,, точки прило- 
женія т, п, р этихъ силъ перемѣстятся въ т,, п,, р, и брусъ 
займетъ новое положеніе с9,йій, при которомъ дѣйствіе 
внѣшнихъ силъ уравновѣшивается внутренними силами мате- 

ріала. Прямолинейная ось «7і бруса получитъ криволинейный или 

изогнутый видъ 7й, т. е. брусъ изогнется, и въ его волокнахъ 

будутъ дѣйствовать сопротивленія изгибу. 
Брусъ, на который дѣйствуютъ сгибающія силы, называется 

балкой. Линія, образуемая осью балки послѣ изгиба, называется 

упрузой линіей, поверхность, составленная касательными къ 

упругой линіи — поверхностью изжба; перпендикуляръ къ этой 

поверхности, возстановленный въ произвольной точкѣ упругой 
линіи — осью изжиба, а поверхность, образуемая осями изгиба — 

упрузой поверхностью. Упругая линія есть слѣдовательно пере- 
сѣченіе упругой поверхности съ поверхностью изгиба. 
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$ 7і. 

Зависимость между внѣшними й внутренними силами.—Вы- 

дѣлимъ изъ балки (черт. 76), часть «Вуг, заключенную между 

сѣченіями хо и в, перпендикулярными къ оси иі. Послѣ де- 

формаціи эта часть займетъ положеніе х8у, ивъ отдѣльныхъ 

волокнахъ ея будутъ дѣйствовать сопротивленія, противодѣйствую- 

щія деформаціи, произведенной внѣшними силами. 

Если означимъ черезъ 

й—длину части арс, 

Айх—-измѣненіе длины какого нибудь волокна ея 75, 

с—напряженіе этого волокна, 
„ 

Е—модуль упругости матеріала балки, то по (6) = 

ѣ8 с 

Айх== * .. ....8) 

Напряженія с различныхъ волоконъ разсматриваемой части 

«ву8 вообще неодинаковы, слѣдовательно измѣненія ихъ длинъ 

будутъ неодинаковы, вслѣдствіе чего длины волоконъ, которые 

передъ деформаціей были равны между собою, послѣ деформаціи 

сдѣлаются неравными, и плоскія сѣченія «8 и иа получатъ видъ 

кривыхъ поверхностей. Но пока искривленіе упругой линіи до- 

статочно малое, то кривизны этихъ поверхностей такъ незначи- 

тельны, что ими можно пренебрегать и принимать, что плоскія 

сѣченія и послъ изба остаются плоскими. 

Мы будемъ разсматривать только такіе случаи сгибанія, при 

которыхъ кривизны упругой линіи такъ малы, что если означимъ 

черезъ т—уголъ, образуемый касательной въ какой нибудь точкѣ 

упругой линіи съ первоначальной осью балки, можно съ доста- 

точной точностью поставить 

созт==1 и’ту о ттѣ .тинн(189) 

Въ этихъ случаяхъ можно съ такимъ же приближеніемъ, съ 

какимъ кривыя сѣченія замѣняются плоскими, принимать, что 

сѣченія, перпендикулярныя къ оси балки, посль изиба перпенди- 

кулярны къ упрусой линіи. 

Если, поэтому, сф (черт. 77) —форма оси элемента «вуг по- 

слѣ изгиба, и представимъ себѣ, что этотъ элементъ разрѣзанъ 

плоскостью, проходящею черезъ сф, на двѣ половины, то полу- 

чимъ фигуру им въ которой азо, и в;у, перцендикулярны 

въс ифкъ сф. Когда длина сф очень мала, то кривую 5ф 

можно принимать за дугу круга, которой центръ 2 находится
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въ точкѣ пересѣченія продолженій прямыхъ оиіб, и Ву,. Радіусъ 
сг==ф2 этой дуги означимъ черезъ о. 

Если „і5—-волокно, находящееся на разстояніи ѣ отъ упру- 
гой линіи сф, и означимъ черезъ е,—относительное измѣненіе 
длины элемента сф, а черезъ е—элемента ѣі5, то, принимая во 

вниманіе, что передъ деформаціей всѣ волокна имѣли одинако- 
вую длину, будетъ 

ф—=й (1--е), =а-. 
Изъ черт. 77 получаемъ 

или 

а1--е _-о 

откуда, пренебрегая очень малой величиной ж6, 

і 

с= — ч90) 
і 

Напряженіе волокна х5, по (4), 

—-в). р 

Для различныхъ волоконъ элемента Вуе, балки измѣняется 
въ этомъ уравненіи только п, изъ чего слѣдуетъ, что во всѣхъ 

точкахъ сѣченія, находящихся на прямой, параллельной оси из- 

иба, напряженія имѣютьъ одинаковую величину. Геометрическое 
мѣсто точекъ сѣченія, которыхъ напряженія==0, есть поэтому 
прямая, параллельная оси изгиба. Эта прямая называется ней- 

тральной осью сѣченія. 
Помощію уравненія (191) можно опредѣлять напряженія то- 

чекъ, находящихся на разстояніи 2 отъ оси изгиба, для чего 

нужно зналъ: 

Т) ось изгиба, или форму упругой линіи, 
2) радіусъ кривизны этой линіи, 
3) относительныя удлиненія е, оси изгиба. 
Займемся опредѣленіемъ этихъ величинъ. 

Пусть а и й (черт. 76) опорныя точки балки. Замѣнимъ дѣй- 
ствіе опоръ соотвѣтственными стержнями аай, аа,, ѣбѣ1... и вы- 

рѣжемъ изъ балки сѣченіемъ за8й часть а48,. Чтобы эта часть 

и послѣ разрѣза находилась въ томъ же состояніи, въ какомъ 

она была до разрѣза, нужно къ сѣченіимъ оіб, к, і... прило- 
жить силы, которыя производили бы точно такое дѣйствіе, ка- 

9 
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кое до разрѣза производили на нихъ внутреннія силы ихъ от- 

сѣченныхъ частей. 
Такъ какъ отсѣченная часть находится въ равновѣсіи, то 

эти внутреннія силы вмѣстѣ съ дѣйствующей на нее нагрузкой 
должны удовлетворять условіямъ равновѣсія. Возьмемъ 3 прямо- 
угольныя, оси координатъ такимъ образомъ, чтобы начало ко- 

ординатъ находилось въ центрѣ тяжести О сѣченія а,о, (черт. 78) 
и чтобы ось ОХ совнала съ касательной къ упругой линіи 
въ О, а ось ОУ—имѣла направленіе оси изгиба; ось О7 будетъ 
тогда находиться въ плоскости сѣченія. 

Разложимъ силы, дѣйствующія на часть хоо, по направле- 
ніямъ осей координатъ и означимъ суммы слагающихъ внѣшнихъ 
силъ Р,,Р, исопротивленій опорныхъ стержней а4,, аа,, парал- 
лельныхъ осямъ ОХ, ОУ, О0й, черезъ Х, и, Я,а моменты этихъ 

силъ, взятые по отношенію къ тѣмъ же осямъ, черезъ 
мх, м, №.. 

Силы будемъ считать положительными, если онѣ дѣйствуютъ 
по направленію положительныхъ осей координатъ, т. е. по на- 

правленію оси ОХ—вправо, оси О—вверхъ, и оси ОУ—отъ 
плоскости ХОй къ читателю. 

Направленіе вращенія будемъ считать положительнымъ, когда 

оно совпадаетъ съ направленіемъ часовой стрѣлки циферблата, 
установленнаго перпендикулярно къ оси вращенія, и обращен- 
наго къ ея положительному концу. 

Означимъ частичную силу, дѣйствующую на безконечно малый 
элементъ йО (черт. 79) сѣченія аоб, —черезъ 4а0,а ея слагаю- 

щія по направленіямъ осей ох, оу, ог — черезъ сйО, таОи 
тй8, то с — нормальное, а туи т. — скалывающія напряженія 
этого элемента. 

Мы будемъ разсматривать только тотъ случай изгиба, козла 
напряженія у и ху (черт. 7) въ сравненіи съ с такъ малы, что 

ими можно пренебречь, и кода при томъ искривленіе упругой 
линіи столъ незначительно, что ее можно принимать за прямую 
линзю. На практикѣ приходится обыкновенно имѣть дѣло со слу- 
чаями, удовлетворяющими этимъ обоимъ условіямъ. Эти предпо- 
ложенія допустимы тѣмъ болѣе, что формулы, такимъ путемъ 
выведенныя, даютъ результаты, согласные съ опытами. 

Положительное напряженіе с вращаетъ около оси оу въ по- 

ложительную, а около оси ог — въ отрицательную сторону, и 

условія равновѣсія дадутъ, принимая во вниманіе, что внѣшнія 
силы пересѣкаютъ упругую линію, слѣдующія уравненія; 

У==о, 7==о М, =0, 

|о=х. аса4 ол в.ид по)) 



—тзі— 

\-о-М, и н.19 

нит 

Означимъ координаты точки @ черезъ у и 2; пусть ВоВ, 

(черт. 79) —ось изгиба, @в — уголъ, образуемый ею съ осью оу и 

о—длина перпендикуляра, опущеннаго изъ @О на ОВ. Изъ черт. 

79 имѣемъ 
э=е созв—у зщв. 

Уравненіе (191) можно поэтому написать такъ: 

гсов—узт =к(. ѣ2 - ѣо Ри 
? 

Подставимъ это значеніе въ (192), получимъ 

. зні 
к(. .. -ѣ)

-х 

пойо-в во—к58 \.о=х 
э 

і ы р 

Такъ какъ начало координатъ принято въ центрѣ тяжести 

сѣченія, то 

.— \.о=, 

слѣдовательно 

к.\во=х, 

или 

р ох (й96) 

откуда 

р 
— 97 во- @29 

Помощію этого значенія уравненіе (195) получитъ видъ 

— Х гсозв—изт о8 
—-(о й. ).. “а 

Подставимъ въ (193) и (194) для с его значеніе (198) 

М, == |о-- (гоз8 и) 

х 

м =—-#5: 
иао--- (сй всі- и ) (199) 

) м
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Въ этихъ уравненіяхъ \ог и го суть моменты инер- 

щіи сѣченія аб по отношенію къ осямъ оу и ог, проходящихъ 

черезъ езо центръ тяжести; если эти моменты означимъ черезъ 

Дди ла \гаю —черезъ 8, то такъ какъ 

\.го = „о—, 

уравненія (199) получатъ видъ: 

м= яѣ ри 

м, кей) ....200) 

Опредѣливъ изъ этихъ уравненій о и уголъ В, и подставивъ 

ихъ значенія въ (198), получимъ напряженіе с въ точкѣ 40. 

Уравненія (198) и (200) содержатъ тригонометрическія вели- 

чины, вслѣдствіе чего они не совсѣмъ удобны для практики, но 

ихъ можно упростить посредствомъ соотвѣтственнаго выбора 

положенія осей ОУи О07. Чтобы найти такое положеніе для 

произвольной плоской фигуры (черт. 80), отнесемъ ее къ прямо- 

угольнымъ осямъ оу и ог, проведеннымъ произвольно на пло- 

скости фигуры. 

Проведемъ черезъ о произвольную прямую жи, означимъ 

уголъ, образуемый ее съ осью оу черезъ х, а моментъ инерціи 
фигуры по отношенію къ тп—черезъ Л. Отложимъ отъ о на от 

отрѣзокъ 

Исполнимъ тоже дѣйствіе для другихъ прямыхъ, проведен- 

ныхъ черезъ о, и опредѣлимъ геометрическое мѣсто точекъ 2. 

Если координаты точекъ, взятыхъ на плоскости фигуры, озна- 

чимъ черезъу и 2, ихъ разстоянія отъ тп—черезъ 7, а моменты 

инерціи фигуры по отношенію къ осямъ оу и ог — черезъ Л,и 

л, 1то 
о=гсова —увта 

—о-\е совх—у зи)ао=7, сов)оа--Л, зт*а— 

—2ѣыпасова ..... (2048 

Означимъ координаты точки г черезъ у, и 2, то 

5ша созх 
-= о =-—, 
жл 
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поэтому 

і=4 г)у--й ил—25оуго, 
или 

ѣ--лиу-доу==і . 202) 

Для различныхъ точекъ величины ЛД,, Л, и 8 постоянны, 
уравненіе (201) есть, слѣдовательно, уравненіе эллипсиса по от- 

ношенію къ прямоугольнымъ осямъ, проходящимъ черезъ его 

центръ. Если эти оси повернемъ на столько, чтобы онѣ совпали 

съ главными осями эллипсиса, то его уравненіе будетъ (такъ 
какъ 8 для главныхъ осей==0) 

л2г--ли=і, 

гдѣ Д и Л — моменты инерціи по отношенію къ главнымъ 

осямъ а и В. 

Такъ какъ одна изъ главныхъ осей—наибольшій, а другая— 
наименьшій радіусъ векторъ эллипсиса (а каждый радіусъ вев- 

торъ разсматриваемаго эллипсиса-—) ка то слѣдуетъ, что одинъ 

изъ моментовъ инерціи Ли Л будетъ наименышй, а другой— 
наибольшій изъ всѣхъ возможныхъ моментовъ инерцій Ли л,. 

Черезъ всякую точку, взятую на плоскости фигуры, можно 

поэтому всегда провести двѣ взаимно перпендикулярныя прямыя 
такого свойства, что моментъ инерціи фигуры по отношенію къ 

одной изъ нихъ будетъ большій, а по отношенію къ другой— 
меньшій, чѣмъ по отношенію къ всякой другой прямой, прове- 
денной черезъ туже точку. Положеніе этихъ прямыхъ опредѣ- 
ляется уравненіемъ 

5 —=уо—о. ..... (203) 

иихъ называютъ злавными осями инерщи, или, короче, зливными 

осями фигуры для точки о, а соотвѣтствующіе имъ моменты 

инерціи—злавными моментами инериіи. 
Когда фигура имѣетъ двѣ перпендикулярныя оси симметріи, 

то эти оси имѣютъ свойство главныхъ, такъ какъ для нихъ 

условіе (202) всегда исполнено. Въ кругѣ всѣ діаметры. суть 
главныя оси. 

Если черезъ Л означимъ моментъ инерціи по отношенію къ 

произвольной оси, составляющей съ осью оу уголъ х, то по (201) 

у= созч-- Ліах. ..т0304 



— 134— 

8 78. 

Продолженіе. —Въ частномъ случаѣ, кода главныя оси имѣ- 

ютъ начало въ центрѣ тяжести фиуры, по (200) будетъ: 

Л, совв и 5в 
ъ = - 

і 

м, =Е (205) 

Если поэтому оси оу и о (черт. 79), проходящія черезъ 
центръ тяжести о сѣченія, совпадаютъ съ главными осями, то 

: КЕл, со8в клзиц : мѣви лзнѣоиниых о06) 
р р 

гдѣ в—уголъ, образуемый осью изгиба съ главной осью оу. 
Изъ (206) имѣемъ 

Вставивъ эти значенія въ (198) получимъ для напряженія о 

выраженіе: 
х м ми с— і по ѣ, в. 

или 

7 . .м ——...- (207) 

Въ этомъ уравненіи величины О, Л,и Л, абсолютны, а отно- 

сительно знаковъ величинъ у, г, М,и М, дѣйствительны условія, 
поставленныя въ предыдущемъ параграфѣ. 

79. 

Частный случай изгиба. Нейтральная ось. — Къ предполо- 
женіямъ, сдѣланнымъ въ 4 77, прибавимъ еще слѣдующія: 

1) Форма балки симметрична по отношенію къ плоскости ХЯ, 
Въ этомъ случаѣ одна изъ главныхъ осей всякаго сѣченія балки, 
а слѣдовательно и упругая линія, находится въ этой плоскости, 
которая есть уже вмѣстѣ плоскостью изгиба. Упругая поверх- 
ность, имѣющая теперь цилиндрическій видъ, перпендикулярна 
къ плоскости ХЛ, слѣдовательно В=0. 

2) Всѣ, на балку дѣйствующія, силы находятся въ той же 

плоскости ХЯ, т. е. Ш, =0. 
Если нормальную силу Х и моментъ Ш, для этого частнаго, 
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но на практикѣ всего чаще встрѣчающагося случая, означимъ 

черезъ №и М, 1о изъ уравненій (206) и (207) получимъ 

м-йі м .. .08) 
е 

, № — е)) 

Послѣднее уравненіе даетъ нормальное напряженіе с въ точкѣ 

балки, отстоящей отъ оси центра тяжести сѣченія на разстояніи , 

если площадь этого сѣченія О, его нормальная сила №, сгиба- 

ющій моментъ—М и моментъ инерціи по отношенію къ оси 

центра тяжести, перпендикулярной къ плоскости изгиба —7. 

Для различныхъ точекъ одного и того же сѣченія величины 

№ @, Ми М постоянны, уравненіе (209) можно поэтому прел- 
ставить въ видѣ 

с=.--5, .@21) 

гдѣ а и ѣ5—постоянные коэфиціенты. 

Изъ (210) слѣдуетъ, что напряженія с даннаго сѣченія изо- 

бражаются прямой линіей, пересѣкающей ось координатъ въ 

точкѣ, которой разстояніе отъ оси центра тяжести 

--. 

Эта линія представлена на чертежѣ 81, на которомъ с отло- 

жены отъ прямой гг,, параллельной главной оси АВ сѣченія, 

по направленію, перпендикулярному къ га,. Изъ чертежа видно, 

что крайнимъ волокнамъ А и В, которыхъ разстоянія ® озна- 

чены черезъ е, и — в,, соотвѣтствуютъ наибольшія напряженія 

с= ап, и о,=бп, и что во всѣхъ точкахъ прямой п5 не дѣй- 
ствуетъ никакое напряженіе. 

По (209) имѣемъ 
м, М 

а=а 
м М№е 

с,== го —т . . . . . . (211) 

Такъ какъ наибольшее напряженіе, производимое внѣшними 

силами, не должно быть болѣе допускаемаго напряженія й, то 

слѣдуетъ, что когда 

о, —о, 
должно 

о, <ѣ, 

а если с, = с;, то должно со, — й



—- 

Напряженіе будетъ тогда достигать величины й только въ 

соотвѣтетвенныхъ крайнихъ волокнахъ; во всѣхъ другикъ воло- 

кнахъ напряженіе будетъ менѣе й. 

Ме, м№ 
Въ случаяхъ, когда т -° о, —отрицательно, т. е. если 

е 

с, растяженіе, то с, —сжатіе. Тогда волокна, разстоянія ѣ кото- 

рыхъ отъ оси центра тяжести, получаются изъ уравненія 

м ми 212) 

не испытываютъ никакихъ напряженій. Такія волокна называ- 

ются нейтральными, а прямая, параллельная оси центра тяжести, 

отстоящая отъ этой оси на разстояніи р, — нейтральной осью. 

Положеніе нейтральной оси опредѣлено, по (212), уравненіемъ 

Мл , 
—о .- . (213) 

Если радіусъ инерціи сѣченія означимъ черезъ і, то 

л=0г. 

Вставивъ это значеніе въ (213) получимъ 

и 

Пусть —равнодѣйствующая всѣхъ внѣшнихъ силъ (включая 

сопротивленія опоръ), дѣйствующихъ слѣва разсматриваемаго 

сѣченія балки и п—разстояніе точки й въ которой ея направ- 

леніе пересѣкаетъ это сѣченіе (или его продолженіе) (черт. 82). 

Разложимъ В въ точкѣ й на двѣ слагающія: нормальную №и 

касательную 7, то 

м-йВ.оп, 
или также 

Поэтому 

Если въ центрѣ тяжести о сѣченія х,о, возставимъ къ 4,8, 
перпендикуляръ, отложимъ на немъ 

соединимъ съ ёй и возставимъ въ 7 къ 7% перпендикуляръ 79 

до пересѣченія съ а8, въ к, то 

ок==%, 

т. е. точка х лежитъ на нейтральной оси сѣченія.
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Поверхность, образуемая нейтральными осями, называетсй 
нейшральнымъ слоемъ. Такъ какъ напряженія во всѣхъ точкахъ 

нейтральнаго слоя равны нулю, то его длина во время изгиба не 

измѣняется. а акашоки 

м ; г 
н 

‘ 

Опредѣленіе положенія центра тяжести. При расчетахъ 
сопротивленія и видоизмѣненія при сгибаніи необходимо знать 

положеніе центра тяжести данной плоской фигуры и ея моментъ 

инерціи по отношенію къ оси изгиба, 

Положеніе центра тяжести фигуры опредѣляется на основаніи 
закона статическихъ моментовъ. 

Пусть АВ—произвольная прямая (черт. 83) и означимъ 
переза 

@о—илощадь элемента фигуры, 
у—-разстояніе его центра тяжести отъ 4В, 
О—площадь всей фигуры, 

—разстоянія ея центра тяжести отъ лв, 
то, по правилу статическихъ моментовъ, 

о0 
откуда мои—- 

иас 
: „| г .....88 

Если на разстояніи т отъ АВ проведемъ прямую ссі, парал- 
лельную АВ, то центръ тяжести будетъ находиться на сс. 

Такимъ же образомъ можно опредѣлить другую прямую а@, 
на которой тоже долженъ находиться этотъ центръ, такъ что 

точка пересѣченія этихъ обѣихъ прямыхъ осіи @й будетъ иско- 

мый центръ тяжести. 

Когда фигура симметрична, то этой второй прямой есть уже 
ея ось симметріи. 

Часто бываетъ возможно разбить фигуру на такія части, что 

площадь и центръ тяжести каждой части можетъ быть легко 
опредѣленъ вычисленіемъ или построеніемъ. Если оі, @з... пло- 
щади этихъ частей, и уі, уэ... разстоянія ихъ центровъ тяжести 
отъ произвольной оси 4АВ (черт. 84), то разстояніе, центра 
тяжести всей фигуры отъ АВ 

і 
. 

оироузч-.. 
о--о--. 
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или 

гдѣ О—площадь всей фигуры. 
Центръ тяжести фигуръ, имѣющихъ двѣ оси симметріи, нахо- 

дится въ точкѣ пересѣченія этихъ осей. 

% 37, 

Опредѣленіе моментовъ инерціи.—Часто оказывается удоб- 
нымъ опредѣлить моментъ инерціи Л по отношенію къ какой- 

нибудь оси, параллельной оси изгиба. Моментъ инерціи Л по 

отношенію къ оси изгиба получается тогда слѣдующимъ образомъ: 
Если г—центръ тяжести фигуры ИММ (черт. 83), сс—ось 

изгиба, АВ — произвольная прямая, параллельная этой оси, 
отстонщая отъ нея на разстояніи і, и означимъ черезъ 
О— площадь фигуры Мѣ, 
йО—площадь безконечно узкой полосы ея, параллельной са, 
отстоящей отъ сс, на разстояніи у, 
7—моментъ инерціи фигуры по отношенію къ оси сс,, прохо- 
дящей черезъ ея центръ тяжести, 

Д —моментъ инерціи по отношенію къ оси АВ, 
то 

л-оси-го э(уао--(учао. 
Но 

-о, .о — иао= л 

слѣдовательно 

Д=0Н-Л. иннъ готно(219) 
откуда 

—-О42 . эиин. «(220) 

т. е. моментъ инерціи по отношенію къ оси изшба, проходящей 
черезъ центръ тяжести, равняется моменту инерціи по отношенію 
къ произвольной, ей параллельной оси, уменьшенному на произве- 
деніе изъ площади физуры на квадратъ разстоянія оббилъ осей. 

Если фигуру разобьемъ на произвольныя части и опредѣлимъ 
моменты инерціи каждой части по отношенію къ какой нибудь 
оси, то моментъ инерціи всей фигуры равенъ суммѣ моментовъ 

инерціи отдѣльныхъ частей. 
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$ 82. 

Моменты инерціи простѣйшихъ фигуръ.—а) Съченія. сим- 

метричныя по отношенію къ оси изиба. 

1) Прямоульникъ.—Если ѣ—основаніе и й—высота прямо- 
угольника (черт. 85), то 

ъв 

з з С 72 =з|ъ ъау? = в - (221) 

Моментъ инерціи по отношенію къ оси ай, проходящей че- 

резъ основаніе прямоугольника, по (219) 

а „) 
== Ох-—= — ѣѣз 

—- л=7--с (-). 
д-м т333) 

2) Крестообразное сѣченіе. —(Черт. 86).—Это сѣченіе можно 

разбить на 3 прямоугольника: аб47, саѣ и ѣтй, поэтому его 

моментъ инерціи по отношенію къ оси центра тяжести ох будетъ: 

л= ѣ-ѣ ѣ, =й.. @223 
1 

ѣ —- ы . 3 

3) Деутавровое, и прямоугольное, внутри пустое сѣченіе 

(черт. 87 и 87). 
1 

і=л нр —)—28)ѣ: (2245 

4) Двойное прямоугольное сѣченіе (черт. 88) 

р) ....235 

6) Сѣченія, несимметричныя по отношенію къ оси изшба. 

Треузольникъ.—(Черт. 89). Моментъ инерціи по отношенію къ 

основанію аѣ 
й 

—ѣъ й Л == \2йу-м й 

о 

Такъ какъ 

- -и, 
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то 

|я о|,зл, —3: з.. л= 
| №о % 

= ѣ 
—-о 

л= № ѣ ...22о 

Моментъ инерціи но отношенію къ оси центра тяжести 

3 

—д-о- .ѣ (ѣ 12 зхз 

а 

и по отношенію къ оси /4, проведенной черезъ вершину с па- 

раллельно айв 

л—о- мз ь) я 

в) Правильныя фицры. 
Т) Правильный многоугольникъ (черт. 90). Пусть айсйе часть 

правильнаго многоугольника, и означимъ черезъ 
5 —длину его сторонъ, 
„ —радіусъ вписаннаго и 

‚, —радіусъ описаннаго круга. 

Черезъ центръ о этого многоугольника проведемъ двѣ прямо- 
угольныя оси ох н оу; раздѣлимъ сторону йс въ точкѣ ц4 попо- 

ламъ, опустимъ изъ точекъ й, фисна ох — перпендикуляры 
50,, 44,, сс,, и на оу—перпендикуляры ѣ0,, 44, и сс,. 

Означимъ уголъ, образуемый прямо д0о съ ох черезъ х, а 

проэкціи стороны йс на ох и оу — черезъ 5, и 5,, Проведемъ 
радіусъ векторы бѣо и со, и продолжимъ йбс до пересѣченія съ 

охз въ т. Если моментъ инерціи треугольника обс ио отношенію 
къ оси ох означимъ черезъ 7, то 

=о (56,° — се,). 
Изъ чертежа 90 имѣемъ: 

—, 
—=чта ѣ 

—— 

сова зта— 
—— 

сова от== —— =ши- -со8в бс= — —— со84. 

соха 2 я . 2 
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Слѣдовательно 

: 
| озт-- 

“ 
сово)8 „5та 

5 
з 

12 сова с 2 соѣ, 

откуда, послѣ соотвѣтственнаго сокращенія, получаемъ 

$3 
6;*- зеасова —— со8а па *- тѣ 

или 

ѣ і : 4 
з* 

== т ри- 4 
усовх . зсова |. 

Если координаты точки 4 означимъ черезъ х и у, то 

—==ксова, ри 
Кромѣ того 

5=5п, 5,=зсова, 
поэтому 

4 і,, 5? 
=тл (-- і ). 

Когда многоугольникъ имѣетъ п сторонъ, то помощію радіу- 
совъ, проведенныхъ ко всѣмъ его вершинамъ, онъ раздѣлится 
нап равныхъ треугольниковъ, имѣющихъ общую вершину о. 

Слѣдовательно моментъ инерціи всего многоугольника поотномше- 

нію къ оси ох будетъ 

ѣ у= =т У-- т .)) 
но изъ фигуры видно что Х(5и)= У(5,) == площади многоуголь- 
ника. Если эту площадь означимъ черезъ О, то 

л. еі - ).. .(239) 

Но ие - з 
слѣдовательно 

2 О. . Зэд -=ѣ( —-) .... @30 

Уравненія 229 и 230 не содержатъ угла х, изъ чего слѣдуетъ, 
что моментъ инерціи правильназо мнооуольника имѣетъ для 
всѣхъ осей, проходящихъ черезъ со центръ, одинаковое значеніе. 

2) Сплошной кру.—Окружность можно разсматривать какъ 

многоугольникъ съ безконечно больщимъ числомъ безконечно 
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малыхъ сторонъ, поэтому моментъ инерціи круга по отношенію 
къ оси, проходящей черезъ его центръ, получится изъ уравне- 
нія (230), если въ немъ поставимъ 

з=оии =и, 
Слѣдовательно 

: О3 т ? 
а. л-= тѣ-та = ѣ, 

. 4 

-“-ч 
3) Кольцеобразное сѣченіе (черт. 91). По (23і) 

л= т | —@— 5 
—- 
т 

лй [—-«- г2) .. (333) 

4) Эллипсисъ (черт. 92). —Набольшой оси АВ опишемъ окруж- 
ность и раздѣлимъ эллипсисъ на безконечно узкія полосы, пер- 
пендикулярныя къ АВ. Если Ми т-—точка круга и эллипсиса, 
имѣющія общую абсциссу ор, и означимъ ординату Мрточки М 

черезъ у, ординату тр эллипсиса — черезъ уі, а большую и 

малую полуось его—черезъ а и й, то 

.ѣ = —- 
моментъ инерціи эллипсиса по отношенію къ оси АВ 

а а 
ѣ 2 — ии (@ ) = -аѣ ()-е ) . 

а 

из Но 4аг(і)-=момснту инерціи круга, описаннаго на оси 

АВ-==2да, поэтому 

г) Сѣченія, не симметричныя по отношенію къ оси изшба, но 

симметричныя по отношенію къ оси центра тяжести, перпенди- 
кулярной къ оси изшба. 
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1) Двутавровое сѣченіе (черт. 93).—Для опредѣленіи оси 

центра тяжести раздѣлимъ данную фигуру на 3 прямоугольника: 
абса, ефдй и вт. 

Площадь фигуры 
о-ы--вѣ-—--т). 

Принимая ті за ось статическихъ моментовъ, получимъ 
по (218) 

— —-)—-; рѣ 
.— т- 

Моментъ инерціи по отношенію къ оси 2гі, проходящей черезъ 
центръ тяжести фигуры 

— (-) —-) я )) -в- - г)а- т):. 234 

2) Однотавровое сѣченіе (черт. 94).— Эта форма сѣченія 
получается изъ предыдущей, если сдѣлаемъ 

=с ипй-=о. 

Поэтому 

-(- а ва—(в -) а-т). 235) 

Двойное прямоузольное сѣченіе (черт. 95). Чтобы для этого 

случая получить іі и Л нужно въ уравненіи (234) 
поставить 6=0 

ѣ ѣ-) + — 2 

=3 (-2) —и—-в- жа- і). (236) 

д) Фиуры произвольнаго очертанія (черт. 96). —КЕсли х иу— 
координаты произвольной кривой асйр и хіи х:—ен крайнія 
абсциссы, то 

і- 

а 

уах 
а 
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можетъ быты полученъ по правилу Симпсона слѣдующимъ 

образомъ: 

Дѣлимъ длину о=хэ—аі на п равныхъ частей, и черезъ 

точки дѣленія проводимъ ординаты у,, у,...и» Если ѣ—-число 

четное, и означимъ ординату начальной точки а черезъ уо, а 

длину аб —черезъ й, 

—-ний ѣ. ну(-и)е35 
ѣ, 

Это выраженіе даетъ интегралъ съ такой точностью, съ 

какой часть кривой, заключенная между двумя смежными орди- 

натами, можетъ быть принимаема за прямую. 
Помощію формулы (237) можно опредѣлять площади, стати- 

ческіе моменты и моменты инерціи фигуръ, имѣющихъ произ- 

вольное очертаніе. 

Означимъ площадь фигуры асйуха, ограниченную кривой, 

осью абсциссъ и крайними ординатами, черезъ , ея статическій 

моментъ по отношенію къ оси оу—черезъ 8, и моментъ инерціи 

по отношенію къ той же оси—черезъ Л, то 

лѣ 

о-а . -уэ- ини ри- ) (и -.и .| (238) 

2 

= уах.л= \)й. 

ѣ 

Если положимъ 

то 

й по (237) будетъ 

ъ 
-= 5- нн. -- -- нй. н..)). (23) 

Въ этомъ уранйснйи нужно поставить 

%—-у,ѣ,, -уіѣ, р-уи, ит.д., 

гдѣ 

х=х--е, з=х2е, ,=-3е...—
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Моментъ инерціи по отношенію къ оси ОУ 

л =| уах.х*= е г)й2 
х х, 

Положимъ 

ух=, 
то 

гъ 

л= \ гах 

ѣ, 
и по 83) 

гдѣ 
=ті =аз = ра г и%, ѣ, иѣ, иѣ 

и 

х=-е, |-2е. 
Когда о, Зил извѣстны, то 

з 
о 

;и 

Если данная фигура ограничена замкнутой кривой (черт. 97), 
то ее можно разлагать, подобнымъ образомъ какъ прямолинейныя 
фигуры, на части, удобныя для расчета. 

Такъ если бы требовался моментъ инерціи фигуры абса 

(черт. 97), по отношенію къ оси, параллельной оси ОМ, то 

было бы нужно провести предѣльныя ординаты ах и сй, парал- 
лельныя ОУ, и разложить данную фигуру на двѣ: положительную — 

хабсва, и отрицательную—сайева. 
Если моментъ инерціи первой означимъ черезъ Л,, а послѣд- 

ней—черезъ ЛД,, то искомый моментъ инерціи 

лл-л, 

7, и Л опредѣляются по формулѣ (240). 

Опредѣленіе момента инерціи плоскихъ фигуръ графиче- 
скимъ способомъ—(черт. 95). 

10 
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1) Способъ Мора. Чтобы получить моментъ инерціи фигуры, 

представленной на черт. 98, по отношенію къ оси, имѣющей 

направленіе ОХ,дѣлимъ фигуру @ прямыми, параллельными этой 

оси, на части аАа,, ааѣрѣ... такимъ образомъ, чтобы площадь 

и центръ тяжести каждой такой части легко было опредѣлить. 

Площади ф,, з, @,... этихъ частей разсматриваемъ какъ 

силы, приложенныя къ ихъ центрамъ тяжести г,, 2, 2,,.. 1о 

направленію, параллельному оси моментовъ, и строимъ для нихъ 

веревочный многоугольникъ, (черт. 98,). 

Означимъ разстоянія центровъ г,, г,... отъ оси моментовъ ОХ 

черезъ уі, уз... и продолжимъ веревочныя стороны і, Ц Ш... 

до пересѣченія съ ОХ въ 1, 2, 3...; если Н—полюсное раз- 

стояніе, то изъ свойства веревочнаго многоугольника слѣдуетъ: 

. - - 12 т 23 н- 

слѣдовательно площадь, заключеннгг между веревочной линіей, 

его крайней стороной 1х и прямой ОХ 

1 1 
о= ан( о--о--о л-.. -і 

Когда площади о,, о,...—безконечно малы и равны @аФ, то 

веревочный многоугольникъ будетъ имѣть видъ кривой линіи, 
и послѣднее уравненіе получитъ видъ 

а й о-н|о я 

Но |іоі=дмомент инерціи фигуры по отношенію къ 

оси ОХ, слѣдовательно 

- 

откуда 

д=2но. .) 

Ось центра тяжести, параллельная ОХ, проходитъ черезъ 

точку В, въ которой пересѣкаются крайнія веревочныя стороны 

Ги Х. Изъ подобія треугольниковъ ов,п и АЕі имѣемъ:
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ор «Н 
и 

гдѣ ц—-перпендикуляръ, опущенный изъ Е на ох, т. е. разсто- 
яніе центра тяжести фигуры отъ ох. 

Если —площадь фигуры, то 

ѣ —. 
поэтому 

Площадь треугольника А8і 

- ъ, в уио 

.з, 
2 з 2н 

поэтому площадь, ограниченная линіей моментовъ и ея крайними 

сторонами (заштрихованная на черт. 98а) 

вих 7т7л 

о-івл-—, 
2н 

но Д—Г-=7-моменту инерціи по отношенію къоси центра 

тяжести, параллельной ох; если, слѣдовательно, заштрихованную 

площадь на черт. 98а означимъ черезъ О, то 

л 
о, —= 

откуда 

знох. 343 

Изъ послѣдняго уравненія слѣдуетъ: Моментъ инерціи про- 

извольной фищуры по отношенію къ оси центра тяжести рав- 

няется площади, заключенной между веревочной линіей (соотвѣт- 

ствующей назрузкъ, представленной площадью фищры), умножен- 

ной на удвоенное полюсное разстояніе. 

Эта площадь опредѣляется всего проще по формулѣ Симп- 

сона, или съ помощію планиметра. Построеніе веревочной линіи 

указано въ 68. 
2) Способъ Кульмана.—(черт. 98).—Отрѣзки...13, 23(черт. 98,) 

принимаемъ за новыя силы, дѣйствующія въ тѣхъ же центрахъ 

тяжести 2,, 2,... по направленію, параллельному оси ох. Беремъ 

произвольный полюсъ п,, проводимъ лучи п1і,п2... и строимъ 

помощію ихъ второй веревочный многоугольникъ Гии... 

Продолжимъ веревочныи стороны Г,,Ш... до пересѣченія 

съ ох въ 1",2',3"... и означимъ новое полюсное разстояніе ті7 

черезъ Н. 

10*
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Изъ подобія треугольниковъ ік,2 и Гх’2 имѣемъ 

и. 
ийь 

нли, такъ какъ 

ѣ-й 
н 

— оі 

Точно такимъ образомъ получимъ 

; ои° а _,и 
з- 7ѣ ѣ-ни 

і 

поэтому 

1 э - 1 5 
т10 -нн (о -о--ои, -.)= нно. 

Если площади о,, фэ... безконечно малы и равны @О, то по- 

слѣднее уравненіе получитъ видъ 

ч л 

го- \ѣ-и 244 нн ме-ни (22- 

и мѣсто веревочнаго многоугольника займетъ веревочная кривая. 

Изъ (244) получаемъ, если отрѣзокъ оси ОХ между крайними 

сторонами веревочной кривой означимъ черезъ й, 

и 

т. е. моментъ инерии физуры по отношенію къ оси ОХ = от- 

рѣзку этой оси, заключенному между крайними сторонами вто- 

рой линіи моментовъ, умноженному на произведеніе НН, обоихъ 

полюсныхъ разстояній. 

Такимъ же образомъ получимъ, что моментъ инерціи по отно- 

шенію къ оси центра тяжести = отрѣзку этой оси, отсѣченному 

крайними сторонами второй веревочной линіи, умноженному на 

произведеніе НН, полюсныхъ разстояній. Ось центра тяжести 

проходитъ черезъ точку Е, въ которой пересѣкаются крайнія 

стороны первой веревочной линіи. 

Механическое опредѣленіе площадей, статическихъ момен- 

товъ и моментовъ инерціи плоскихъ фигуръ посредствомъ
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планиметровъ. —Существуетъ нѣсколько системъ планиметровъ, 
дающихъ возможность опредѣлять механически не только пло- 

щади, но также статическіе моменты и моменты инерціи пло- 

скихъ фигуръ. Простотой устройства отличается между ними 

планиметръ-интеграторъ Амслеръ-Лафона, который вслѣдствіе 
того пользуется наибольшимъ распространеніемъ. Изложимъ те- 

орію и устройство этого планиметра. 

Представимъ себѣ прямолинейный стержень АВ (черт.99), 
который, имѣя длину й, движется такимъ образомъ, что одинъ 

конецъ его А скользитъ по прямой ХХ, а другой описываетъ 

фигуру С@іЕ. Пусть АВ и А,В, —два безконечно близкія по- 

ложенія этого стержня, О —точка пересѣченія продолженій пря- 
мыхъ АВ и А,В, и означимъ черезъ 

йах—длину Ал, 
рф—уголь 44В 
@р—уголъ В,ОВ (безконечно малое измѣненіе угла ф). 

Къ стержню АВ прикрѣплена ось ролика й&, параллельная 
АВ, около которой этотъ роликъ можетъ вращаться свободно и 

почти безъ тренія. Ободъ ролика лежитъ на бумагѣ; вслѣдствіе 
тренія между имъ и бумагой роликъ, во время движенія стержня 

АВ, вращается около своей оси. 

Когда стержень перейдетъ изъ положенія АВ въ 4,В, то 

роликъ В повернется па дугу &&==йз, такъ какъ эта дуга пер- 

пендикулярна къ АВ и 4В,, 1о 

Если длину Ай озлачимъ черезъ х, то 

обо А--и, 
поэтому 

а=(ол--аѣ . ... . (246) 

Изъ треугольника о4Аі имѣемъ 

о4 _ зпф 
4а, аф. 

— йх.8тф 
о4=- т 

49 

Подставивъ это значеніе въ (246) будетъ 

ййивто--каф.. .. (247) 

Означимъ черезъ 5—длину дуги, которую описываетъ роликъ 
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В во время, когда конецъ В стержня пройдетъ весь периметръ 
фигуры, то 

=| в- поах--к |йф 

Стержень АВ, скользя концомъ В по периметру фигуры отъ 

Е черезъ В къ @, поворачивается на точно такой уголъ ф, на 

какой онъ поворачивается при движеніи отъ @ черезъ Г къ й, 
а такъ какъ оба эти угла противоположны, то ихъ сумма 

- 

|=0 
и слѣдовательно 

= чп9а» .ы 248 
Означимъ площадь трапеціи А4,В В черезъ @, ея стати- 

ческій моментъ по отношенію къ оси ХХ—черезъ йб, и мо- 

ментъ инерціи по отношенію къ той же оси—черезъ @. Возь- 
мемъ на этой трапеціи безконечно узкую полосу авуфео (черт. 99), 
параллельную ХХ, на разстояніи у отъ ХХ, и означимъ ее 

площадь черезъ @0. 

Для большей ясности четыреугольникъ ААСВ итреугольникъ 
4,В,С вычерчены отдѣльно (черт. 99,). Полоса уфео раздѣ- 
лена такимъ образомъ на двѣ части: на параллелограммъ асои 
на трапецію Вуфе; означимъ площадь перваго черезъ йом, а по- 

слѣдней—черезъ й0з. 
Изъ чертежа имѣемъ 

до= йг.йу, ао, = ву.йу 
и такъ какъ 

то 

і 
зпф’ зпф зіпф 

йо—=йо --йо=аг.йу -- й маи. 

Разложивъ всѣ площади 4А4,ВВ на такія полосы, получимъ, 
означивъ разстояніе прямыхъ А4, и ВВ, черезъ у, 

и и и и 

= 

іо={ _.9 а -) йо 
= йахау -- ) о, - 

о о о 
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Такъ какъ ф, йф и йх въ этихъ интегралахъ — величины по- 

стоянныя, то 

й и 
а =айх .- - 

— 
„йу 

и 
@а@ = ах.мн- ѣ8 : ; 

но у = Втф, 
поэтому 

в 

го-ытцае- ф а249) 

Статическій моментъ элемента А4,ѣвВ 

ѣ “ йаг.? йо и* 
— —- й з -Ч-- 

й йав = \ йо.у 
= | иаун — у*аоу = 

9 о 3 
о 

р. і 
@ас = . впфйх-- ии зто.й;. -(250) 

Моментъ инерціи того же элемента 4А4ВВ 

и и ѣ 

. 

о о ѣ 
: 

р 7а 

@= п’фа--- пф.. (25) 

Когда стержень АВ движется отъ Р черезъ В къ @, то онъ 

описываетъ площадь @, =площ. (ММ№аВЕ), анри продолженіи 
движеніяотъ @ черезъ Г къ Е—площадь , = площ. (РМ№тиР). 
Такъ какъ при этомъ движеніи стержень возвращается въ пер- 
воначальное положеніе, то 

“ = 0, \аф =0, \іпзфао—0. 

Если, поэтому, означимъ черезъ 

о—площадь фигуры ѣОСі, по контуру которой движется 

конецъ В стержня, 
ѣ, —ея статическій моментъ по отношенію къ оси ХХ, 
Л —ея моментъ инерціи по отношенію къ той же оси, то 

о —і|зпфав .... .(253) 
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2 2( . 8, = |зпрае .... (253) 

3 

л-- вифао е ... (258 

Изъ (252) и (248) слѣдуетъ 

Ооіте іереи т55 

т. е. площадь О прямо пропорціональна числу оборотовъ ролика Н. 

Такъ какъ 

; 1 ; 

5п?о — -(-соэ’о т 2 7 

и зпі%ф — 

і З5то — ш3 = а (359 — з39), 

б=- -й —сов29о)й% 

. 
- 

3 

л = .и |ъп—зйЗоа. 
Когда конецъ В стержня АПВ пройдетъ весь периметръ фи- 

гуры, то онъ возвратится въ первоначальное положеніе, и прой- 

денный концомъ А путьа =. 

Вслѣдствіе того 

Рг в-, 
а б= — )ово = — . 51(90 —Зф)й . (256) 

ир я : 

р- ро 
л= = (Зытр—зт3ф)а- т о— пфаз . (257) 

Планиметръ Амслера имѣетъ такое устройство, что даетъ 
возможность опредѣлять б, и Л механически. Для этого кромѣ 
ролика В онъ имѣетъ еще два ролика ѣ и 7, устроенные та- 

кимъ образомъ, что во время, когда В& поворачивается на уголъ 
ф, 5 поворачивается на уголъ 2ф, а Л—-на уголъ Зф. Устрой- 
ство планиметра Амслера видно изъ чертежа 100. Онъ состоитъ 

изъ линейки КЛ, которая, посредствомъ стержней КХи ПхХ, 
устанавливается параллельно оси ХХ,. Въ продольной выемкѣ 
этой линейки движутся маленькія колеса й, и й, телѣжки кй, та- 

кимъ образомъ, что ось й, телѣжки, при всякомъ положеніи ея, 
остается параллельной ХХ. 

Къ телѣжкѣ прикрѣплена ось А дойнаго сектора Е, ко- 
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лорый около этой оси можетъ вращаться. Эта ось образуетъ 
конецъ А вышеупомянутаго стержня АВ, котораго другой конецъ 
В снабженъ штифтикомъ. Когда штифтикъ скользитъ остріемъ 
по перемету фигуры, то точка А перемѣщается посредствомъ 
телѣжки по прямой ХХ. 

Къ стержню АВ прикрѣплена ось ролика В, служащаго для 

опредѣленія площади О, а съ зубчатыми секторами Еи Ена- 
ходятся въ зацѣпленіи зубчатыя колеса Еіи В, на которыхъ 
устроены оси роликовъ ѣи 7, проходящія черезъ центры Сир 
этихъ колесъ. Когда АВ находится на ХХ (ф=0), то оси роли- 
ковъ В& и Л—параллельны, а ось ролика & — перпендикулярна 
къ ХХ. 

Такъ какъ ролики 5 и Лдолжны поворачиваться на углы 
вдвое и втрое большіе чѣмъ роликъ й, то радіусы секторовъ 
Еи Гвдвое и втрое больше радіусовъ находящихся съ ними 

въ зацѣпленіи колесъ ѣ№ и №. Всѣ 3 ролика В, б иЛдолжны 
лежать ободами на бумагѣ. 

Противовѣсъ И служитъ для перенесенія вѣса всей подвиж- 

ной части прибора на каточки уі и кз, чтобы облегчить ея 

движеніе. 
Если дуги, описанныя роликами &, 5и Лозначимъ черезъ 

5, сих, то по предыдущему 

5 = кпо, = ѣ.0— дф)йх, і = |фаг. 
Слѣдовательно, по (252), (356) и (257) 

ів з із 
; 

оѣв, б =— : = -т 

Обозначимъ радіусы роликовъ &, б и Лчерезъ р, ріи рѣ, а 

числа оборотовъ, сдѣланныхъ ими во время, когда штифтикъ В, 
пройдетъ периметръ фигуры, —черезъ п, п, и п,, то 

=дрпѣ, с=др,и, —=дпрм,. 

Поэтому 
и і в 

О—=дтпой, б = —дпр, і Д=дпо . п—дпо, р 
Дѣленіе ролика & сдѣлано противоположнымъ дѣленію ро- 

лика В, черезъ что дугу с и число п, нужно ввести въ формулы 
съ отрицательнымъ знакомъ. 

Частямъ прибора даютъ такіе размѣры, чтобы 

т 
: 

і 
73 а ѣ, а 

. 
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Обыкновенно 
: і= 2 дециметр. 

Тогда 
1 ѣз , ы 

ет= = 0:0795 ат. ==- =00956 ат. 

О-пцап, б = 0-бл, д=п—0:4п, . (258) 

гдѣ О, 5, и Л выражены въ дециметрахъ. 
Ось ХХ берутъ параллельно той оси центра тяжести, по 

отношенію къ которой моментъ инерціи требуется опредѣлить. 
Когда О, ѣ и2, опредѣленіе, то разстояніе оси центра тяжести 

отъ ХХ, 
ѣ 

й 
и моментъ инерціи по отношенію къ этой оси 

р=7,-о4. 

Уравненія (258) даютъ О, б, и Л въ дециметрахъ. Если бы 
требовалось имѣть эти величины въ сантиметрахъ, то было бы 

нужно умножить ихъ на 100, 1000 и 10000. 
Показанія ноніусовъ на роликахъ точны до і/,;;о окружности 

ролика, что составляетъ для площадей точность до і, квад- 

ратнаго сантиметра, а для моментовъ инерціи—роо дециметра. 
Эти степени точности для практики совершенно достаточны. 

Во избѣжаніе вліянія мертваго хода слѣдуетъ наблюденія 
производить въ обѣ стороны 

а) объѣзжая фигуру нѣсколько разъ послѣдовательно въ 

сторону увеличенія дѣленій, и затѣмъ въ столько же разъ въ 

обратномъ направленіи, или, 
6) поочередно объѣзжая въ томъ. и другомъ направленіи, 

или-же, 
в) слѣдуя методу повторенія читать показанія послѣ извѣ- 

стнаго числа объѣздовъ, и все-таки по обоимъ направленіямъ. 
Среднія величины получаются одинаковы при всѣхъ этихъ 

способахъ. 
Въ таблицѣ МШ приведены для наиболѣе употребляемыхъ 

формъ сѣченія моменты инерціи по отношенію къ оси центра 
тяжести, и разстоянія е этой оси отъ наиболѣе удаленныхъ 
верхнихъ волоконъ. 

85. соэ 

Работа деформаціи изгибаемой матеріальной системы или 

балки.—Когда на балку дѣйствуютъ сгибающія силы, то работа 
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нормальныхъ напряженіи о,, параллельныхъ оси балки, сравни- 
тельно съ работой всѣхъ другихъ напряженій, обыкновенно 
столь значительна, что въ уравненіи (18) всѣ сихт, за исклю- 

ченіемъ с,, можно поставить==0. Если для этого случая озна- 

чимъ с, черезъ с, то по (18). 

— . 
Такъ какъ для одного и того же матеріала Е—величина по- 

стоянная, то 

5-эр|2ат им(259) 

Разобьемъ балку сѣченіями ай, са... (черт. 101) проведенными 
на безконечно близкихъ разстояніяхъ йх другъ отъ друга, на 

безконечно короткія призмы аййс.., и затѣмъ каждую такую 
элементарную призму—сѣченіями ти,рд..., параллельными оси 

изгиба, на безконечно узкія матеріальныя полосы тпур... Если 
объемъ такой полосы означимъ черезъ йИ, а площадь тпар— 
черезъ @,,то 

ап-аг.ао. 

Подставивъ это значеніе въ (259) получимъ для работы де- 

формаціи нормальныхъ напряженій с выраженіе 

к з, \ гао - 

(260) =эѣ ...з.ые- ) 

въ которомъ = йі0 нужно распространить на все сѣченіе, а 

второй интегралъ—на всю длину балки. 

При измѣненіи температуры изогнутой балки на й градусовъ 
длина элемента йз измѣняется на шйх, гдѣ х—коэфиціентъ ли- 

нейнаго расширенія матеріала. Дѣйствующая въ элементарной 
полосѣ упругая сила сйО совершаетъ при этомъ работу са йх, 
слѣдовательно при измѣненіи температуры на й градусовъ нор- 
мальныя силы исполнятъ работу. 

ѣэ=|ан .. @2) 

Поэтому полная работа деформаціи 

о=5 -5=э) аго \ао-аозто .(263) 

Мы будемъ предполагать, что измѣненія температуры отдѣль- 
ныхъ волоконъ зависятъ только отъ ихъ разстояній отъ оси 
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изгиба, и что они прямо пропорціональны этимъ разстояніямъ, 

такъ что означивъ черезъ 

—измѣненіе температуры нейтральнаго волокна, 

& и & —тоже для крайнихъ волоконъ, которыхъ разстоянія отъ 

оси изгиба с, и ,, 

й—высоту сѣченія (л-е--е), 

А —разность —й, 

измѣненіе й температуры волокна, отстоящаго отъ оси изгиба 

на разстояніи можетъ быть выражено уравненіемъ 

Подставивъ это значеніе въ (262) получимъ, принимая во 

вниманіе, что по (209), 

№, № 

для работы деформаціи выраженіе 

о-э)е)о-ееем). 

Такъ какъ для интегрированія по 4© величины №, , М, 

7, %, Аи й —постоянны, то можно написать 

ѣ ум 
и | о-Р 

-а ѣа о-)- аг\. гасз. \ѣ и ад- и 

йв ѣ а- ѣ ѣ і аг\ вао-- 

а|. ао, 

но \о=о |2—о |.о- 

поэтому в : ціѣ 

и №и4 *4 г г А . . 
и -|.мо«мѣае :(364) 

Въ этомъ уравненіи 

№а4, Мах і 

5=зно--)кл (262) 

опредѣляетъ работу деформаціи, произведенную одной нагрузкой,а 

— измѣненіемъ температуры. 

Когда тѣло совершенно неупругое, то ѣ-со и а=0.
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ѣ 86. 

Относительныя перемѣщенія и относительныя вращенія. 
((Производная работы деформаціи).—Въ 50 было доказано, 
что уравненія 159 и 160 достаточны для опредѣленія сопротив- 
леній всякаго сооруженія, какъ простаго, такъ и сложнаго. 

Когда сооруженіе имѣетъ свойства статически опредѣленной 
системы, то уравненія 160 излишны, и всѣ неизвѣстныя полу- 
чаются изъ уравненій 159; такъ какъ эти уравненіи—линейныя 
функціи внѣшнихъ силъ, то получаемыя изъ нихъ напряженія 
будутъ тоже линейныя функціи внѣшнихъ силъ;для опредѣленія 
неизвѣстныхъ нужно поэтому рѣшать простыя уравненія первой 
степени. 

Когда система статически неопредѣленная, то уравненія 159 
недостаточны для опредѣленія неизвѣстныхъ сопротивленій. Не- 

достающія уравненія получаются изъ правила, выраженнаго урав- 
неніемъ 173 (которое для частнаго случая: 6=0, имѣетъ видъ 

170). Это уравненіе-—-тоже линейная функція внѣшнихъ силъ, 

потому что работа деформаціи—функціи второй степени внѣш- 
нихъ и добавочныхъ силъ, а слѣдовательно производная этой 

работы, взятая по сношенію къ одной изъ внѣшнихъ или до- 

бавочныхъ силъ, разсматриваемыхъ какъ независимыя величины, 

будетъ содержать только первыя степени этихъ силъ. 

Если поэтому 
Рр, В, В,... К... внѣшнія силы, дѣйствующія на точки 1,2,3...9. 
Д, Дв... Д„... добавочныя силы (8 54), дѣйствующія на точки 

хина,рир...оии... 
5г, 5г,... 5га, 5гр... — постоянные коэфиціенты, то дѣйствіе бѣ, 
произведенное этими на мѣстѣ г, ( можетъ означать 

точку, сѣченіе или стержень) можно выразить уравненіемъ: 

ѣ-=-5, Р--ѣй, ..- й 

- 5аРат-. —-5тгоД- -5врв--. . 

--зор--. .. .—..и.: 

силами 

(267) 
Значеніе коэфиціентовъ 5 слѣдующее: 

Если всѣ силы Рир, за Если всѣ силы Ри Д,за ис- 

исключеніемъ одной силы Ра, 
равны нулю, ипритомъ Р=1,7о 

ѣт=5га 
Коэфиціентъ 5г означаетъ 

поэтому дѣйствіе произведенное 
на мѣстѣ внѣшней силой=1, 
дѣйствующей въ точкѣ д мале- 

ріальной системы. 

ключеніемъ одной силы Д., рав- 
ны нулю, и при томъ Д=1, то 

ѣт=5го 
Коэфиціентъ 5хо означаетъ 

поэтому дѣйствіе, произведен- 
ное на мѣстѣ » добавочной си- 

лой=1 (т. е. двумя противо- 
положными силами, равными 1) 

| дѣйствующей на точки о и ѣ, 
матеріальной системы. 
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Дѣйствіе 5 можетъ быть сопротивленіе, моментъ, перемѣ- 
щеніе и проч. Дѣйствія 5 однородны съ дѣйствіемъ 8, такъ, 

напр. если 5—сопротивленіе, то и 5—сопротивленіе; если 5—мо- 
ментъ, то и —моментъ. 

Первый изъ показателей коефиціентовъ 5 означаетъ мѣсто 
матеріальной системы, къ коему дѣйствіе 5 относится, послѣлд- 
ній—точку приложенія силы, производящей это дѣйствіе. Такъ, 
напр., если 5—напряженіе, то 5гц означаетъ напряженіе въ точкѣ 

или сѣченіи, или стержнѣ к, произведенное силой 1, приложенной 
къ точкѣ 4. 

Показатели силъ Ри Д опредѣляютъ ихъточки приложенія, 
а показатель дѣйствія 5—мѣсто, къ которому это дѣйствіе 
относится. 

Такъ какъ всякая сила можетъ быть замѣнена другой силой, 
ей равной и параллельной, дѣйствующей на произвольную точку 
тѣла, и соотвѣтственнымъ моментомъ (парой силъ), то нѣко- 

торыя цзъ величинъ Р и Д пмоутьъбыть не силы, а моменты силъ. 

Если дѣйствіе, произведенное на мѣстѣ х однѣми только 

внѣшними силами, означимъ черезъ ѣ, то 

№, = ,Р--Р-.. 
Уравненіе 267 можно поэтому написать такъ: 

б=ѣ--зоД--вре-- ні. ...з (3268) 

Когда всѣ 2—-0, то 

ѣ=№т 

№т есть, слѣдовательно, дѣйствіе, произведенное внѣшними 
силами на мѣстѣ „ такой матеріальной системы, которой всѣ 
добавочные стержни не напряжены, или, что одно и тоже, ко- 

торая добавочныхъ стержней не имѣетъ. 

Изъ сего слѣдуетъ, что з и №—статически опредѣленныя 
величины, что, поэтому, для ихъ опредѣленія нужно устранить 
всѣ добавочные стержни, т. е. превратить статически неопре- 
дѣленную матеріальную систему въ статически опредѣленную. 

Если къ точкѣ 4 полученной такимъ образомъ системы (не 
имѣющей добавочныхъ стержней) приложимъ силу=1, то произ- 
веденное ее на мѣстѣ » дѣйствіе будетъ величина 5гд. 

Если къ точкамъ и о, тойже системы приложимъ добавочную 
силу 1, и опредѣлимъ дѣйствіе, произведенное ее на мѣстѣ х, 
то получимъ величину зго. А чтобы получить №, нужно опре- 
дѣлить дѣйствіе, произведенное на мѣстѣ „ тойже матеріальной 
системы данной нагрузкой, т. е. силами Р, ѣ..... 
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Всѣ ѣ и5 опредѣляются поэтому легко аналитическимъ или 

графическимъ путемъ. 
Когда тѣло послѣ деформаціи пришло въ состояніе равновѣсія, 

то какъ внѣшнія, такъ и добавочныя силы могутъ быть разсматри- 
ваемы какъ независимыя величины (8 54). Если поэтому возь- 

мемъ производную дѣйствія бт, по отношенію къ одной изъ внѣ- 
шнихъ или добавочныхъ силъ, то изъ уравненія 267 получимъ: 

@аб аб 
в т. тр-. 285) 

Будемъ обозначать дѣйствія 5, ѣ из, когда они означаютъ 

нормальныя сопротивленія—буквами №, ѣип,акогда моменты— 

буквами М, № ижт. 

Для нормальнаго сопротивленія № и момента Мбудемъ тогда 

имѣть, по 267 и 268, уравненія: 

№=пР--тР,--. а.ен 70) и і—=)ѣ--п «Д--т ре-- .. 

пи== тѣ, р —-т, в-. ркнтои -. .(272 м-ѣт--тДО--оррен-. 

Если выразимъ работу деформаціи въ функціи внѣшнихъ и 

добавочныхъ силъ, то получимъ уравненіе 263. Производная этой 

работы, взятая по отношенію къ внѣшней силѣ Р4, будетъ 

мам ау, (зМ ам 
;нии 7 ав и ір )ѣ иві. Оі) 

Такъ какъ по (269) 

ар, ѣ тв= м: 

то 

й й (А і = попа+н , трче тае- к тйт н.. (273) 

Если для №и Ш подставимъ значенія (270 и 271), то полу- 
чимъ слѣдующія уравненія: 

аѣ 
— 

(ппйх з - 

пйх ) .- Е |+ ѣ- |-- 

ппцйѣ й прпцйх (тетца 
но ѣ |- ц во з -- 

меииа тйг. ...... (273 



— 160 — 

аъ .. и птцат, (тотцах 
- о уѣ -л .. 

ной ]) і и к ин цая . (2744) 

Если возьмемъ производную работы деформаціи по отношенію 
къ добавочной силѣ Д., то такимъ же образомъ получимъ: 

аѣ |ойх, (ттойх ппой *. .-|-| у)--. 
попойх —) прпойх э о 

)—- ) о ѣ 

рр-и ..6275) 

аъ 
= 

Эпойх 
‚ 

Этойх ппойх .=) во ѣ у --д. | о -- йх 
прпойх " ттойх " |--..- м 2755) 

лия Р—-сила, то по (168) Когда Д„ —сила, то по (173) 
аъ р . 

— относительному перемѣ- ——-, а когда р — у р а‚р,- 42) 
: л 

о, 

щенію точки приложенія этой аъ 
ъ моментъ, то — == относи- 

силы, а когда Ри—моментъ, то арь 
аѣ тельному вращенію соотвѣтст- 48, по (180), равняется углу 

у вращ 
й 

аРа веннаго сѣченія. Значеніе раз- 
вращенія сѣченія 9. 

‚ 
Д . раш й ности—— уясненовъ $ 55. 
со 

Частное Равняется, по (6), удлиненію или укороченію 

элемента балки, котораго первоначальная длина @х. Частное 
Мах 

в и 
й 

щ 

у Равняется углу @, который образуютъ конечныя сѣченія 

того же элемента по наступленіи равновѣсія, потому что, означивъ 

радіусъ кривизны отрѣзка упругой линіи, соотвѣтствующаго эле- 

менту @ балки, черезъ р, будемъ имѣть (черт. 102) 

йа=ра 
и такъ какъ по (208) 

—вл 
=и 

то 
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. ц 

что аойх—измѣненіе сЛ длины, и 
хАДѣй 

й 
вращеніе г безконечно малаго элемента @ упругой линіи, про- 

исходящія отъ перемѣны температуры. 

Уравненія (273) можно поэтому написать такъ: 

а 
а- |.о-иао-н помч- \.42 ѣху. (2745) 

а о і а и і. 

т- о —= \ пой х тойф ѣ побл тоеф.. (275)) 

Если относительныя перемѣщенія точекъ приложенія грузовъ 

и относительныя вращенія сѣченій, 

силами, означимъ черезъ у, а сгибающими моментами — черезъ 

7, то для частныхъ случаевъ получимъ изъ уравненій 274 и 275 

произведенныя нормальными 

| 
Всѣ Рир, 
ключеніемъ Д„, рав- 

ключеніемъ Р;,рав- 
ны нулю. Перемѣны 
температуры=0. 

за ис- 

ны нулю. Перемѣны 
температуры=0. 

Всѣ Ри Д равны 
нулю безъ исклю- 

ченія. 

Помощью значеній, 

личина Р;, ко- 
торая=1. 

одна только ве- 
личина Д», ко- 

торая=1, 

одна перемѣна 
температуры. 

помѣщенныхъ въ этой 

выраженія, помѣщенныя въ слѣдующей таблицѣ: 

Таблица ЦХ. 

| Относительныя перемѣщенія или 
. относительныя вращенія произве- Видоизмѣненіе про- , 

толовів | № денныя 
изводятъ: | нормальными со-| | сгибающими. мо- ) 

| противленіями | моментами | 

| н 
Всѣ Ои перемѣны Величины | і ѣ и 

| температуры равны Р, В, в.. —) но и) л 
нулю. | 

Всѣ Рир, за ис- |одна только ве- (іпй пу т 

о |ѣи=): 

попцйх (тотцйт 

аи 

.-=| ѣпцйз ти= ѣ тцйх | 

таблицѣ, полу- 

чимъ вмѣсто уравненій 274 и 275 слѣдующія: 

ар 

аР 

@ 
ѣ.-р (ч-то) -Вофн-и--. оитч и-- 

-р--а- 
аъ 
а8 —--т) -р(и--т--Реии-----н- 

...- --уч- Н 274.) 

---т)) 
п
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а . т- Рф---Рио-)--.-Рхуо-д- 
--рв (уо--то-- . --и о—-пм | 

! 

| р<рзеииении 
3) 

Уравненія 275, 275а, 275, и 275 суть только повторенія 
уравненій 274, 274а, 274 и 274; ихъ разница состоитъ въ 

томъ, что послѣднія относятся къ внѣшней, а первыя—къ 
добавочной силѣ. Каждое изъ нихъ можетъ быть употреблено 
для опредѣленія относительнаго перемѣщенія или вращенія; ко- 

торому слѣдуетъ отдать предпочтеніе, зависитъ отъ свойствъ 
частнаго случая. 

Эти уравненія дѣйствительны для всякаго значенія силы Рц 
(или Д.); они дѣйствительны поэтому и для безконечно малаго 

значенія этой силы, т. е. для Р=0 (или Д=0). 
Но если Ра=0, то въ урав- Но если Д=1, то въ урав- 

неніи (274) членъ съ множите- | неніяхъ (275) членъ съ мно- 

лемъ Р4 исчезнетъ, а пц и тц | жителемъ Д, исчезнетъ, а по 

будутъ сопротивленія и моменты |и жто будутъ сопротивленія и 

произведенные величиной = 1, | моменты, произведенные доба- 
поставленной на мѣсто Рц. вочной величиной, равной 1, 

поставленной на мѣсто Д. 

275е) 

Для опредѣленія перемѣщеній или вращеній въ такихъ мѣ- 
стахъ матеріальной системы, на которыя не дѣйствуетъ никакая 

сила, получаемъ поэтому слѣдующее правило. 
Чтобы получить относительное перемѣщеніе точки д, при- 

кладываемъ къ д по направленію требуемаго перемѣщенія силу=і 
и опредѣляемъ производимыя ее сопротивленія пц и моменты тц. 
Требуемое перемѣщеніе получится изъ одноо изъ уравненій 

274—с или 27оа—с. 
. 

Чтобы получитъ вращеніе элемента 4 упругой линіи, при- 
кладываемъ къ і по направленію искомао вращенія моментъ-=1, 
и опредѣляемъ производимыя имъ сопротивленія пцд и моменты 

тц. Требуемое вращеніе получится изъ одног изъ уравненій З7ѣ—с 
или 275а—с. 

ѣ 87. 

Взаимность перемѣщеній и вращеній.—Положимъ, что къ 

статически опредѣленной системѣ приложена въ точкѣ дпо на- 

правленію дф сила Р=1 (черт. 103), и требуется опредѣлить 
перемѣщеніе, произведенное ее въ точкѣ х по направленію . 

Если это перемѣщеніе означимъ черезъ угд, то по (274) 
п:пцйх (тца, 
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Сдѣлаемъ эту задачу обратной, т.е. положимъ что требуется 
опредѣлить перемѣщеніе точки д по направленію ді, произве- 
денное силой=1, приложенной къ точкѣ х по направленію іи. 

Означивъ искомое перемѣщеніе въ этомъ случаѣ черезъ уц: по- 

лучимъ изъ 274 

- пцп:йх (титйх 

Послѣднее уравненіе тождественно съ предыдущимъ, изъ чего 

слѣдуетъ 
Уа==тио, 

т. е. сила, дѣйствующая въ точкъ у по направленію тт, перемъ- 
щаетьъ точку Т по направленію 44, на точно такую величину, 
на какую она перемѣстила бы точку кпо направленію ѣти,, если бы 
была приложена къ точкъ д по направленію @а. 

Такъ какъ углы вращенія опредѣляются тѣми же уравненіями, 
что и перемѣщенія, то это правило дѣйствительно и для угловъ 
вращенія, т. е. моментъ, дѣйствующій на элементъ к по направ- 
ленію ги, (черт. 104) вращаетъ элементъ д по направленію @ на 

точно такую величину, на какую онъ повернулъ оы элементъь и 

по направленію кт,, если бы дѣйствовалъ на элементъ 4 по на- 

правленію ац. 
Изъ этого слѣдуетъ непосредственно, что линія перемѣщеній 

(или вращеній), т. е. линія, которой ординаты представляютъ 
перемѣщенія (или вращенія) точекъ матеріальной системы, про- 
изведенныя силой 1 (или моментомъ 1) приложенной къ точкѣ 

@, есть инфлуентная линія перемѣщеній (или вращеній) этой 
точки. 

$ 88. 

Приблизительный способъ опредѣленія интеграловъ вида: 
(Хпах 
|ро —Возмемъ прямоугольныя оси координатъ; отложимъ 

, 
№ 

: 

разстоянія х какъ абсциссы, а величины то соотвѣтствующія 
точкамъ матеріальной системы, опредѣленнымъ этими разстоя- 
ніями, какъ ординаты, и соединимъ полученныя точки непре- 
рывной линіей. Площадь, заключенная между этой линіей, еякрай- 
ними ординатами и осью абсциссъ, равняется искомому интегралу 

М№ах 
ко 

Эта площадь можетъ быть опредѣлена съ достаточной точностью 

по формулѣ Симпсона (237). Для этого дѣлимъ отрѣзокъ оси 

1і* 
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абсциссъ, заключенный между крайними ординатами, на четное 

число п равныхъ частей и проводимъ черезъ точки дѣленія 

0,1,2,3... ординаты у,, у,, ѣз, 0,... (черт. 96). Если длину одного 

дѣленія на оси абсциссъ означимъ черезъ е, то 

ѣ о, 

Искомая площадь получается изъ формулы 

|.—ннонн-о.) 43(227) 

Раздѣлимъ ось балки на ѣ равныхъ частей (гдѣ п—произ- 

вольное, но четное число), и означимъ соотвѣтствующія точкамъ 

0ѣ,.2, 3... 

величины №—черезъ №, №, №, №... 

ѣ п і по, ѣ, п, т,... 

ол мОх О,о... 
ь 

„ 

то й: 
ѣ М№м, №,п. №, № 

—о, =а, и. и—но: 

Подставивъ эти значенія въ (237) получимъ 

№ 8 №и №пп М№п, №п, 
и- оѣко (о. Тво- )+ 
№ . ии | - и)] оиѣиетв 

Такимъ же образомъ опредѣляются другіе интегралы уравненій 
273—275. 

Когда вся балка состоитъ изъ одного и того же матеріала, 
то Е—величина постоянная, и тогда 

, 

№а № М№пп №я, “т №,м, 

\то ы з, н - -.)+ 
М№ Хм, ; ( т. м (2 

Если, кромѣ того, и сѣченіе балки постоянно, то 

Лйх е то- зко|№5- и -м п-№ѣ- ..) - 

г(№л, заа- 2(279)
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Площадь, заключенную между кривой, ея крайними ордина- 
тами и осью абсциссъ будемъ для краткости называть площадью 
Симпсона. 

ѣ 89. 

Превращеніе площади Симисона въ прямоугольникъ. — 

Площадь Симпсона опредѣляется всего проще помощію превра- 
щенія ограничивающей ее кривой линіи въ прямую. Для этого 

дѣлимъ основаніе ММ (черт.105), какъ и въ предыдущемъ слу- 
чаѣ, на четное число равныхъ частей, и проводимъ ординаты 
Уо, Уі, Иэ--- 

Разсматриваемъ отрѣзки кривой, заключенные между четными 

ординатами у, и у,, ѣ, и и... какъ параболическія дуги; прово- 
димъ хорды 02, 24,... дѣлимъ отрѣзки ординатъ у,, уу, 3за- 

ключенные между этими дугами и ихъ хордами, на 3 равныя 
части, и черезъ первыя точки дѣленія х,, @,, @,... считая отъ 

кривой, проводимъ прямыя ай,сй... параллельныя и равныя хор- 
дамъ 02, 24... Такъ какъ площадь параболическаго отрѣзка 
012=*/, площади параллелограмма оаб2 (образованнаго хордой, 
параллельной ей касательной и конечными ординатами этого от- 

рѣзка), то прямая ай замѣняетъ дугу 02. Такимъ же образомъ 
узнаемъ, что прямая сй замѣняетъ дугу—234. 

Соединимъ а, съ х, прямой х,х,, означимъ точку пересѣченія 
хх, съ у, черезъ га, и продолжимъ хх, до пересѣченія съ у, 
иу, въ Аи В. Такъ какъ площадь прямоугольной трапеціи 
равняется произведенію изъ основанія на ея среднюю линію, то 

трапеція Магн==трап. МаѣП 

и трапеція ПэаВ\М==трап. Пейіу 

слѣдовательно 

маби--Ппеумлагп--п.ѣвумАвуи. 
Такъ какъ Пгъ дѣлитъ ЛМПУ пополамъ, то площадь 

млву- Шшу--Па,. 
Если соединимъ г, съх,, и означимъ точку пересѣченія пря- 

мой гх, съ ординатой у,, общей трапеціямъ МАВіУу иууП 
черезъ г,, то такимъ же образомъ получимъ 

млвпи-чуру-мутхиіу. 
Если затѣмъ соединимъ г, съ а,, и означимъ точку пересѣ- 

ченія прямой г,х, съ конечной ординатой предыдущей трапеціи, 
т. е. у,, черезъ г,, то площадь всей фигуры Мо13№, заключен- 
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ной между кривой №13№, ея крайними ординатами у, и ув,и 

основаніемъ М№ 

г- М№ хУ,. 

Всякая прямая, проведенная черезъ г,, замѣняетъ данную 

кривую 013л. 

Для опредѣленія площади Симпсона получаемъ изъ предыду- 

щаго слѣдующее простое правило: основаніе 0.18 (черт. 106)дѣ- 

лимъ на четное число равныхъ частей, проводимъ черезъ точки 

дѣленія ординаты у,, у,, №..., для дугъ, отсѣченныхъ четными 

ординатами, проводимъ хорды 02, 24... и стрѣлку каждой дуги 

дѣлимъ на 3 равныя части. 

Если означимъ первыя точки дѣленія, считая отъ кривой, 

черезъ х,, @з, х,..., то соединяемъ х, съ а,, и получаемъ на у, 

точку гз; соединяемъ 2гз съ х,, получаемъ на у, точку г,; соеди- 

няемъ 2, съ х,;, получаемъ на у, точку г, и т.д. Такимъ обра- 

зомъ получимъ наконецъ точку гш (на черт. 105 это точка &), 

которой ордината гшт. Искомая площадь равна этой ординатѣ, 

умноженной на основаніе данной фигуры. Такъ, площадь, заклю- 

ченная между кривой охі, ,, %; %, ея крайними ординатами 

ои 18х, и основаніемъ 0,18. 

—=05 хад. 

& 90 

Производная сгибающаго момента. — Какъ балка, такъ и 

дѣйствующія на нее силы удовлетворяютъ условіямъ, приведен- 

нымъ въ & 80. Возьмемъ въ плоскости силъ прямоугольныя оси 

координатъ и будемъ считать положительными: ось ОХ — слѣва 

вправо, ось ОУ—сверху внизъ, внѣшнія силы—когда онѣ дѣй- 

ствуютъ по направленію положительныхъ осей координатъ, а 

моменты—если они вращаютъ по направленію часовой стрѣлки. 

Означимъ разстояніе оси д5 балки (черт.107) отъ ОХ черезъа, 

а координаты точки приложенія й внѣшней силы Р—черезъхаи в. 

Разрѣжемъ балку сѣченіемъ тп, перпендикулярнымъ къ оси 45, 

пересѣкающимъ эту ось въ точкѣ з, и замѣнимъ дѣйствіе, про- 

изводимое лѣвой частью балки на отрѣзанную правую, силами: 

нормальной № и касательной Т,, приложенными къ точкѣ з, и 

сгибающимъ моментомъ М,. Перенесемъ всѣ внѣшнія силы, вклю- 

чая и реакцію, дѣйствующія на лѣвую отсѣченную часть балки, 

въ точку 5; означимъ ихъ равнодѣйствующую черезъ &, нор- 

мальную и касательную слагающую этой равнодѣйствующей—-че- 

резъ №и Т, а моментъ этихъ силъ по отношенію къ точкѣ&—
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черезъ М. Внѣшнія силы могутъ быть замѣнены силами №Ми 7, 

дѣйствующими въ 5, и моментомъ Ш, и изъ условій равновѣсія 

имѣемъ: 

--№==0 т-ѣ-т=0 и-м0. .. (280) 

Силы Ти Т,, дѣйствующія въ сѣченіи ти по прямопротиво- 

положнымъ направленіямъ, стремятся срѣзать балку по сѣченію 

п; Т называется поэтому срѣзывающей или поперечной силой. 

Изъ предыдущаго слѣдуетъ, что срѣзывающая сила равняется 

алебраической суммъ слазающихъ внѣшнихъ силъ (включая ре- 

акціи опоръ), взятыхъ по направленію сѣченія. 

Если разложимъ силу Р на нормальную и касательную сла- 

гающія вий, то моментъ, произведенный этой силой въ сѣченіи , 

отстоящемъ отъ начала координатъ на разстояніи х, будетъ 

(черт. 107) 

т=— (—о--а-р), 

слѣдовательно М=3|——--и(а—)). 

Если отъ сѣченія тп перейдемъ къ другому туѣ, то въ этомъ 
уравненіи измѣнится только х, поэтому 

ам 
а (-, 

или, такъ какъ 

-=7, 

ам : 

Моментъ будетъ имѣть наибольшее значеніе въ томъ сѣченіи, 

ораго зм ), а такъ какъ 2іі =—Т, то слѣдуетъ тораго —-== р ее . я к : 
дла котор й й ’ ай : и 

1) Наибольшее срѣзывающее усиліе проявляется въ томъ сѣче- 

ніи, которазо сшбающій моментъ==(), и наоборотъ: наименьшая 

срѣзывающая сила дъйствуетъ въ томъ сѣченіи, которао сшбаю- 

щіий моментъ наибольшій. 

2) Кода сгибающіе моменты для всѣхъ сѣченій одинаковы, то 

срѣзывающія силы равны нулю.



ѣлавахи. 

Простѣйшій случай сгибанія прямыхъ балокъ. 

з 

Основныя формулы. — Простѣйпй случай сгибанія имѣетъ 
мѣсто тогда, когда внѣшнія силы и сопротивленія опоръ, дѣй- 
ствующія на брусъ съ прямолинейной осью, перпендикулярны 
къ этой оси, и находятся въ одной съ ней плоскостью. Этотъ 

случай отличается отъ случая, разсмотрѣннаго въ предыдущей 
главѣ, слѣдовательно, только тѣмъ, что всѣ внѣшнія силы па- 

раллельны между собою и перпендикулярны квъ оси бруса, вслѣд- 
ствіе чего всѣ Мип равны нулю. Если поэтому въ уравне- 
ніяхъ, выведенныхъ въ предыдущей главѣ, отбросимъ члены, со- 

держащіе М ил, то получимъ формулы для расчета балокъ, 
подвергаемыхъ одному изгибу безъ продольнаго растяженія или 

сжатія. Эти формулы слѣдующія: 

-т. .М, (309) 

т... 211») 

5 ж аг- ѣ .ет 

- .щеа иі 
3 тртцй ч н-р- кл н-... ! пооцей ....2740) 
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@аъ -ѣ ри тати йх тіт й 
ѣ р т --рв |-ѣ и . и цае(2743) 

и 

въ 2- ттыйх пэтой: ѣ ттойѣ 
.і ) ѣѣ оееуи- 

ѣ-рв .е ѣ ри . (275) 

@аъ ѣЭтйх, ттойх тзтойф .) ; ) э" ниизя 
аъ г их 

ав, —=ч +э29 и2и 

а ѣ , 

ъ „ 

т =п.йо 4-тоё9 ѣ . (275 
@аъ . 

й 

ав, =ѣѣ-ѣ-.О-ПРе--.--и 
г5 8 . . (2748) 

ав —-О--реще--...- 
т, 3 

== Р, э-—-Ру--. —-Ор--Оетгон-- —-іэ 
ах (2758) 

а, =-—-ПОи--Оапон-.. —-пэ 
р<рииини 

Всѣ эти уравненія, за исключеніемъ первыхъ двухъ: 209 и 

211., суть только различные виды одного и того же уравненія. 
Помощію уравненій 209. и 2114 опредѣляются напряженія, а 

помощію остальныхъ уравненій — видоизмѣненія, т. е. перемѣ- 
щенія и вращенія, причемъ въ каждомъ данномъ случаѣ выби- 

раемъ изъ этихъ уравненій то, которое для этого случая ока- 

жется наиболѣе удобнымъ. 
Изъ 209. получаемъ 

для г==0, в==0, 

изъ чего слѣдуетъ, что въ случаѣ, козла внѣшнія силы перпен- 

дикулярны къ оси балки, нейтральное волокно совпадаетъ съ ея 

зеометрической осью, (т. е. съ прямой, на которой находятся 

центры тяжести сѣченій). 

& 92. 

Продольныя скалывающія напряженія.—Пусть «Вус(черт.108) 
часть балки въ изогнутомъ состояніи, и вырѣжемъ изъ нея от- 
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рѣзокъ айсй безконечно близкими сѣченіями ай и йѣс, перпенди- 

кулярными къ оси балки, и сѣченіемъ й@е, параллельнымъ этой 

оси. Означимъ черезъ 

е — разстояніе крайняго волокна, —-разстояніе сѣченія са, и 

ѣ — разстояніе произвольнаго элемента сѣченія, отъ оси 

балки, 

В — ширину балки на разстояніи і отъ оси, 

со — напряженіе волокна на этомъ мѣстѣ, 

М— сгибающій моментъ сѣченія ай, 

7 — моментъ инерціи этого сѣченія по отношенію къ оси изгиба. 

Чтобы послѣ устраненія отрѣзка абсй сѣченія ай и йс нахо- 

дились въ такомъ же состояніи, въ какомъ они находились тогда, 

когда этотъ отрѣзокъ еще не былъ вырѣзанъ, нужно къ элемен- 

тамъ сѣченій а@ф и йс, параллельнымъ оси изгиба, которыхъ пло- 

щади==гй, приложить силы сг@о, замѣняющія дѣйствіе вынутаго 

отрѣзка. Если равнодѣйствующую этихъ силъ означимъ 

дяя сѣченія аа—черезъ № и 

для сѣченія ѣс—черезъ №, то 

8 

х№ =) бв.а. 

ѣ, 

По (209) 

Мъ 

о--. 
поэтому 

е--} 

и . ва, 

і 

или, такъ Ми , для одного и того же сѣченія, постоянныя 

величины, 

а 

ѣ 

Интегралъ справа знака уравненія равняется статическому 

моменту площади йай;, взятому по отношенію къ оси центра 

тяжести. Если этотъ моментъ означимъ черезъ бм, то
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Для сѣченія ѣс, отстоящаго отъ ай на безконечно близкомъ раз- 

стояніи йх, котораго сгибающій моментъ== МН-аМ будетъ 

ич-ам 

Разность № — № даетъ продольное срѣзывающее усиліе, дѣй- 

ствующее въ плоскости ас, которой площадь == Вах; поэтому 

скалывающее напряженіе (скалывающее усиліе, отнесенное къ 

единицѣ площади) 

№-М№5 бп ам 

По (281) 
ам зат 

і ...ѣ 

слѣдовательно, абсолютно, 

Въ этомъ уравненіи Т означаетъ равнодѣйствующую всѣхъ 

внѣшнихъ силъ (включая и сопротивленія опоръ), дѣйствующую 

на часть балки, отрѣзанную сѣченіемъ айа (или 55). 

Въ 11 было доказано, что горизонтальное скалывающее 

напряженіе въ горизонтальномъ сѣченіи равно вертикальному 

скалывающему напряженію въ вертикальномъ сѣченіи. Поэтому 

вертикальное скалывающее напряженіе волоконъ йй, опредѣляет- 

ся тѣмъ же уравненіемъ (283) 

$ 93. 

Примѣры. 

а) Съченіе прямоугольное (черт. 109). 

Въ этомъ случаѣ 

—і.-))-с- 

, 

12



Положимъ 

е 
дѣ. ѣ р — 

тогда 

т—=й—й, 

гдѣ & и й, для одного и того же сѣченія, постоянныя величины. 

Если будемъ откладывать отъ вертикальной оси г2, на про- 
долженіяхъ волоконъ се, ихъ напряженія ту въ одну и туже сто- 

рону, то получимъ параболу аф), изъ которой видно, что для 

крайнихъ волоконъ 

т==0 

и что наибольшее скалывающее напряженіе дѣйствуетъ въ ней- 

тральномъ волокнѣ (==0). 
Изъ предыдущаго уравненія получаемъ, для ==0 

37 
шахтѣ==-тт. 

25й 

2) Дѣутавровое сѣченіе (черт. 110). 
Для средней узкой части 

Линія скалывающихъ напряженій состоитъ поэтому изъ от- 

рѣзковъ двухъ параболъ. 

а для поясовъ 

3) Сложное сѣченіе (черт. 111). —Статическій моментъ слож- 

наго сѣченія получается изъ выраженія 

бт= в @р. =воб . 

Разобьемъ сѣченіе горизонтальными плоскостями на четное 

число полосъ одинаковой ширины, —означимъ длины этихъ полосъ 

черезъ в,, В,, В,..., ихъ разстоянія отъ оси центра тяжести—че- 

резъ ѣ, г, %,...а ихъ ширину—черезъ е, то, по правилу Симпсона, 

бп= риеи -й-. : )-( 8) 
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Построеніе скалывающихъ напряженій.—Опредѣляемъ гра- 
фически моментъ инерціи 7. Для этого, по 8 84, строимъ много- 

угольникъ силъ (черт. 112,) и веревочную линію (черт.112.) Если 
площадь агбпа, ограниченную этой линіей и продолженіемъ ея 

крайнихъ сторонъ, означимъ черезъ О, а полюсное разстояніе — 
черезъ Н, то по (243) 

л=з2но. 

Чтобы получить скалывающее напряженіе волокна сй (черт.112,) 
нужно построить статическій моментъ 7 площади сай по отно- 

шенію къ оси центра тяжести, которая проходитъ черезъ точку 
г. Для этого продолжаемъ с@ до пересѣченія съ линіей момен- 

товъ въ с,, и проводимъ въ с, къ этой линіи касательную с,у. 
Если у—пересѣченіе этой касательной съ осью гг,, проведенною 
черезъ г параллельно оси изгиба (гдѣ г — точка пересѣченія 
крайнихъ сторонъ веревочнаго многоугольника), и означимъ от- 

рѣзокъ гу черезъ 5, то 

б= Ні. 
Теперь будетъ 

и 

Строимъ прямой уголъ йсй (черт. 112,4), откладываемъ 

ѣс=—=, са=й 20 в, 
и соединяемъ й съ й. 

Откладываемъ на йс отъ @а 

проводимъ черезъ & ||ѣс до пересѣченія съ ѣ@ въ &,, по- 

лучаемъ 

т==с5 

$ 95. 

Напряженія въ наклонныхъ сѣченіяхъ.—Въ трехъ преды- 
дущихъ параграфахъ указаны способы опредѣленія нормальныхъ 
напряженій с и скалывающихъ—т, проявляющихся въ сѣченіяхъ 

перпендикулярныхъ къ оси балки. 
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Для вычисленія нормальныхъ напряженій 5 и скалывающихъ 

ё дѣйствующихъ въ сѣченіи, составляющемъ съ осью уголъ @, 

служатъ уравненія (21) и (22), въ которыхъ, согласно предполо- 

женію, сдѣланному въ й 88, нужно у поставить==0. Для эле- 

мента ас (черт. 113) будемъ поэтому имѣть 

з-- —совдя -тда 34) 

—-ида--тсовдя.. (3835) 

Разложимъ напряженіе, дѣйствующее на плоскость ас, на го- 

ризонтальную слагающую й и вертикальную х, то по (25) 

р<-ѣи 

п—=—(овто--тсово). 

Равнодѣйствующее напряженіе въ ас 

в- уи 

а углы 8 иф, образуемые имъ съ нормалью къ ас, и съ осью 

балки получаются изъ уравненій 

м в ѣ 

Главныя напряженія. 

а) Предѣльныя нормальныя напряженія — Наибольшее нор- 

мальное напряженіе испытываютъ элементы, наклоненные къ оси 

балки подъ угломъ ал, который, по 28), получается изъ урав- 

ненія 

а
 

Тодап = — ..... (3286) 
с 

2 

и это напряженіе равняется 

= - ѣе 8 

Когда уголъ а измѣняется отъ (0 до 180°, то онъ два раза 

принимаетъ значеніе, удовлетворяющее уравненію (286), и оба 

его значенія разнятся другъ отъ друга на 90; одному изъ нихъ
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соотвѣтствуетъ наибольшее, а другому— наименьшее нормальное 
напряженіе, и по (287) 

6 
/ іте -а, 5,= 5 ѣ й а 4х*-с* 

б утиних 

—-уе 
, @834;) 

Если 5 положительно, то шахѣ==8, а если—отрицательно, то 

шахѣо=5, Когда имѣетъ мѣсто первый случай, а когда второй, 
рѣшаетъ уравненіе (284). 

Предѣльныя скалывающія напряженія.—Скалывающее напря- 
женіе достигаетъ предѣльнаго значенія въ сѣченіи, наклоненномъ 

къ оси балки подъ угломъ хш, который получается изъ уравне- 
нія (3) 

-|э (288) ѣадот-= 

Величина предѣльнаго напряженія опредѣлена уравненіемъ (32) 

тіиучеа ииоово 

Когда уголъ х измѣняется отъ 0 до 180°, то онъ два раза 
получаетъ значеніе, удовлетворяющее уравненію (288), и эти 

значенія разнятся другъ отъ друга на 909, т. е. элементы, въ 

которыхъ дѣйствуютъ предѣльныя скалывающія напряженія, пер- 
пендикулярны между собою. Одному изъ этихъ значеній соотвѣт- 

ствуетъ шахішиш, а другому—минимумъ скалывающаго напря- 
женія, и изъ (289) видно, что абсолютно оба эти значенія равны. 

Изъ (287,) получаемъ 

5--ѣ=5, 

--іте-і, 
поэтому 

Изъ (386) и (288) слѣдуетъ 

оо=45--ат, 

т. е. плоскости предѣльныхъ нормальныхъ напряженій составля- 

ютъ съ плоскостями предѣльныхъ скидывающихъ углы въ 45°. 
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ия 

Правила расчета балокъ. — Размѣры поперечныхъ сѣченій 
балки должны быть опредѣлены такимъ образомъ, чтобы ихъ 

наибольшія напряженія ни на какомъ мѣстѣ не превышали до- 

пускаемаго напряженія матеріала. Если поэтому, означимъ допу- 
скаемое напряженіе 

для растяженія—черезъ й;, 
для давленіи—черезъ й@ 

и для скалыванія—черезъ й 

и примемъ растяженіе за положительное, а сжатіе за отрица- 
тельное напряженіе, то для всякаго элемента балки должны быть 
исполнены условія: 

шах (--5) =№, 
шах (—5) =й№, 

шах Т.йси оиозаи з.нгне(290) 

Величины 5 и Т даны уравненіями (287) и (389), въ кото- 

рыхъ для сих нужно подставить значенія 209х и 283. 
Чтобы было возможно удовлетворить условіямъ 290 нужно 

знать тѣ мѣста сѣченій балки, въ которыхъ величины &и Т 
достигаютъ абсолютнаго максимума. 

а) абсолютное максимумъ нормальнаіо напряженія въ данномъ 
сѣченіи. 

По (287) : 

= -- л 2 -? —--ини, 
гдѣ 

=20 и Тѣп 
о—=, ѣа ——— в . 

Для крайнихъ волоконъ а и й (черт. 114) 

б=0, р=е, 
поэтому 

Ме 
тахб=с=—- 

л 

тахт=0, 

Для волоконъ на упругой повераности 2=0, 
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слѣдовательно 

шах&8=0, 

т5 
тахт= -ѣ . 

гдѣ 

е 

Для волоконъ между упругой поверхностью и крайними воло- 
кнами 

=0 иое 

с? 3 тах5-= ѣуз --4 

Изъ этого уравненія видно, что шах& больше какъ нормаль- 

наго напряженія с, такъ и скалывающаго 2. Если длясит 

подставимъ значеніе, то получимъ 

вах5-(м-у л м-- 8 и ) ..(291 
ѣ 

Получаемое изъ этого уравненія максимальное напряженіе 

‚ Ме . й 
вообще меньше напряженія—, крайнихъ волоконъ. Но когда 3— 

малая величина, то для волоконъ, близкихъ къ крайнимъ, кото- 

рыхъ ф почти равно е, можетъ уравненіе (291) дать для шах8 

величину, большую напряженія крайнихъ волоконъ. Тогда наи- 

большее нормальное напряженіе будетъ проявляться не въ край- 

немъ, но въ другихъ волокнахъ, находящихся на близкомъ раз- 

стояніи отъ крайняго. Въ этомъ случаѣ разсчетъ балки долженъ 

быть исполненъ по формулѣ (231) 

4Тиы э —.-и ри ) .03) 

въ которой й означаетъ допускаемое напряженіе матеріала. 

Напряженіе въ наклонной плоскости можетъ оказаться боль- 

шимъ напряженія крайнихъ волоконъ въ балкѣ съ тонкой верти- 

кальной стѣнкой и широкими поясами на томъ мѣстѣ, гдѣ стѣнка 

переходитъ въ пояса. 

Такъ какъ при увеличеніи разстоянія ф статическій моментъ 

ѣ5т сѣченія уменьшается, а напряженіе с— увеличивается, то для 

волоконъ, близкихъ къ крайнимъ, ѣбш всегда малая величина, 

вслѣдствіе чего разница между нормальнымъ напряженіемъ се край- 

13
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няго волокна и абсолютно найбольшимъ напряженіемъ шах8 

обыкновенно такъ мала, что въ большинствѣ практическихъ 

случаевъ можно се принимать за абсолютное максимумъ нормаль- 

наго напряженія въ соотвѣтственномъ сѣченіи. 

По отношенію къ балкамъ, лежащимъ свободно на двухъ 

опорахъ, послѣднее заключеніе можно считать вѣрнымъ для всей 

балки, потому что увеличеніе сгибающаго момента М сопрово- 

ждается въ такихъ балкахъ уменьшеніемъ срѣзывающаго усилія Т; 

но для балокъ другаго рода, какъ: укрѣпленныхъ однимъ или 

обоими концами, для непрерывныхъ многоопорныхъ балокъ и др., 

которыхъ сгибающій моментъ достигаетъ максимума въ томъ же 

сѣченіи что и срѣзывающее усиліе, оно можетъ дать замѣтную 

ошибку, поэтому прочность такихъ балокъ въ случаѣ, когда 

онѣ имѣютъ вертикальную стѣнку, должна быть провѣрена по 

формулѣ (291. 

6) Абсолютное максимумъ скалывающа напряженія въ дан- 

номъ сѣченіи.—Наибольшее скалывающее напряженіе волокна, 

отстоящаго отъ оси балки на разстояніе г, получается изъ 

уравненія 

-
 

или 

й —іу мъ .. с98) 

Когда ѣ увеличивается, то бтм уменьшается, и бм достигаетъ 

наибольшаго значенія для нейтральнаго волокна. Такъ какъ 

ширина @ на этомъ мѣстѣ обыкновенно меньше, и вообще не 

больше, чѣмъ въ другихъ мѣстахъ, то можно принять, что най- 

большее скалывающее напряженіе проявляется всегда въ ней- 

тральной оси, что поэтому 

пак- ..й 

гдѣ В, — ширина сѣченія на высотѣ его центра тяжести, и 

е 

5—|эад. 
ѣ 

ѣ 38. 

Графическій способъ опредѣленія напряженій въ наклонныхъ 

плоскостяхъ.—Для построенія напряженій з и й нужно, по & 22, 

отложить на горизонталѣ АВ (черт. 115)
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возставить въ В къ АВ перпендикуляръ, отложить на немъ 

Ба-х, 
описать изъ г радіусомъ гА кругъ П, и на гй какъ на діаметрѣ 
описать другой кругъ П, который въ этомъ случаѣ будетъ про- 
ходить черезъ В. 

Чтобы получить напряженія5ийдля элемента ай, составляю- 

щаго съ осью балки уголъ х, продолжаемъ ай до пересѣченія 
съ кругомъ Г въ п, соединяемъ л съ г прямой пг, встрѣчающей 
кругъ П въ -и соединяемъ т съ @ и п. Получаемъ 

5==тт, —й, —=пй, 8-7 дт. 

Если продолжимъ пй до пересѣченія съ окружностью Т въ 6, 
№ ѣ . - 

и соединимъ с съ А, то оА—направленіе равнодѣйствующаго 
напряженія х. 

Для элемента а,ѣ,, перпендикулярнаго къ ай, 

з=и, --ай, „—=пай 

и са—направленіе равнодѣйствующаго напряженія. 
Построеніе предѣльныхъ нормальныхъ напряженій 5, и 8, 

видно изъ черт. 116, а предѣльныхъ скалывающихъ #й—изъ 

черт. 117. Изъ этихъ чертежей получаемъ 

5 =па, 5,=ній, х=/ пАВ, 
тах—га, ст= тАБ. 

Скалывающее напряженіе й элемента, составляющаго съ эле- 

ментомъ ай (черт. 117), въ которомъ дѣйствуетъ наибольшее 
скалывающее напряженіе, уголь ф, какъ изъ чертежа видно 

та-=гасовдо, 
или 

-—шахі. сов2ф 

й для различныхъ угловъ ф получается поэтому помощію слѣду- 
ющаго простаго построенія: на гп какъ на діаметрѣ описываемъ 

окружность Ш. Данный элементъ Ай продолжаемъ до пересѣ- 
ченія съ окружностью П въ , и проводимъ радіусъ 82, который 
пересѣчетъ окружность Ш въ 6,. Изъ построенія слѣдуетъ 

12* 
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-- - 
оіг = сгсов2о, 

поэтому «- 
бг=8й. 

Если такимъ образомъ построимъ напряженія й для элементовъ, 

составляющихъ съ АВ углы отъ (0 до 1809, и отложимъ ихъ по 

направленіямъ соотвѣтственныхъ элементовъ отъ точки А, то 

получимъ кривую хаву=, которой произвольный радіусъ векторъ 

Ау будетъ равняться скалывающему напряженію элемента, имѣю- 

щаго направленіе Ау. 

Нормальное напряженіе достигаетъ максимума въ элементѣ пп 

(черт. 117); нормальное напряженіе 5 элемента 4А7, составляю- 

щаго съ пи уголъ е, равняется уі, и изъ чертежа имѣемъ 

у-у-на, 

= - -шахісов2г. 

Напряженія 5 получаются поэтому помощію слѣдующаго по- 

строенія (черт. 116). На прямой гт, составляющей съ АВ уголъ 

Бгт-=-дан, какъ на діаметрѣ, описываемъ изъ центра г, окруж- 

ность Ш. Чтобы для произвольнаго элемента А7получить 5, про- 

должаемъ А7 до пересѣченія съ окружностью 1 въ }, проводимъ 

радіусъ у2, и на продолженіи его откладываемъ уу, = 42, 

получаемъ 

з= ѣ. 

Если полученныя такимъ образомъ величины 5 отложимъ отъ 

точки А по направленіямъ соотвѣтственныхъ элементовъ, то 

получимъ кривую, которая представитъ напряженія 5 въ данной 

точкѣ для различныхъ направленій элемента. Произвольный ра- 

діусъ векторъ А этой кривой равняется нормальному напря- 

женію этой точки въ плоскости, имѣющей направленіе 4Ад. 

99. 

Траэкторія напряженій. — Опредѣлимъ для произвольной 

точки а,, взятой на сѣченіи тн,, (черт. 118) направленіе наи- 

большаго напряженія (нормальнаго или скалывающаго), продол- 

жимъ это направленіе до пересѣченія со слѣдующимъ сѣченіемъ 

т,п, въ точкѣ 5, повторимъ тоже дѣйствіе для точки5,, ит.д., 

то получимъ кривую, которая называется траэкторіей наиболь- 

шазо нормальнаго или наибольшаго скаливающаго напряженія.
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1) Траэкторія наибольшихъ нормальныхъ напряженій. 
Наибольшее нормальное напряженіе и его уголъ съ осью 

балки получаются изъ уравненій: 

б 
взз. 

шах5 == -иучи 

(205) 

создхи= .— = 

1 
и 

у 

х) Траэкторія наибольшихъ растяженай. Въ этомъ случаѣ на 

мѣсто дойнаго знака -- нужно въ предыдущихъ уравненіяхъ 
поставить знакъ --, такъ что для опредѣленія траэкторіи наи- 

большихъ растяженій имѣемъ уравненія: 

шах5 — 

б Т. е 

й дх 
5тдап= и со5дхи-== —-—= —- 

- .(296) 
ус*--4*, и 

Въ крайнихъ волокнахъ т=0; если разстояніе крайнихъ растя- 
гиваемыхъ волоконъ отъ оси означимъ черезъ е, а крайнихъ 
сжимаемыхъ—черезъ еі, то для первыхъ 

„ с 
і 

тах5 =с й 

—= е, —-———— 
— 

и а Х5 —= „7 7 
э 

и для послѣднихъ 

--е Ме, Ме, 1 Ме, з 

.и - 5 р (5 -о=0, 

Для нейтральныхъ волоконъ 

Если эти значенія вставимъ въ предыдущія уравненія, то 

получимъ: 
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для крайнихъ растягиваемыхъ волоконъ &ш2хв=0, создавъ=й, 
слѣдовательно ав=0, 

для крайнихъ сжимаемыхъ волоконъ: зп2ав=0, создап= —і, 
слѣдовательно сп=909; 

для нейтральныхъ волоконъ: зш2дхи==і1, соз2х==0, слѣдо- 
вательно х=—45°. 

Во всѣхъ другихъ точкахъ сѣченія шахз какъ по величинѣ, 
такъ и направленію имѣетъ значенія, заключенныя между этими 

предѣльными; эти значенія получаются изъ уравненій 295. 
Траэкторія наибольшихъ растяженій представлена на черт. 119. 

Она касательна къ крайнему растягиваемому волокну, пересѣ- 
каетъ нейтральную ось подъ отрицательнымъ угломъ 45° и пер- 
пендикулярна къ крайнему сжимаемому волокну. 

5 Траэкторія наибольша сжатія. Для этого случая нужно 
въ уравненіяхъ 295 на мѣсто дойнаго знака -=- поставить 
знавъ —|. 

тах = 8 -і-н 
5пдап== — со5дап= 

Для крайнихъ растягиваемыхъ волоконъ 

Ме 
3 

с с 
р=е, х=0, с=—== л тпах; = 5 

== —== 0, 

5тдав=0, сов2к=—1, слѣдовательно а=90°. 

Для крайнихъ сжимаемыхъ волоконъ 

е 
—=-е, -=0, с== — 

т. тах==6, 

тдон=0, совдот=--1, слѣдовательно св=0. 

Для нейтральныхъ волоконъ 

і 
7 а9, 

о 
—==0 т= -=- 

: в 
пдап=й, создавъ=0, слѣдовательно х=45°. 

Траэкторія наибольшаго сжатія касательна, поэтому, къ сжимае- 

мому волокну, перпендикулярна къ растягиваемому, и соста- 

вляетъ съ нейтральнымъ волокномъ уголъ --45°. Во всѣхъ дру- 
гихъ точкахъ сѣченія наибольшія сжатія имѣютъ по величинѣ и 

направленію значенія, заключенныя между этими предѣльными. 



— 183 — 

Траэкторія наибольшаго сжатія представлена на черт. 120. 
) Траэкторія наибольшаг скалыванія. 

По (289) 

шахі = т учн- 

и по (288) 

іодот== 

слѣдовательно 

8пдхт=—== со$дхт = . у 
р-н-’ 

Для крайнихъ растягиваемыхъ волоконъ 

т= й, с== і шахі = і- 
: л 2 2.) 

5пдот=і, сов2дат=0, слѣдовательно ів=45°. 

Для крайнихъ сжимаемыхъ волоконъ 

=0 . шах —=— Меа 
іѣ а7 

5пдот=—1, соз2дт-=0, слѣдовательно а=—45. 

Для нейтральныхъ волоконъ 

@ 

==0, с==0, = |4о ахі—=т =0 0 у , шах 

о 

5шдхт = 0, со8дат=П, слѣдовательно сш=0. 

Для всѣхъ другихъ точекъ сѣченія шахі и аш опредѣляются 

изъ уравненій (289) и (288). 
Траэкторія наибольшаго скалыванія представленана черт. 121; 

она состоитъ изъ двухъ вѣтвей, сходящихся касательно въ ней- 

тральномъ волокнѣ, и пересѣкающихъ крайнія волокна подъ 

угломъ 45°. 
Во всѣхъ точкахъ сѣченія, котораго сгибающій моментъ ра- 

венъ нулю, с==0, поэтому наибольшее скалывающее напряженіе 

во всѣхъ точкахъ такого сѣченія параллельно оси балки, а наи- 

меньшее—перпендикулярно къ этой оси. Изъ (287)и (289) слѣ- 

дуетъ, что въ такомъ сѣченіи наибольшее нормальное напряже- 

ніе и наибольшее скалывающее имѣютъ одинаковыя значенія. 

Во всѣхъ точкахъ сѣченія, котораго срѣзывающее усиліе
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т-==0, ===0, изъ чего слѣдуетъ, что наибольшее скалывающее 

напряженіе во всѣхъ точкахъ такого сѣченія наклонено квъ оси 

балки подъ угломъ 45°. 

На черт. 122 представлены (приблизительно) траэкторіи 

наибольшихъ растяженій сплошными и траэкторіи наибольшихъ 

сжатій — пунктирными линіями, а на черт. 123 — траэкторіи 

наибольшихъ скалываній. Изъ чертежей легко узнать, что тра- 

экторіи наибольшихъ растяженій и сжатій пересѣкаются между 

собою подъ прямыми углами, и что онѣ пересѣкаютъ траэкторіи 

наибольшихъ скалываній подъ угломъ 45°. 

Если черезъ траекторіи наибольшихъ растяженій и сжатій 

представимъ себѣ проведенными цилиндрическія поверхности, 

которыхъ образующія перпендикулярны къ плоскости изгиба, 

то въ элементахъ балки, лежащихъ въ этихъ поверхностяхъ, не 

дѣйствуютъ никакія скалывающія силы. Элементы одной изъ 

этихъ поверхностей только растягиваются, а другой—только 

сжимаются. 

с
 

100. 

Наивыгоднѣйшія форны поперечныхъ сѣченій изгибаемыхъ 

брусьевъ. —Условіяпрочности требуютъ, чтобы найбольшее напря- 

женіе, какое можетъ произвести дѣйствующая на балку нагрузка, 

ни на какомъмѣстѣ не было больше допускаемаго напряженія мате- 

ріала. Размѣры поперечныхъ сѣченій балки должны быть поэтому 

опредѣлены такимъ образомъ, чтобы условія (290) были исполнены 

для всѣхъ сѣченій. 

Абсолютное максимумъ нормальнаго напряженія можетъ при 

нѣкоторыхъ обстоятельствахъ проявиться въ наклонныхъ элемен- 

тахъ волоконъ, находящихся на небольшомъ разстояніи отъ край- 

нихъ. Но выше было уяснено, что это максимумъ во всѣхъ 

практическихъ случаяхъ такъ мало разнится отъ нормальнаго 

напряженія крайняго волокна, что безъ замѣтной погрѣшности 

можно за наибольшее нормальное напряженіе принимать всегда 

напряженіе этого волокна. Если, поэтому, е и е==разстояніе 

крайняго растягиваемаго и крайняго сжимаемаго волокна отъ 

нейтральной оси, то по 290, для всякаго сѣченія балки должны 

быть исполнены условія: 

- рн--1298)
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. 7 

Отношеніе ѣ зависящее только отъ размѣровъ поперечнаго 

сѣченія, но не зависящее отъ нагрузки, называютъ моментомъ 

сопротивленія сѣченія. 

Условія (298) можно написать такъ: 

лм п-м ѣ№е=т 
.—-—- -а-- 

е й& е йка бт й№ 

Для употребляемыхъ на практикѣ формъ поперечнаго сѣченія 

послѣднее условіе 
т 

бтм й№ 

почти всегда исполнено, если первыя два условія исполнены. 

Только когда ширина , очень мала, можетъ оказаться нужнымъ 

провѣрить прочность балки на сопротивленіе скалыванію. 

Когда сѣченіе симметрично по отношенію къ оси изгиба, то 

с=е;; если й не равно й@, то балку въ этомъ случаѣ нужно 

разсчитать на меньшую изъ двухъ величинъ й, и йа. Такъ, напр., 

если 
к <йа, 

то разсчетъ долженъ быть произведенъ по формулѣ 

л. ѣ 

такъ какъ тогда будетъ 

у. М 

или 

Ме 
ла=- . 

т. е. допускаемое напряженіе й@ будетъ больше напряженія, про- 

изводимаго нагрузкой. Такая балка имѣла бы на сторонѣ сжатія 

излишнее количество матеріала. 
Чтобы при данномъ количествѣ матеріала балка имѣла по 

возможности большое сопротивленіе, должны ея сѣченія имѣть 

такую форму, чтобы предѣльныя напряженія достигались на сто- 

ронѣ растяженія и на сторонѣ сжатія одновременно. Такое 

сѣченіе называется сѣченіемъ равной прочности. Сѣченіе равной 

прочности будетъ поэтому то, которое удовлетворяетъ слѣдую- 

щимъ двумъ уравненіямъ 

л м л м 
—- - ... (239 

е й е ка (229)



изъ нихъ получаемъ: 

т. е. вь сѣченіи равной прочности разстоянія крайнихъ волоконъ 

прямо пропорщіональны прочнымъ сопротивленіямъ. 
Для желѣза 

к=йа, 
а для чугуна (приблизительно) 

1 
й —, 

Сѣченія желѣзныхъ балокъ должны быть поэтому симметричны 
по отношенію къ нейтральной оси, а въ чугунныхъ балкахъ 
разстояніе крайнихъ растягиваемыхъ волоконъ отъ нейтральной 
оси должно быть вдвое меньше разстоянія крайнихъ сжимаемыхъ 
отъ той же оси. 

Такъ какъ М измѣняется вмѣстѣ съ сѣченіемъ, то уравненія 
(299) даютъ для различныхъ сѣченій вообще неодинаковые раз- 
мѣры. Когда балка имѣетъ такую форму, что условія (299) испол- 

нены для всѣхъ ея сѣченій, то она называется балкой посто- 

яннаго сопротивленія. 
Въ многихъ случаяхъ балка получаетъ постоянное сѣченіе. 

Тогда условія (299) должны быть исполнены для того сѣченія, 
котораго сгибающій моментъ наибольшій; прочностьтакой балки 
въ другихъ сѣченіяхъ будетъ больше требуемой. Если поэтому 
наибольшій сгибающій моментъ означимъ черезъ шахМ, то для 

расчета призматической балки имѣемъ уравненіе: 

7 щахій 
— —— =00 

е в 

Очевидно, что форма сѣченія тѣмъ болѣе выгодна, чѣмъ 
больше, при одной и той же величинѣ площади, ея моментъ 

. й сопротивленія —Ъ. Такъ какъ этотъ моментъ—-функція второи 

степени размѣра параллельнаго силамъ, т. е. высоты, и только— 

первой степени ширины, то слѣдуетъ, что увеличеніе высоты 

сѣченія увеличиваетъ моментъ сопротивленія въ значительно 

высшей степени, чѣмъ увеличеніе ширины. 
Изъ формулы 

видно, что напряженіе волоконъ прямо пропорціонально ихъ 
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разстояніямъ отъ нейтральной оси. Такъ какъ напряженіе ни 

на какомъ мѣстѣ не должно быть больше й, а наибольшее на- 

пряженіе испытываютъ крайнія волокна, то слѣдуетъ, что въ 

сѣченіяхъ равной прочности матеріалъ работаетъ полнымъ со- 

противленіемъ только въ крайнихъ волокнахъ, а напряженіе 
другихъ волоконъ тѣмъ меньше, чѣмъ они ближе къ нейтраль- 
ной оси. Напряженіе распредѣляется поэтому и въ сѣченіи рав- 
ной прочности весьма неравномѣрно, а такъ какъ наибольшая 
прочность при данномъ количествѣ матеріала можетъ быть дос- 

тигнута только при равномѣрномъ распредѣленіи напряженія, то 
желательно опредѣлить такую форму сѣченія, для котораго не- 

равномѣрность распредѣленія напряженія была бы такъ малая, 
какъ только возможно. 

Если бы было возможно составить балку изъ двухъ горизон- 
тальныхъ безконечно тонкихъ полосъ (черт. 124), отстоящихъ 
отъ нейтральной оси на разстояніяхъ е и е, опредѣляемыхъ 
уравненіями 

— = 

то напряженія всѣхъ ея точекъ были бы одинаковы и равны 
предѣльному напряженію матеріала. Такая форма сѣченія была- 
бы, слѣдовательно, наиболѣе выгодной. 

Изъ этого разсужденія слѣдуетъ, что сѣченіе будетъ тѣмъ 

болѣе вызодно, чѣмъ больще езо высота, и чѣмъ болье оно прибли- 
жается къ двумъ безконечно тонкимъ полосамъ, параллельнымъ 
оси иззиба. 

Наибольшая высота сѣченія въ дѣйствительности ограничена 
практическими условіями. Кромѣ того, оно не можетъ состоять 

изъ двухъ отдѣльныхъ полосъ, такъ какъ изгибаемый брусъ 
долженъ удовлетворять также условію (283), обѣ полосы должны 

поэтому быть соединены между собою стѣнкою, которая на вся- 

комъ мѣстѣ имѣла бы достаточное сопротивленіе проявляющимся 
при изгибѣ срѣзывающимъ силамъ. Наиболѣе выгодное сѣченіе 
будетъ слѣдовательно состоять изъ двухъ горизонтальныхъ по- 

лосъ, находящихся на возможно большомъ разстояніи другъ отъ 

друга, и изъ вертикальной стѣнки, соединяющей эти полосы. 

Этимъ условіямъ удовлетворяетъ всего лучше сѣченіе, имѣющее 
видъ дойнаго Т, называемое деутавровымъ (черт. 125). 

Опредѣлимъ наиболѣе выгодныя практическія формы сѣченія 
изгибаемыхъ балокъ изъ желѣза, чугуна и дерева. 

1) Желѣзо. Соотвѣтственно выведеннымъ выше заключеніямъ 
даютъ желѣзнымъ балкамъ симметричную двутавровую форму 
(черт. 125). Высоту й двутавровой балки опредѣляютъ, вслѣд- 
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ствіе практическихъ условій, въ зависимости отъ ея расчетной 
длины й, при чемъ берутъ 

1 і 
для инженерныхъ сооруженій й=отъ до о а для архитек- 

турныхъ—до і 
Если 

й —высота сѣченія, 
ѣ—ширина фланцевъ или поясковъ, 
—толщина вертикальной стѣнкй, и 

8, —толщина фланцевъ, 
то площадь сѣченія 

о-2 -н-28)8 
и его моментъ инерціи по отношенію къ оси центра тяжести 

.! ) 3 э&\з-ѣ ѣ з| л-т —-28)н-г -22)) 
Длина этихъ балокъ доходитъ до 14 мтр. 

Размѣры поперечнаго сѣченія вычисляются по формулѣ: 

і 
- 

1 
или, такъ какъ е=й, 

і. & 

откуда, подставивъ для Л значеніе 

м-й ѣ—(@ -22г)-о—28 )! 6\“ ѣт 

Такъ какъ изъ этого уравненія можетъ быть опредѣлено 
только одно измѣреніе, то другія измѣренія выбираютъ соотвѣт- 
ственно практическимъ условіямъ. 

Часто берутъ 
№ м х м 

п=208, ь—=106, о=158 
: . 

м 

и ставятъ условіе, чтобы й не превышало 40 сантиметровъ, и с 

было не менѣе . м 20 
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Тогда получается: 

м=298-12% 
откуда 

3 

в 

Получаемая изъ этого уравненія толщина 8 можетъ только 

тогда быть приведена въ исполненіе, если она удовлетворяетъ 
условію (283) 

=ѣ- 

Желѣзныя прокатныя двутавровыя балки употребляются для 
мостовъ малыхъ пролетовъ (не болѣе 7 метръ.), для половъ и 

потолковъ въ гражданскихъ постройкахъ и т. д. Въ виду сотря- 
сеній берутъ за прочное сопротивленіе 
въ мостовыхъ сооруженіяхъ—б, а въ частяхъ съ болѣе покойной 

нагрузкой (въ гражданскихъ постройкахъ)—7 до 8 килогр. на і 
квадратный миллиметръ. 

Кромѣ двутавроваго типа въ строительной практикѣ употре- 
бляютъ часто фасонное желѣзо другой формы сѣченія; главнѣй- 
шія изъ этихъ формъ слѣдующія (см. табл. УПі): 

1) однотавровое желдѣзо 
2) угловое . 

3) цоресъ ѣ 

4) волнистое ‚ 

5) коробчатое ; 

6) корытное . 

7) трубчатое , 

8) 7—образное , 

Къ желѣзнымъ балкамъ принадлежатъ также балки изъ литаго 

желѣза или мягкой стали, содержащей не болѣе 0:20%, угле- 
рода, не принимающей закалки. Сопротивленіе разрыву такого 

желѣза=отъ 40 до 50 килогр. на 1 квадратный миллиметръ. 
2. Чуунъ. Наивыгоднѣйшая форма сѣченія для чугунныхъ 

балокъ—двутавровая, несимметрическая относительно нейтраль- 
ной оси (черт. 126). Сопротивленіе чугуна при сжатіи при- 
близительно вдвое больше его сопротивленія при растяженіи, 
вслѣдствіе чего берутъ 

№ 
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Для сѣченія равной прочности, по (299), 

сйа 

т.е. разстояніе крайнихъ сжимаемыхъ волоконъ отъ нейтральной 

оси должно быть вдвое больше разстоянія крайнихъ растягивае- 

мыхъ волоконъ отъ той же оси. 

Такъ какъ 

е--е=й, 

то 

—и, , 

м=- ии 
е е, 

„ з&л 3 й@№л 
м= ай (300 

Такъ какъ нейтральная ось проходитъ черезъ центръ тяжести 

сѣченія, то статическіе моменты частей сѣченія, находящихся 

по обѣимъ сторонамъ этой оси, равны между собою. Поэтому 

(черт, 126) 

2 8 дз і 
е 8 (—)-ѣ-- 2 ( ) 

л Б э 

3 і 2 2 з 2-2 А 2 

ѣ 
а 

2 

5о
 2
 

е 
—-2ѣе—ѣ- .й --2ое—,. 

Подставимъ въ это уравненіе вмѣсто е, его значеніе й—е, и 
опредѣлимъ изъ него е, получимъ 

г—---е—2 
рии) 

г—-о--,-ь8 
с=й—-б-—= тх ре 

ррсіхы 

Поэтому 

е -—-2--е—. 
е —-2 —-22—583 і 

к. (302) 

Изъ 301 и 302 можно опредѣлить двѣ неизвѣстныя, а таквъ 

какъ число неизвѣстныхъ измѣреній6, то четырьмя нужно задаться 

сообразно съ условіями практики. Чтобы отливка удалась толщина
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стѣнки и фланцевъ не должна быть менѣе 7 миллиметровъ; если 
зададимся величинами 6, о,, и 8,, то изъ уравненій 301 и 303 
получимъ йі и №,, : 

Хотя чугунныя балки дешевле желѣзныхъ, но вслѣдствіе 
малаго сопротивленія чугуна динамическому дѣйствію избѣгаютъ 
ихъ употребленія въ случаяхъ, когда на балку дѣйствуетъ под- 
вижная нагрузка съ сотрясеніями. 

Если 4,=0, то двутавровое сѣченіе переходитъ въ одно- 
тавровое. Изъ предыдущихъ уравненій получимъ для тавроваго 
сѣченія (черт. 127) 

- ѣ -д—ѣ е—г)ч-е 

-—ань 
2 —-2—2 

—і-3 

е 

а и 

.м .. .и 
ѣ л-2- 5 

3) Дерево. —Дерево употребляется въ видѣ круглыхъ бревенъ 

или обтесанныхъ прямоугольныхъ балокъ. Хотя обтеска умень- 

шаетъ сопротивленіе бревна, но она улегчаетъ сопряженіе дере- 

вянныхъ частей. 

Бревна обтесываютъ такимъ образомъ, чтобы моментъ сопро- 

„ і : ; тивленіи—- полученнаго обтеской сѣченія, былъ максимумъ. Такъ з; 

какъ 

—== 

—
 

-ѣіз и — й, 

то 

слѣдовательно 

=і з и =р@ —5).
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Ширина ѣ, для которой Ибудетъ максимумъ, получается 
изъ условія: 

аи а—35 

ѣ-ѣ - 
откуда 

и @ 

и 
Поэтому 

слѣдовательно 
ъ 1 

ѣ 

или 

ѣ:-=5:7. 

Чтобы получить форму сѣченія, удовлетворящую послѣднему 

уравненію, дѣлятъ діаметръ АВ (черт. 138) на 3 равныя части, 

и въ точкахъ дѣленія сий возставляютъ къ АВ перпендикуляры 

въ противоположныя стороны, до пересѣченія съ окружностью 

въ Еи Е. Искомый прямоугольникъ будетъ АЕВЕ, потому что 

въ прямоугольномъ треугольникѣ АЕРВ. 

5 3 

і=АВв.с в-аа = а°, 

слѣдовательно 

ъ 1 5 

Бревно, обтесанное на форму наибольшаго сопротивленія 

теряетъ около 30°, своего сопротивленія въ кругломъ видѣ. Для 

ѣ 
уменьшенія обтески на практикѣ замѣняютъ часто отношеніе —= 

весьма близкимъ ему отношеніемъ 3:4.



Глава-ли. 

Общія формулы расчета горизонтальныхъ балокъ, на ко- 

торыя дѣйствуетъ вертикальная нагрузка. 

101. 

Нагрузка балокъ. —На всякую балку дѣйствуетъ постоянная 

назрузка, состоящая изъ вѣса балки и ея принадлежностей. Въ 
мостовыхъ и стропильныхъ балкахъ эту нагрузку можно почти 

всегда принимать за равномѣрно распредѣленную по всей длинѣ 
балки. 

Кромѣ постоянной нагрузки дѣйствуетъ часто на балку еще 

временная, дѣйствующая обыкновенно короткое время, но повто- 

ряющаяся послѣ болѣе или менѣе значительныхъ промежутковъ, 
какъ: движущійся по мосту поѣздъ, толпа людей и т.д. Вре- 
менная нагрузка можетъ быть разсматриваема какъ равномѣрно 
распредѣленная по всей длинѣ только въ стропильныхъ брусьяхъ; 
въ мостовыхъ балкахъ наиболѣе невыгодной нагрузкой является 

обыкновенно система сосредоточенныхъ грузовъ, образованныхъ 
давленіемъ колесъ вагоновъ или повозокъ, или перемѣщающаяся 
по мосту равномѣрная нагрузка, состоящая изъ толпы людей ит.д. 

Всякая нагрузка можетъ дѣйствовать непосредственно на 

балку, или она передается ей посредствомъ второстепенныхъ 
балочекъ только въ точкахъ соединенія ея съ этими балочками. 
Нагрузку послѣдняго случая будемъ для краткости называть 

передаточной. 

Балка, закрѣпленная однимъ концомъ и свободная на 

другомъ. 

& 102. 

Формулы расчета.-—Закрѣпленіе въ стѣнѣ можетъ быть за- 

мѣнено вертикальной силой В и моментомъ М, дѣйствующими 
по направленіямъ, указаннымъ на (черт. 129.) стрѣлками. 

Число неизвѣстныхъ этой балки—два: Ви М; для ихъ опре- 
13 
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дѣленія условія равновѣсія даютъ два уравненія, изъ чего слѣ- 
дуетъ, что такая балка представляетъ статически опредѣленную 
систему. Для ея расчета имѣются формулы, приведенныя въ 

ѣ 92, въ которыхъ величины Д и члены, зависящіе отъ темпе- 

ратуры, нужно поставить равными нулю, такъ какъ перемѣны 
температуры, какъ это выше было уяснено, не имѣютъ на на- 

пряженія статически опредѣленной системы никакого вліянія. 

Наибольшія напряженія этой балки получаются изъ фор- 
мулъ (2115) 

—№ Ме 
=р-. миое (208) 

а ея деформація, изъ уравненія (2743), 

ав (Мтцаг 
ав- у (204 

Если въ уравненіяхъ (303) поставимъ 

с=й.ос=й,, 
то получимъ для опредѣленія размѣровъ поперечныхъ сѣченій 

=- е, 
у .. 3 5 

Начало координатъ будемъ принимать на свободномъ концѣ 
А балки и первоначальную ось ея—за ось абсциссъ. Абсциссы 
сѣченій (точекъ оси балки) будемъ обозначать черезъ х, а то- 

чекъ приложенія груза (за которыя считаемъ точки пересѣченія 
направленій грузовъ съ осью балки) —черезъ 5. Абециссы будемъ 
считать положительными слѣва вправо, а ординаты —снизу вверхъ 
(по направленію дѣйствія грузовъ). Силы будемъ считать поло- 

жительными, когда онѣ дѣйствуютъ по направленію положитель- 

ныхъ осей координаты, а моменты—если они вращаютъ слѣва 

вправо (по направленію часовой стрѣлки. 

ѣ 103. 

Сгибающіе моменты. 

@) Моменты отъ сосредоченнаго зруза @ ). Для всякаго 

сѣченія, находящагося между свободнымъ концомъ и грузомъ 
(черт. 130) 

*) Буквой Р мы обозначали силы, имѣющія произвольное направленіе; буква 
С означаетъ вертикальный грузъ. 
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м-0, 

а для сѣченія между грузомъ и закрѣпленнымъ концомъ 

м=-ае-. . . . 306) 

Для =1 

т=--(з—). (30ѣ) 

В) Моментъ отъ системы сосредоточенныхъ зрузовъ. — Если 

между свободнымъ концомъ А и сѣченіемъ 4 находятся грузы 

(@і @,...Са, то моментъ въ этомъ сѣченіи (черт. 131) 

м=-соа--сс-- -сц—-) 
или 

Для краткости напишемъ послѣднее уравненіе въ слѣдую- 

щемъ видѣ 

--ѣ-убЕі тѣпіодо5 Ч» (308) 
і 1 

) Моментъ отъ непрерывной нарузки. —Когда грузы С,,@,... 

и ихъ разстоянія между собою сдѣлаются безконечно малыми, 

то система грузовъ превращается въ непрерывную нагрузку. 

Если и—непрерывная нагрузка, соотвѣтствующая единицѣ длины 

балки, то въ уравненіи (308) 

с=да 

и знакъ ѣ превращается въ интегралъ. Поэтому для непрерывной 
нагрузки (черт. 132) 

ма=о—=а \.--\ . 209) 

=а и а 

Если нагрузка распредѣлена равномѣрно, то о—величина по- 

стоянная, и тогда (черт. 133) 

х х 
г- і -а? 

М==дх \ -= е-о-") 

л)з и, 2 а. .. (840) 

Послѣднее выраженіе можно получить непосредственно по- 

мощью извѣстнаго правила, что моментъ равнодѣйствующей ра- 

13*
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венъ суммѣ моментовъ слагающихъ. Равнодѣйствующая на- 

грузки, лежащей на отрѣзкѣ Аі=д(п—а), а ея разстояніе отъ 

—а 
а = ——, поэтому 

м-о-(5 ) ==0 с- : 

$ 104. 

Опредѣленіе сгибающихъ моментовъ графическимъ пу- 
темъ.—Такъ какъ сгибающій моментъ сѣченія равенъ статиче- 

скому моменту силъ, находящихся по одну сторону сѣченія, 
взятыхъ по отношенію къ его центру тяжести, то графически 
сгибающіе моменты получаются помощію построеній, указанныхъ 
въ 66 —68, Эти моменты для нагрузокъ, разсмотрѣнныхъ въ 

предлежащемъ параграфѣ, построены на черт. 130а, 1314, 132 
и 133а. Если у —ордината веревочной линіи, соотвѣтствующая 
произвольной точкѣ 4 оси балки, отнесенная къ крайней сто- 

ронѣ аЕ свободнаго конца ея, и Н—полюсное разстояніе, то 

сгибающій моментъ въ сѣченіи 4 

М==Нхуц. 
Ординаты у нужно измѣрять по масштабу силъ, а полюсное 

разстояніе Н—по масштабу разстояній (по которому была от- 

ложена длина балки, или на оборотъ). 
Изъ чертежей видно, что наибольшіе моменты соотвѣтствуютъ 

закрѣпленному концу, что поэтому напряженіе достигаетъ наи- 

большаго значенія въ сѣченіи В. Такое сѣченіе называютъ 

опаснымъ. 

& 105. 

Упругая линія.—Если прогибъ въ точкѣ 4 означимъ черезъ 
ій, то, по 8 87, 

@аъ 

—-й 
и по (305) 

1 
( Мтцйх «=| й 

Ел 
о 

гдѣ М—моменты, произведенные данной нагрузкой, а т—гру- 
зомъ==1, приложеннымъ къ сѣченію 4, котораго прогибъ ищется. 

Если на балку дѣйствуетъ одинъ только грузъ @, прило- 
женный къ точкѣ й, то для опредѣленія 7 будемъ имѣть слѣ- 

дующія данныя: 
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о черт. По черт. Для сѣченій р о іерт 
1344. 134. 

у 

отъ =0до =і мм-=0 ===0 т: —) 
о 

ё 

. 2=—., —ѣ Мели=-(о - о 
х. 

— ц@. 
—8 —ѣ)й 

‚ =і, =ім--си-Эт-—(и—) ? т \ - . 
: 

Слѣдовательно 

= (—одаг. 
) 

1 

ъ, з 

- | Штцах 

о 

Для призматической балки 

-е——ои 
ё 

1 ) 

. газ-(н-и) ) ай. ах. -“ =ѣ 
иеѣ 

Проинтегрировавъ это выраженіе, получаемъ послѣ соотвѣт- 
ственнаго сокращенія 

@ац@і- гоз @-зоту тиодна,я ліо) 

Изъ этого уравненія получается 7 для всякаго р, если только 

о<й и оно показываетъ, что упругая линія между А и й имѣетъ 
видъ прямой линіи. 

Для ой дѣйствителенъ 
зерт. 135, по 

которому получаемъ: 

Для сѣченій: 
| 

м п з 
уи 

отъ х=0 до х=й 0 0 
| 

0 

‚ =й „із=) —(—) 0 
я 

0 

‚ =о , 
і=і —с(2-ѣ | —(—ѣ) |в-ѣе- —о)аѣ 

о 
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Поэтому 
р 

=в -с—гна 
и Ел 

и для балки постояннаго сѣченія 

1 

откуда 

— - и) з1) 

Для == получаемъ какъ изъ (311), такъ и изъ (312) 

@(1-5 
—-з (313) 

Если грузъ приложенъ къ свободному концу, то 5==0 и тогда 

по (312) 

: сй ѣ = С ... ѣ 

Для ==0 получаемъ 

сй. 
—зЕл 

Прогибъ, произведенный большимъ числомъ грузовъ, равенъ 

суммѣ прогибовъ, произведенныхъ каждымъ грузомъ отдѣльно, 

при чемъ прогибъ отъ грузовъ, находящихся между свободнымъ 

концомъ и разсматриваемымъ сѣченіемъ (7<і) опредѣляется по 

формулѣ (312), а отъ грузовъ, лежащихъ на балкѣ между этимъ 

сѣченіемъ и закрѣиленнымъ концомъ—по формулѣ (311). Такъ, 

прогибъ сѣченія 4, произведенный нагрузкой, представленной на 

черт. 136, будетъ 

и х іа-й №= е = 

й- -5)° @ - -- —з. 

Прогибъ свободнаго конца 

—-свеа-ононѣн-оа-уон-ѣ-о-ин-о



Уголь вращенгя.—По 87 

4 

“а- @аМц 

и по (305) 

= 

1 

8 с 

Ел 
о 

гдѣ М—моменты, произведенные нагрузкой, а т—моментомъ=1 
(т. е. парой силъ равной 1), приложеннымъ къ сѣченію 4 по 
направленію искомаго вращенія. 

Если на балку дѣйствуетъ одинъ только грузъ @, то будетъ 
(черт. 137) 

отъ =0 до 

у 

=о М=0 ц=0 іие ==0 

о 

5 - 
отъ х=р до х==й: М==0 =—1 . 

Ел 
у 

л й в х—5 отъ =йдо =й М-—а(—ѣ) ти= ц с@-5, ѣ ѣ = п і“ 

поэтому 
1 

Мтцах (—ѣа : ф—- ..ч-е . . е ѣ . 315 — -) сю) 

т
 

о 

Для призматическаго бруса 

= ) (отоаз, 

т
 

откуда, послѣ интегрированія и соотвѣтственнаго сокращенія 

@а--ѣ5 

Это уравненіе дѣйствительно только для сѣченій, находящихся 

слѣва груза для (<ѣ);для сѣченій справа груза будетъ (черт. 138) 

отъ х=0 до =й М=0 ц=0 

отъ х=7 до =о: М=—а(—ѣ т=0 
отъ =о до =і М=—са—о тц= —і
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слѣдовательно 
1 

—л (х=-ѣа 
ѣ 

@@—-о(н-и.—28 й ——-з .... 27) 

Для =0 и =0 
ай 

. 

а—о л . . . . . . . (318) 

Примѣчаніе. —Такъ какъ 

—о. —е-и 
то уравненія для угла вращенія могутъ быть получены изъ ура- 
вненій прогиба, взявъ ихъ производную по отношенію къ йх. 

Такъ, напр., производная уравненій 311 и 312 дастъ уравненія 
316 и 317. 

& 106. 

Прогибъ отъ непрерывной нагрузки. Длину непрерывной на- 

грузки будемъ обозначать черезъ Л, а начальную и конечную 
абсциссу ея—черезъ п и й. 

Для опредѣленія уравненія упругой линіи имѣемъ (черт. 1384) 
отъ х=0 до =п М=0 

х 

) 

ріі 

х=н , і=й: м-=-\аа-5 
к 

„‚ 
=й , 

з=і М==- \.а—5 
п 

Грузъ==1 производитъ въ сѣченіяхъ слѣва его точки приложенія 
моментъ 9==0, а для сѣченія справа точки 4 

т=- (—0. 

Упругая линія будетъ состоять изъ трехъ частей, соотвѣт- 

ствующихъ отрѣзкамъ ас, сй и йѣ балки, изъ которыхъ только 

отрѣзокъ сй нагруженъ. Уравненія этихъ частей слѣдующія: 
1) для отрѣзка ас (<п) черт. 138а иъ) 
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и 

= | р и [.5е- э—“ 
2) для отрѣзка сй (п<о«<й) (черт. 138и). . ... (319 

кх в 

і -о і — 
ка в—, 

3) для отрѣзка @ (о5й) (черт. 138аиай) 

1 

&=| = ] . 
у 

Въ частномъ случаѣ, козла назрузка распредѣлена равномѣрно 
(черт. 139) 

—5 Ел — —-и 

ж 
= 

—--не-ти)-о(——) 
р 

гдѣ л=й—и 

и формулы (319) получатъ слѣдующій видъ: 

и ! 
= 

[-—ор (2х—л—д) (а—оаз 
к —п 

2) п-о<й 
к 1 

— -о-оа і——е—оо] 
т к 

3а) эй 

ул рии 
Такъ какъ въ этихъ уравненіяхъ только х—перемѣнная вели- 

чина, то опредѣленіе ихъ интеграловъ не подлежитъ никакому 
затрудненію. 
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Когда равномѣрная нагрузка покрываеть всю балку (черт. 140) 
то 

п=о й= 

и по 2 
1 

№= —е-ми. 
—в() — . 820) 

Для ==0 

я = 7—ѣ Ел 

гдѣ @а—вся нагрузка балки. 

Изъ (320) получимъ 

ѣ 

и-Е ѣоЕЛ 

Для с=о 

ѣ 108. 

Настроеніе упруюй линіи.—Строимъ для данной нагрузки 
(черт. 1414) веревочный многоугольникъ (черт. 14П5). Если орди- 
наты этого многоугольника означимъ черезъ і), а его полюсное 

разстояніе (черт. 141ѣ) —черезъ Н, то по ф. 66 моментъ въ 

сѣченіи а, 
м=нН). 

Построимъ другую линію «8у3 (черт. 1415), которой ординаты 
въ Л разъ меньше ординатъ ), гдѣ л—моменты инерціи сѣченій, 
соотвѣтствующихъ этимъ ординатомъ. Если ординаты этой новой 
линіи означимъ черезъ |,, то 

ім 
—нл 

Примемъ эту линію «у3 за линію нагрузки, построимъ для 

нея по % 68, многоугольникъ силъ (черт. 141с), и помощію 
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произвольнаго полюснаго разстоянія Н,—веревочную линію. 

черт. 1416. Эту линію будемъ называть сторой веревочной линіей. 

Примемъ крайнюю касательную иі этой линіи, соотвѣтству- 

ющую закрепленному концу 6, за ось абциссъ и означимъ орди- 

наты ея точекъ черезъ у. Если т—моментъ въ сѣченіи, кото- 

рому соотвѣтствуетъ ордината т, произведенный грузомъ==і, то 

грузъ |),йх производитъ въ немъ моментъ т),йх, а вся нагрузка 

представленная линіей «ву3—моментъ, 

і 

п)ах. 
и 
о 

Такъ какъ этотъ моментъ==Н,т, то имѣемъ уравненіе, 

Нуч= \, ах 
и 

и подставивъ для і, значеніе, 

@3 

откуда 

. *М я 

нни=\ а аи 328) 

Если 7—ордината упругой линіи, 
то 

іѣМп 

поэтому по (323) 

ѣ н 24) 

откуда 

=ОЕ (325) 

гдѣ 

—й 

й 

Изъ (325) слѣдуетъ: Ординаты второй веревочной линіи про- 

порцгональны ординатамъ упрушой линіи. Если ординаты второй 

веревочной линіи уменьшимъ въ С разъ, то получимъ упругую 

линію.
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Сѣченіе длинныхъ балокъ измѣняютъ обыкновенно не посте- 

пенно но внезапно, такъ что балка получаетъ ступенчатый видъ. 

Построеніе упругой линіи для этого случая уяснимъ примѣромъ. 

Положимъ что балка состоитъ изъ четырехъ призматическихъ 

частей ас, са, @ и (черт. 142«), имѣющихъ различныя сѣче- 

нія; пусть Л, Л, 4, и лД—моменты инерціи этихъ сѣченій. 

(черт. 1428). 

На балку дѣйствуютъ сосредоточенные грузы @, @, и@, и 

непрерывная нагрузка діп, распредѣленная равномѣрно на всю 

длину ея. 

Помощію произвольнаго полюснаго растоянія Ни многоуголь- 

никовъ силъ ОРи Р1 (черт. 142)) строимъ для непрерывной 

нагрузки веревочную линію сс@й7ѣ,, и для системы отдѣльныхъ 

грузовъ @, @, и @, —веревочную линію , 7, @, с, ф. Площадь 

фигуры, образованной этими обѣими линіями и вертикалью еф 

принимаемъ за площадь непрерывной неравномѣрной нагрузки, 

строимъ для нея многоугольникъ силъ тс'@ь" (черт. 142%), 

принимаемъ 

для нагрузки жс', представленной площадью ссс,ф (соотвѣт- 

ствующей отрѣзку ас балки) полюсное разстояніе==7, для наг- 

рузки сі@’, представленной площадью сй@:са (соотвѣтствующей 

отрѣзку сй), полюсное разстояніе==7 (==моменту инерціи сѣченій 

этого отрѣзка) и т.д. 

и строимъ веревочную линію черт. 1425. 

Если примемъ за ось абциссъ продолженіе крайней касатель- 

ной этой веревочной линіи, соотвѣтствующей закрѣпленному 

концу, и означимъ ея ординаты по отношенію къ этой оси 

черезъ 7, а ординаты упругой линіи—черезъ 7, то 

—и . 

Когда сѣченіе балки постоянно, то для построенія второй 

веревочной линіи принимаемъ за линію нагрузки первую веревоч- 

ную линію безъ измѣненія. Въ этомъ случаѣ будетъ: 

м 

н=\ траг=\ „ 
. 

Нн,Ну= \ъма 

Ордината упругой линіи (стрѣлка прогиба) 

—л Мтцах== в. Ни



или 

=. =х- .... (3356) 
гдѣ 

в.л 
т 

109. 

Балки постояннаго сопротивленія. 
Наибольшее напряженіе, проявляющееся въ крайнихъ волов- 

нахъ, пропорціанально сгибающему моменту, а такъ какъ этотъ 

моментъ для различныхъ точекъ осине одинаковъ, то изъ формулы 

й „е слѣдуетъ что въ призматической балкѣ, (для которой — пос- 

тоянная величина) крайнія волокна испытываютъ на различныхъ 
мѣстахъ различныя напряженія. Когда поэтому напряженіе на 

томъ мѣстѣ, гдѣ моментъ М наибольшій, равняется предѣльному 
напряженію й, то въ другихъ мѣстахъ оно тѣмъ меньше, чѣмъ 
меньше соотвѣтственный моментъ М, и во всѣхъ этихъ мѣстахъ 
сѣченіе могло-бы быть уменьшено не нарушая прочности балки. 
Изъ этого слѣдуетъ что балка, имѣющая такой видъ, что на- 

пряженіе крайнихъ волоконъ достигаетъ предѣла одновременно 
во всѣхъ сѣченіяхъ, требовала-бы, при одной и той-же формѣ 
сѣченія, наименьшаго количества матеріала, Такая балка назы- 

вается балкой постояннаго сопротивленія. 
Въ балкѣ постояннаго сопротивленія напряженіе достигаетъ 

предѣла только въ крайнихъ волокнахъ; во всѣхъ другихъ во- 

локнахъ оно тѣмъ меньше, чѣмъ они ближе къ нейтральной 
оси. Поэтому и въ такихъ балкахъ сопротивленіе распредѣляется 
на сѣченіе неравномѣрно. 

Если для какихъ-либо двухъ сѣченій означимъ черезъ 
Ми М —сгибающіе моменты 

Ли Д—моменты инерціи, 
еи е, —разстоянія наиболѣе напряженныхъ волоконъ, отъ ней- 

тральной оси, 

—предѣльное (допускаемое) напряженіе, то для балки постоян- 

наго сопротивленія должны быть исполнены условія: 
Ме Ме : и 
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Форма такихъ балокъ получается поэтому изъ уравненія: 

ѣ=-—-= —-. .......(327) 

Опредѣлимъ формы балокъ постояннаго сопротивленія закрѣп- 

ленныхъ однимъ концомъ и свободныхъ на другомъ, для случа- 

евъ всего чаще встрѣчаемыхъ на практикѣ. 

А. Балка прямоуольнаго сѣченія нагружена у свободнаго конца 

отдѣльнымъ грузомъ і.—Моментъ въ этомъ случаѣ имѣетъ нан- 

большее значеніе въ сѣченіи у плоскости задѣлки; вслѣдствіе 

того отнесемъ величины №,, Диае къзакрѣпленному, а М, Лие— 

къ произвольному другому сѣченію и означимъ ширину и высоту 

перваго черезъ ѣ, и й, а послѣдняго черезъ ѣ и й. Считая аб- 

сциссы отъ свободнаго конца будемъ имѣть (чер. 143). 

1 т 1 3 3 й = 13 7і 

і 

М==(х се== 

м=й е== 5 ш е ѣи3 

Слѣдовательно, по (327) 

, л ц ъ 

1 ттнэйо: 
т ѣі3 в ѣйз 

откуда 
ѣ ѣл2 р е а изав) 

Частные случаи. 

1) Ширина ѣ постоянна, т. е. 

Тогда по (328) 

Этому уравненію соотвѣтствуетъ параболическій тупой клинъ 

(черт. 144. 

2) Высота й постоянна, (й=й). 

Для этого случая получаемъ изъ (325) 

ъ 
—=—-х. т 

Балка имѣетъ форму клина (черт. 145).



—207— 

3) Сѣченія подобны между собою.-—Такъ какъ для подобныхъ 

сѣченій 

ъ ѣ 
ѣ хѣ. 

то по (328) 

тноо 

откуда 

Балка имѣетъ форму тупой кубическо-параболической пира- 

миды (черт. 146). 

Если означимъ объемъ призматической балки черезъ Г,а 

объемы балокъ, представленныхъ на чертежахъ 144, 1445 и146— 

черезъ У,, Г, и Г,, 7о 

8 „ 2 . и. 
г==ѣйй ѣ=5 ѣйй .—= ѣйй . ѣйй. 

Поэтому : 

Риг: =—=30: 20:15:45. 

Изъ этой пропорціи видно, что наименѣе матеріала требуетъ 

балка, изображенная на черт. 145, которая кромѣ того отли- 

чается простотой своей формы. 

Прошбъ балокъ постоянна сопротивленія. —Когда призмати- 

ческая балка нагружена на свободномъ концѣ грузомъ @, то 

прогибъ этого конца 
ай 

—зн- 

Для закрѣпленнаго сѣченія 

м-=ай- 
е, 

поэтому 

сі- =і і -- 
отквуда 

і 3и 
уи р:



— 208 — 

Если грузъ приложенъ къ свободному концу то (черт. 147) 

1 

=— ѣ 7 —( —ѣ)йѣ 

или, такъ какъ для балки постояннаго сѣченія. 

м й 

л е 

то 

1 

я а: —— е —ойѣ 

Когда сѣченіе—прямоугольникъ, то 

=
 

е, й 

е =
 

и тогда 

1 

- т—й:. . ... (329) 
у 

Частные случаи. 

1) Ширина балки постоянна (ѣ=). 

№. -. й 

Въ этомъ случаѣ 

сацето9 

з4і | у ѣ й т 
й=- р, й |і-з-и - 

зииих: 
№-=24 іт+2-ѣ () 

2) Высота постоянна. 

Для й=й, уравненіе (329) получаетъ видъ 

1 

3 (—ойх= “а- =
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3) Оъченія подобны между собою. 

Такъ какъ 

Вн ж 
то по (329) 

з-е— і2 

х - 
і 

2 

(*--п -) в |ѣ 
или 

. 

9 5ъ е лтихе 

Прозибъ свободнаго конца. Для г=о получаемъ 

въ случаѣ 1, і=27, 
въ случаѣ 2 : =ѣ 
въ случаѣ 3 : =,й. 

Поэтому 
й ;ѣов=20:і5: 218. 

Изъ этого уравненія легко узнать что отношеніе прогибовъ 
свободнаго конца равно отношенію соотвѣтственныхъ объемовъ. 

Б. Балка прямоугльнаго съченія нагружена равномѣрно по 

всей длинт. 

Въ этомъ случаѣ (черт. 148) 

слѣдовательно по (327) 

3 02 і _ав 

откуда 
л р-ѣі ій и 330) 

Частные случаи. 

1) Высота балки постоянна (і=й). 
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Ширина сѣченія, отстоящаго отъ свободнаго конца на раз- 
стояніи х, получается изъ уравненія: 

: 
й 

ѣ ѣ л 

изъ котораго видно, что балка имѣетъ видъ заостреннаго пара- 
болическаго клина (черт. 149). 

2) Ширина постоянна. 

Для ѣ=ѣ, получаемъ изъ (329) 

Этому уравненію соотвѣтствуетъ форма клина (черт. 150). 

3) Козла січенія балки подобны то можно написать 

и и 

и тогда, по (329) 
° 

еи 

3 
Балка имѣетъ видъ пирамиды, которой грани 

по параболамъ Нейля. 

и у 

пересѣкаются 

Если И,, Рзи Г,—объемы этихъ балокъ, и И—объемъ балки 
постолннаго сѣченія, то 

1 і 3 
у—-ѣйй р =з 5йй у и ѣ, == 5й. 

Поэтому 
. 

- 3 
1 1 3 

у.т. Р,: =і: : 5 
=42:14:2 18 

Прогибъ балокъ постоянназо сопротивленія, назруженныхъ 
равномѣрно по всей длині. 

Прогибъ своводнаго конца призматической балки 

7_ “= 8л 

Если М —моментъ закрѣпленнаго сѣченія, то 

2 
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поэтому 
ми 

“= іЕ7 
Такъ какъ 

&л, 

то 

и 

откуда 

й й і 

ѣ- ий і 

ипо (327) 

м 4ЕМ 

и.і 
(335 

Величина прогиба сѣченія, отстоящаго отъ свободнаго конца 

на разстояніи х, получается изъ уравненія упругой линіи: 

м 
і= \ѣ . тах. 

Такъ какъ 

т=х—ѣ, 

то (черт. 150) 

или 

1 

1) Ширина балки постоянна. (6=5) 

Въ этомъ случаѣ, по (332) 

поэтому, по (332) 

1 1 

у 

гя я г 
= . ѣ - 4 ( ѣ пай ! )
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2) Высота постоянна. (й=й) 

1 ! 

г: 

3) Сѣченія подобны. 

——ѣо 

г аз 

ѣ 

„. ѣ3 —— 
\ з(х—п)йг =— ) і а 

ѣ 4- 

Помощію этого уравненія получаемъ легко 

1 ! і 

. [- .32 
4 = [ іи. 

у із 

Поэтому 

3 

. 4о Зѣ 
ѣ= 3і [ -т-тѣ = 

Изъ предыдущихъ формулъ получаемъ что прогибъ свобод- 
наго конца (г=0) 

въ случаѣй і: =4 

въ случаѣ 2 : =27 

въ случаѣ 3 : 7= 37 

Графическимъ путемъ прогибъ этихъ балокъ опредѣляется по 
способу, указанному въ & 108.
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103, 

Примѣчаніе. —Во всѣхъ случаяхъ, разсмотрѣнныхъ въ преды- 

дущемъ параграфѣ, мы пренебрегали скалывающими усиліями, 

стремящимися сдвинуть одно сѣченіе вдоль другого. Въ 8 98 по- 

лучено что наибольшее скалывающее напряженіе проявляется въ 

нейтральной оси, и по (294) оно равно 

шахі— -. . ....... (2948) 

гдѣ : 

т—равнодѣйствующая всѣхъ внѣшнихъ силъ (включая сопро- 

тивленія опоръ) дѣйствующихъ по одну сторону разсматри- 

ваемаго сѣченія, 

бт —статическій моментъ половины сѣченія 

в,—ширина сѣченія на оси центра тяжести 

—моментъ инерціи. 

Если допускаемое напряженіе скалыванію означимъ черезъ й, 

то прочность требуетъ чтобы было исполнено условіе 

Тѣм 

Для прямоугольнаго сѣченія, котораго ширина й и высота № 

51 5і 

1 з 

слѣдовательно 

8 
й= л. 

з ѣ 

откуда 

ы ..... 4333)9 

По (305) 

& 

6вл ѣѣѣ ки (33о)
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Балка должна получить такіе размѣры, чтобы всякое сѣченіе 

ея удовлетворяло уравненіямъ (333)и (334). Такъ какъ моментъ 

М увеличивается отъ свободнаго конца, на которомъ онъ==0, къ 

закрѣпленному, то формулу (334) слѣдуетъ употреблять начиная 

съ сѣченія й, для котораго 

т6.м 
іѣ ѣо ѣ 

или 

и т р 

Сѣченія между & и свободнымъ концомъ нужно разсчитывать 

по формулѣ (333). 

Когда грузъ @ приложенъ къ свободному концу, то 

т-в; М-6аз. 

Если х,—-разстояніе отъ свободнаго конца того сѣченія, до 

котораго слѣдуетъ употреблять формулу 333, то по (335) 

тѣ 

Для желѣза й 

ж) 
.- 4 

слѣдовательно 

ѣ= л. ..... (236) 

Когда балка нагружена равномѣрно, то 

; и 

поэтому, для желѣза 

ха 5ъ 
- ...й 

откуда 

й й 

Изъ (336) и (337) видно, что въ обоихъ случаяхъ сѣченія, на- 

чиная съ котораго слѣдуетъ употреблять формулу изгиба, нахо- 

дится на весьма близкомъ разстояніи отъ свободнаго конца.
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110. 

Примѣры. 
1. —Опредѣлить нагрузку дубовой балки длиной 1-4 метръ., за- 

крѣпленной однимъ концомъ и свободной на другомъ, которой 
прямоугольное сѣченіе имѣетъ ширину 11 см., и высоту 20 см. 

По (305) 
ѣѣ° 

6 
Принимая 

д= 120 кил. на 1 квадр. см. 

получимъ 
: ло—-и2о 

6 
откуда 

с= 628-6 кил. 

2.—Опредѣлить высоту поперечнаго сѣченія желѣзной по- 

лосы, которой длина 1:5 мтр,, и ширина 3 см., закрѣпленной 
однимъ концомъ, и нагруженной на другомъ концѣ грузомъ= 
1000 кил. 

По (305), для &-= 800 кил. на 1 кв. см. 

и 
800.3.5° 

1000хі50о=—— — 
—— 

6 

откуда 
ѣ- 19:4 см. 

Опредѣлить величину прогиба свободнаго конца этой полосы. 

По формулѣ 
е 

имѣемъ 
и 3 

3.2000000.3.134 
3.—На концахъ колѣнчатаго желѣзнаго рычага АОВ (черт. 

д5 дѣйствуетъ сила 500 кил. поперемѣнно въ ту и другую 
сторону. Сѣченіе рычага прямоугольное, котораго высота втрое 
меньше ширины. Опредѣлить размѣры опаснаго сѣченія (черт. 250 

Такъ какъ предѣльныя напряженія равны и противоположны, 
то по (67) 

-= 
и 

— 5 кил. на 1 дит 
1-о4 а 



ѣі йіз 
м--= 

500х450 
5 18 

й=і3тт — в-іми. 
4. —Опредѣлить напряженіе зубцовъ чугунной шестерни, пере- 

дающей давленіе 1600 кил., если длина зубца 120, ширина 40, 
и высота—60 миллиметровъ. (черт. 252) 
Найбольшій моментъ 

Мтахс=1600 хбо 

поэтому 
ме 1600.60.20 

—= . =в кил. на 1 дт 
0з 

п 
120.40° 

5. —Требуется опредѣлить величину безопасной равномѣрной 
нагрузки для сосновой балки, которой свободная длина 3 метръ., 
а сѣченіе имѣетъ высоту 20 см. и ширину 15 см, 

Кромѣ искомой нагрузки & балка должна нести также соб- 
ственный вѣсъ @. Если у—удѣльный вѣсъ дерева, 

то 

о=рѣи 
и по формулѣ 

№ и-ны-- 3 
— 

получимъ, принимая й&==70 кил. на іуст 

(о--043.л5.оз-2о 6 

откуда 
а==430:6 кил. 

Прогибъ свободнаго конца 

и 466.3008 
; 

-- =. =1.2 см. 8Е7 о00000. ѣ 
6.—Опредѣлить равномѣрную нагрузку для чугунной балки, 

которой, сѣченіе представлено на черт. 253. Длина балки Тмтр. 
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Разстояніе оси центра тяжести отъ вархняго крайняго воло- 

кна, по правилу статическихъ моментовъ, 

12.2.1--28.2. С н2) 
е=——- . — =115 ст. 1а 3-38.3 

в.=30—11-5=18-5 

-льы-э5чл85-и 

Напряженіе крайнихъ верхнихъ волоконъ 

а крайнихъ нижнихъ 

Если й —допускаемое напряженіе растяженію, и й, —сжатію, 

то должно 

сі=й <й и о,<й 

слѣдовательно, одновременно должны быть исполнены условія: 

мМе, = Ме = 
Д —-<№ 

л-- - 

или 

мй ъ м— 

= 21 - е 

3 й ѣ, . 
Если < —-, то оба условія будутъ исполнены, когда 

@ 2 

м й 

Лин6а 

въ противномъ случаѣ должно 

Принимая для чугуна 

&==250 и 

&,=500 кил. на 1 дст 

будемъ имѣть для даннаго сѣченія (черт. 253) предполагая, что 

горизонтальный фланецъ находится на сторонѣ растяженія, 

женниз 7
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и й к, 
Гакъ какъ въ этомъ случаѣ — 1о искомая нагрузка по- 

й 
і э 

лучится по Формулѣ 
м=——- 

2 3 

100 250л4 
ий 

откуда 
@=3236 кил. 

7.—Вывести формулы для расчета пружины постояннаго со- 

противленія. 
Пружина находится въ состояніи балки, закрѣпленной однимъ 

концомъ, и нагруженной на другомъ. Такъ какъ толщина пру- 
жины постоянная (л==йі), то для постояннаго сопротивленія она 

должна получить треугольный видъ (черт. 254). Основаніе й этого 

треугольника получается изъ уравненія: 

с- 
6 

Прогибъ свободнаго конца 

= 
ай ав бсй & 

ли == ЩЩъ. 

—=— 
. 

у ==- 2вл 
звѣри 

Еѣѣ Ей 

Раздѣлимъ основаніе ѣ на 2п равныхъ частей, и разобьемъ 
треугольникъ сѣченіями аа, ѣ, сс..., проведенными черезъ точ- 

ки дѣленія перпендикулярно къ основанію, на полосы х, й,у... 
Сложимъ полосы у и уі въ одну полосу С, и положимъ ее 

подъ 8, полосы в и в—въ полосу В, и положимъ ее подъ @, 
ит. д. Такимъ образомъ получимъ пружину, представленную на 

(черт. 1546) которой крѣпость будетъ очевидно точно такая, 
какъ данной треугольной пружины. Если означимъ ширину по- 

лосъ 4,Б... черезъ ѣ,, а толщину—черезъ й, то 

„ й&п№ѣй 
с.-- 

6 

Изъ этой формулы можно при данныхъ ѣ; и й опредѣлить 
число п полосъ. Длины отдѣльныхъ полосъ получаются постро- 
еніемъ треугольника (черт. 154. 

Прогибъ 
й 

№? 

Если прогибъ данъ, то изъ послѣдней формулы опредѣляютъ 
й, и затѣмъ, принявъ соотвѣтственно ширину е—число полосъ п. 
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Изображенную на (черт. 155) рессору можно себѣ предста- 

вить состоящей изъ двухъ такихъ пружинъ, и разсчитать каж- 

дую половину по предыдущимъ формуламъ. 

в 11. 

Подвижная нагрузка. Инфлуэнтная линія сшбающихъ момен- 

товъ.—Напряженіе крайнихъ волоконъ опредѣляется выраженіемъ 

Ме 
с=——- 

л 

въ которомъ при измѣненіи положенія нагрузки, измѣняется 

только моментъ М. Въ данномъ сѣченіи будетъ, поэтому, дѣйст- 

вовать наибольшее или наименьшее напряженіе тогда, когда на- 

грузка имѣетъ на балкѣ такое положеніе, что ироизводимый ее 

въ этомъ сѣченіи моментъ достигнетъ своихъ предѣльныхъ зна- 

ченій. Это положеніе опредѣляется всего проще помощію нн- 

флуэнтной линіи. 

Когда грузъ=П находится между сѣченіемъ д, для котораго 

требуется построить инфлуэнтную линію, и свободнымъ концомъ, 

то производимый имъ въ да моментъ (черт. 156). 

т=—й 

а когда между этимъ сѣченіемъ и закрѣпленнымъ концомъ, то 

т=0 

Инфлуэнтная линія моментовъ есть, поэтому, прямая, про- 

ходящая черезъ точку 4, которой ордината на свободномъ концѣ 

равна 7. 

Изъ формы инфлуэнтной линіи легко вывести слѣдующія за- 

ключенія: 

1) Система сосредоточенныхъ грузовъ производитъ въ сѣченіи 

наибольшій моментъ тогда, когда наиболѣе тяжелые грузы на- 

ходятся по возможности близко къ свободному концу балки, и 

когда на балкѣ лежитъ возможно большое число грузовъ. 

2) Нагрузка, находящаяся между сѣченіемъ и закрѣпленнымъ 

концомъ, не имѣетъ на моментъ въ сѣченіи никакого вліянія. 

3) Непрерывная равномѣрная нагрузка, покрывающая всю 

длину балки, производитъ одновременно во всѣхъ сѣченіяхъ наи- 

большіе моменты. 

4) Такъ какъ грузъ, гдѣ-бы онъ ни находился на балкѣ, про- 

изводитъ въ сѣченіи только положительный (или только отри- 

цательный) моментъ, то наименьшіе моменты сѣченій равны нулю.
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ТАБЛИЦА 1. 
модулей упругости Е. 

— 

Модуль упругости. МАТЕРТАЛЫ. 
| 

Въ вилогр. на В пудаж. на 

| 
1квд. сантимет. 1 кв. дюймъ. 

Аллюмпній оиц.іотю.- 675000 эс6000 
Бронза. е . 690000 

| э72000 
Букъ.:. . . з. 92100 36400 

Дубъ, по направл. волоконъ . 117000 

порадіальному напр. . .. 1300 46200 
„ по касательному напр.. 800 зв 

Желѣзо полосовое. . ... 2000000 | 316 

листовое, 1800000 780000 
Желѣзная проволока. ... 5100000 

710000 

Золото. з00000 830000 
Кожаные ремни 

| 

730 ои 
Латунь. 640000 ое 

Латунная проволока.. .. 

| 

987000 х 
Мѣдь красная ; . 1070000 3о: 

Мѣдные листы. ё . . 1070000 422000 

Мѣдная проволока. . ... 1200000 
| 

422000 

Олово, литое и прокатное . . 490000 | 

470000 

Платина ............ 1600000 158000 

Свинецъ . . з, 50000 
р -631000 

Свинцовая проволока. ... 70000 20000 
Сосна, ель, по напр. волоконъ. 100000 

27500 

» » » и радіальн 1100 
39000 

и і 4 „, Касательн. 650 
| 

430 

Стекло. і. . 
700000. 165 

Сталь, не закаленная. ... 
2046780 275000 

закаленная ... . 
2250000 810000 

„ литая, незакаленная. . 
2500000 850000 

я; ѣ закаленная... 3000000 330000 

Серебро ... ... 
730000 1180000 

Цинкъ, литой 950000 | 
288000 

Чугунъ, при растяженіи. .. 
1000000 

| 375000 

, при сжатіи .... 
990000 395000 

Ясеньі. ... 
.. 98500 390000 

38800 
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ТАБЛИЦА П. 

степеней прочности. 

Сооруже- 
Времен- | Зданія и |Строитель-Нія подвер- 

гаемыя 
ныя, кратъ- „ 

ныяи мос- МАТЕРТАЛ. ‚ Кр8ѣ постройки сильнымъ 
ко срочныя товыя соо-| сотрясені- 
постройки. вообще. | руженія. имъ (части 

машинъ). 
—————— —== 

---- 

Желѣзо полосовое. 3 4 г5—=6 7—8 
і 

| 

ы листовое . 
— 4—6 нѣы--7 т.-3 

| 

| 

Сталь (вообще). 5 4 5—6 7—-8 

Чугунъ 4 6.т —е-20 

Дерево. 6 9—10 10—12 15 

Камень естественный. 10 20 30 35 

„ искуственный. 8 15 20 25 

Канаты и ремни.. 4 5 6 10 



а) Въ 

5 

ТАБЛИЦА Ш. 

килгр. на квадр. миллиметръ. 

Временныя 
Л Сооруженія под- 

й кратносроч- | 
Зданія и пос- | Стропильныя и мосто- иъ сотресені. 

| ныя постройки. тройки вообще. выя сооруженія вообще. |ямъ [детали ма- 
й 

шинъ). 

МАТЕРТАЛЫ. | ие з| е в 
| в з8 ши 5 8 5 |8 
| з аѣііуа ѣ 8 8 кии 

ѣ зЕізі5 5 8 і8і8! 
- 3 м а а = ѣ а - - 

нинЕиниЕни ѣ ) ) тиниЕ 

Желѣзо полосовое.... іііиц о |з58:5 ті5 7—6 7—6р 6—5 ѣр5і4 
„ листовое....| —і —| —|7575 6)| 7-6 |7—-655-45) з| з|24 

Желѣзная проволока... —і — і — іізі—і—уі12-іо — — зі-—-|— 
Сталь обыкновен. мягкая.| —| —| — |13 |іі3| 8з|10—3 10—9 8—7| іпр іп|555 

» „ закаленная.| — і — і—і—і—| —|15—1215—1212-9-5| і0о і0о|з 
„ литая...... — —|—|5 |25| — |18—13 18—13| і5—12|14 |4|пп 

Чугунъ... ,. ..... 3 7:5| 2:425 5 2 ||2-1-6 10—52-2—і51-3 3 1 

Дубъ по направ.| 1-3 1-20-15 о9 ото ов8 0-65 | 0о:08 |0:6 0:50-06 
Хвойный лѣсъ ѣолоков. із іпроо-7 о-60-:07 0о-6 о-5 | о-о5 | о-5| 0-40-081 
Кладка нзъ известника — о5 —| —0-25 — — 0:15 — — 0-і —- 

„ „ песчаника.. | — 0оз —|—іоц — — 0:07 — — 0:05 — 

я „ кирцича... | — 0:06 — 0:03 — 0:02 — им 

б) Въ пудахъ на квадр. дюймъ. 

В 
ш 

и 

| 

—и ——- ш 

Сооруженія под- 
| ...—. Здамія и пост-| Стропильныя и мостовыя |;иъ сотрясені 

оруженія. ройки вообще. сооруженія вообще. ямъ ѣі ма| 

МАТЕРіАЛЫ. | Е з| з з і|] 
5 в |ѣ = | 

| | 
а 

ы 
а а 

5 

= ѣ 
5 

а и - а| ззззни |іі8іі 
ріі 8ѣ ниннкмиЕ - 5 ѣ ѣ 5|- 

| 
т 

Желѣзо полосовое... 430) 430) 360)230) 330| 300 270-230270-230 230—200 200 200, 160 
„‚ листовое.... .|—|—) —|300) 8300|24)270-230270-230220-180|120 120 195 

Желѣзная проволока.. — — | — | 47о — | — 470-400 — — |320 — 

| 
— 

Сталь обыкновен., мягкая) — | — | — |510і510 320400—350400-350320—280| 280 280, 220 
» „ закаленная| — | — | — | — | — | — |590-470590-4то470-370)400 400 320) 

|, литая..... .і 
— — — |10001000 — 710-510710-510590—-470| 550|550 430 

Чугунъ......... 120| 300) 95 |100)200| 79 |79—63 400—200 87-59| 5 120, 40 
Дубъ по напр.| 51 |47 6 |35 |28 4 32 26 3:2 24) 20, 2-4 

| 
Хвойный лѣсъ волоконъ. 47 |40| 4|28 |24 2-8 24 20 2 20, 16|1-6 

| 
Кладка изъ известняка..| — |2о | —-|—|о|-—- — 6 -- — 4 — 

. „ песчаника. . і — з—)-— 4-—-у. — 2:8 — 2 — 

- „ кирцича.. .| 
— |2:4 — |р —|1-2 — — 0-8. — —-- 
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ТАБЛИЦА Ша) 
а) Въ килогр. на 1 квдр. миллиметръ 

Допускаемое |Предѣлъ упру-| Модуль крѣ- |Модуль уп- измноні дѣланы 
капряженіе. гости. посѣти. ругости. |"? 

оугости 
у 

; - ——-—- —- - 
Удѣльн. 

Матеріалъ. і зі зі- зрз ізі 
і 

. іі .і8 рѣг.і8 |ѣзіѣ ѣ вѣсъ. 
икниЕ ни тнсми-нЕеи- Е к 
ти и и а и -еи и х = 

кзнвнзкнкнкииЕ 5 Е 
8 й ѣ а - - а иеи н - в 

нтзнзнензнвнниниЕме = - =] 

Металлы. 

Алюминій -і—-—-—-——-і—і203 — —і67502531 — —- 2-:5 

Бронза..... — — --у2— —)2з3| — —у6900о — — — 8:4 
Желѣзо полосовое) 7 7 | 5-8) 14 |14 10:7)40о | 38 |35 20000 

7600 
0:0007 0-0007 7:78 

„ листъ., || прок.) 7 7 |5-8)14 |14 10-7) 33 | 30 27-518000| 66000:0008) 0:0008) 7:78 
„, -прокі — | —| — |12:512:59.4)33 | 29 |26 |18000) — — — 7:78 

Желѣзная прово- | 

дока...... а-——ре— —)6з) —| — |21000| 7600|0-0012 — 7:75 | 
Латунь..... 2:5 — |1-94-85 — 3-64)12-5 7:6 — | 6400| 25000:00076 — 8:55 

Латунная прово- 
лока ..... 6:6) — 5 133 — | — 865 — | — | 9870) — 0:00135 — 8:53 

| Мѣдь красная. 6:6) 6-6 14 |14 10:5 эі |а — потоо 4010 0-0013| 0-0013) 8:88 

Мѣдная проволока) 66 — | — |і і2зі—і—40-6 — | — |12000 
4340 

0-001 —- 8-89 

Мѣдные листы. 2:5 зіі.5) з2:75 і—і 
—| —Ппо700|42300-000280-00025 8-79 

Олово литое.. іо6—і—і-—і—і—из-з3 — | —п4000|1400 — — 7:24 

Свинецъ.... 0:17 — | —П-03 — | —|і1-з51 — 500) 187) 0:0021 — 1п-4 

Свинцовая прово- 
лока...... — і —і—-0о4т —р--р2заз-і-— 700263:50-00067 — 11-:4 

Сталь обыкновен- 
| 

ная, цементная 13-513:510-3) 28 |283 | 23 |63 60 |43 22000 
3400 

0-0012 — 7:6 

Сталь литая. 30 |0 | 22 |і5і—і4о|8зо|100 65 25000 10400 
0-0022 — 7.85 

„ пружинная.32:232:224-2) зр-——|- 21500 8600) — — 7:85 

Стальная прово- і | 

дока.. Д92| -|—-|о -|-—-|іоо — і- 

2500011200 
— = 7:8 

Цинкъ литой. 0:87 — | — і23 —і—|5з —- |э509 8600)0° 
00024 — 7:03 

Чугунъ сѣрый. 2:55—7|1-9) 6-815 5 |12:7| 75 і18 |10000| 38000-00075 0:0015 7-25 

Дерево. 
Букъ і 1-20-660-061-72| 1-з| — |1о и 66) 921} 1200-00176) о-0016,0-74-0-98 

им — 03з6 —і—і—| —0.73 — —- — — 

Дубъ | 1-10:660:07) 2-7 і-8 —|10о В и 1170) 76 0-00233| 0-00150-74—897 

,‚ і — оз6 —р—і—| —уо. . 3-8 
—| — — — 

— 

Ель | о-70:4 — |2:6 1-9) — |8:9|4- 60- 4а 1270}) 67 | 0-00180:00145056—0-89 
ѣ —о-зз —і-—і- — о-4| 2-2.0-67 —-і-у| - — — 

Лиственница — —| —|3:2| 2:4 — 11-35:65 — |1300 — 

о-0024, 0:0018 0-56 

Пихта .. —|—|—|э-зі-7 —|з| 4| —|т1200 — |0-0019 0-00140-48—077 
Сосна 0-70-440-048-362-15 —|11 5 0-42) 1000) то 0-00213| 0:00170.48—057 

—ѣ — о-22 —|-—|—| — о-4з г2 —р — — — — 
— 

йАсень і... 1-20-6 — 2:58 — —уип 
| 

6-6 — | 9з35 —|0:0026 — 0-753 

ѣ — рз6 — -|-і- —|3з.5 -—і- -—- —р- 
== 
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Въ килограммахъ на 1 квадр. миллиметръ. 

Предѣлъ 2й 
| Допускаемое напря- |"рел Модуль|&5 у 

акое 
р 

упруго- 
Модуль крѣпости. |упруго- ѣѣ 

| 

р сти. н у 
| МАТЕРіАЛЫ.5 НЕШЕЕ . і )4 

8 , ШЕ 8 =88=|8| |ный вѣсъы 
и о з|кіоіа в ѣіі8 ѣ = а выЕ = .= з-нн 8 і із)8&8) 8 з |8888 

в. і в і з-й 

| 

Камни, растворы, 
наменная кладка. 

Базальтъ... — 0-76—р-—-—-—- — 10:20о— — -—-- 3-05 
Бетонъ на ра- 

створѣ изъ гид- 
равлич. изве- 

си..... — о:о——-——-- — 0:4— ——--- 2-3 Гипсъ . 
— о-06— --- — о-в-— - 2-3 

Гнейсъь ..-- о-45---- — а—з--н-- 2-75 
Гранитъ.... — 0:45— ѣ- — рциниим 2-75 
Доломитъ... — о:4-— — 45—-)-- --- 2-86 
Известнякъ.. — оз—--- — 3з6—і6—- — --- 2-65 
Кирпичъ кра- 

сный . — 0:08—016——-- — 061—1-6-)— —1-85—2-2 
Кирпичъмашин- 

ный. . — оз-- 
. 

— 2—23-—р—--- 2—2-3 
Клинкеръ... — оі5---—-- — 1:5—7т-) — —52—2:29 Кладка изъ кир- | 

пича . — от---- — 0:4—2—— — 1-63 
Кладка изъ из- 

вестняка... ѣ, ррнрциции = 1:46—4—р—- —-- 2:13 
Кладка изъ пе- 

| 

счаника.... — 5-—--- — 15—5- — — 2:085 Лабрадоръ... — оз—--- = з-— — — 

| 

Мраморъ... — о2з-—-—--- — 2:3-8—-)-— 2-68 
Песчаникъ .. о2—-——--- 0-6 15—т—-— — --- 2-3 
Порфиръ... о4---- — 8—20—)— -—--|2:4—2-8 
Растворъ возду- 

| шный.... — 0:04— — 0-04 о- —---- 1-75 
Растворъ гид- 
равлическій.. — 0о:о4—-—--—-—-о0-07—0:15 о4-—- —- 1-75 

Растворъ цемен- 
тный .. 0-02 0-15 — ——-|0-09—-0:2 5-р- --- 1:75 

Растворъ изъ | 

пуццоланы... = 0-03 —|— — оз— — -—-- 1-7 
| Стекло. — — - — 2-48 2-5—) 7о)—-|--264—378 

| й 

Канаты, цѣпи, 
ремни. 

Пеньковые ка- 
наты ..|0:8—пп — -—-| ——-——-61—00о25а — --—- — 

Проволочные, 
желѣзные ка- 
наты..... |6:75—12 

Обыкновенные 
желѣзные цѣ- 
пи...... 6:3 — —--- го - -—-—- — — 

Кожаные, ма- 
р 

шинные ремни. 0:225 =- ѣа — 2о ——- —17:5—-- — 
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6) Въ пудахъ на 1 квадр. дюймъ. 

Допускаемое на-) Предѣлъ Модуль Модуль упруго- 
пряженіе. упругости.| крѣпости. сти. 

——- ——- 
МАТЕРіАЛЫ. в Е з ізіз із! 

Е з) 5 з іѣ.і8 з. 8і 
ѣі & іі)ѣ|з|ііі ір ѣ іа 8 в вззннкнв-нии 
& | зе зірз. | 

і 
МЕТАЛЛЫ. 

| 

г 
Алюминій......... -і - і--|-|-іо —| —|эвсодозоо000 
Броиза . .. - - |-| з-|-|в-|-) этооо — 

Жезѣзо полосовое..... 76 276)230) 550 0 42015801500 1400 
790000,300000 

листовое ||но прокаткѣ. 276 276230| 550) 550 
420130012001100 110000260000 .. „ ѣно прокаткѣ)— — |-)90490)зто130011401020) тпо000 —- 

) 

Желѣзная проволока.... 
47то 

— |-юоо -|- э500 — 

| 

—| вззоооозо0000 
| 

Лалунь. .... 

1900 
— |750190) — | 144) 490| 3з00 — | 252000100000 

Латунная проволока....| 260 — 200 520 — | — 1050о —| — 389000 155000 
Мѣдь красная....... 260 260|200) 550| 550) 414| зз01600 —| 422000158000 
Мѣдная проволока..... 2о; — |-)то) —|—йтвоо —| —| лтоооо190000 
Мѣдные листы.. ..... 100 79| 59120) 109 79 -—-—-|-—- 422000169000 
Олово литое...... , —- -—-—і—|-)ізо —|—| п158000) 55000 
Свинецъ...... 6-7 — —і 4о —і—і 511200 — 20000 7400 
Свинцовая проволока....)— — — із:5) —-—р — 87 —| — 27600 6650 
Сталь цементная...... 530 530 4о0)і100 1100 2002500 23601700) з65000 330000 

„ литая...... 1180) 1180вто 2го0о| — 6003200|о00 э500 980000 410000 
„ пружинная..... 127о) 1270 9902500 — 1900 —-—--— 850000340000 

Стальная проволока... т50 -- —|1580 — | — 4000 — | — 100000 44000 
Цинкъ литой.... 34 —- 

-) о—і—-—|і2го —і— Зт70000140000 
Чугунъ сѣрый. 98 200—270) 79) 270) 600) 200 500|2960 700 з94000 150000 

ДЕРЕВО. 
| 

Букъ||волокин. ...... 47 262:5) 67) 7ті| — |400 250) 26 36400, 4700 
„ 

- 
......ѣ-, 

— 4—-—р--|—| 29)138) — = — 

дубъ|::.. 0ы 48 262-7)180) 71| — |400 240) 31 46200) 3000 

‚ с.ѣ. ..и. 
— м4а—-—р-і-—|—- 20)138) з5) — 

к. .. 27.6 17-4 —|105) 75) — | 350| 18016:6) 50000) 2640 

„‚„ 
. . — з7-—р-—і—і—| і9 з7з6- — на 

Лиственница. .. ... 
— — —|126) 94 — | 445 222 — 51000 — 

Пихта і..... — |-) э 67 —|зі6158 — 4700о — 

Сосна... 27-6 17:41-6100) з5) —| 430 200)16-5)° 39000) 2760 
‚ :. . — з7—р-—і-—і—-) і) з7 — — 

Ясень | ни. 47 26 —| 110 — | — |440 260 — 388000 — 

‚ .... в 
— 4-р-—р-і—|-—-у3з-з — — -- 



к- 

Въ пудахъ на 1 квадр. дюймъ. 

Допускаемое на- | Предѣлъ Модуль крѣпости. модуль 
пряженіе. упругости. | ости. 

Матеріалъ. 5 | нее 
н ы взиии н ѣ ви 

з н зз8 з в :з |8 
ѣ 5 -ѣрѣеі- ѣ - зе 

| 
Камни, растворы каменная 

кладка. | 

Базальтъ. . и — з0—---- — 400--300, -р -—- і- 

Бетонъ на растворѣ изъ 
гидравл. извести.... — се--- е- = 16 —і- т- 

Гилоъ. . ... — га —--- — а—р - |- 

Гнейсъ. ;... — з—-р--- — | 16о—зао- =—-- 

Гранить . — е--- - - — 160-4о00 —р- 

Доломиті. ..... — т---й- — 1790-р-= 

Известнякъ.. ..... — р-- - - = 180—630 —р — —- 

Кирпичъ красный. ... — 3—6 —)-—-—-|-—- — и е 

машинный ... — --—-- = то—-оц-)р --- 

Клинкеръ.. . ....- — 5-о —і-|-- — 59—27о—р — — 

Кладка изъ кирпича. .. — 4--і|--- = 16—-7о-—-- 

| . известняка. . — --і—- = 57—160-—- —--- 

| . „ песчаника.. =. 5о —)--|-і- = 60—2000 —рі — — 

Лабрадоръ . ....-. — з2-|--- —= зго —-ѣ- 

Мраморъ...... . == 7- = = 90—3го—р — |— 

Песчаникъ... ... = то—--е-- 24 59—280—) — |- 

Порфиръ... . ..... = іе-- -т—р-- = 3з20—790 — — - 

Растворъ воздушный. .. . п---- 1-6 --= - 

„ гидравлическ.. = 16 —---р 2:7-6 и 

| - цементный... 0:8) 59 —-|-—-)3:5—79 й 

| „‚ изъ пуццоланы. ѣ ѣа 2 -р - 

| Стекло.. = иу 98 = —) 2760) — 

Канаты, цѣпи, ремни. 

Пеньковые канаты.... и і зі = е и 

Желѣзные проволочные ка- 
наты.. ....... звв—атор-—--- = ѣ -- 

Обыкновенныя желѣзныя 
цѣпи. . ....... зар —---й- 730 == 

Кожаные машинные ремни. з3 и 79 —= зи 



Таблица УШШ. 

7--моментъ инерціи по отношенію къ оси центра тяжести 

е-— разстояніе верхняго волокна отъ той же оси 

О—площадь. 

— 

1 
4 —= 

в а у== тэ? е= 
3 

о=ъ 

—= і 4 == ѣ. —р2 л= 13° ие о=ъ 

== 
1 3 3 —= 

й 
== — — рѣ-й) с= ; о-ь-) 

ѣіз 2 7 
—- і - 

л—=0:5413;* е=0866; 0==2:5983* 

л== 0-5413,* е= 02=2-5987 

л= 0:638* е=0:924у @--2-8287 



- 

-т-6-5м = о-м-о-м 

1 й 
у== по-- 5 = о-5--, ъ 

— -.ѣ . .а з6ѣ--ь,) -з - ѣ 

— ро-— ѣѣ—-й) 
кх — — 

< я — ѣ “о с ) 

- +- е —в)ч-ѣ-д)—ь, с-^] 
, бич-з -.- 
—- —— - -- з. и 

- з-он ѣ—2 
ѣ й,(2 г8- 5 

— -с —= ъ 

л- ѣ 9й, --6л(—2, ) 

й 
е--- о=3зы, 



- ѣ| 165,--6ѣ—2,)--бил,ѣ, —л,) ] 

=й о-и 
и 

й - о— —о—-- 

—=- о-—о—---о—-м- 

—т т—6— их ] 

е= 5 о-ы—ѣ— к-, і, 

—.че-чо-) 
с== і. о-і--—л--(п-й) 

ь—ъй ъ .уи л== —т- е== 5 ==ѣ 7 

ь:—ъ р —- ѣи 5 о=5-ь? 

. — і-049 а =-@ = 64 2 і 

—оооца-го = о-р-а 

—- -=0-04915 = 
ѣ 

о== т 7 
й 
8 



—-нв.- 

=
-
.
-
-
 

=
-
 

7- 004о18—)) —= о-тф-ѣ) 

7=0-1098! 

е==0:5765ѣ о-. 

2 -|не- “-а)
 

—й — ) и = о-те -ѣ —о. 

й =0-048а е =0-476а 0=0-779а 

= 7—=0-0444 е=0-447а 2=0763а 

е=0-4714а л=0:047а 2=0-7144 

=0:043а е==0-433а о==0-71142 



№ ЧеркпАШИНСКА го: 
и 

Упрощенная теорія статически неопредѣлен- 

ныхъ строительныхъ сооруженій. С.-Петербургъ, 

1886. пр. 50 к. 

Новый методъ вычисленія размѣровъ желѣз- 

ныхъ и стальныхъ сооруженій. С.-Петербургъ, 
1383.—50 к. 

Краткій историческій очеркъ строительной 

механики. Москва, 1888. —30 к. 

в 
Крѣпость склепанныхъ соединеній. (Сочине- 

ніе Унвайна, перев. съ англійскаго). С.-Петер- 
бургъ, 1883.—75 к. 

Результаты новѣйшихъ опытовъ надъ сопро- 

тивленіемъ желѣза и стали. 1886. —20 к. 

Мостовыя Лондона. С.-Петербургъ, 18385. — 

30о коп. 

Руководство къ употребленію счетной ли- 

нейки новой системы. С.-Петербургъ, 1886.— 
50о коп. 
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