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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Применение композиционных материалов (КМ) 

в сочетании с современными технологиями позволяет получать оболочечные 
конструкции сложной формы, с прогнозируемыми термомеханическими 
свойствами и эффективными массовыми характеристиками. При анализе по- 
добных конструкций методом конечных элементов (МКЭ) к используемым 

конечным элементам (КЭ) предъявляются требования возможности учета 
анизотропии свойств материала, а также универсальности подхода к аппрок- 
симации поверхности произвольной геометрии. Перечисленным требованиям 
удовлетворяют плоские треугольные КЭ. 

Деформированное состояние (ДС) в точке плоской пластины полно- 

стью определяется пятью компонентами: тремя перемещениями и двумя уг- 
лами поворота сечения. В то же время, для стыковки с пространственными 
балочными элементами или в случае пересекающихся оболочек необходимо 
располагать полным набором степеней свободы в узле КЭ, в т.ч. и углом по- 
ворота вокруг нормали к поверхности элемента (вращением). 

Таким образом, для плоского КЭ проблема корректного учета враще- 
ния, т. е. определение компонент матрицы жесткости (МЖЭ) и матрицы масс 
(ММ), соответствующих повороту вокруг нормали к его плоскости, является 
актуальной. 

Цель работы. Настоящая диссертация посвящена проблеме разработ- 
ки плоских треугольных КЭ с полным набором степеней свободы в узле и 
методики расчета подкрепленных оболочечных конструкций из КМ. 

й. Обоснование корректного вве- 
дения в матрицу жесткости и масс КЭ коэффициентов, соответствующих 
вращению - построение матрицы жесткости и масс вращения (МЖВР и 
ММВР соответственно) и получение аналитических энергетических оценок 
их коэффициентов, для которых основное I со- 
стояние (НДС) в элементе не искажается. Исследование НДС и решение задач 

о собственных колебаниях тонкостенных силовых конструкций из КМ. Ста- 
тико-динамический анализ прецизионной опорной углепластиковой конст- 
рукции детектора переходного излучения (ДНИ) ATLAS, являющегося одним 
из объектов ускорителя элементарных частиц проекта Центра европейских 
ядерных исследований. 

Научная новизна. Предложена методика построения МЖВР трех- и 
шестиузловых треугольных КЭ, основанная на использовании упругой анало- 
гии (представлении конечного элемента в виде системы блоков с упругими 
связями), метода штрафа и метода неопределенных множителей Лагранжа. 
При помощи энергетического метода аналитически получены оценки для ко- 
эффициентов МЖВР и ММВР трехузлового треугольного КЭ. Практически 
обоснована необходимость динамического подхода к тестированию оболо- 
чечных КЭ, содержащих полный набор степеней свободы в узле. Предложена 

Основные 



методика расчета прецизионной подкрепленной оболочечной конструкции из 
KM 

Практическая значимость работы. Разработаны трех- и шестиузловые 
плоские треугольные КЭ с полным набором степеней свободы в узле, имею- 

щие несингулярные МЖВР. Изложена методика их применения для расчета 

подкрепленных оболочечных конструкций из КМ. На основе данной методи- 
ки разработан программный комплекс, позволяющий проводить статический 
и динамический анализ подобных конструкций. Разработан программный 
комплекс анализа размеростабильности прецизионной опорной конструкции 
ДПИ ATLAS при силовом наружении, а также воздействиях, вызванных из- 
менением температуры и влагосодержания материала. 

Дос гь результатов подтверждается применением классиче- 
ских подходов к учету дополнительных ограничений (метод штрафа и MHO- 
жителей Лагранжа), вариационных формулировок задач и аналитических вы- 
кладок, решением ряда тестовых примеров, включающих расчеты пластин и 
оболочек общего вида; сравнением результатов с аналитическими решениями 
и экспериментальными данными. 

На защиту выносятся три способа построения МЖВР плоских тре- 

угольных КЭ и результаты проведенных расчетов. 
Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы 

докладывались и обсуждались на международной конференции “Слоистые 
композиционные материалы - 2001” (Волгоград, 2001), международной кон- 
ференции «Теория и практика производства изделий из композиционных ма- 
териалов и новых сплавов» (Москва, 2003), научном семинаре кафедры “При- 

кладная механика” МГТУ им. Н.Э. Баумана (2004). 
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 3 

работах, список которых приведен в конце автореферата. 
Структура _и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

шести глав, списка литературы из 83 наименований и приложений. Общий 
объем работы составляет 173 страницы, включает 70 рисунков и 16 таблиц. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении дано обоснование темы диссертационной работы, сфор- 
мулирована цель исследования, определены возможные подходы к решению 
поставленной задачи, даются краткие сведения о содержании диссертацион- 
ной работы. 

В первой главе приводится обзор литературы по данному вопросу, а 
также анализ современного состояния проблемы. 

При построении плоского треугольного КЭ, пригодного для расчета 
оболочек, возможны два подхода. Первый сводится к использованию КЭ по- 
логой оболочки. Такими элементами являются шестиузловые тругольные КЭ, 
предложенные в разные годы Пиано, Б.Г. Поповым, Р. Рикардсом. 
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Для второго подхода, использовавшегося Бате и Ху, Айронсом, Бейз- 
ли, Зенкевичем и Чангом, проводится обоснование возможности построения 
плоского оболочечного КЭ как суперпозиции мембранной и изгибной состав- 
ляющих. Использование деформационных соотношений, соотношений упру- 
гости и принципа возможных перемещений позволяет получить в локальной 
системе координат (СК) уравнение равновесия плоского оболочечного КЭ в 

виде 

Kyiv Км [qu В Py BAL =0 (1) 
т т Ь 

Кум Kww Чу Py, ty 

где компоненты МЖЭ и вектора приведенных узловых сил вычисляются как 
T T й В Т % Ky = [[B."BB dS Ky = [[B, CBS ; К уу = [[By/DBds ; 

$ 5 $ 

eth 

Py = || № р, +В, [К сиё ds, (UW). 2) 
$ \ -е 

Здесь qu, Qw — узловые векторы мембранных и изгибных степеней свободы; 
Ny, Nw, By, Bw — матрицы функций аппроксимации обобщенных касательных 
и нормальных перемещений, мембранных и изгибных деформаций соответст- 

венно; °, 6,“ — функции распределения обобщенных мембранных и изгиб- 
ных деформаций по толщине оболочки, определяемые кинематической моде- 
лью деформирования; —€ — координата нижней поверхности оболочки; A — 

толщина.; Py, Pw — внешние распределенные нагрузки; Gp — температурная 
составляющая напряжений; ty, tw — узловые реакции со стороны соседних 
элементов; 5 — поверхность КЭ. Матрицы В, С, D представляют собой мем- 
бранные, смешанные и изгибные приведенные жесткостные характеристики. 

Такими авторами как Олсон и Берден, Тошер и Хартц, Олман пред- 
ложены КЭ, позволяющие определять так называемое истинное поле враще- 
ний, которое учитывалось как 

|| ду би TA (3) 
2\ 0х ду 

где и, у — касательные перемещения. 
Введение вращения в плоский КЭ при помощи искусственных прие- 

мов, предложенных bare и Зенкевичем, приводит к расширению МЖЭ 
f f 

K UU K Ud 

K'=K+K', a МЖВР принимает вид: к' = ; (4) 
{ 7 f 

K vo K ФФ _ 

Искусственные приемы при построении МЖВР часто не отражают 
физического содержания данного вопроса. Поэтому наиболее корректным 
представляется использование энергетических методов и оценок для учета



вращения при построении плоского КЭ с полным набором степеней свободы 
в узле. 

Bo второй главе на основе анализа плоского ДС установлено, что 
вращение, определяемое соотношением (3), не будет вносить добавок в ком- 
поненты НДС, если будет являться постоянной величиной внутри КЭ. 

Применение двойной аппроксимации: через обобщенные касатель- 
ные перемещения и независимой аппроксимации в виде 

где М, - матрица функций аппроксимации поля вращения; т — число узлов 
КЭ, позволяет получить интегральное условие постоянства вращения путем 

ортогонализации невязки ®-0 к возможному вращению бо: 

| | бе(о, —®)dS = 0. (7) 
5 

Здесь оо= [Jods = [[B.avds = С. (8) 
5 5 

A 

- среднее вращение в элементе; A - площадь поверхности KO. 
Предложены три способа построения МЖВР. Первый основан на 

представлении трехузлового КЭ в виде системы блоков с упругими связями 
(рис. 1). 

При повороте дисков радиуса / на углы Ф;, (i=1,...,3) удлинения пру- 

жин жесткости А составляют А;=/(Ф;-Ф)), (ij=1,...,3), а упругая энергия, накоп- 
ленная в модели, вычисляется как 

U, - о Hla, + a5, +А)= 

2 
Ки” 2 

2 
0. -, ) +(03-0,) i (0-05) ] (9) 

Фа у 

Py 

Рис. 1. Упругая модель трехузлового KO для определения 
МЖВР методом упругой аналогии



Равенство вращающих моментов в узлах модели значениям первой 
производной упругой энергии по соответствующим углам поворота достав- 
ляют коэффициенты МЖВР: 

М, 1 = 0,5-0,5} Ф, 

М, |= 287? |-0,5 1 -0,5|ф, |. (10) 
М, -0,5 —0,5 {oy 

Соотношение  2kr*=aEhA, (11) 

где Е — модуль упругости; а - некоторый малый параметр, приводит формулу 
(11) к предложенному О. Зенкевичем виду. 

9, 

Рис. 2. Упругая модель треугольного шестиузлового КЭ 

Суперпозиция из четырех трехузловых КЭ (рис. 2), а также техника 
поэлементного формирования позволяет применить данный подход к шести- 
узловому элементу и получить МЖВР: 

[2.0 0.01 0 1 

0. 2D nml нет ЦО 

0. 00 ani — 1a] 

Гого 6 =2" =2 

0g =1 =} -2 6 =2 

[=F seein 20h | 

к’ = ah} (12) 

Матрицы Kio определяемые согласно формулам (10) и (12), явля- 

ются сингулярными, что в отдельных случаях приведет к сингулярности гло- 
бальной матрицы жесткости конструкции. 

Второй способ построения МЖВР основан на использовании метода 
штрафа. Ее составляющие получаются из условия стационарности добавки 

упругой энергии, вносимой в KD невязкой @)-0:



69, =8 ath [[(w, = о)? dS | = 0. (13) 
5 

Torna Ki, = ой [СС „аб ; Kio =—0fk [[C, TN 48; 
$ 5 

т. 
Ко = ah [[N,N,dS ; KL = К ео. (14) 

5 

Третий подход основан на использовании множителей Лагранжа, 
представляющих собой по физическому смыслу вращающие моменты, отне- 

сенные к площади КЭ. Условие стационарности 

83, =8 - |+" (С„ч, - № „ф)иб | =0. (15) 
5 

также доставляет матрицу жесткости вращения КЭ: 

ко =0; к ab [С Ма 
5 

К‘. = ак» [N,N dS; KL, = Кот (16) 
5 

В третьей главе приведены МЖВР для трех - и шестиузловых тре- 

угольных КЭ, полученные в соответствии с предложенной в главе 2 методи- 
кой. Для независимой аппроксимации вращения (7) в случае трехузлового КЭ 

используются линейные полиномы L;, (i=1,...,3), представляющие естествен- 
ные (барицентрические) координаты треугольного КЭ, а в случае шестиузло- 
вого KO — полиномы второго порядка. Компоненты матриц жесткости враще- 

ния вычисляются согласно формулам (14), (16). Составляющие К!» не яв- 

ляются сингулярными. 
Четвертая глава посвящена теоретическим оценкам величины коэф- 

фициентов МЖВР и ММВР, полученным при рассмотрении задачи о плоском 
напряженном состоянии (ПНС) квадратной пластины (рис. 3(1)). 

Решение задачи определения НДС дает поле касательных перемеще- 

ний в виде: 

2с Но 5 © 2 
u(x, у) = -— = yx ; У(х, у) = — = у” +— = Хх’, (17) 

EVA ВА JA 
: 2 2 

вращения (см. формулу (6)) o(x, у) = и, ; o(WA, у) = ao 3 (18) 
EVA E 

а также упругую энергию деформирования пластины: 

1 о’ АА 
U==|lle.c dV =...= ; 19 2 И.о. oF 09



Здесь А - площадь поверхности пластины; h — толщина; Е и н - характеристи- 

ки материала пластины. 

/а | К 
of om в 

x . 2k 
< k к 
А х 2% ; 
A X b20—— AWA Ds 3 

= 2k 
Г А k к 
RY У 

1 = = (0 ММУ Фф, 

'=NA/2 k=aEhA/4 

(1) 2) 

Рис. 3. Квадратная пластина, заделанная по одному краю и 
нагруженная распределенной нормальной нагрузкой: 

1 — общий вид; 
2 - упругая модель пластины 

Построив МЖВР упругой модели пластины (сем. рис. 3(2)) с исполь- 
зованием соотношений (11) - (12), запретив узловые вращения ф,, ф», фз. и 

2 
положив фа, Gs, Ps равными 3 (ем. формулу (18)), определим упругую 

энергию деформирования модели 

Ка kis К | Ф. > 
1 1 3 co ahA 

Up = оф" Kb = [6:02.06 Ка hss К& || Os oh OY (20) 

kes Kes kes ds 

Условие Ugp<<U позволяет получить достаточно простую оценку неопреде- 

ленного коэффициента а: из формулы (11): 

3c’ahA 1c hA 
2:.E 6 

что хорошо согласуется с практическими рекомендациями, предлагаемыми в 
классической литературе по МКЭ. 

Применение аналогичного приема к задаче о свободных колебаниях в 
плоскости наибольшей жесткости той же конструкции позволяет получить 
оценки для коэффициентов ММВР. Предполагается, что в пластине реализу- 
ются колебания, когда перемещения описываются функциями вида (17), при- 
ближенно соответствующими первой форме изгибных колебаний в плоскости 
наибольшей жесткости для заделанной балки и дающие амплитудное значе- 
ние кинетической энергии 

<> а <<) (21)
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T= i o’ hp [fle (x, y+ У? (x, у) 5 =,..% hes © я, : (22) 
2 й 60 Е* 

Здесь о - собственная частота; р - плотность материала KD. 

Считая, что в каждый узел конечных элементов, составляющих мо- 

дель (см. рис. 3(2)) помещен диск с моментом инерции /,, определим ампли- 

тудное значение кинетической энергии модели: 

И 4 2 

| 2 м ¢ 1 2 до). 
Ty = 0 [0.004 41, bs |= 50° | | 64, (23) 

1, | 9¢ 

Условие <<7Т к дает оценку I << phA®. (24) 

В пятой главе представлены результаты решения ряда тестовых задач 
с использованием КЭ, предложенных в главе 3. 

Введем обозначения: трехузловой плоский КЭ с 18-ю степенями сво- 
боды (КЭ18), шестиузловой оболочечный КЭ с 30-ю степенями свободы 
(КЭЗ0), - шестиузловой плоский КЭ с 36-10 степенями свободы (КЭЗб). 
ММВР в зависимости от способа построения условимся обозначать I, И, Ш 
для упругой модели, метода штрафа и метода множителей Лагранжа соответ- 
ственно. 

Первая тестовая задача - определение НДС усеченной сферической 
оболочки, заделанной по 

одному краю и нагруженной 
распределенным мери- 
диональным моментом 

интенсивности 4,35H по 

другому (рис. 4). Оболочка 
имеет следующие 
геометрические и жесткостные 
параметры: радиус К=2,54м; 

толщина /=2,54см; @Е[0,60°]; 

модуль упругости &=67,4ГПа; 

коэффициент Пуассона u=0,3. 

Относительная погрешность 
определения меридионального 

ного момента по координате OL момента при — использовании 

КЭ18-Ш и КЭЗб!-Ш, равная 
7,4% для всех элементов, показывает хорошее соответствие аналитическому 
решению по методу Штаермана-Геккелера (см. рис. 4), не выявляя, однако, 
преимуществ использования какого-либо из перечисленных способов вычис- 
ления МЖВР. 

Рис. 4. Распределение меридиональ-



С использованием КЭЗ6-Ш решена задача определения НДС со- 
ставной трехслойной цилиндрической панели из КМ, свободно опертой по 
двум крайним образующим и нагруженной внешним давлением р=0,6 атм 
(рис. 5). 

Рис. 5. Общий вид составной трехслойной панели 

Панель имеет следующие геометрические размеры: радиусы наруж- 

ной поверхности R;=2520 мм, R,=150 мм; центральные углы @)=40°6'; 

0, =57°18'; длина отрезка прямой а=700 мм; длина образующей L=2000 мм; 
толщины обшивок составляют 1,36 мм; заполнителя - 46 мм. 

Структура укладки обшивок (от внутренней поверхности в сторону 
внешней нормали): /90°/+30°/-30°/0°%/0°/-30°/+30°/90°/; отсчет углов OT OCH Sj. 
Упругие характеристики однонаправленного материала: E,=182,5 I'Tla; E;=9,3 

ГПа; G»=4,6 ГПа; v|»=0,33. 

Заполнитель представляет собой соты из АМГ-10Н с характеристи- 

ками: Е, =Е»=у |›=0; С13= 166,8 МПа. 

Результаты решения, приведенные в виде графиков (рис. 6) хорошо 
согласуются с решением, полученным при использовании квазиодномерных 
КЭ, построенных с использованием гипотез «ломаной нормали». 
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В процессе тестирования было установлено, что вид МЖВР слабо 
влияет на результат при решении задач статики, но может быть определяю- 
щим в задачах динамики. Так, МЖВР КЭЗб в виде 

К’ Ко =0; 

1 -02 -02 -02 -0,2 -0,2] 

] -0,2 -02 -02 -02 

; 1 -02 -02 -0,2 
Kaos. = aEhA 1 =02 =0,2 (25) 

Sym. 1 — 0,2 

1 

доставляет устойчивое решение для задачи предыдущего примера. Попытки 
же решить методом Штурма задачу о свободных колебаниях незакрепленной 
цилиндрической панели выявили недопустимое (до 40% по сравнению с оп- 
ределенной экспериментально) снижение первой собственной частоты с уве- 
личением числа КЭ. При этом вид формы колебаний не искажается. Данный 
результат численного эксперимента позволяет сделать вывод о необходимо- 
сти динамического подхода к тестированию МЖВР. 

Решение данной задачи получено с использованием КЭЗ6!-Ш. Для 
двух образцов, отличающихся структурой обшивок и толщиной заполнителя, 
проведено сравнение с экспериментальным исследованием по методу резо- 
нансных частот, выполненным в НИИСМ МГТУ им. Н.Э.Баумана. В процессе 
эксперимента был выявлен интересный эффект смены порядка следования 4 и 
5-й форм для различных образцов; расчет МКЭ также отслеживает этот факт 
(рис. 7). Расхождение в значениях численных и экспериментальных результа- 
тов по значениям собственных частот не превысило 7,5%. 

Форма №5,426,2Гц = Форма Ned, 234,8Гц ~~ Форма №5, 248,7ГЦ 

Образец №1 Образец №2 

Рис. 7. Четвертая и пятая формы колебаний трехслойных 
цилиндрических незакрепленных панелей 

Методом итераций в подпространстве получено решение задачи 0 

собственных колебаниях произвольно ориентированных в пространстве пло- 
ских объектов: квадратной шарнирно опертой по углам пластины и заделан- 
ной балки. Анализ численных результатов показал, что максимальное влия- 
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ние вращение оказывает на колебания заделанной балки в плоскости её наи- 
большей жесткости. Сравнение относительной погрешности определения 
частоты 1-го тона для различных КЭ и их МЖВР приведено в табл. 1. 

Таблица 1. 
Относительная погрешность определения собственных частот колебаний за- 

деланной балки в плоскости наибольшей жесткости 

Число КЭ 
Элемент 

4 16 64 256 1028 

КЭ181- 66% 20% 4,9% 

KD36I-111 1,4% 1,1% 0,9% 0,8% 

Результаты сравнительного анализа по критериям, указанным в табл. 
2, позволяют сделать вывод о предпочтительном использовании при расчетах 
МЖВР, построенных методом штрафа. 

Таблица 2. 
Оценка эффективности применения плоских KD с различными МЖВР 

Метод по- Сходимость по- Нечувствитель- Отсутствие син- 
строения лучаемого реше- | ность к варьиро- | гулярности со- 
МЖВР НИЯ ванию коэф-та @ ставляющей Кое 

Упругая РУ + = я 
аналогия 

Штраф «Е i + 

Множители 
+ - + 

Лагранжа 
Результаты теста собственных значений, а именно наличие шести 

нулевых собственных чисел, также выявили преимущество МЖВР, построен- 
ных методом штрафа, в то время как KD с МЖВР, построенными методом 
упругой аналогии и методом множителей Лагранжа, имеют семь и пять нуле- 
вых собственных чисел соответственно. 
В шестой главе представлены результаты компьютерного анализа прецизион- 
ной опорной конструкции ДПИ ATLAS из КМ, проведенного с применением 
изложенной в предыдущих главах методики. 

Опорная конструкция ДПИ представляет собой два опорных кольца 

(толщина 21 мм, габаритные радиусы 562 и 1070 мм соответственно), соеди- 
ненных между собой коаксиально расположенными цилиндрами длиной 1,5 м 
(рис. 8(1)). 

Опорное кольцо (рис. 8(2)) фрезеруется из предварительно от- 
формованной композитной плиты. Плита в форме круглой пластины изготав- 
ливается секториальной выкладкой слоев однонаправленного материала — 
углепластика КМУ-4Л. Цилиндры также изготавливаются выкладкой.



pr ash 
WA 

Kaa A 

се RIS 
р AY 

Рис 8. Опорная конструкция ДПИ ATLAS: 
1 - общий вид; 

2 — опорное кольцо 

Конструкция предназначена для крепления регистрирующих моду- 
лей ДПИ в точках пересечения стержней опорных колец (общий Bec =400кг), 
а также детектора SCT (Semiconductor Tracker) в точках внутреннего гори- 

зонтального диаметра (общий Bec =190кг). Помимо силовых, конструкция в 
процессе эксплуатации воспринимает нагрузки, обусловленные изменением 
условий окружающей среды (изменение температуры и влажности). Предъ- 
являются повышенные требования (в пределах десятков мкм) к точности по- 
зиционирования регистрирующих модулей, а следовательно, к величине пе- 
ремещений узлов конструкции при действии указанных нагрузок. 

D, 0° 6 слой 
| Dy +Ф 5 слой | 

| Dg, -Ф 4 слой | 

Ро +Ф З слой 

Ро -Ф 2 слой 

| D, 0° 1 сло | 

сенат) 4 
Рис. 9. Структура материала для изготовления 

опорного кольца 
В процессе исследований решены следующие проектные задачи: 

- для изделия, получаемого секторной выкладкой слоев однонаправленного 
материала (рис. 9) проведена формализация структуры пакета, определены 
термомеханические характеристики стержней опорного кольца (рис. 10); 
- с учетом предложенных углов армирования секторов однонаправленного 
материала сформулирована и решена задача минимизации перемещений в 
конструкции при различных видах нагружения, т. е. осуществлен рациональ- 
ный выбор параметров армирования материала для изготовления опорного 
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кольца (см. рис. 10); 

- произведен выбор схемы армирования цилиндров; предпочтение отдано 
квазиизотропной структуре [0°/90°/45°%-45°],; : 
- произведен ряд поверочных расчетов: опорных колец совместно с цилинд- 
рами при силовом нагружении, а также нагрузках, вызванных изменением 
температуры и влагосодержания материала; определены собственные частоты 
и формы колебаний изолированного опорного кольца. Некоторые результаты 
этих расчетов представлены на рис. 11 - 13. 

150.00 136.99 
I = 

135.00 }--- 123.28 i 

и 
‚ 120.00 ~~; 109.58 у 

$ » 8 
103.00 i 95.88 

§ > J 8 
x he 
@ 90.00 к / 82.19 3 

- ъ 

© 75.00 \ ыы LA 68.49 © 
а № ~ 5 
3 60.00 NG 54.79 5 

: ~] < " 
= 45,00 —— А ~ a1.00 © : < H pi Wo N 
& 30.00 oe Le ыы 27.40 Г 

` 
В. м р 15.00 [a N; 13.70 8 

0.00 . 00 
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 ° 

%%-содержание слоёв с углом укладки +ф 
50.0 45.0 40.0 35.0 30.0 25.0 20.0 15.0 10.0 5.0 0.0 

%-содержание слоёв с углом укладки 0° 

Модули: = = = - кольцевой элемент - перемещение 
== - радиальный элемент 

Рис. 10. Зависимость: продольного модуля упругости элементов; 
максимального отклонения деформированного контура 

при силовом нагружении от различных значений Ро и D,,
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Рис. 11. Деформированный контур опорной конструкции ДНИ 
при линейном изменении величины нагрева по высоте: 

1 - изометрия; 
2 - вид со стороны оси OZ; 
3 - вид со стороны оси ОХ 

Рис. 12. Деформированный контур опорной конст- 
рукции ДПИ при силовом нагружении: 

| - изометрия; 

2 - вид со стороны оси О7; 

3 - вид со стороны оси ОХ
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Puc. 13. Три первых формы колебаний 
изолированного опорного кольца 

Приложения содержат основные сведения, необходимые для реализации тех- 
ники расчета произвольных оболочек с использованием плоских KO. В При- 
ложениях 1 - 3 приводятся подробные алгоритмы построения собственно 
МЖЭ и ММ элементов: Приложение 1 — КЭ18; Приложение 2 — КЭЗО; При- 
ложение 3 — пространственный балочный двухузловой конечный элемент с 
12-10 с свободы (КЭ12). В Приложении 2 приводится развитие 

КЭЗО: построен плоский шестиузловой КЭЗб. Приложение 4 посвящено про- 
блеме преобразования глобальных матриц жесткости и масс элементов при 
переходе к новым степеням свободы в отдельном узле конструкции. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

1. Предложены три способа построения МЖВР: первый основан на представ- 
лении КЭ как системы блоков с упругими связями, а два других используют 
введение в функционал энергии дополнительных составляющих. 
2.На основе результатов конечно-элементного решения задач динамики, а 
также при помощи теста собственных значений проведено сравнение их 
свойств и эффективности, сделан вывод о предпочтительном использовании 
для построения МЖВР и ММВР метода штрафа. 
3. Предложен новый треугольный КЭ: шестиузловой конечный элемент с 36- 
ю степенями свободы, построенный на основании гипотез Тимошенко- 
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Миндлина и позволяющий учитывать деформации в слоях с низкой сдвиго- 
вой жесткостью. 
4. Получены аналитические оценки коэффициентов МЖВР и ММВР. 
5. Получены решения ряда задач исследования НДС и задач о собственных 

колебаниях тонкостенных силовых конструкций из КМ, имеющих практиче- 
ское приложение. 
6. Произведен комплексный анализ прецизионной опорной конструкции ДПИ 
ATLAS: анализ поведения конструкции при силовом нагружении, при на- 
грузках, вызванных изменением температуры окружающей среды, а также 
при изменении влагосодержания материала. 
7. Разработанные в процессе исследований программы конечно-элементного 
расчета внедрены Ha Обнинском научно-производственном предприятии 
«Технология». 
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